Flicheninhaltserhaltender Willmore-Fluss
im asymptotisch Schwarzschildschen

Dissertation
zur Erlangung des Grades eines Doktors der Naturwissenschaften
am Fachbereich Mathematik und Informatik der Freien Universitit Berlin

vorgelegt von Felix Jachan im Januar 2014



Erstgutachter: Prof. Dr. Felix Schulze
Zweitgutachter: Prof. Dr. Jan Metzger

Datum der Disputation: 16. April 2014



Betreut von Prof. Dr. Felix Schulze, Freie Universitiat Berlin

Eidestattliche Erkldarung

Hiermit versichere ich, die vorliegende Arbeit selbstindig verfasst und mich kei-
ner anderen als der angegebenen Quellen und Hilfsmittel bedient zu haben. Die
Arbeit wurde in keinem friiheren Promotionsverfahren eingereicht und ist bislang
nicht veroffentlicht.

Berlin, 16. Januar 2014

Felix Jachan






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Vorbereitungen
2.1 Geometrische Grundlagen und Konventionen . . . . ... .. ... ... ..
2.1.1 Geometrie von Hyperflachen . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
2.1.2  Sternnotation und -Polynome . . . . ... ... ... ... .....
2.1.3 (v)-Notation . . . . . . . .. ... ..
2.2 Willmoreenergie und induzierte Gradientenfliisse . . . . ... ... ... ..
221 Willmore-Fluss . . . . . . . . .. ...
2.2.2  Willmore-Fluss mit Nebenbedingungen . . . . ... ... ......
2.3 Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten . . . . . .. ... ...
2.3.1 Eigenschaftenvon M . . . . . . . ... ... Lo
2.3.2 HyperflaicheninM . . . ... ... ... oo

3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen
3.1 Kurzzeitexistenz bei bekanntem 6 . . . . . .. ... 0oL L
3.2 Evolutionder Krimmung . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
3.2.1 Hohere Ableitungen . . . . . . . .. ... ...
322 Imtegralgleichungen. . . . . . . . ... .. ... ... ... .. ...
3.3 A-priori-Abschiitzungen . . . . . ... ... L Lo
33.1 Kriimmungsschranken . . . ... ... .. ... ... .......
3.4 Untere Schranken an die Existenzzeit . . . ... .. ... ... ... ....

4 Flacheninhaltserhaltender Willmore-Fluss
4.1 KurzzeiteXistenz . . . . . . . . .« . . oot e e e e e
4.1.1 Kurzzeitexistenz tiber Fixpunktmethoden . . . .. ... ... ....
4.1.2 Kurzzeitexistenz aus abstrakter Losungstheorie . . . . . . ... . ..
42 L2Schrankenand . . .. ... ... ... ...
4.3 Untere Schranken an die Existenzzeit . . . . ... ... ... ........
4.3.1 Kriimmungskonzentration bei endlicher Existenzzeit . . . . ... ..
4.4 Blowupanalyse bei Kriimmungskonzentration . . . . . . .. ... ... ...
4.4.1 Konstruktion einer Blowupfliche . . . . ... ... ... ... ...
4.4.2 Langzeitexistenz bei kleiner Willmoreenergie . . . . . . .. ... ..
4.5 Langzeitverhalten . . . . . . . . ... ..o
4.5.1 Teilfolgenkonvergenz . . . . . . . . . . ... ...

A Flicheninhaltserhaltender Willmore—Fluss in weiteren Mannigfaltigkeiten
A.1 Langzeitexistenz und glatte Konvergenz imR> . . . . ... ... ... ...
A.2 Untere Schranken an die Existenzzeit in allgemeinen Mannigfaltigkeiten . . .

15
15
16
18
19
20
20
21
23
24
26

31
31
35
37
38
65
67
74

81
81
81
84
86
92
94
96
100
107
109
109

113
113
117



B Dinge von Interesse

B.1 UmskaliereninM . . .. ... ... ... .......

B.1.1 Anpassung der Hintergrundmetrik

B.1.2 Umskalierter Willmore-Fluss . . . . . . . . ..
B.2 Strukturgleichungen . . . . . . .. ... .. ... ...
B.3 Sobolevungleichungen . . . .. ... ... ......
B.4 Lokale Interpolationsungleichungen . . . . . ... ..

C (Kurze) Zusammenfassung

Inhaltsverzeichnis



Kapitel 1

Einleitung

Die Forschung am Willmorefunktional

W(F(Z)) = %/Zfﬂ du

hat in den letzten Jahren rasant an Fahrt aufgenommen und befindet sich momentan nicht
zuletzt wegen des jiingst erbrachten Beweises der in den 1960er Jahren geduBerten Willmore-
vermutung auf einem ihrer Hohepunkte.

In der oben angegebenen Form bezeichnet F(X) die Immersion einer festen, geschlosse-
nen (d.h. kompakten und randlosen) 2-Fliche X in eine umgebende 3-Mannigfaltigkeit und
H die hierdurch auf ¥ induzierte mittlere Kriimmung. In der Literatur finden sich auch Va-
rianten des Funktionals fiir Fldchen in hoheren Codimensionen. Ebenfalls anzutreffen sind
Varianten mit von 1/2 abweichenden Vorfaktoren sowie die Variante W(F (X)) = [, |A|* du,
die sich bei Flichen im R® nur um eine topologische Konstante von W(F (X)) unterscheidet
und mit deren Hilfe sich das Willmorefunktional anschaulich als Indikator fiir die ,,Rundheit*
der Fliiche F(X) charakterisieren lisst; die GroBe |A|> misst punktweise den Unterschied der
Hauptkriimmungen zueinander. Andererseits wird durch W auch die fotale Kriimmung von
F(X) widergespiegelt, und es scheint einleuchtend, daB diese von starken Verwindungen oder
Selbstiiberschneidungen der Flache in die Hohe getrieben wird — tatsédchlich ist nach einem
Resultat in [LY82] ein hinreichend kleiner Wert von W(F (X)) ein Garant dafiir, da} es sich
bei F(X) zwangslidufig um eine eingebettete Fliche handelt.

Wir halten fest, daB ein kleiner Wert des Willmorefunktionals eine gewisse Gutartigkeit
der betrachteten Flache nach sich zieht und grundsétzlich als gut und erstrebenswert angesehen
werden sollte.

Geschichtliches und grundlegende Fragestellungen

Die Betrachtung des Willmorefunktionals ldsst sich mindestens auf die Untersuchung von
, Konformminimalflzichen” im R3 in den 1920er Jahren zuriickverfolgen; in [Tho24, §7] findet
sich erstmals eine Herleitung der zu W gehorigen Euler-Lagrange-Gleichung im R3

0=—(AH+H|AP), (1.1)

hier bezeichnet A den Laplace-Beltrami-Operator auf F(X). Der Weg des Willmorefunktio-
nals in seine heutige Popularitdt wurde jedoch erst Jahrzehnte spiter von Namenspatron T.
J. Willmore geebnet, der mit elementaren Mitteln (vgl. [Wil96, §7.2]) die absolute untere
Schranke

W(F(X)) > 8n
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fiir alle geschlossenen, immersierten Flichen F(X) C R3 herleitete, die genau auf runden Ko-
ordinatensphiren angenommen wird, und spiter die eingangs erwihnte Willmorevermutung
duBerte, es existiere nach Einschrinkung von W auf die Klasse aller immersierten 7ori ei-
ne bessere (d.h. groflere) untere Schranke, die genau auf runden Tori mit Radienverhiltnis
1/+/2 angenommen wird. Dies markiert den Ausgangspunkt andauernder und fruchtbarer Er-
forschungen dieser und verwandter Fragestellungen, wie etwa der Frage nach der Existenz von
Minimierern von W mit vorgeschriebenem Genus (die sich mit den Resultaten aus [Sim93]
und [BKO3] positiv beantworten ldsst). Die Willmorevermutung selbst wurde erst kiirzlich in
[MN12] bewiesen.

Eine Fragestellung, der im R? jedoch keine groBere Aufmerksamkeit zuteil wurde, ist die
Existenz von Minimierern F(X) von W unter vorgeschriebenem Flicheninhalt |[F (X)], d.h. die
Existenz von Fldchen, die fiir festes £ und ein gegebenes K > 0

FE)| =K, )
F(X) ist lokaler Minimierer von W in {F(X): |F(X)| =K} ’

erfiillen. Dies allerdings aus gutem Grund, denn es lésst sich leicht zeigen, daB unter Umska-
lierung von F (X) mit jedem beliebigen Faktor T > 0

W(t-F(X)) = W(F(2)),

und sich damit aus jedem Minimierer F () von W im R? eine ganze Familie {7-F(X) : 7> 0}
von Minimierern erzeugen lisst, die jeden gewiinschten Flicheninhalt abdeckt.

Anders jedoch verhilt es sich bei der Betrachtung von (1.2) fiir Hyperflachen in nichteu-
klidischen, d.h. vom R? abweichenden 3-Mannigfaltigkeiten, da ein wie oben beschriebenes
Skalierungsargument nun nicht mehr zur Verfiigung steht und auf andere Mittel zuriickge-
griffen werden muss. Gerade im Nichteuklidischen jedoch erhilt die Suche nach derartigen
Minimierern in ihrer Rolle als ,nichteuklidische Analoga zu Koordinatensphiren eine ge-
wisse Relevanz, wie in den folgenden Zeilen anhand einiger spezieller 3-Mannigfaltigkeiten
verdeutlicht werden soll.

Minimierer von W zu gegebenem Flicheninhalt — Etwas Physik

Eine wichtige Rolle in der Relativititstheorie spielt die Klasse schwarzschildscher 3-Mannig-
faltigkeiten. Diese modellieren aus physikalischer Sicht die Umgebung eines perfekten iso-
lierten Schwarzen Loches, und lassen sich aus geometrischer Sicht jeweils durch Versehung
von R3\ {0} mit einer radialsymmetrischen Metrik g5, erzeugen, die iiber die euklidischen
Koordinaten des R? und einen Masseparameter m punktweise explizit durch

4
S m

g (pii= 1+> S
n(P)i ( Mol ) ¥

festgelegt ist. Nun ergibt sich aus direkter Rechnung fiir die Hawkingmasse my jeder zentrier-
ten Koordinatensphire Sg(0) mit Radius R > 0

Sr(0)]
(167)3

mu (Sg(0)) == < )2 (16w —2W(Sg(0))) (1.3)

:m7

und es liegt nahe, die rechte Seite in (1.3) bei unbekanntem m auch zur Definition der Masse
einer Schwarzschildmetrik zu verwenden. Diese Intuition ldsst sich auch auf eine allgemei-
nere Klasse von Metriken ausdehnen: Betrachtet man Metriken g auf R?\ {0}, die nur durch



ihre asymptotische Anndherung im Unendlichen an eine (unbekannte) Schwarzschildmetrik
g5 ausgezeichnet sind, die also fiir eine geeignete Norm

R—soo
sup [lg—gnll =50
R3\B(0)

erfiillen, motiviert dies die Betrachtung von (1.3) fiir Koordinatensphéren Sg(0) mit R — oo.

Nun sind derartige Sphiren aber andererseits (vgl. [LMS11, Satz 12]) in (R*\ {0},¢5),
dhnlich zu runden Sphéren im Euklidischen, gerade als (lokale) Minimierer von W unter vor-
gegebenem Flicheninhalt ausgezeichnet — und es scheint daher ratsamer, bei der Ubertragung
einer Massedefinition auf asymptotisch schwarzschildsche Metriken g wie oben anstelle von
Koordinatensphéren auf diese robustere, da geometrischere Klasse von Flidchen zuriickzugrei-
fen. Insgesamt stellt damit der Ausdruck

1
K 2
((16717)3) (1671:—2min{W(F(E)) D |F(Z)|=K})

fiir K — oo, eventuell unter der Forderung zusétzlicher Rundheits- und Zentrierungsbedin-
gungen an die betrachteten F(X), einen guten Kandidaten zur Definition einer ,,natiirlichen®
Masse in asymptotisch schwarzschildschen Metriken dar.

Ahnlich lieBen sich auch Ansitze verfolgen, um iiber die ,,Mittelpunkte derartiger Mi-
nimierer mit Flicheninhalt K — oo das Massezentrum von g zu definieren (das sich im Falle
der Schwarzschildmetrik g3, gerade im Ursprung {0} befindet), oder iiber die Flichen selbst
natiirliche Polarkoordinaten auf einem duBeren Gebiet in (R*\ {0}, g) zu konstruieren.

Eine neue Methode fiir ein altes Problem

Die Existenz lokaler Minimierer von W unter vorgegebenen, hinreichend groen Flichen-
inhalten in asymptotisch schwarzschildschen Metriken wurde umfassend von T. Lamm, J.
Metzger und F. Schulze in [LMS11] behandelt; insbesondere wurden dort auch Zentrierungs-
resultate bewiesen, die die dort konstruierten Minimierer fiir die oben aufgefiihrten Verwen-
dungszwecke in Betracht kommen lassen. Der Beweis zu [LMS11, Satz 1] wurde im We-
sentlichen iiber eine Stetigkeitsmethode erbracht: Ist g asymptotisch zu einer schwarzschild-
schen Metrik g3, so lisst sich durch Interpolation zwischen g5 und g unter Verwendung des
Satzes iiber implizite Funktionen fiir jedes hinreichend grofe R aus der Existenz der expli-
ziten Losung Sg(0) zu (1.2) in (R3\ {0}, ¢5) auf die Existenz einer Losung @ = @(Sg(0))
in (R*\ {0},g) schlieBen. Aus dem Konstruktionsprozess von ®g geht hervor, daB die auf
diese Weise fiir ein geeignetes R >> 1 aus den Mengen {Sg(0) }z>r, konstruierbare Familie
{®r}r>r, eine Blitterung eines duBeren Gebietes von (R®\ {0}, g) darstellt und insbesondere
jeden gewiinschten, hinreichend groflen Flidcheninhalt abdeckt.

Ein hiervon in zweierlei Hinsicht abweichender Ansatz zum Auffinden ,,runder Hyper-
flachen vorgegebener Grofle wird von G. Huisken und S.-T. Yau in [HY96] verfolgt. Der erste
Unterschied liegt bereits in der Nutzbarmachung bzw. Ubertragung eines von (1.2) abwei-
chenden Charakteristikums runder Sphiren im R3: Diese lassen sich auch als Losungen des
isoperimetrischen Problems, d.h. fiir ein gegebenes V > 0 als Losungen zu

vol(F(X)) =V, (1.4)
F(X) ist lokaler Minimierer von | - | in {F(X) : vol(F(X)) =V} ’

beschreiben, wobei vol(F (X)) das (3-) Volumen des von F(X) eingeschlossen Gebiets bezeich-
net. In Analogie zu den, Losungen von (1.2) betreffenden, Ergebnissen in [LMS11] lassen sich
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die Hauptresultate in [HY96] in der Existenz einer Blitterung {@R } R>Ry» Ro > 1, hinreichend
zentrierter Losungen zu (1.4) zusammenfassen, von denen jedes Blatt ® dasselbe Volumen
wie die Koordinatensphire Sg(0) einschlieBt.

Der fiir uns wesentlichere Unterschied zu [LMS11] besteht jedoch in der Methode, die
in [HY96] benutzt wird, um die Flichen ®f ausfindig zu machen. Diese werden {iiber eine
Variante des Gradientenflusses zum Fléicheninhaltsfunktional | - | erzeugt: Ohne Umwege iiber
die Konstruktion von Minimierern in (R*\ {0}, ¢5) wird eine beliebige ,,Start“fliche in (R \
{0}, g) mit festgelegtem Volumen (in diesem Falle eine Koordinatensphire Sg(0)) nach einer
prazise festgelegten geometrischen Vorschrift deformiert, die den Flicheninhalt der Fliche
verringert, wihrend das eingeschlossene Volumen unverindert bleibt. Es ldsst sich zeigen, daf
unter Fortschreiten einer derartigen Evolution im Grenzwert eine Losung von (1.4) entsteht,
die das (festgelegte) eingeschlossene Volumen mit der Startfliche gemein hat.

Die vorliegende Arbeit befasst sich im weitesten Sinne mit der Frage, inwieweit die Resul-
tate aus [LMS11] mit den Methoden aus [HY96] erbracht werden konnen, d.h. ob es moglich
ist, Losungen des Problems (1.2) in (R®\ {0},g) durch Benutzung eines Gradientenflusses,
nun zum Willmorefunktional, oder einer Variante hiervon erzeugen zu konnen. Bei der Un-
tersuchung dieser Fragestellung kann auf einen umfangreichen Fundus bereits entwickelter
Methoden und Ideen zuriickgegriffen werden, die im Zusammenhang mit verwandten Frage-
stellungen im R> entwickelt wurden und in den nichsten Absitzen umrissen und prizisiert
werden sollen.

Der Willmore-Fluss im R? und die Argumente von Kuwert & Schiitzle

Gradientenfliisse stellen ein zentrales Werkzeug in der Variationsrechnung dar: Ausgehend
von der Uberlegung, daB (genau wie in der endlichdimensionalen Analysis) der Gradient ei-
nes reellwertigen Funktionals an einem nichtkritischen Punkt in Richtung der hochsten Stei-
gung zeigt, ,.flieBt“ man unter konsequenter Bewegung in Richtung des negativen Gradienten
zwangslaufig auf ein lokales Minimum oder, zumindest, einen kritischen Punkt dieses Funk-
tionals zu. Hierbei ist zu beachten, daf diese Bewegung von einem gegebenen Startpunkt aus
im Allgemeinen zwar fiir eine kurze Zeit, aber nicht beliebig lang durchfiihrbar ist, da auch
Punkte erreicht werden konnen, in denen das betrachtete Funktional nicht mehr definiert ist.
Diese Singularitdten gilt es zu klassifizieren und, im Idealfall, auszuschlieen.

Nun ist im Falle des Willmorefunktionals im R> der Gradient an einem ,Punkt‘ F ge-
rade gegeben durch die rechte Seite von (1.1) (genauer durch die Funktion oW : p € ¥
—(AH+H|A?)-v(p) € R?, wobei v ein festes Einheitsnormalenfeld an F(X) bezeichnet),
womit sich aus obiger Argumentation die Betrachtung des Gradientenflusses zum Willmore-
funktional bzw. des Willmore-Flusses im R3

F:Xx[0,T)—R3
F(X,0) = FK(X), (WFR?)
dF(p,t)=(AH+HIAP)-v(p)

zu einer gegebenen Startfliche F : £ — R3 motiviert.

Initiiert und vorangetrieben wurde die Untersuchung dieses Flusses maBgeblich von E.
Kuwert und R. Schitzle in den frithen 2000er Jahren in [KS02] und [KSO1], teilweise auch
in hoheren Codimensionen. Hervorzuheben ist insbesondere folgendes Resultat, mit dem sich
das erste Auftreten einer Singularitit unter (WFR?) auf einem Zeitintervall ausschlieBen lisst,
dessen Linge allein durch den Grad der Kriimmungskonzentration von Fy bestimmt ist. Im
Folgenden bezeichnet A die zweite Fundamentalform von F(X), deren Norm |A| punktweise



die Norm aller Hauptkriimmungen kontrolliert, und die Integration (1.5) versteht sich auf dem
Urbild F; ' (B, (x)) C E.

Satz 1.1 ([KS02, Satz 1.2, Aussage (1.5)] fiir n = 3). Sei X geschlossene 2-Fliche und Fy : ¥ —
R? glatte Immersion. Sei F : £ x [0, Tyax) — R® maximale Losung zu (WFR®) mit F(X,0) =
Fo(X). Dann gibt es absolute Konstanten €,c > 0, sodaf, falls fiir ein p > 0 und jede Kugel
By (x) C R® die Voraussetzung

/ AP dp < & (1.5)
Fo(Z)NBp (v)
erfiillt ist,
Thax > cp4.
O

Aus Satz 1.1 ergibt sich sofort ein notwendiges Charakteristikum jeder Singularitit: Ist
bekannt, daB fiir eine Losung F : X x [0, Tiax) — R? von (WFR?)

Tinax < oo,

und ist p(¢) > O fiir jedes ¢ € [0, Tyax) als beliebiger Radius gewihlt, der Bedingung (1.5) auf
der Fliche F(X,7) erfiillt, so ergibt sich aus Satz 1.1 direkt

Tiax —1 > cp(t)*,
und damit fiir t " Tipax zwangsldufig
1
p(1) < (¢ N (Tnax — 1)) — 0.

Es lédsst sich schlieBen, daB sich ein Teil der Kriimmung von F(X,-) im umgebenden Raum
konzentriert, d.h. daB} Zeiten t; /* Thax, Radien p; \, 0 und Kugeln By, (x) C R3 existieren mit

/ AP du>e firalle . (1.6)
F(Z,:)NBp, (x;)

Mit Eigenschaft (1.6) wird der vage formulierte ,,Abbruch® des Flusses (WFR?) durch
ein konkretes geometrisches Phanomen greifbar und damit insbesondere angreifbar gemacht:
Gelingt es, das Auftreten von (1.6) durch die Forderung geeigneter Zusatzbedingungen kate-
gorisch auszuschlieBen, so sind auf diesem Wege hinreichende Bedingungen fiir die Langzeit-
existenz von (WFR?) gefunden. Hierfiir erinnern wir an die eingangs erwihnte Rolle von W
als MaB fiir die totale Kriimmung einer Fldche; es besteht die Hoffnung, daf das Auftreten der
durch (1.6) beschriebenen Kriimmungskonzentration nur bei groBen Werten der W(F (X,1;))
moglich ist — was sich insbesondere durch Forderung einer geeigneten Schranke an W (Fy (X))
ginzlich ausschlieBen lieBe. Dieses Argument wird in [KS04, Satz 5.2] tatséchlich zum Erfolg
gefiihrt; fiir alle sphdrischen Startflichen Fy(Z) C R3, die der Bedingung

W(F (X)) <2W(Sk(x)) = 167

geniigen, ldsst sich das Auftreten von (1.6) ausschlieBen und damit Ty, = oo gewihrleisten.
Das dem Beweis dieses Resultates zugrundeliegende Hauptwerkzeug wird durch die Kon-

struktion und Analyse einer Blowupfliche um die Konzentrationspunkte geliefert; grob ge-

sprochen wird nach Normierung aller Kugeln B, (x;) in (1.6) auf einen einheitlichen Radius
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und der damit einhergehenden Reskalierung der Flichenstiicke F (X,1;) N B, (x;) im Grenzwert
ein Flachenstiick erzeugt, das aufgrund der uniformen unteren Schranke in (1.6) eine nicht-
verschwindene Kriimmung aufweist. Es ldsst sich jedoch zeigen, daB dieses Fldachenstiick bei
hinreichend kleinen Werten der W(F (X, #;)) einen Teil einer (flachen) Ebene darstellen muss,
woraus sich in diesem Fall direkt ein Widerspruch ergibt.

Aus dem Ausbleiben von Kriimmungskonzentration lassen sich auch Riickschliisse iiber
das Langzeitverhalten der F (X, -) unter (WFR?) ziehen: Aus der hierdurch implizierten gleich-
miBigen ,,L>-Verteilung” der Kriimmung auf allen F(X,) kann induktiv auf uniforme Schran-
ken an A und alle Ableitungen vk A geschlossen werden. Diese Schranken bilden den Grund-
stein fiir die Argumente in [KSO1, Lemma 5.4] und [KSO1, Lemma 5.5], mit denen sich fiir
t /oo glatte Konvergenz der F(X,t) zu einer runden Sphéire und damit zu einem Minimierer
von W im R? zeigen lisst.

Flicheninhaltserhaltender Willmore-Fluss — nicht nur im R3

Nach Konstruktion des Willmoreflusses ist die Willmoreenergie einer sich unter diesem Fluss
bewegenden Fliche F(X,t) zwar monoton fallend in ¢ — eine Kontrolle iiber das Verhalten
des Fldcheninhalts |F(X,¢)] ist jedoch im Allgemeinen nicht zu erwarten. Somit kommt die
Ubertragung des Willmore-Flusses in seiner oben beschriebenen und von Kuwert & Schiitzle
untersuchten Form (WFR?) auf asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten zwar als
Mittel zum Auffinden von Minimierern von W in diesen Mannigfaltigkeiten in Betracht, nicht
jedoch zum Auffinden von Losungen zu (1.2) fiir gegebenes K.

Eine Losung dieses Problems bietet die Abinderung von (WFR?) durch die Entfernung
desjenigen Bestandteils von d,F(p,t), der sich fiir die Veréinderung des Flicheninhalts ver-
antwortlich zeigt. Dieses Verfahren wird im Detail in Abschnitt 2.2 durchgefiihrt und fiihrt,
ausgehend von (WFR?), auf den Fluss

F:2x[0,T)— R,
F(X,0) = F(%), (WFFR?)
OF (p,t) = (AH+HIA]?)-v(p)+HA - v(p)

mit einem globalen Integralterm A = A (F(X,t)), auf dessen explizite Gestalt erst spiter einge-
gangen werden soll — wesentlich ist hier nur, daf es sich bei —HA - v(p) gerade um den oben
angesprochenen zu entfernenden Teil von 0, F (p,t) handelt, und bei Evolution unter (WFFR?)
tatsichlich die gewiinschten Monotonien

FW(F(Z,1)) <0 und J|F(Z,1)| =0

gelten. Es besteht also die Hoffnung, mit dem Fluss (WFFR?) zumindest im Euklidischen
geeignete Startflichen F(X) auf flicheninhaltserhaltende Weise in Minimierer von W umfor-
men zu konnen (die sich mit den Resultaten der vorliegenden Arbeit tatsichlich bewahrheiten
wird).

Auch in allgemeineren (insbesondere nichteuklidischen) 3-Mannigfaltigkeiten lédsst sich,
dhnlich zum Vorgehen im R3, der Gradientenfluss zu W bestimmen und wie oben beschrie-
ben in eine flicheninhaltserhaltende Form bringen. Dies fiihrt auf die in Abschnitt 2.2 be-
schriebenen, universelleren Fliisse (WF) und (WFF), die im Euklidischen gerade den Fliissen
(WFR?) bzw. (WFFR?) entsprechen und sich von diesen um zusitzliche, aus der Umgebungs-
kriimmung resultierende Terme unterscheiden. Mit der Untersuchung des Flusses (WFF) in
asymptotisch schwarzschildschen Mannigfaltigkeiten (R®\ {0},¢) und der hierfiir notwen-
digen Adaption der im Euklidischen fiir (WF) erarbeiteten Resultate ist das Hauptmotiv der
vorliegenden Arbeit gefunden.



Zu bewiltigende Hiirden

Mit der Herauslosung der Methoden von Kuwert & Schitzle aus dem Euklidischen wird in
vielerlei Hinsicht Neuland betreten; erst kiirzlich wurden in [MWW13] mit dem Aufstellen
einer zu Satz 1.1 analogen Aussage erste Schritte zur Untersuchung des Flusses (WF) in aus-
gewihlten 3-Mannigfaltigkeiten getan, entsprechende Resultate fiir (WFF) in asymptotisch
schwarzschildschen Mannigfaltigkeiten (R3\ {0},g) und allgemeinen 3-Mannigfaltigkeiten
werden in Abschnitt 4.3 und Anhang A.2 dieser Arbeit aufgestellt.

Die Schwierigkeit der Arbeit in Mannigfaltigkeiten iibersteigt die der Arbeit im Euklidi-
schen um ein Vielfaches: Die umgebende Kriimmung induziert Terme in nahezu jeder aufzu-
stellenden Evolutionsgleichung, deren algebraische Struktur sich oft an keiner offensichtlichen
Vorschrift orientiert und die sich damit nur schwer in allgemeine Aussagen und Abschitzun-
gen pressen lassen.

Auch auf die Annehmlichkeiten der Vektorraumstruktur des R* muss zunichst verzichtet
werden; die Mittel der Translation und Reskalierung von Hyperflichen, die in [KSO01] eine
wesentliche Rolle in der Blowupanalyse spielen und damit einen entscheidenden Anteil an
der Herleitung von Langzeitexistenzresultaten tragen, stehen nicht mehr zur Verfiigung und
miissen durch geeignete Alternativen ersetzt werden. Hier jedoch wird uns die spezielle Struk-
tur der in dieser Arbeit betrachteten Mannigfaltigkeiten (R3\ {0}, ¢) in die Hiinde spielen, die
es erlaubt, entsprechende Operationen auf Koordinatenebene weiterhin durchzufiihren, so-
lange sich die hieraus resultierenden nichtgeometrischen Auswirkungen korrigieren oder auf
sinnvolle Weise kontrollieren lassen.

Probleme sind auch durch den in (WFF) auftretenden nichtlokalen Integralterm A zu er-
warten. Auch dieser findet sich in einem Grofteil der zur Herleitung nennenswerter Resultate
notwendigen Gleichungen wieder und muss daher auf geeignete Weise kontrolliert werden.
Tatsdchlich ist dies aber mit den iiblichen analytischen Mitteln kaum zu bewerkstelligen, und
auch nach dem Studium der folgenden Kapitel wird der Leser keine Antworten auf die Frage
nach Monotonieverhalten, expliziten Schranken oder auch nur nach dem bloen Vorzeichen
von A gefunden haben. Gliicklicherweise aber wird sich zeigen, daB} zur Herleitung vieler Aus-
sagen unter (WFF) zu einem festen Zeitpunkt # > 0 nur die Kenntnis der GroBe [jA2(&) d&,
d.h. der L?>-Norm von A auf dem verstrichenen Zeitintervall, erforderlich ist. Zumindest fiir
(WFF) im Euklidischen aber lisst sich gerade diese GroB3e durch ein bemerkenswert kurzes
Argument kontrollieren, das zu gro3en Teilen einem Hinweis des Betreuers der vorliegenden
Arbeit, Felix Schulze, zu verdanken ist. Hierauf aufbauend kann nun wieder ein Charakte-
ristikum von (R?\ {0}, ¢) ausgenutzt werden: Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der
Metrik g lisst sich der Ansatz zur L?>-Kontrolle von A aus dem Euklidischen auf ein hinrei-
chend weit vom Ursprung entferntes Gebiet in (R \ {0},¢) iibertragen und auch dort zum
Erfolg fiihren.

Die Ubertragung von Argumenten aus dem R? in einen #uBeren Bereich von (R*\ {0}, ¢)
wird ein hiufig wiederkehrendes Motiv dieser Arbeit darstellen.

Die folgenden Seiten und ausgewéihlte Resultate

Wir kdénnen nun eine Auswahl der in dieser Arbeit aufgestellten Resultate und den hierfiir ein-
geschlagenen Weg umreiflen. Zwecks besserer Lesbarkeit setzen wir im Folgenden fiir Metri-
ken g wie oben

M:= (R*\ {0},g)

und verzichten weitgehend auf fiir diesen Uberblick unwesentliche technische Details; fiir
die exakten Aussagen sei auf die entsprechenden Kapitel und die referenzierten Resultate
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verwiesen.

Eine grundlegende Frage bei der Untersuchung von Losungen eines jeden geometrischen
Flusses ist die nach der bloBen Existenz dieser Losungen, die fiir (WFF) in M durch fol-
genden Satz gewihrleistet wird. Die hierfiir benotigten Beweistechniken liegen aufgrund des
nichtlokalen Terms A etwas abseits der iiblichen ,,Standardmethoden® fiir partielle Differen-
tialgleichungen, und greifen vor allem auf die abstrakte Losungstheorie in [Ama93] und die
Argumentation in [ES98, §2] zuriick. Es sei angemerkt, daf eine analoge Existenzaussage
ohne Einschrinkung auch fiir (WFF) in beliebigen umgebenden 3-Mannigfaltigkeiten gilt.

Satz 1.2 (Satz 4.3, Kurzzeitexistenz fiir (WFF)). Sei ¥ geschlossene 2-Fliche und Fy : ¥ — M
glatte Immersion. Dann existiert ein maximales Tmax > 0 und eine eindeutige Losung F :
Y X [0, Tiax) — M von (WFF) zu Startwerten Fy(X). O

Durch Adaption der Methoden von Kuwert & Schitzle ist es nun mdglich, ein Analogon
des oben beschriebenen Satzes 1.1 aufzustellen, um wie dort die Zeit Ty,x auf sinnvolle Weise
in Abhingigkeit von Fy(X) zu quantifizieren und im Gegenzug das charakteristische Verhalten
der Flichen F(X,-) nahe Ty,x herauszuarbeiten. Hierfiir muss gefordert werden, daB sich die
betrachteten Flachen im ,,fast euklidischen Bereich von M, d.h. hinreichend weit entfernt vom
Ursprung bewegen; diese Forderung ist fiir die Ubertragbarkeit ausgewihlter im R? zulissiger
Argumente wesentlich und wird mit Eigenschaft (VX) auf Seite 45 prézisiert. Zusétzlich ist
zu gewihrleisten, daf die F(X,¢) mit wachsendem ¢ nicht in der (rdumlichen) Unendlichkeit
verschwinden.

Satz 1.3 (Satz 4.11, Minimale Existenzzeit fiir (WFF)). Sei ¥ geschlossene 2-Fliche und
Fy : £ — M glatte Immersion. Sei F : ¥ x [0, Tnax) — M maximale Losung von (WFF) mit
F(£,0) = Fy(X), die fiir alle t € [0, Tmax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt und
hinreichend zentriert ist. Gelte

Tmax
/0 A2(E) dE < 1. (1.7

Dann gibt es eine absolute Konstante € > 0, sodafs, falls fiir ein p > 0 und jede Koordinaten-
kugel By (x) C M die Voraussetzung

/ AP du < g
Fyo(Z)NBp (x)

erfiillt ist,
Tnax > min{cp*,C(M)} > 0.
O

Auf den ersten Blick stellt Bedingung (1.7) eine duferst restriktive Einschriankung der An-
wendbarkeit von Satz 1.3 dar. Wir erinnern allerdings daran, dal dieser Satz nur dazu benétigt
wird, um das Verhalten von (WFF) nahe einer vermeintlichen Singularitit zu untersuchen;
falls sich zeigen lasst, da3 unter (WFF) im Falle einer endlichen Existenzzeit Tax

~Tmax
/0 A2(E) dE < oo, (1.8)

so folgt fiir t 7 Thnax

Tmax
/ 22(E) dE =0



und damit die Anwendbarkeit von Satz 1.3 nahe Tyax. Auch beim Aufstellen von Kriimmungs-
abschitzungen unter (WFF) ist die Kontrolle der GroBe (1.8) wesentlich und stellt damit ein
zentrales Standbein fiir viele der in der vorliegenden Arbeit aufgestellten Resultate dar. Wie
bereits angekiindigt lédsst sich eine derartige Kontrolle tatsidchlich gewdihrleisten:

Satz 1.4 (Satz 4.7, L>-Schranken an A). Sei F : £ x [0, Tyax) — M Lisung von (WFF) mit
F(Z,0) = Fy(X), die fiir alle t € [0, Tmax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt und
hinreichend zentriert ist. Dann gilt fiir alle t € [0, Tax)

[ 2@7 0 <coum)a+0).

O

Mit den Sétzen 1.3 und 1.4 lésst sich nun unter (WFF) in M nahe einer Singularitit auf
Kriimmungskonzentration der Flichen F(X,-) schlieBen, und damit auf das Phinomen, das
auch schon von Kuwert & Schiitzle fiir den Fluss (WF) im R? nachgewiesen wurde. Es existie-
ren also Zeiten #; /* Trax und Koordinatenkugeln B, (xi) € M mit p; \, 0, die die Eigenschaft
(1.6) erfiillen.

Wie in [KS04] kann dieses Verhalten nun bei bestimmten Startfliichen Fy(X) ausgeschlos-
sen werden. Eine zentrale (wenn auch technische) Rolle spielt hierbei die Blowupfiiiche
F(2) C R3, die in einem Grenzwertprozess nach geeigneter Reskalierung der Flichen F (X, )
um die Punkte x; entsteht und die aufgrund der (skalierungsinvarianten) unteren Schranke in
(1.6) eine nichtverschwindende Kriimmung aufweist. Dem Beweis des folgenden Satzes lie-
gen in hohem Mafe die in Abschnitt B.1 aufgestellten Skalierungstechniken zugrunde.

Satz 1.5 (Satz 4.18, Existenz und Eigenschaften der Blowupfliche). Sei ¥ geschlossene 2-
Fliiche und F : £ X [0, Thax ) — M Losung von (WFF), die fiir alle t € [0, Tiax ) hinreichend weit
vom Ursprung entfernt liegt und hinreichend zentriert ist. Konzentriere sich die Kriimmung
von F(X,-) im Sinne von (1.6). Dann gibt es Zeiten t i /" Timax und eine nichtkompakte 2-Fliche
F : £ — R3 mit den folgenden Eigenschaften:

o Auf Koordinatenebene konvergieren die Flichen F(X,t;) nach Reskalierung und Trans-
lation in einem geeigneten Sinne gegen F(¥),

o F (%) ist kritischer Punkt von W,
e Fiir die zweite Fundamentalform A von F(£) gilt A # 0.
O

Wir merken an, daB F (i) bemerkenswerte Parallelen zu der in [KSO1, §4] konstruierten
Blowupflache fiir (WF) im Euklidischen aufweist: Die Tatsache, daf3 F (ﬁ‘,) eine Hyperfliche
im R? darstellt, ist auf das anschauliche ,,Wegskalieren der umgebenden Kriimmung zuriick-
zufiihren. Da sich auBerdem zeigen lisst, daB der Term A im Grenzwert keine Rolle mehr
spielt, handelt es sich bei #(£) um einen stationiren Punkt von (WF) und nicht etwa ,,nur*
von (WFF).

Mit Hilfe der Kompaktheitssitze in [KS04] und eines tiefen Klassifikationsresultates aus
[Bry84] kann nun bei sphdrischen F(X,-) und hinreichend kleinen Werten von W(F(X,-))
mindestens eine der in Satz 1.5 aufgefiihrten Eigenschaften von F (fl) ausgeschlossen wer-
den. Genauer lisst sich zeigen, daB £ (2) unter diesen Voraussetzungen nur dann ein kritischer
Punkt von W sein kann, wenn F' eine Ebene im R> beschreibt und damit insbesondere A=0
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erfiillt. Es ergibt sich direkt ein Widerspruch zu Satz 1.5 und damit die Negation der Implika-
tionskette

Tinax < o = Kriimmungskonzentration = Existenz von F(£) wie in Satz 1.5.

Wir erhalten folgendes Resultat, das ein Analogon zu [KS04, Satz 5.2] darstellt:

Satz 1.6 (Satz 4.20, Langzeitexistenz). Sei X sphdrisch und Fy : ¥ — M glatte Immersion mit
W(F (X)) <16m—¢

fiir ein £ > 0. Sei F : £ X [0, Tyax) — M maximale Lisung von (WFF) mit F(X,0) = Fy(X),
die in Abhéingigkeit von € fiir alle t € [0, Tax) hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt
und hinreichend zentriert ist. Dann gilt

Tiax = .
L]

Der Einfluss der Konstante { auf die notwendige Entfernung der Flichen zum Ursprung in
Satz 1.6 ergibt sich aus der Notwendigkeit, im Beweis das Willmorefunktional der betrachte-
ten Fliachen beziiglich der euklidischen Metrik hinreichend beschrianken zu konnen — hierdurch
erst wird die Anwendbarkeit der Resultate aus [KS04] und [Bry84] iiberhaupt gewihrleistet.
Es sei auch angemerkt, daB diese Resultate zwingend Codimension 1 voraussetzen, und da-
mit eine eventuelle Verallgemeinerung von Satz 1.6 auf hhere Codimensionen notgedrungen
iber neue Beweistechniken erbracht werden miisste. Bei allen weiteren bis hierher vorgestell-
ten Resultaten scheint eine direkte Verallgemeinerung jedoch durchaus aussichtsreich.

Ist die Langzeitexistenz einer Losung F(X,-) von (WFF) sichergestellt, so stellt sich die
Frage nach dem Langzeitverhalten dieser Losung, d.h. nach dem Verhalten der Flichen F (X,7)
fiir t " co. Wie in [KS01] lassen sich hierfiir uniforme Kriimmungsabschitzungen an diese
Flachen ausnutzen, die durch das dem Ausbleiben von Kriimmungskonzentration ermdglicht
werden und die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 aufgestellt werden. Schnell ergibt sich dann
unter Verwendung eines geeigneten Kompaktheitssatzes folgendes Konvergenzresultat.

Satz 1.7 (Lemma 4.21, Teilfolgenkonvergenz). Unter den Voraussetzungen von Satz 1.6 gibt
es fiir jede Folge t; /* o eine Teilfolge t; / oo und eine Immersion F., : £ — M mit den Eigen-
schaften

e Die Flichen F (X,t;) konvergieren in C*(M) gegen F.o(L),
o F..(X) ist stationdire Fliche unter (WFF) in M.
O

Satz 1.7 stellt ein Analogon zu [KSO1, Lemma 5.4] dar und markiert bislang das Ende
der Ubertragungen des durch [KS02] und [KSO1] vorgegebenen Weges auf (WFF) in M. Fiir
die Ubertragung weiterer Ergebnisse und insbesondere den Nachweis glatter Konvergenz zu
stationdren Flichen unter (WFF) wire nun eine hinreichende Klassifikation dieser Flichen
notwendig; der Umstand, daf} die Geometrie der Immersion F., in Satz 1.7 eventuell massiv
von der konkreten Folge #; abhédngt, steht der Herleitung folgenunabhdngiger Aussagen iiber
die Flichen F(X,-) und damit den ersten Schritten zum Nachweis glatter Konvergenz unter
(WFF) in M im Wege.

Bei der Betrachtung von (WFF) im Euklidischen konnen jedoch auch diese ausstehenden
Schritte bewiltigt werden: Die Ubertragung der bis hierher aufgefiihrten Resultate in den R?



ist nicht nur problemlos moglich, sondern fiihrt im Falle von Satz 1.4 sogar auf die weitaus
stiarkere Aussage

|27 e <crmm).

die in Proposition 4.8 prizisiert wird. Bei der Adaption von Satz 1.7 fiihrt dies jedoch zur
Erkenntnis, daB jeder wie dort beschriebene Grenzwert F..(X) zwangslédufig einen kritischen
Punkt von W darstellt, der sich mit den Resultaten aus [Bry84] eindeutig als runde Sphire mit
Flicheninhalt |Fy(X)| identifizieren ldsst. Im Detail werden diese Schritte in Abschnitt A.1
durchgefiihrt und fiihren auf folgenden

Satz 1.8 (Proposition A.1 und Satz A.2, Langzeitexistenz und glatte Konvergenz im R%). Sei
Y. sphdrisch und Fy : ¥ — R® glatte Immersion mit

W(Fy(X)) < 167.

Dann existiert eine Losung F : ¥ x [0,00) — R von (WFF) im R® mit F(X,0) = Fy(X). Die
spurfreie zweite Fundamentalform A auf X erfiillt

1A]|oo(t) < Cexp(—ct) =50
und es gilt fiir alle k > 1
[ V® Alleo(r) < Cexp(—ct) =3 0.
O

AbschlieBend soll an dieser Stelle auf die in Abschnitt 3.2 aufgestellten Evolutionsglei-
chungen fiir die k-ten Ableitungen vH A der Kriimmung einer sich unter (WFF) bewegen-
den Fliche eingegangen werden. Diese stellen den technischen Unterbau praktisch jedes oben
erwahnten Resultates dar und nehmen aufgrund eines subtilen technischen Details einen
groBen Teil der vorliegenden Arbeit ein.

Exemplarisch fiir die Ergebnisse in Abschnitt 3.2 steht zunéchst folgende grobe Variante
von Satz 3.17.

Satz 1.9 (Satz 3.17 fiir (WFF) und & > 3, Kriimmungsevolution). Sei F : X X [0, Tiax) — M
Losung von (WFF) mit F(X,0) = Fy(X), die hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt. Sei
fl € CZ (M) feste Abschneidefunktion auf M, und gelte

/ IA]> du < 1.
F(Z,)N[#>0]

Sei 3 <k € N fest. Dann gilt fiir n :=floF € C*(X£ x[0,T)) und ein geeignetes s € N
o [ W 1VWAP du < AP +1) [0 VF AP duc
T )
mit

C=Clk,M,|R(D). 7, Y sup |VDA).
i<k—3[n>0]
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Vom konzeptuellen Standpunkt her stellt Satz 1.9 nichts weiter als eine Variante des ent-
sprechenden Resultates [KS02, Proposition 4.5] dar. Ein wesentliches Detail steckt jedoch in
der angegebenen Konstante C: Die Kriimmung des umgebenden Raums M erzeugt Terme in
den Evolutionsgleichungen, deren Ableitungen auf den Flichen F (X, ) sich nicht ohne weite-
res durch die Ableitungen der Kriimmung selbst in M abschétzen lassen. Genauer beschrieben
wird dieser Umstand in Abschnitt B.2 und sorgt letztlich fiir einen impliziten, schwer nachzu-
vollziehbaren Einfluss der zweiten Fundamentalform A auf alle durchgefiihrten Abschétzun-
gen.

Nun lieBe sich relativ einfach eme Variante von Satz 1.9 herleiten, in der die Konstante
C fiir gegebenes k von SUP (0] |V A\ bis einschlieflich i = k — 1 abhingt. Zur Herleitung
von Kriimmungsabschédtzungen wire ein derartiger Satz jedoch im Hinblick auf den zentra-
len, in Abschnitt 3.3 durchgefiihrten Induktionsprozess nicht zielfiihrend, in dem Satz 1.9 in
Verbindung mit der Sobolevungleichung (B.21) benutzt wird. Diese Sobolevungleichung setzt
zur Herleitung von sup-Schranken an eine Funktion f zwingend L?-Schranken an die zweite
Ableitung von f voraus, woraus sich letztlich die Notwendigkeit ergibt, die Konstante C fiir
gegebenes k nur von supy, ) | V(i)A| bis maximal i = k — 3 abhiingen zu lassen. Die Abarbei-
tung dieser Notwendigkeit macht massiven Gebrauch von den in Abschnitt B.2 aufgestellten
Ergebnissen und findet sich auf den Seiten 45-61.

Grob gesprochen kann nun in Abschnitt 3.3 das Induktionsschema

) Satz 1.9 | Sobolev ‘ Satz 1.9 | Sobo]ev

|[VED A2 < P2 | VEA| - < C VR A2 < €O

durchgefiihrt werden, wodurch sich unter anderem folgender Satz ergibt.

Satz 1.10 (Satz 3.22 fiir (WFF), Kriimmungsschranken). Sei F : X X [0, Tyax) — M Losung
von (WFF) mit F(X,0) = Fy(X), die hinreichend weit vom Ursprung entfernt liegt. Gelte fiir
eine Koordinatenkugel By (x) C M

/ |A|2 du < 1.
F(X,t)NBp (x)

Dann gilt fiir alle k € N und t < Tpax

VO A = r( (FENNB,a(x) <C
mit

Clk,1, M, Fy(X),p > / A2 dE).

Offene und weiterfiihrende Fragen

Die Resultate in dieser Arbeit stellen keine Ausnahme zu der in der Wissenschaft {iblichen
Praxis dar, mindestens so viele Fragen aufzuwerfen wie sie beantworten.

An erster Stelle steht die Frage nach der Abschwichung der ,hinreichenden Zentrierung*,
die in den oben aufgefiihrten Resultaten von allen betrachteten Flichen F (X, -) C M gefordert
wird. Eventuell lidsst sich durch Adaption der Techniken in [LMS11] oder auch [HY96] zeigen,
daB sich die Fldchen unter (WFF) in M von selbst um das Massezentrum zentrieren und nicht
in den stark gekriimmten Bereich nahe des Zentrums eindringen, sofern nur die Startfliche



Fy(X) geeigneten Zentrierungs- und Rundheitsbedingungen geniigt. In [HY96] wurde ein der-
artiges Argument fiir den dort untersuchten Fluss erfolgreich durchgefiihrt, und es besteht die
Hoffnung, dies auch in dem hier vorliegenden Szenario bewerkstelligen zu kdnnen.

Wie bereits angedeutet, besteht Arbeitsbedarf auch bei der Verbesserung der Konvergenz-
verhaltens von (WFF) bei Langzeitexistenz in M, so wie es mit Satz 1.8 fiir (WFF) im R3
moglich war. Hierfiir miisste ein Klassifikationsresultat fiir die Grenzflichen F.(X) aus Satz
1.7 und damit fiir stationire Punkte von (WFF) in M erarbeitet werden. Auch hier konnten die
Methoden aus [LMS11] behilflich sein; in gewisser Hinsicht ist mit [LMS11, Satz 2] bereits
ein derartiges Resultat unter starken Zusatzbedingungen vorhanden.

Ein weiterer Themenaspekt ergibt sich aus der Ubertragung obiger Resultate aus der ver-
hiltnismiBig speziellen Mannigfaltigkeit M in beliebige Mannigfaltigkeiten M. Erste Schritte
hierfiir wurden mit einem zu Satz 1.3 analogen Existenzzeitresultat fiir (WFF) in M bereits in
Abschnitt A.2 getan; diejenigen Aspekte, die bislang die spezielle Stuktur von M benutzen,
wie die Blowupanalyse und die L?>-Kontrolle von A, wurden jedoch noch nicht angetastet.
Dank der lokalen Verfiigbarkeit Gauf3’scher Normalkoordinaten erscheint jedoch der Versuch
aussichtsreich, die urspriinglich fiir die Arbeit in M erarbeiteten Techniken zumindest fiir den
Fluss hinreichend kleiner Flichen in M zu adaptieren.

Abschlieend weisen wir darauf hin, daf die in Abschnitt 3.3 erarbeiteten Kriimmungs-
schranken sowie ausgewihlte weitere Resultate nicht speziell fiir (WFF), sondern allgemeiner
fiir die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Klasse (WFx) von Fliissen aufgestellt wurden, deren Evo-
lutionsgleichung die algebraische Struktur sowohl mit der von (WFF) als auch von (WF) ge-
mein hat. Diese Resultate lassen sich aber insbesondere auch bei der Untersuchung verwandter
Fliisse, wie etwa des volumenerhaltenden Willmore-Flusses, direkt verwenden, sofern es ge-
lingt, den jeweiligen nichtlokalen Term im L?-Sinne analog zu A in Satz 1.4 zu kontrollieren.
Eventuell zeigt diese Arbeit dem Leser damit einen vielversprechenden Weg auf; den Weg zu
weiteren schonen Resultaten aus der Welt des Willmore-Flusses.

Meinen Eltern, meinen Freunden.






Kapitel 2

Vorbereitungen

2.1 Geometrische Grundlagen und Konventionen

Auf den folgenden Seiten wollen wir uns mit allgemeinen Fakten und zum Verstidndnis der
vorliegenden Arbeit notwendigen Grundlagen befassen, die sich in dieser oder dhnlicher Form
auch in jedem besseren Buch iiber Riemannsche Geometrie finden lassen. Wir folgen durch-
weg der Einsteinschen Summenkonvention, summieren also iiber wiederholt auftretende Indi-
zes, sofern nicht explizit auf etwas anderes hingewiesen wird.

In Abschitzungen auftretende Konstanten bezeichnen wir mit C(.. . ), wobei als Argumen-
te beliebige (geometrische) Objekte auftreten konnen. Ist eines dieser Objekte eine reelle Zahl,
so achten wir im Regelfall darauf, C auf monoton steigende Weise von dieser Zahl abhéngen zu
lassen. Absolute Konstanten bezeichnen wir mit ¢ und bezeichnen dariiberhinaus mit co(...)
Konstanten, die invariant unter den in Abschnitt B.1 beschriebenen Transformationen sind.

Sei nun zunichst (M, g) beliebige Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit. Uber die (in lokalen
Koordinaten) durch g induzierten Christoffelsymbole

o 1
L= Egkl (digji + 9jgi — Agij)

definiert sich der Levi-Civita-Zusammenhang fiir Basisvektorfelder {e;,e,e3} durch
691 ej = 71161{
und der Zusammenhang auf den dualen 1-Formen {dx', dx?, dx*} durch
V,, dx/ := — dx/(V,,(-)
= —l:{k dxk.

Fiir differenzierbare Funktionen f : M — R setzen wir Ve,. f:= 0;f und definieren den Zusam-
menhang auf allgemeinen Tensorfeldern iiber die Produktregel. Wir schreiben kurz V; := V.
Den Riemannschen Kriimmungstensor Rm nutzen wir nach der Konvention

_ S — !
Rmijkl = (V,’Vjek — VjViek)
und definieren den Riccitensor Rc und die Skalarkriimmung Sc auf M durch

= =— k
RC,‘j = Rmk,-j y

Sc:=Re,.
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AbschlieBend definieren wir die Schnittkrimmung eines gegebenen zweidimensionalen Un-
terraums £, des Tangentialraums 7,M durch

Rm(u,v,v,u)
g(u,u)g(v,v) —g(u,v)

sec(Ey) := 5

fiir eine beliebige Basis {u,v} von E s es ldsst sich leicht zeigen, da} diese Definition von der
konkreten Wahl dieser Basis unabhingig ist.

Proposition 2.1. Fiir jede k-Form ¢ folgt nach direkter Rechnung in lokalen Koordinaten

(va V V ¢51, oSk T Z (P €spye- esH,Rm(ep,eq)esr,esr“,...,esk)
1<r<k
@.1)
== Z Rmpqsr ¢51, Sr—15D38r1 50,8k
1<r<k

Fiir 3-dimensionale M ist Rm durch Rc vollstindig festgelegt; genauer gilt nach [LMSI1,
(1.1)] in lokalen Koordinaten

I _ I _ I 1 —

Rmyjir = Reygjx —Rewgji —Rejy gin + Rejr gir — 3 Sc (gugjx — gikgjt) - (2.2)

O

2.1.1 Geometrie von Hyperflichen

Sei nun F : £ — M orientierbare, glatte Immersion einer geschlossenen (d.h. kompakten und
randlosen) 2-Flidche X. Durch

y:=F"g

definieren wir (wie allgemein iiblich) eine Metrik auf X; F' wird dadurch zur Isometrie und wir
konnen der Einfachheit halber (X,y) und (F(X), g|7F (x)) kanonisch miteinander identifizieren.
Wir nehmen uns daher die Freiheit, jede Rechnung, Aussage oder Definition je nach An-
wendung entweder auf X oder im Bild F(X) zu formulieren und werden nicht explizit auf die
konkrete Wahl hinweisen.
Mit diesen Worten im Hinterkopf definieren wir die zweite Fundamentalform auf ¥ durch

A(X7Y) = —g(V,Vx Y),

wobei v ein fest gewihltes Einheitsnormalenfeld an F () ist, und definieren den Levi-Civita-
Zusammenhang auf ¥ durch

_ T
VX Y = (VX Y)
=VxY +A(X,Y)v,

hier bezeichnet (-)' die Projektionsabbildung auf den Tangentialraum von X. Mit A lassen
sich nun die mittlere Kriimmung H und die spurfreie zweite Fundamentalform A mittels

H:=t"A=y/A;,

o 1
A=A—-H
5 Y
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definieren; dariiberhinaus konnen wir iiber V auf ¥ Kriimmungsgréen Rm, Rc und Sc analog
zu Rm, Rc und Sc festlegen.
Die GauBgleichungen liefern uns dann in lokalen Koordinaten

Rmy; i = Rmyjiy +AgA jj — AgA ..
Hieraus ergeben sich nach Spurnehmen die Vorschriften

Ricij = Rc;j; +Eivvj —|—A£~(Akj —HA;j, 23)
Sc =Sc+2Rcyy +A]> — H?, '
wobei die v-Indizes als fest anzusehen sind.
Auf dhnliche Weise implizieren die Codazzigleichungen
ViAji— VA = Rm;jy;
nach Spurnehmen und nach Definition von A die Formulierungen
V,‘H = (leA)al —Rici (24)
= Z(diVA)i — ZRCiV

und damit insbesondere
V,’Ajk = V,’Ajk + ((lez&)l —ﬁ,’v> Yik- (25)

Kombination der Codazzi- mit den Gauf3gleichungen liefert nun in Verbindung mit Proposition
2.1 nach direkter Rechnung mit o(-) := Rc(-,v)"

AA,'j :VE?H—FV,'(DJ'—FV](D,‘—CHVZ(D

k 2 PRk kp (2.6)
+HAiAkj - |A| A,‘j 7Aj Rm ikp —A ”Rmkijp,
dies stellt eine Variante der bekannten Simons-Identitit ([Hui86, Lemma 2.1]) dar.
Ebenfalls in [Hui86] finden sich aulerdem die Gaul3-Weingartengleichungen
8,-8jF°‘ :Ffj8kF“71:g5 al-Fﬁz?jF‘sz,-jv“, (2 7)

ajv"‘ = 7/’”Aj18mF°‘ —rgg vﬁ8jF5,
hier bezeichnet d lokale Koordinatenableitungen auf ¥, und die Indizes o, 3,6 € {1,2,3}

verstehen sich beziiglich lokaler Koordinaten auf M. AbschlieBend induziert F auf ¥ das ka-
nonische Fldchenelement du durch

1
d = (det(y))1<i,j<2) * dx' A da?,

und wir konnen den Fldcheninhalt sowie die Willmoreenergie von X definieren durch

Alternative Definitionen von W(F (X)) liefert
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Proposition 2.2. Durch Integration von (2.3) ergeben sich

1 1 — 1
W(F(Z)) = 7/|A|2 d/.t+f/Sc dw/RcW”sC du
2 /s 2Jz T 2
und

W(F(Z)) = /Z Al du+/ZSc du+/zzﬁw _Scdu.

Variationen in M

Seinun F(-,t): X — M, € (—&,¢), eine Familie von Immersionen in M und gelte 9,F = ov
fiir eine Funktion ¢ : X x (—¢€, €) — R. Dann gelten fiir die auf £ wie oben induzierten GréBen
sowie fiir den Normalenvektor folgende Evolutionsgleichungen, die sich z.B. in [HP99] finden
oder leicht aus den dort angegebenen folgern lassen.

Lemma 2.3. Fiir F : £ x (—¢&,€) — M mit d,F = av wie oben gilt in lokalen Koordinaten
auf ¥ x (—¢€,€)

9,%j = 20A;j,
Y = —2aAY,
0y du = oH dy,
gv=-Va,

8,A,»j = —Vl-Vjoc—i-oc (AikA];—T,'j) R
atH:LOC,
TS = ALV o+ ALV 00— Ay VEa+ o (Vidh 48— VEA)

wobei

Lf:=—Af—f (AP +Re(v,v)),
Tl‘j = H(V,ei,Ej,V).

2.1.2 Sternnotation und -Polynome

In vielen Rechnungen wird nur die algebraische Struktur zwischen den auftretenden GréBen
von Interesse sein, sodal3 sich oft auf explizites Ausschreiben von Tensorausdriicken verzich-
ten ldsst.

Fiir zwei Tensoren S, T schreiben wir S T fiir jeden Tensor, der sich durch reelle Linear-
kombination beliebiger miteinander vertriglicher Spuren von Tensoren der Form ¢! @ --- ®
g @S@Tund gt ®-- @ g™ @ T @S erzeugen lisst; gT! steht hier fiir die Metrik g oder de-
ren Inverse g~!. Die konkreten zur Erzeugung von S * T durchgefiihrten Operationen diirfen
hierbei zwar von den Typen der Tensoren S,7T abhingen, nicht jedoch von ihren konkreten
(Zahl-)Werten. Damit ergibt sich

IS*T| < clS||T],
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wobei ¢ nur von den verwendeten Operationen abhingt. Desweiteren haben wir
V(SxT)=VS*xT+S«VT

sowie auf randlosen Mengen

/VS*T:/S*VT.

Beispiele fiir die *-Notation sind die Schreibweisen (Rm,Rc ®Rc) = Rm*Rm#+Rm, |T|? =
T x T, oder auch AT®g—|—V(2)T =1xVAT.
AbschlieBend erweitern wir die *-Notation im Sinne des Distributivgesetzes mittels

Sx(T+R):=S«xT+S*R

und bemerken, dafl diese Neudefinition weiterhin die urspriinglich unter diesem Ausdruck
zusammengefassten Tensoren beinhaltet.
Fiir einen beliebigen Tensor T definieren wir fiir k > 0,7 > 2

PiT):= Y VT« VT
i+ j=k

sowie fir s < k

pJ’F;S“(T);: Z VT 5 «VU T,
i+t j=k

il..,“,ijgs

und setzen fiir alle k
PX(T) :=0.
Es folgen direkt die Rechenregeln

k _ pk+1
VPA(T) = (D),

T+ PHT) = P,y (T),

PA(T) # PI'(T) = PEN(T).

2.1.3 (v)-Notation

Eine grofe Hiirde bei der Herleitung brauchbarer Abschitzungen unter Variationen in M stellt
die Kontrolle des Zusammenspiels zwischen (Kriimmungs-)Tensoren auf M, Einschrinkun-
gen derselben auf die Flichen F(X,-) und insbesondere hoheren Ableitungen dieser Ein-
schrinkungen dar. Letztlich aus dem Vergleich der Zusammenhinge V und V ergibt sich das
scheinbar willkiirliche Auftreten des Normalenvektors v als fester Index in den zu untersu-
chenden Tensorausdriicken.

Um derartige Ausdriicke auf lesbare Weise biindeln zu kénnen, schreiben wir (¢)(*) fiir
jede k-Form y auf X, k € Ny, die sich aus einer gegebenen k + [-Form ¢ auf M und einer
beliebigen Permutation P ihrer Argumente mittels

ll/(',...,'):(P(P(V,V,...,V,',...,'))T
N ——
[ Mal
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erzeugen lisst; (-) T bezeichnet hier die Einschriinkung auf T'X. In der (-)()-Schreibweise gilt
beispielsweise

oder auch fiir eine gegebene Funktion f: M — R
fle=HY.

Eine tiefergehende Betrachtung von (~)(V) -Termen findet sich in Abschnitt B.2; an dieser Stelle
sei jedoch bereits die direkt aus der Definition folgende wichtige Eigenschaft

() ]y <16l

erwihnt.

2.2 Willmoreenergie und induzierte Gradientenfliisse

2.2.1 Willmore-Fluss

Seien F : £ — M und W(F (X)) = 1 [y H* du wie in Abschnitt 2.1.1 festgelegt. Unter einer
Variation F mit d;F |;—o = aVv gilt nach Lemma 2.3 und partieller Integration, daB in t = 0

FW(F( / HOH du -+~ / H29, du
— [HLa+ iHad
/2 + > u (2.8)
1
= / a (LH+ H3) du,
¥ 2
der L?-Gradient von W unter Variationen in Normalenrichtung ist also gegeben durch
IW = awV,
1.3
o :=LH + > H
— _AH-H (|/§|2 +ﬁ(v,v))

und wir definieren den Willmore-Fluss von F als

HF = —IW
= (aH+H (JAP+Re(v,)) ) v, (WF)
F(-,0) =F().

Im Allgemeinen lésst sich nicht erwarten, daB sich der Flicheninhalt |F (X, )| unter dem Fluss
(WF) nicht dndert. Jedoch lisst sich zumindest eine Wachstumsschranke herleiten:

Lemma 2.4. Sei F Lisung von (WF) auf [0,T). Dann gilt fiir alle 0 <t < T

1F(Z.0)] ~ [Fo(2)]] <12 - W(Fo(T)).
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Beweis. Zunichst ist der L?-Gradient des Flichenfunktionals | - | gegeben durch
d|-|=Hv

(dies motiviert den mittleren Kriimmungsfluss als Gradientenfluss zu |- |), und unter (WF)
folgt wegen (2.8) direkt, daB in [0,7)

01F(.0)]| :|—/2Haw du |
s(éﬂwuémm%mf

= (2W(F(Z,1)) - d(W(F(Z,1))))
= (=9, (W(F(Z,1))%))?.

D=

Bl—

Nach Integration folgt fiir jedes # € [0,T)
To
IPE0) - IRE| < [ alFE)|a

< /O (o (WFEN)) d

1
2

1
<2 ( / "0 (WF(E.0))?) dt)
0
1 1
=15 - (W(F(X))* — W(F (Z.1))*)
und damit die Behauptung. U

2.2.2 Willmore-Fluss mit Nebenbedingungen
Flicheninhaltserhaltender Willmore-Fluss

Gesucht ist nun eine flicheninhaltserhaltende Variante von (WF). Wir bezeichnen mit .% den
Raum aller Immersionen F : ¥ — M mit induzierter Metrik g7 (-,-) := [ F(x)8(",+) du. Gesucht
ist die Projektion 7 des Vektors —d'W auf den Tangentialraum der Hyperfliche I' := {F € % :
|F(X)| = |Fp(2)|}; der Fluss in Richtung 7(—d'W) minimiert dann W flichenerhaltend.

Nun ergibt sich ein Normalenvektor vr an I" aus dem L?-Gradienten des Flichenfunktio-
nals d|-| = Hv; wegen g7 (Hv,HV) = (H,H)2x) folgt, daB

Hv

Vr=———.
152 (x)

Einsetzen liefert nun

n(—OW) = —0W — g7 (=W, vr)vr

(ow, H) 2 (x)
1172 g

=—0dW+HAv,

= 0W-+H-

21
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wobei der Lagrangeterm A = A(F(Z,7)) € R durch

(aw, H) 25
1H1E,
1

— WL‘VH|2 _H2 (|A|2+ﬁ(v’v)) du

A=
2.9)

gegeben ist, und wir konnen den flicheninhaltserhaltenden Willmore-Fluss definieren als
=(—aw+HA)v
(AH+H(|A|2+RC(V v)+2))v, (WFF)
F(-,0) = Fo(-).
Jede stationire Fliche unter dem Fluss (WFF) erfiillt damit 9W = Ad| - | bzw. punktweise
_AH-H (W +Re(v, v)) —AH,
der Term A nimmt in diesem Fall also die Rolle des Lagrangemultiplikators ein, woraus sich

die Bezeichnung ,.Lagrangeterm motiviert.

Proposition 2.5. Nach Definition (2.9) gilt unter (WFF)

AW(F(Z,1) :/Z(—(war/lH)ocw du

(aW7H)1%2<Z)

= —lowllZ2(5) +
PO IH
<0

sowie
AP0 = [ (~aw+AH)H du

= —(ow H)pzqz) + A Hl gy,
=0.

Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Fiir einige der in dieser Arbeit auftretenden Betrachtungen wird weder die flacheninhalts-
erhaltende Eigenschaft des Flusses (WFF) noch die konkrete Form (2.9) des Terms A von
Bedeutung sein. Diese werden daher allgemeiner am Fluss
=(—aw+HO)v
(AHJrH (|A|2+Rc(v v)+ 9)) (WFs)
F(-0)=F()
fiir eine beliebige, eventuell unbekannte Funktion 6 : [0,0) — R durchgefiihrt; Einsetzen der

Funktion 6 = 0 liefert damit Ergebnisse fiir den Fluss (WF), Ergebnisse fiir (WFF) ergeben
sich durch die Wahl 6 = A.
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Dariiberhinaus ergibt sich im Hinblick auf den Nachweis der Kurzzeitexistenz von (WFF)
iiber Fixpunktmethoden in Abschnitt 4.1.1 auch die Notwendigkeit der Untersuchung von
(WFx), um mit den hieraus resultierenden a-priori-Schranken eine fundierte Basis fiir das
dort durchgefiihrte Argument schaffen zu konnen.

Proposition 2.6. Unter (WFx) gilt
FW(F(Z,1)) = /Z(faw +0H) a d
= —llowl35) + [ OHow du

< —0°W(F(Z,1))

N =

und damit

2.3 Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten

Ein grofer Teil unserer Untersuchungen wird sich mit Hyperflachen in einer Klasse von 3-
Mannigfaltigkeiten M befassen, die sich durch das asymptotische Abfallverhalten ihrer Me-
triken im Unendlichen auszeichnen und in diesem Abschnitt genauer definiert werden sollen.
Die Frage der Ubertragbarkeit unserer Ergebnisse auf allgemeine umgebende Mannigfaltig-
keiten M wird zum Teil in Anhang A.2 behandelt.

Schwarzschildmetriken

Wir bezeichnen im Folgenden mit g¢ die euklidische Metrik des R? und definieren auf R3\ {0}
die Schwarzschildmetrik g3, der Masse m durch

g = 0ng’,

=

wobei fiir r = r(x) := (¥;(x')?)

m
¢m(.x) = 1+ ;

Im Folgenden verzichten wir auf den Index m, schreiben also nur noch g5 bzw. ¢. Den durch g5
induzierten Levi-Civita-Zusammenhang bezeichnen wir mit V', die induzierten Kriimmungs-

tensoren mit Rm® bzw. Rc". Einen Uberblick iiber das asymptotische Verhalten dieser GroBen
ergibt sich aus folgender

Proposition 2.7. Fiir die zu v gehorigen Christoffelsymbole ST gilt in euklidischen Koordi-
naten explizit

ST = T3 +207" (8019 + 8d;9 — 855219
=20 (8,09 + 80,0 — 8;;0k9) -

23
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Nach lingerer Rechnung erhiilt man direkt Ricfj (x) =mr3¢=2(8; — 3r 2xx/), bzw. in koor-
dinatenfreier Form mit p(-) := g“(%7 )

RS =mr3¢~2 (¢ ~3p®p),

und es ergibt sich insbesondere 5S¢ =0.
Da auflerdem

S 4
g _ge‘ge =cl¢” — 1
4 k
m
=cC Z Ck (7)
= 2r
mit ¢, = (;), erhalten wir ingesamt die Existenz einer absoluten Konstante ¢ mit

c'm< sup <r|g5—ge\ge+r2|§s—§g ‘ge+r3|ﬁs‘ge+}’4|§sﬂs|ge>Scm,
R3\B,, (0)

Asymptotisch schwarzschildsche Metriken

Definition 2.8 (Asymptotisch schwarzschildsch). Eine Metrik g auf R3\ {0} ist (m,x,0)-
asymptotisch schwarzschildsch, falls in euklidischen Koordinaten fiir die durch g induzierten
Grofien V und Rc

sup (r2|gfgs‘ge+r3|vas|ge+r4‘ﬁfﬁs‘ge+r5|6ﬁfvsﬁs|ge)§K‘.
R*\Bo (0)

Definition 2.9. Fiir eine feste, glatte, asymptotisch schwarzschildsche Metrik g setzen wir

M:= (Mvg) = (Rg\{o}’g)

Auflerdem definieren wir

(M, g°) := (R*\ {0}, g°),
(M, g%) := (R*\ {0}, ¢%).

2.3.1 Eigenschaften von M

Die Betrachtung von Mannigfaltigkeiten M wie oben birgt einige Annehmlichkeiten im Ver-
gleich zu Untersuchungen in allgemeinen Mannigfaltigkeiten M. Zunédchst steht uns auf M
die globale Kartenabbildung

id: M — R\ {0}

zur Verfiigung, der wir uns, sofern nicht explizit anders angegeben, bedienen werden, und
die uns auf M die (globale) Definition der Funktion r(x) = (¥;(x')2)2 = |id(x)|gs wie oben
ermoglicht.

Zusitzliche Vorteile ergeben sich aus der Gestalt der Metrik g, die nach obigen Definitio-
nen insbesondere asymptotisch zur euklidischen Metrik g¢ ist. Definieren wir Kugeln in M
beziiglich der Kartenabbildung id iiber

Bp(p) = {x € M : [id(x) ~ id(p)lgs < p},
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so entsprechen diese, falls 0 B, (p), geoditischen Kugeln beziiglich dist,e und sind fiir hin-
reichend groB3e r(p) mit den iiblichen geoditischen Kugeln beziiglich dist, vergleichbar.

Zusitzlich werden wir dank des ndchsten Lemmas in asymptotisch schwarzschildschen
Mannigfaltigkeiten auf eine gesonderte Auszeichnung der Tensornormen |T'|g, |T'[,s und |T'|ge
keinen Wert mehr legen miissen.

Lemma 2.10. Sei T k-Form auf M. Dann gibt es ein ro(k,m, x,0), sodaf3 auf M\ B,,(0) die
Grofien |Tq, |T|gs, |T | ge uniform vergleichbar sind.

Beweis. Wir rechnen fiir |T'|; und |T |, die Aussage fiir [T s folgt analog.
Zunichst implizieren Proposition 2.7 und Definition 2.8 auf M\ B5(0), daB fiir » > m

lg—gl<lg—g°|+1g° — ¢l
) 1 (2.10)
<c(kr=4+mr ),

und wir erhalten fiir jedes € > 0 ein hinreichend groBes r mit
ls—gl<e.

Insbesondere gibt es ein ro(m, k, o) mit det(g) > % auf M\ B, (0). Nun gilt nach dem Mittel-
wertsatz fiir beliebige positiv definite Matrizen A, B

A~" =B~ < C((detA) ", (detB) ') |A - B|,
und es folgt auf M\ B, (0) uniform

87" = (g) | <clg g,

g 1+1(e) " <.

Sei nun T beliebig. Nach Cauchy-Schwarz erhalten wir nun wegen der Schranke an |g~!| fiir
r > rg in euklidischen Koordinaten

2 2
1T = 1T [l
= [ (g7 gk — (g°) 11+ (¢°) W) Ty iy Ty .|

k
=X (&)1 (g)'rtIrt (ghndr — (g€)'rlr) glrt st o gWI) Ty Ty |

oo

S
Il

1
2

2
< ‘T|§e Z (Z(ge)iljl .. (gipjp _ (g")ipjp) .. .gikjk>

D=

2

<c@ITN Y Y ((¢9)1--- (ghrr — (g°)inr) - g

< ()T [gele™ = (8.

und es ergibt sich nach Benutzung von (2.10)

14

1
2 2 2
g |T|gf| < §|T‘g“

fiir r > ro(k, m, x,0). Die Behauptung folgt. O

25
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Lemma 2.11. Sei f € C*(M). Dann gibt es ein ro = ro(m, k,0) und absolute Konstanten c,
sodafs in M\ B, (0)

—(2 —(2 g" — €
VA1 <92 f4e V-5 v 11,
—(2 g” —(2 €
V2 £ < VP f 4 - V11,
Beweis. Wir rechnen in euklidischen Koordinaten direkt

=(2) 7(2>g" _ ol g€ . e,
9 12—V fRl = 1 (V955 =90 95 £) (V¥ + 9 V5 7))
LJ

<c ¥ (ITV,r (19 95 714119, 11))

ij.pa
T_of S(2)¢ oot 2 2
< |V |V e WP flge el V=77 |V 12
1 g@¢ T
< SV S+l VT Vs

Die Behauptung folgt mit Lemma 2.10. O

2.3.2 Hyperflichen in M

Sei nun F(X) immersierte, geschlossene 2-Fliche in M = (M, g). Zusitzlich zu den in Ab-
schnitt 2.1.1 aufgestellten Definitionen lassen sich nun, mit id, 7 : M — R3\ {0} wie oben, die

GroBen
min(F (X)) := i 5
rmin(F (X)) pg}g&)r(p)
max (F (X)) = 5
Fmax (F (X)) prggé)r(p)
sowie

diam(F (X)) := id(p) —id
iam(F(2)) = max.fid(p) ~id(g) e

festlegen.

Der Bezug zu Flichen im euklidischen Raum

Ist rmin hinreichend groB, so lassen sich viele der durch g auf ¥ induzierten geometrischen
GroBen in Bezug zu den auf F(X) C (M, g°) induzierten setzen. Dies wird es uns ermdglichen,
bekannte Ungleichungen und Sachverhalte im euklidischen Raum einfach in asymptotisch
schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten iibertragen zu kénnen.

Die grundlegenden Beziehungen zwischen den durch g, g¢ und g5 auf ¥ induzierten geo-
metrischen GroBen biindelt zunéchst folgendes Lemma, das sich direkt aus [Met04, Lemma
2.2] und [LMS11, Lemma 1.3] ergibt.

Lemma 2.12. Seien M, g, g%, g¢, X und F wie oben definiert. Seien v,vS,v¢ die ciufieren Nor-
malenvektoren an F () bzgl. g, g5 und g¢. Dann gilt

VS _ ¢72ve7

|v—vS| <cxr?
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sowie fiir die auf ¥ induzierten Zusammenhdinge V, VS, V¢
VS _ Ve_prl *Ve(]),
V-V <cxr3.
Die induzierten mittleren Kriimmungen H,HS und H erfiillen
HS _ ¢_2He +4¢_3av8¢,
|H—HS| < cxr 3,
die spurfreien zweiten Fundamentalformen A,AS Ae
AS _ ¢2A°e
|A—AS| < cxr3,
es ergibt sich fiir rpiy, > ro(m, K, 0)

|AS —A%l <cm (rfz—l—r*l |Ae\) ,
A—AS| <ex(r3+r2H|),

sowie
|VSAS —VeA| <om (r +r 2 A° |+ VEA)),
|[VA-— VSAS| <cK (r74 —|—r73|A| + r72| VAD .

Fiir die auf ¥ induzierten Flichenelemente dp, du’, du¢ gilt

du® = ¢* du’,
|du— du’| <exdur 2

O

Korollar 2.13. Seien F,M, X wie oben. Dann gibt es ein ry = ro(m, K, 0), sodaf3 fiir ryin > ro
) _
||| ’ HLI(Z,ge) - || ’ ||L1(Z,g)‘ < C(Krmin +mrmiln)|| ’ ||L1(Z,g)'
Beweis. Sei f € L'(X) beliebig, fest. Lemma 2.12 liefert zunzchst

| /Z ] dp— /Z |f| du| < cxr 2 /Z |f| dp +emrt /Z f] due, (2.11)

wobei |¢p* — 1| < cmr~! benutzt wurde. Fiir rpi, > 70(m, k, &) ergibt sich nach Absorbieren
direkt

Al g S Ml e < el floze
auf M\ B, (0); erneutes Einsetzen in (2.11) liefert
L1t du= [ aue < e (erdmrh) [ 1f] au

und damit die Behauptung. O
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2 Vorbereitungen

Fiir weitere Folgerungen aus 2.12 ist es notwendig, mit Integralen iiber wie dort auftre-
tende asymptotisch abfallende Terme auf sinnvolle Weise umgehen zu konnen. Hierbei hilft
uns

Lemma 2.14. Seien F,M, X wie oben. Dann gibt es ein ro = ro(m, K, ©), sodaf, falls ryin > ro,
fiir jedes p > 2

/r P < e(p)ri] /H2 du 2.12)
X

und fiir jedes g > 1
/|H|r T dp < c(g)r /H2 du. 2.13)

Beweis. Bei (2.12) handelt es sich um [LMS11, Lemma 1.4], Aussage (2.13) folgt direkt aus
(2.12) und der Holderschen Ungleichung. O

Folgerungen aus Lemma 2.14 ergeben sich mit Lemma 2.12 und Proposition 2.2:
Korollar 2.15. Seien F,M, X wie oben. Dann gibt es ein ry = ro(m, K, ©), sodafs fiir roin > ro

IW(F(Z))ge = W(F (X)) < c(mr,

— m1n

| 4k 2 YW(F(Z)).

mln)

Beweis. Zunichst gilt nach Korollar 2.13 fiir iy, > ro(m, x,0)

e due < (1 elerd +mil)) [ ap.
sowie nach Lemma 2.12 und Lemma 2.14
L@ au < [ (@2 +emr )’ au
g/)E(¢2|H|+c(;<f3+mf2))2du
< /);¢4H2 du+c / |H|(1cr 3 +mr2) du +c / K2r 4+ mir* du
< /):(1 +emrYH? du+e(krl +mr L+ 12 rmm—i—m ri /H2 du

< (1 clmrgdy ) [ 1 ap,
wobei im letzten Schritt rpi, > max{m, K'%} benutzt wurde. Kombiniert ergibt sich direkt

W(F(2))g < (1+c(mr mm+ kra2)) W(F(Z))
S (1 +C( mm + Krml[l)) W(F(Z))

Analog folgt mit einer Variante von Lemma 2.14 fiir Flichen in (M, g¢) die Ungleichung
W(F(Z)) < (14c(mrgy, + k) W(F(Z)) e,

die Behauptung folgt. O



2.3 Asymptotisch schwarzschildsche Mannigfaltigkeiten
Korollar 2.16. Seien F,M, X wie oben. Dann gilt fiir rmyin, > ro(m, K, 0)
1 _ _
[47(1 — genus(X)) + 5 /Z IA]> du —~W(F ()| < c(xr 2 +mr L YW(F(Z)),
(1 — gonus(2))) + [[JAP du—W(F ()] < cliry +mr L W (D))
Insbesondere gibt es eine absolute Konstante ¢ > 0, sodap fiir hinreichend grofies rmin
AP dut < e(W(F(2)) + genus(2)
Jx
sowie fiir sphdrische ¥
< W(F(X)).

Beweis. Zunichst folgt aus Proposition 2.7 und Definition 2.8

— 1 —
|/RcvvffSc du| §c/ kr tmr 3 du,
) 2 )

und wir erhalten nach Anwendung von Lemma 2.14 direkt
_ 1 — B 3
| /Z Reyy — e du | < c(r2, +mrl W(F(2))

Setzt man dies in die Aussagen in Proposition 2.2 ein und benutzt, da3 nach dem Satz von
GauB-Bonnet ([Pet06, §4.3]) fiir die Eulercharakteristik y» := 2 —2genus(X) von £

/Sc du =4nys,
Jx

so folgt direkt die Behauptung. O

Auswirkungen von Willmoreschranken

Eine Reihe bekannter Resultate setzt sich mit dem quantitativen Einfluss der Willmoreenergie
auf die ,,Rundheit“ von Hyperflichen im euklidischen Raum auseinander — mit Korollar 2.15
verfiigen wir nun tiber ein Werkzeug, um einige dieser Aussagen problemlos auf Flichen in
M iibertragen zu kénnen.

Lemma 2.17. Seien F,M,X wie in Lemma 2.12. Dann gibt es eine absolute Konstante ¢ und
ein ro(m, K, 0), sodap fiir rpin > 1o

(diam(F (X)))?

cWFEE) < F)|

< W(F(Z)).

Beweis. Die Behauptung gilt nach [Sim93, Lemma 1.1] fiir Flichen in (M, g°) und lisst sich
fiir hinreichend groe r direkt mit den Korollaren 2.13 und 2.15 direkt {ibertragen. O

Lemma 2.18. Seien F,M,X wie in Lemma 2.12. Dann gibt es eine absolute Konstante ¢ und
ein ro(m, x, 0), sodaf fiir jede euklidische Kugel By (x) C M\ B (0)

|[F(£)NBp(x)] < cp?W(F(T)).
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2 Vorbereitungen

Beweis. Nach [Sim93, (1.3)] gilt fiir beliebige 0 < p < § < oo beziiglich der euklidischen
Metrik

pRAFEN B <c (8 AF@NBle+ [ aue ).
F(Z)NBj(x

)
Da ¥ kompakt ist, ergibt sich fiir & o
P (D) N By ()l < CW(F(E))ge,
die Behauptung folgt nun mit den Korollaren 2.13 und 2.15. [
Lemma 2.19. Seien M, X, F wie oben, und existiere ein k € N mit
xi # - Fx €L F(x) =F(x;) fiiralle1 <i,j<k.
Dann gibt es ein ro(m, K, 0), sodaf3 fiir roin > ro
W(F(Z)) > 8k — ck(mr | +xr 2).
Insbesondere gibt es fiir jedes 8 > 0 ein ro(m, k,0,8~"), sodaf fiir ruin > ro die Implikation
W(F (X)) < 16w — 8 = F ist Einbettung
gilt.

Beweis. Der erste Teil der Aussage ergibt sich direkt aus [LY82, Satz 6] und Korollar 2.15.
Fiir den zweiten Teil bemerkt man, daf fiir jedes nichtinjektive F' k = 2 wihlbar ist; die Be-
hauptung folgt fiir c(mr| +xr2) < §/2. O

Sobolevungleichungen

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft von M ist die uneingeschrinkte Giiltigkeit der
Michael-Simon-Sobolevungleichung

f ey < [[1H1+1V1] du

auf allen Hyperflichen F(X) C M\ B,,(0) fiir ein geeignet gewihltes ro; auch hier handelt es
sich wieder um eine Adaption der bekannten Ungleichung im R? unter Benutzung der bisher
aufgestellten Resultate. Fiir die pridzise Formulierung der Aussage und etliche Folgerungen
hieraus verweisen wir auf Abschnitt B.3.



Kapitel 3

Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

3.1 Kurzzeitexistenz bei bekanntem 0

Fiir diejenigen Spielarten des Flusses (WFx) bei denen die Funktion 6 : [0,00) — R bekannt
bzw. vorgegeben ist, ldsst sich durch Adaption der Methoden in [EMS98, §2] und [Sim01, §2]
direkt ein Kurzzeitexistenzresultat beweisen. Insbesondere wird hiermit ein Resultat fiir den
Fluss (WF) eingeschlossen; fiir (WFF) verweisen wir auf Abschnitt 4.1.

Die in [EMS98] bzw. [Sim01] benutzten Methoden fiir Hyperflichen im R” lassen sich oh-
ne groBere Anderungen auf Hyperflichen in beliebigen umgebenden Mannigfaltigkeiten iiber-
tragen. Das Herzstiick bildet jeweils eine Formulierung der betrachteten Evolutionsgleichung
als parabolisches, quasilineares Differentialgleichungsproblem vierter Ordnung fiir Funkti-
onsgraphen iiber der Startflidche.

Das duale Funktionsgraphenproblem

Sei Fp : ¥ — M glatte, orientierbare Immersion einer geschlossenen 2-Fliche mit Einheits-
normalenfeld v. Wir folgen [EMS98, §2] und wihlen eine feste, endliche Karteniiberdeckung
{U;}; von X derart, daB Fy|y, fiir jedes  eine Einbettung ist. Bezeichnet nun exp, : ,M —M
die GauBabbildung auf M, so ergibt sich die Existenz eines ro > 0, sodaB fiir jedes [ die Ab-
bildung

X;: Uy x (—rg,r9) = im(X;) CM,

3.1
(5,7) = 8By V) G-D

ein Diffeomorphismus ist; fiir p € im(X;) sind damit die Punkte s;(p) € Uy, ri(p) € (—r0,70)
durch

(s:(p),r1(p)) =X (p)

wohldefiniert und wir erhalten eine lokale reguldre Parametrisierung der Tubenumgebung
{p eM : disty(p,FH(X)) < ro} = U;im(X;) iiber ¥ x (—rp,r). Ferner gilt nach Konstruk-
tion fiir jedes /

F(U) = (X1(U,0)),
V|F0(U[) = aer|r:05
ri(p) = sgndist, (p, Fo(U1)),
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3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

wobei sgndist die Distanzfunktion mit Vorzeichen bezeichnet.
Istnun 7 >0und f: £ x [0,T) — (—ro,ro) beliebige Funktion, so ist die Variation
Gr:Lx[0,T) =M,

(s,8) = X;(s, f(s,1)) falls s € U, 3.2

wohldefiniert und von gleicher Regularitit wie f. Analog zum euklidischen Fall bzw. zur Ar-
gumentation in [EMS98] ist auBerdem fiir jedes feste ¢ das Flichenstiick G (U}, ) darstellbar
als (Null-)Niveaumenge der Funktion

(D[’f(yl‘) : 1m(Xl) — R,

pri(p) = f(si(p),1)
und direkte Rechnung ergibt fiir jedes & : £ x [0,7) — R und alle (s,7) € U; x [0,T)

(%G (s,1))" = a(s,1)v
AP f(p,t) _ 9 f(s1) 3-3)

V() |

p=Gy (st p=Gp(st)

womit eine direkte Beziehung zwischen der Bewegung der Flidchen G¢(Z, ) in Normalenrich-
tung und dem Verhalten der Funktion f hergestellt ist.

Sei nun 6 € C°([0,T),R) beliebig, fest. Ist f hinreichend glatt, so induziert G, zu jedem
Zeitpunkt auf X eine Metrik ¥y und geometrische Kriimmungsgrofen - wie in Abschnitt 2.1.1
beschrieben, und es lisst sich aus (3.3) und den Definitionen in Abschnitt 2.2 schlie3en, daf}
(modulo tangentialer Bewegungen) die Existenz einer Losung des Flusses (WFx) zu Startwer-
ten Fy(X) gleichwertig ist zur Existenz einer Funktion f : £ x [0,7') — R mit

9 flu, = Qi(f),
f(,O) EO;

wobei fiir jedes [
Ql (f) = (—(XWf +Hf6) G}kc| 6(1)[7f|.
Bemerken wir abschlieBend, daB3 mit der Funktion
s G|V, 4| falls s € Uy (3.4)

auch der analog festgelegte Operator Q auf ganz ¥ wohldefiniert ist, so ldsst sich obiges Pro-
blem global als

alf = Q(f),
3.5
formulieren.

Vollig analog zu [SimO1, Lemma 2.1] ldsst sich nun die in Problem (3.5) verborgene
quasilineare Struktur zum Vorschein bringen. In Anlehnung an die dort benutzte Notation
definieren wir zunichst fiir & € (0, 1) und k € Ny die ,kleinen” Holderrdume 75% = h*% (L) C
Cck%(x) durch

hk,a — Cw(z)” . HCk.a(Z)
= {u € Ch¥(x) : es gibt {u;} jen € C(Z) mit [|u; — | cka(zy = 0},



3.1 Kurzzeitexistenz bei bekanntem 6

und bemerken, daf8 die der Norm || - Hck,a(z) zugrundeliegende Holderhalbnorm sich auch
zunichst lokal auf den Gebieten U; iiber die zugehorigen Kartenabbildungen und die {ibli-
che Halbnorm im Euklidischen definieren ldsst. Wie in [Ama95] bezeichnen wir zudem mit
(W%, h0%) die Klasse derjenigen linearen, stetigen Operatoren A € .2 (h*® h%%), deren
Negatives —A, aufgefasst als unbeschrinkter Operator in %% mit Definitionsbereich h*%,
einen zum abstrakten Problem

= —Au

gehorigen Fluss {S(1)};>0 in h%% erzeugt, der sich fiir hinreichend kleines y analytisch auf
den komplexen Sektor Z := {7 # 0 € C : |arg(z)| < y} fortsetzen lisst und fiir jedes u € h%%
der Forderung

lim S(z)u=u
z€Z,7—0

geniigt. Diese Klasse entspricht in der in [Ama95, §1.2] verwendeten Sprache der Klasse der
(negativen) Erzeuger einer stark stetigen analytischen Halbgruppe in £ (h%%, h%%) und lasst
sich durch die dortigen Ergebnisse vollstindig {iber die Resolventenmenge von —A und das
Wachstum der zugehorigen Resolventenoperatoren charakterisieren.

Wir setzen abschlieSend

DIUERE {u € 5% sup lu < ro} C &,
>

und fixieren
O<a<fy<l.

Dann gilt zu jedem festen Zeitpunkt ¢
Lemma 3.1. Es existieren P € C™ (le*ﬁo,%(h“’“,ho*“)) und B,E € C* (le'ﬁo,ho’ﬁo), sodaf

O(f)=—P(f)f+B(f)+6E(f)
fiir jedes f € A%,

Beweis. Dies folgt analog zu [Sim01, Lemma 2.1] direkt aus [EMS98, Lemma 2.1], in dem
ein analoges Resultat fiir den Oberflachendiffusionsfluss fiir Flachen im R" aufgestellt wird
und dessen Beweis sich direkt iibertragen lasst: Nach Konstruktion (3.1) stehen die Vekto-
ren 0,X;|,_, fiir festes / und jedes ' € (—rg,ry) senkrecht auf der Aquidistanzfliche {p :
sgndist, (p, Fo(Ur)) = '} C (M, g), und die auf U; x (—ro,r9) definierbare Metrik X;*g ldsst
sich somit wie in [EMS98, Lemma 2.1] auf jeder Faser U; x {r'} orthogonal in

X'g=w/(¥)+dradr

fiir ein geeignetes w;(#') aufspalten. Damit behalten alle im dortigen Beweis aufgefiihrten
Rechnungen und lokalen Darstellungen (modulo positiver Vorfaktoren) ihre Giiltigkeit und es
ergibt sich die Existenz von P € C= (%20 o7 (h** 1h0%)) und By € C= (A%Po, h0Po) mit

(&7 Hy) G|V @1 s| = =P(f)f +B1(f)
fiir alle /. Nun gilt nach den Definitionen in Abschnitt 2.2
O(f) = (ArHy) GV @y ]

C = (3.6)
—Hy (|Af| +Gch(va():),va(z))+9) GH VD, /],

33



34

3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

und die Behauptung ist gezeigt, wenn es gelingt, die geometrischen Groflen auf der rechten
Seite von (3.6) als Funktionen von f in C* (%P0, h0Po) darzustellen: Zunichst ergibt sich
wie in [EMS98] fiir beliebige s € U; C L auf E; := (U; x (—ro,70),X/g)

(VEX[ D1 p)(s,7) = 0, — VI T £(s)

und es folgt mit w; wie oben, &917 r:=X®; r und Re = Xl*ﬁ wie in Rechnung [EMS9S,
(2.3)]

GyRe(Ve, (2 Vo, (x ) = |V, C(V‘Dz,fﬁq’l,f)‘ 6505
VE &, |72 Re(VE D, ,,VE D
= | V¥ By g7, - Re(V* B, 11)‘( o) an
= 1—|—WU(9,' 2, f)”

(154770 0;) ‘<sﬁf<s)>
(Reyffuftasfouf ~Renw/oyf +Rey) |

s, f(s

)

wobei alle Koordinatenableitungen am Punkt s € U; zu verstehen sind, iiber i, j, k,q € {1,2}
summiert wird und der Index r als fest anzusehen ist. Bemerkt man nun, da8 sowohl die
Koeffizienten wl als auch Rc, j zwar (glatt) von den Werten der Funktion f abhéngen, nicht
jedoch von ihren Ableitungen, liefert Darstellung (3.7) eine vollstindige Beschreibung davon,
wie diese in den Ausdruck

B(f):= G?ﬁ("af(z)a VGf(Z))
eingehen. Es ergibt sich insbesondere
Bece@uPo pOboy,

Analog verfihrt man mit den iibrigen Termen in (3.6), vgl. [SimO1, Lemma 2.1], unter Be-

B o = 1
nutzung geeigneter lokaler Koordinatendarstellungen von V=/(V=/®; - | V=/®; (| ) und der
Definitionen von zweiter Fundamentalform und mittlerer Kriimmung. Insgesamt ergibt sich
damit aber insbesondere die Glatt- und Wohldefiniertheit der Abbildungen

By, E : AP0 — p0Po,
Bo(f) = Hy (JAs2+B(£)) GV iy,
E(f):=H;G}| VPl
Die Behauptung folgt nun mit B := B| + B. O
Es ergibt sich direkt

Satz 3.2. Sei Fy : ¥ — M glatte, orientierbare Immersion einer geschlossenen 2-Fliche X,
T' >0 und 6 € C*'([0,T"),R) fest. Dann existiert ein T € (0,T'], eine eindeutige Losung
F:EZx[0,T) = R zu (3.5) und eine eindeutige Losung F : ¥ x [0,T) — M von (WFx) zu
Startwerten Fy(X). Fiir jedes B € (0,1) gilt

[t f(,0)] € C([0,T),%*F). (3.8)

Beweis. Nach Voraussetzung an 0 gilt zunichst mit den in Lemma 3.1 festgelegten Abbildun-
gen B und E, dal}

B+ 0E e C% (%P0 x [0,1"), hOPo).



3.2 Evolution der Kriimmung

Analog zu [SimO1, Proposition 2.2] ergibt sich damit aus Lemma 3.1 die Existenz eines
T > 0 und einer Losung f wie oben; die Zeitabhingigkeit von B+ OF lésst sich hierbei wie
in [Ama93, Bemerkung 12.2] handhaben. Eigenschaft (3.8) ergibt sich aus der Glattheit der
Startwerte, da 8 in [SimO1, Proposition 2.2] beliebig nah an 1 gewiihlt werden kann.

Sei nun die zu f duale Variation G wie in (3.2) definiert. Durch Entfernung der tangen-
tialen Anteile von d,G ergibt sich die gesuchte Variation F: Setzt man dazu

Vi= (3G, (9G)").

so ist das zeitabhiingige Vektorfeld V := G}(V) auf £ wohldefiniert und fiir jedes 7 € [0,T)
der Diffeomorphismus ¢, : ¥ — X durch

¢o(-) =ids (),
0 (s) =V (¢,(s),s) fiir alle (s,z) € X x [0,T)

eindeutig festgelegt. Die Behauptung folgt mit F(s,7) := G (¢ (s),1). O

3.2 Evolution der Kriimmung

Das Aufstellen geeigneter Evolutionsgleichungen stellt ein unverzichtbares Herzstiick der Un-
tersuchung jedes geometrischen Flusses dar. Fiir den Fluss (WFx) in M konnen wir uns hierbei
grob am Vorgehen in [KS02, §2] orientieren, miissen aber weitaus hohere, aus der Kriimmung
des umgebenden Raums resultierende, technische Hiirden tiberwinden.

Zunichst aber beginnen wir mit folgendem Lemma, das uns beim beim Vertauschen ko-
varianter Ableitungen auf X hilft und eine Variante von [KS02, Lemma 2.1] fiir Hyperflichen
in allgemeinen 3-Mannigfaltigkeiten darstellt.

Im Folgenden machen wir ausgiebigen Gebrauch der in den Abschnitten 2.1.2 bzw. 2.1.3
eingefiihrten - und (-)(Y)-Notationen.

Lemma 3.3. Sei y k-Form auf ¥ und [V, div]y := Vdivy —divV y. Dann gilt
[V,div]y = y*Rm—div Ty

mit div = div* und
Ty (X0, X1, X ... X¢) = Vg, W(X1, X2, ..., X)) — Vi, W(X0, X2, .., Xp).

Beweis. In lokalen Koordinaten gilt

= (Vil v/ —v/ Vil) Yiis,..ip + v/ (Vil WYjin,eonsix = Vj ‘//i|-~-~,ik) (3.9
= (Vi V= VIVi) Wiy = V! () i -

Nun gilt aber nach (2.1) fiir beliebige sy, ..., s

= y*Rm,

Einsetzen in (3.9) liefert die Behauptung. O

35



36

3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Proposition 3.4. Fiir eine k-Form ¢ auf ¥ und y :=V ¢ ergibt sich fiir den Tensor Ty aus
Lemma 3.3

(Tll/)lw,il ek (VP Vq - Vf{ VP)(Pil yeenslk

_J¢*Rm, k>1,
o, k=0.
Einsetzen von Wy = V¢ in Lemma 3.3 liefert also
Vo xR VR k>1
V,div] Vg = J L O*RmHgxVRm, k=1,
V ¢ xRm, k=0.

O

Wir sind nun in der Lage, eine Evolutionsgleichung fiir A unter (WFx) aufzustellen und
nutzen hierbei intensiv aus, daf} nach (2.2)

Rm' = 1x(Re)
und somit nach den Gauf3gleichungen

Rm = 1% (Rc)™) + P3(A). (3.10)
Lemma 3.5. Unter (WFx) gilt

@ +2HA=PHA) +PA(A)+ Y VPAxVI(R)M 415V (Re)Y)
k-+=2

+AxP)((Re)™) + P (A) * (Re)")
1O« (v@A +PY(A) +A* (E)M) .
Beweis. Zunichst gilt nach Lemma 2.3 fiir d,F = av
diij =~V o+ a (Al —T))
=— Vg) o+ ax (PZO(A) + (ﬁ)(")) ,
wobei benutzt wurde, daf3
T;j = Reij +(Reyy —%@Yu
= 1% (Re)™.
Unter (WFx) gilt nun nach Definition
o=AH+P)A)+Ax[Re)Y) +He,
Einsetzen hiervon liefert direkt
dAij = -V AH VO (P30(A) +Ax(Re)Y) — He)
+(DH+P@)+Ax R +HO) « (P(4) + (Re) ™)

= - VI AH+PA)+P(A)+ Y VP A=V (Re)V) 3.11)
k+1=2

+A*P)((Re)™) + (Re)™) « PY(A)
+0x (V<2>A+P30(A) FAx (Q)M) .
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Nun ist aber nach (3.10) und Proposition 3.4, angewendet auf VH und H,

(VOA—AVOYH =V, div]VP H+ V[V, div]VH
=V® H+«Rm+VH«VRm+V (VH «Rm)
=P} A)+ VP Ax[Re)Y) +VA*V(Re)V,

sowie nach der Simons-Identitit (2.6)

AVOH_N2A=N <P30(A) FA*RO)W 1% V(RT;)M)

= P32(A) + Z vk 4 5 vO (ﬁ)(v) +1x V(3>(ﬁ)(v>,
k=2

Kombination dieser Aussagen mit (3.11) liefert die Behauptung. U

3.2.1 Hohere Ableitungen

Folgendes Lemma hilft uns beim Berechnen der Evolution hoherer Kriimmungsableitungen
und stellt ein Analogon zu [KS02, Lemma 2.3] dar.

Lemma 3.6. Sei F : X x (—€,€) — M eine Variation in M mit o,F = av und seien ¢.Y
k-Formen auf £ mit (9, + A%)¢ =Y. Dann gilt

(0 +A%)VP=VY+¢+xAxVa+¢+VAxa

+ Y VI VOR)M + Y VOguviaxvha,
i+j=3 i+j+k=3

Beweis. Wir rechnen ohne Einschrdnkung in einem festen Punkt (p,f) € £ x (—¢,€) und
wihlen zeitunabhingige Koordinaten derart, dafl F’fj |(pr) = 0. Dann gilt in (p,?)

(at(V‘P))iO,il...,ik =0, ((V¢)i07il-~-sik)
= at <&i0(¢i1...,ik) —Z¢( .. ,V,’O €y ))
=0 (Y =A20)i.i) — X 0(...aT0 ep,...),

also nach Lemma 2.3
H(VP)=VY-VA2p+ox(AxVa+oaxVA). (3.12)
Wegen Proposition 3.4 gilt aber

(VAZ—A2V)p = A([V,div]V §)+[V,div]VA ¢
=A(Vo+*Rm+¢+*VRm)+VA¢«xRm+A¢+VRm,

wir erhalten nach Einsetzen in (3.12)

O+ ANV =VY+¢+(AxVatarVA)+ Y VP¢xVURm
i+j=3

und mit (3.10) die Behauptung. O
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Nun konnen wir aus Lemma 3.5 eine Evolutionsgleichung fiir hohere Ableitungen von A
herleiten.

Lemma 3.7. Unter (WFx) gilt fiir alle m > 0
(O + A7) VWA = PI2(A) + PI(A) + 1% V) (Re) V)

+9*(P§"(A)+V<’"+2>A+ Y vOAxvO(Re))
k+I=m
+ Y vWAxvORe)M + Y PEA)x VD (Re)
k+Hl=m+2 k+l=m
+ Y vOAxP((Re)M).
k+1=m

v (3.13)

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber m durch; Lemma 3.5 liefert die Behauptung fiir m = 0.

Bezeichne nun Y (m) einen Ausdruck der Form der rechten Seite von (3.13). Ist (3.13) fiir
ein m erfiillt, d.h. gilt (9, + A2) V™ A = Y (m), so folgt nach Lemma 3.6 mit ¢ = V"™ A,
Y=Y(m)und ot = —ow+HO

(0 + DYV DA = V(Y (m) + V™ Ax A%V o + V™ A« VA * oy

+0+VMAxVAxA+ Y VI ALV (R
i+j=3

+ Y vEmaAvOA«vEa
i+j+k=3

=Y(m+1)+Pr3A) +0xP(A)

k D) (e
+k+l§n+3v< 4 VIR (3.14)

+VM A% A*V oy + V™ A%V A % oy
Wegen aw = — AH — H(|A]> +Reyy) = PH(A) + PY(A) +A* (Rc)v) gilt nun aber, daB
VA% A%V oy = PP (A) + PP (A) + VMW A% A5 V(A% (Re) V)
= P (A) + P (A) + P (A) + (Re) Y + P (A) + V (Re) Y,
analog ergibt sich
VM A%V Ax o = PP (A) + PP (A) 4+ PP A) + (Re) Y.
Damit lassen sich jedoch alle Terme in (3.14) in den Y (m+ 1)-Ausdruck aufnehmen - es folgt

(0 + A) V"™ A =Y (m+1) und damit die Behauptung. O

3.2.2 Integralgleichungen

Um mit der Natur der Evolutionsgleichungen des letzten Abschnittes als Differentialgleichun-
gen vierter Ordnung umgehen zu konnen, miissen diese analog zum Vorgehen in [KS02, §3]
in lokale Integralgleichungen umgewandelt werden. Zunichst ergibt sich aus einer direkten
Rechnung (vgl. [KS02, Lemma 3.1]) folgende
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Proposition 3.8. Sei F : X x (—€,€) — M eine Variation in M mit d,F = av und seien ¢,Y
k-Formen auf ¥ mit (9, + A*)¢ = Y. Dann gilt fiir alle n € C*(Z x (—¢€,¢€))

o [ nloP au=2 [ n(o.¥) du+2 [ (£9.2(n0)) du
= [@m)IoP du+ [ ma-axo o au,
wobei (-,-) das durch 7y induzierte Tensorskalarprodukt ist. O
Durch geschicktes Abschitzen des [(A ¢, A(n¢)) du-Terms in Proposition 3.8 konnen
wir ,.gute” Gradiententerme auf der linken Seite erzeugen — Ergebnis ist folgendes Lemma,

das eine Variante von [KS02, Lemma 3.2] darstellt.

Lemma 3.9. Sei 1 € C*(Z x (—¢,€)) mit n(-,1) € [0,1] und gelte supjy. )~ Rm' | <II,
fiir ein Iy € R. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Proposition 3.8 fiir alle s > 4

o [ mloP du=2 [ m(0.1) du+ [ 0|V 0P du+ [ 2|V nP|VoP au
< [ 'omioP du+ [ m'a-ax00 du
+el) [loPn* (19l +n?| VO n?) au

(o) [ M10P (IVAP+IAR) dp ()T [ n'[oF dp.
Beweis. Nach [KS02, (3.3)] gibt es zuniichst ein ¢(s), sodaB

L1V 9P dus 02 V0P v oP du
<2 [(v®9,9001'9) au (3.15)
X

(o) [10Pn* (Vi +0* VO nP) au.

Auflerdem gilt nach partieller Integration und Anwendung von Proposition 3.4 sowie der
GauB3gleichungen

L0929 au
== [(&Vo.v(n9)) au
== [(V26.9(0°)) du+ (V9 +Rm+9+ VRm., V(n°0)) du
= [(26.500)) du
+/EV¢*HT*V(115¢) du+/2¢*HT*V<2>(nS¢) du (3.16)

+/<V¢ *AxA+@xVAxAV(n'9)) du.
b3
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40 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Fiir die folgenden Rechnungen halten wir fest, daf3

[V*o)l <sn* [V nllg[+n°|Vel, (3.17)
VO @9) < c()lo] (02 VP + 77V n))

(3.18)
+elsm* V||V +n° |V ¢

und schitzen die Terme in (3.16) einzeln nach oben ab — Zunichst gilt nach Voraussetzung an
Rm fiir jedes € > 0

[ Vo sRm Vo) du < ety [Vl V(n°)| du
<ty [on* |V Vgllo|+n' VP du
<ty [sn* |Vl Vgllol+n'[6]| v o] du
<. [0 dute [ n° 2|V nP VP du
+e [0V 9P du,
dhnlich rechnet man mit (3.18)
/Z‘P*ET*V(Z)(W) du < c(s)ITO/ZM’I2 (2P +n v n|) du
e [[[o] (1 1VnlIV 6| +0°|V ) au
< c(s. )18 [ 116 du
+/Z|¢|2ns“‘(IVn|4+n2\V<2>n\2) du
+£/En“’2|Vn|2|Vq)\2 dwre/EnSIVWJI2 du.
AbschlieBend gilt
/Z(V¢*A*A+¢*VA*A,V(17S¢)> du
<) [0V (6] V9IIAR + 0PI VAIIA] du
e [n° (IVOPIAR +16]1V9]lAl| VA]) du
<e [ V0P VP durelse) [ nloPlal du
+els) [ 0PI VAR dute(s) [ n 26 PV nPIAR du
e [ MVoPIAR au
<2¢ [ "2 VnPIVOPR dute(s.e) [ n°loP (VAP +IAr) du

+ [ HoPIvnit due [ 0|V 6P au,
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wobei im letzten Schritt benutzt wurde, daB fiir jede Konstante ¢
¢ [ WIVOPIAR au < c(s.) 1!V nllo]l VllAP du
+c(e) [ 191 (1Y 9lIAR+|V 6a]| VAl) du
<cs.ce) [ MI0PIAR au+S [ 072 V0PV gP d
5 1o duss [V oPIAR du
+e(@) [ 9P VAP du
und damit
¢ [WIVOPIAP du < cls,e) [ 00 (IVAP+IAF) du
+8/E715‘2|V11|2|V¢|2 du+8/zn5\v‘2>¢|2 du.
Aus (3.16) ergibt sich also nach Einsetzen obiger Abschédtzungen insgesamt
/Z<V(2)¢,V(2)(n‘*¢)> du
< [(26.507°0)) du
+ae [ n2VnP|VoP au-3e [0V 9P du
+e(s.e) [ 0P (VAP +]4F) du
+els. o [ n°lof du

+e [19Pn* (1val*+n V@ ) du,

(3.19)

setzt man (3.19) nun fiir ein festes € < 1 in (3.15) ein, folgt nach Absorbieren der -Terme
LIV R aus [ 2|V np vl du
<2 [(86,8(°9) du
+e(s) [10Pn* (Vi +n* VO nP) au
+els) [ 101 (VAP +IA) du+e()IE [ nl6 P du
und mit Proposition 3.8 die Behauptung. O

Spezialisierung auf (WFx)

Wir wollen nun obige allgemeine Ergebnisse auf den Fluss (WFx) anwenden und speziali-
sieren uns dariiberhinaus auf Funktionen 1 auf X, die durch Abschneidefunktionen auf dem
umgebenden Raum M induziert sind.
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Sei dazu fj € C*(M), 0 < fj(-) < 1, eine zeitunabhiingige Abschneidefunktion, und gelte
Supym |§(l) f|g < A; fiir Konstanten A; € Rund i € {1,2}. Durch

n(1) :=00)reEn (3.20)

erhalten wir eine zeitabhidngige Abschneidefunktion auf X, und es gilt nach Lemma B.9 und
der Kettenregel unter (WFx)

|VTI|7§A17
IV |, < Ay +|AlAL, 3.21)
on = (—OCW—FQH)-VVT’[.

Lemma 3.10. Seien 1j,n wie in (3.20) festgelegt und gelte |Rc|g|(5~0) < Ilo € R. Dann gilt
unter (WFx) fiir alle m > Q und s > 2m+4

o [IVmAR au+3 [V AR du [0 V0V AR au
<en? [ 2 VAR du
+els) (A + A3 +TR) 04V AR au
—i—c|9|2/2ns|V(m)A|2 du
Fels) /Z 0 (VO A PR (4) + B (4)) d

+ / n° Vi A x |:V(m+3)(RC)(V)+ Y vPAxvO(Re)W
z ktl=m+2

+ Y Pla)«vIR)M + Y V(")A*PZI((RC)(V))} du
k+Il=m k+l=m

+/nSG*V(’”)A* Y v®AaxvO(Re)™ du.
z k+1=m

Beweis. Zunichst gilt wegen (2.2) punktweise auf M, daB |Rm |, < ¢|Rc |, < cI1j. Benutzung
von Lemma 3.9 mit @ = —aw + HO = AH + P)(A) +H(RS)M +0),0=VM™AundY =
(9 + A?) V™ A ergibt unter Benutzung von Lemma 3.7 und der Eigenschaften (3.21) dann
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direkt
o [V AR au+ [ VAR au [ VPV AR a

<) [0 VR (A H+B(A) £V AR du
oA [ 1 AR Y + 6|V AP du
+/Zn-“ (AH+P(A) xAx VWAV A dy
+ [ 1R+ 0lIAP VAP dp
+els) [0 VAR (|9 <02 VO ) au
+c(s)/):nS|V(’">A\2(|VA|2+\A|4) du (3.22)
e [0V AP du

+/' n_y V(m)A>k [PSerZ(A) —l—PSm(A) +V(m+3)(Ric)(v)
x

+e*<P§1(A)+v<m+2>A+ Yy V(k)A*V(I)(Rc:)<">>
k+1=m

+ Y vPAvOROM + Y PEA)x VO (Re)Y)
k+l=m+2 k+l=m

¥ vOAHR")| an,
k+l=m

all diese Terme wollen nun geschickt abgeschitzt werden; bei einigen konnen wir uns dafiir
am Beweis zu [KS02, Proposition 3.3] orientieren. Zunéchst gilt

LIRS +lIAR v AP du
< (+10R) [0V AR du+ [ V0 AP (4) du,
dhnlich rechnet man
e [0 Al R + 6] V") AP d
< (+16P) [0V AR du-+Af [0 v AR an
+c(s)/;n“'V(m>A*P5’”(A).
AuBerdem gilt direkt
/an (AH+PYA)) *Ax VMW AxV™ A dpy
(o) [01VOAR (IVAR+IAR) du

< ¢(s) /)S 1° V) Ak (PIF2(A) 4+ PI(A)) dps
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sowie nach Young
) [ Vo AIVIAR P(A) du
<cls) 1V AR(AF R A d
<cls) [V APIAP du+Ad [ VO AR au
= c(s) [0V AP @A) duat [0 VAR d,
und fiir jedes feste € > 0

/)S 05V Ax (Pf(A)+ V"D 4) du
<e [ VAR aur [ R ) duele)|of [ VAR au.
Desweiteren gilt wegen (3.21)
() [0V AR (1Vnlt+ 2 VO P) du
<At [ HVOAR dure(s) 03V AR(APAT+A3) dn
<A +A3) [ VAR dure(s) [ eV AP (4) dp.
AbschlieBend ergibt sich wegen V;(V, 7}) = Vfﬁ) | JrA{-‘ V7 durch partielle Integration direkt
) [ AHT IV AP du
<cls) [ VAl 2V T VAP
+0 V(Y )| VAR 0 [V VA VD AL du
< (oA 02 VA VAR du
+c(s)A2/);n‘”’1|VA\|V('”)A|2du
oA [0 AIIVA| VAP du
+c(s)A1/ZnH|VA\|V<'">A||V<"’+1>A| du
<e()(A3+AD) [ VAR dute(s) [ 0V AP|VAP du
+eAT [ 2 VO APAR du-tend [ 3 VO AR au
<3 +AD) [ VAR dpent [0 VD AR au

+e(s) /Z n° V) Ak (PR(A) + P2 (A)) dp.

Einsetzen obiger Abschétzungen in (3.22) und Absorbieren liefert nun unter Benutzung von
VI A PI'(A) = Pﬁzm;g’" (A) die Behauptung. O
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Kontrolle der durch M induzierten Kriimmungsterme

Ziel dieses Abschnittes ist die vollstdndige Kontrolle der in Lemma 3.10 auftretenden Terme
durch uns bekannte geometrische Grofien. Zentrale Aufgabe hierbei ist die Umwandlung von
Ableitungen der auf ¥ eingeschrinkten Kriimmungen (Rc)() durch Ableitungen von Rc im
umgebenden Raum und die Behandlung der hierbei hinzukommenden V) A-Terme. Wiiren
bereits lokale sup-Schranken an diese neuen Terme bekannt, lieSen sie sich problemlos in eine
groBziigig gewidhlte Konstante aufnehmen, was unsere Rechnungen stark vereinfachen wiirde.
Im Hinblick auf den zentralen in Abschnitt 3.3.1 durchgefiihrten Induktionsbeweis werden
wir solche Schranken fiir hinreichend kleine & tatsichlich fordern diirfen; hhere Ableitungen
von A miissen aber weiterhin genau beachtet werden. Wichtiges Werkzeug hierfiir sind die
Formeln in Abschnitt B.2.

Aus technischen Griinden wird sich auf den folgenden Seiten die Verwendung der Unglei-
chungen aus Abschnitt B.3 und insbesondere aus Proposition B.19 nicht vermeiden lassen,
die eine hinreichende Entfernung der Fliche zum Ursprung und eine lokal kleine L>-Norm
von A zwingend voraussetzen. Genauer konzentrieren wir uns im Folgenden auf einen festen
Zeitpunkt fn und definieren an diesem Zeitpunkt die Generalvoraussetzungen

Ymin Z I’()(m7K,O-7W(F(Z,t0))), (VZ)

/ IA]* du < e, v
[n>0]

wobei g so grof ist, dal Lemma B.13 und die Abschitzungen aus Kapitel 2 in M\ B, (0)
giiltig sind, und & wie in Proposition B.19 gewihlt — damit gelten insbesondere die dort
aufgefiihrten Integralungleichungen. Zudem nehmen wir im Hinblick auf Satz 3.19 an, daf &
klein genug ist, um die GréBe der im dortigen Beweis auftauchenden (absoluten) Konstanten
parieren zu konnen.

Um die Aussagen der folgenden Lemmata auf konsistente Weise formulieren zu kénnen,
setzen wir

vUA:=0
fiir negative j.

Lemma 3.11. Seien 7,1 wie in (3.20), m > 0, s > 2m+4, gelte \ﬁ(k)ﬁ\g\mw] <IeR
fiir alle k < m+2, und seien aufierdem (VX) und (V0) erfiillt. Dann gilt in ty fiir alle € > 0

/Zns V(’”)A*V(””ﬁ)(ﬁ)(v) du
< 8/ ns‘v(erZ)A‘Z d,Ll. —|—C/ nS*Z‘V(mJFI)A‘Z d‘u

> x

+C/n874lv(m)A‘2 d‘Ll.—FC/ T"|V<m71)A|2 d‘u (3.23)
> x

+C/ n‘s'fZlV(nle)AlZ du+/n\v(m)A*P5’”(A) du
JX JE

+CIAI ooy +C [ 1° ap

wobei die Konstanten C nur von € und den Griflen

ms, ¥ M, Y [V A|w s (3.24)
k<m+2 k<m-3
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abhdingen.
Fiir m = 1 ldsst sich die Konstante C vor dem letzten Term in (3.23) genauer als

C =c(s,e)I13
angeben, und fiir m = 0 gilt explizit
/ n* vV A5V (Re) V) du
)
<e [V AR dure(on? [0 VAR au
+e(s,€) (A + A3 +115) /Z VAR du
+c(s,e)/znwmg du+/2nsv<m>A +PI'(A) dyt.
Beweis. Vorbereitend gilt nach Rechnung wie in (3.18) wegen der Voraussetzungen an 1

VR (VI 4)] < c(s) VI AL (0 2AT + 10 (Mg + A1JA]))
+e()n* T A VD Al VIR A

<c(s)n* 2 VA (AT + A+ 1A
+e(s)n* T A VY AL+t VR 4

und es folgt fiir alle m > 0, daf}
/)E 7° VI 45 V) (®e) V) dp
<clo) [ |72 Al (814 0a) + ) 9 AP (325)
A VAL | 9O RO )

Sei nun zunichst m > 4. Nach Proposition B.12 mit b = 3 und k = m+ 1 > 5 folgt dann auf
[ >0]

Vi (Re)M)| <c (1 +| VA VDAl V<’"‘2)A\) : (3.26)

wobei C von den in (3.24) aufgefiihrten Groen abhingt. Einsetzen dieses Ausdrucks in (3.25)
liefert nach der Young’schen Ungleichung direkt

/)E n° VI A V) (Re) V) dp
<e [V AR duC [ 02V AR du
+c/211“4|v<'")A|2 du+CAnS|V(’"‘1)A|2d/.L (3.27)
+c/an|v<m—2)A|2 du+/znsv<m>A*Pgl(A) du

+C/nsdu
T
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und die Behauptung folgt.
Sei nun m = 0. Nach Lemma B.10 gilt dann punktweise

(Re)™)[ + eTlo| PP (A)]

Ve (R < |
= | VRl + T 4]

v
v

Einsetzen dieses Ausdruckes in (3.25) liefert direkt die Behauptung in ihrer angegebenen ex-
pliziten Form analog zur Rechnung (3.27).
Fiir m = 1 ergibt sich aus Lemma B.10, dafl

| VD (Re) V)| < TTp + cITp| Pl (A) + P (A)| + I |[P2(A)]
<IL+C(|VA|+|A) +ClAP,

dieser Ausdruck besteht also aus einem Term der Form (3.26) und dem Zusatzterm C|A|%.
Beim Durchfiihren einer Abschitzung wie in (3.27) ergeben sich also die dort auftretenden
Integralterme und der Zusatzterm C [ 1°|A|*, den wir separat behandeln miissen. Nach Propo-
sition B.19 gilt aber

/nSIAI4 duﬁ/nslAl2 c1u+/7f|A|6 du
x x )

2
< fwmpans [yt aue( [ 1P an)
b z (n>0]
2
:/T’S|V(m+1)A|2 du+/nS|V(m71)A|2 d[J,+C (/ |A|2 du)
h) z [n>0]

und wir erhalten direkt die Behauptung.
Sei m = 2. Aus Lemma B.10 folgt

|V(m+1)(ﬂ)(v)|
< I3 4 cITp|P2(A) 4+ P (A) + PY(A)| + cIT, [P} (A) + P)(A)| 4 I | P) (A)|
<C(1+|VPA|+|VA|+|A]) +C (| VA||A| + A +|A]),

wir erhalten also nach Abschitzen wie in (3.27) wieder die dort auftretenden Terme sowie
einen zusitzlichen Term, der sich mit Proposition B.19 auf die Weise

s 2
C [[1 (IVAYAI+ 1A +14P)" du
SC/n“|A|2d/.H—C/nS (|VA|2|A|2+|A|6) du
X JE
2
gc/rﬂm2 d,u+C/ n°| VP A2 du +C (/ A2 du)
z z [n>0]
. . 2
:C/ nslv(m)A‘Z du—l—C/ ns|v(m72)A|2 dp+C (/ |A|2 du)
Jx z n>0]

abschitzen lasst. Damit ist die Behauptung ist fiir m = 2 gezeigt.
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AbschlieBend priifen wir den Fall m = 3. In [ > 0] gilt
|V (Re) M| < Ty + o [P} (A) + P5 (A) + P (A) + P (A)]
+ I [P{(A) + Py (A) + P§ (A)| + cTL | P{ (A) + P (A))|
+cIls P (A)]
< Thy+c (Mo VO A + 11| V2 4] + TTo| V.4 )
+ eIl (| VAR + |V AllA]+ | VA4 + A]*)
+cITy (| VAJA|+ |A]?) + I |A|* + ¢T3 A
C(1+|VMA|+ |V A+ | V=2 A|) 4+ C| VAP,

wobei C von den in (3.24) angegebenen GréBen und damit insbesondere von ||A|l.. ;0]
abhingig ist.

Analog zur Argumentation in den bereits bewiltigten Fillen ist die Behauptung also ge-
zeigt, wenn wir das Integral [n°|VA|* auf geeignete Weise abschitzen konnen; tatsichlich
gilt nach partieller Integration und Young, daf

/nSIVA\“ du
)
< [l MIVARIAL+en’| VD 4] VAPIA] du (3.28)
p
1 r . ) )
<5 LvAR dut [cn® A VAP +en'| VO APIAP ap,
und es folgt direkt
[wval du<c [ AR VAPIAP + 0 VO APIAP au
X X
< [ 2|V DaP duc [ oV AR du,
X X

wobei wieder [|Al| (50) in die Konstante aufgenommen wurde — damit ist die Behauptung
fiir alle m > 0 gezeigt. O

Lemma 3.12. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in ty fiir alle m > 1

/n VI A 5 PE(A) « VD Re)) du
k+l m

Sc/ns|vm+l)A|2 d'u_"_c/ns72|v(m)A|2 d,ll+C/ T'S72‘V(m7])A‘2 du
+C/ n 2 v A|2du+/n A*Pm+2(A)+P62’";§’"(A)) du

+ClAI oy +C [ 0* du

wobei die Konstanten C nur von den in (3.24) angegebenen Groflen abhdingen.
Fiir m = 1 entfillt der letzte Term in obiger Aussage, und fiir m = 0 gilt fiir jedes € > 0
explizit

/n vimax Y PEA)« VI (Re)Y) dp
k+l m

<e [V AR a8 [ 0 VAR dec(s) AN oo
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Beweis. Sei zunichst m > 5. Nach Lemma B.10 gilt in [ > 0], daB fiir alle / < m —2 und
k<m-3
VO ®Re)™M P (A) < C,

wobei C von allen || VO)AHNM>O], J < m—3 abhingt. Es ergibt sich direkt

| Y @)V R)Y)

k+Il=m
m—2—1
<Z\P3 A) V=) (Re) V)| + Z |Pi(A) % V") (Re) V)|
. (3.29)
+ Z Pi(A) * V") (Re))|
i=m—2
1 B — n .
<[ LIV R +1+ Y [PiA)] ],
i=0 i=m—2

wobei benutzt wurde, daf} in der ersten Summe immer i < 1 < m — 3 sowie in der letzten
Summe m —i <2 < m—2 (dies stimmt sogar fiir m = 4).
Da nach Proposition B.12 (angewendet mitb =2,k =mbzw.b=1,k=m—1)

[V Re)M| < C(1+ VDA 4| V=2 4],

v (3.30)
VDR < (1 4+ |V 4]

(dies gilt auch fiir m € {3,4}), gilt fiir den ersten verbliebenen Summenterm in (3.29), daB
1 . —_
YV (Re)V| < C(1+| VDAl + | V"2 4)). (3.31)

Fiir den letzten iibrigen Term in (3.29) beachtet man zunichst, daf3 fiirm —2 <i<m

Pia)= Y v@axv®@axvea

ajzay>az )
(41+02+a3:I
i .
_ P3l;§m—3(A) + ( Z V(P)A*le—P,<m—3(A)> ,
p=m—2

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, da$ in der dortigen Summe i — p < 2 < m — 3 nach
Voraussetzung an m. Damit ergibt sich

j‘ |Pi(A <CZ< Z <P>A>

i 2 i=m—2 p=m-—2
" i (3.32)
§c<1+ Y ¥ |V<P>A>
i=m—2 p=m—2

C(1+ |V A+ [V A 4|72 ),
und mit (3.29) und (3.31) insgesamt

| Y P« VIRV <14 VM A[+ |V DA 4|V 4)).
k+1=m
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Mit der Young’schen Ungleichung ergibt sich sofort

/nSV(”’)A* Y PiA)«VORe)™ du
z k+l=m

<c / n° du+C / 7° [V AP du (3.33)
pH x

+C [V VAP duC [ 09D AR au
X P

und damit die Behauptung.
Sei nun m = 4. Analog zu (3.29) und (3.31) erhélt man zunichst, daBl

| Y P« VO(R)Y) <1+ V" DA+ VDA 10 ) [Pi(A)).
kt+l=m i=m—2

Nun folgt aus direkter Rechnung fiir ein von den Grofen (3.24) abhingiges C
PHA)] < C(IV A+ VD A+ V2 AL 4V AP A

und wir erhalten

m

m—1 i
i 7 i;<m— i—p;<m—3
Y IB@I<IFA)+ Y <P3’<’” Wl Y (v aprEr (A)|>
i=m—2 i=m—2 p=m—2

m—1
<|Py(A)|+C (1 + Y |V<P>A>
p=m—2

<CA+|VMA|+ |V VA|+|Vm=DA|) 4| V-2 AP,

wobei der Summenterm im ersten Schritt analog zu den zu (3.32) fiihrenden Uberlegungen
zustandekommt. Durch Kombination dieser Ergebnisse ergibt sich also

| Y P« VO (Re))]
k+Il=m
<C1+|VMA|+ |V VA + | V=2 A|) 4| V2 AP

und ein Vorgehen wie in Rechnung (3.33) ergibt somit die dort aufgefiihrte Abschétzung sowie
auf der rechten Seite den Zusatzterm C [ n*| V™ A|| V"2 A|2 dy, der sich durch partielle
Integration und unter Aufnahme der anfallenden | V"~ A|-Terme in die Konstanten mittels

c/,;n“'l VAV AR dp
< C/Z [Sn“'"/\lIV(’”’AIIV('"’Z)AI
4| VD 4| w2 4 +nS|v<m>A\|V<’"*‘)A|] du (3.34)
gc/ZnSIV(’"“)AI2 du+C/ZnSIV<’")A\2 du
+C/ZnS|V(”’*1)A|2 du +C/Ens‘2|V(m’2)A|2 du

abschitzen lasst. Es folgt die Behauptung.
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Sei m = 3. Direktes Ausschreiben der Pé‘ (A)-Terme ergibt unter erneuter Benutzung von
(3.30) fiir Konstanten C abhingig von den Gré8en in (3.24)

Y, PA)« VI Re)Y]
k+1=m
<cAP-c (1 VD A 4| V<’”_2>A\)
+e|VA|APR-C (1 +] V(’"’Z)AD
+e (\V<2>A||A|2+ | VA|2|A|) C
+e (W<3>A||A|2+w<2>A\|VA\|A| +|VA|3) C

< C(1+ VWA +|VODA[ V2 A 4 C(I VP A VA + | VAP),

wobei im letzten Schritt |[VA[> < |VA| +|VA|? benutzt wurde. Erneute Durchfiihrung der
Rechnung (3.33) ergibt damit wieder das dortige Ergebnis mit einem zusitzlichen Integralterm
auf der rechten Seite, der sich zunéchst durch partielle Integration und Young unter Aufnahme
der anfallenden Terme s,A; und |A| in die Konstante C mittels

C/n“|V(3)A| (|V<2>A||VA|+|VA|3) du
z
<c / VAP (0 [V 4]+ 77V 4] ) du+C / n°| VO A VO 4|V Al du
z z
SC/EnSIV(‘”AIZdu+C/Zn“’2|V‘3>A\2du

+c/ n°|VAJ d,u+C/ n° VO AR VAP du
b b
abschitzen lédsst. Da aber nach Rechnung (3.28)

[wval <c [ AR VAPIAP + 0 VO APIAP du
X X

< c/ n°|v® A2 du+C/ n* 2| VAP du
z by
sowie nach partieller Integration fiir jedes feste € > 0

LIV AP VAR au
z
< C/Ens_1|V(2)A|2|VA\ d/.L+C/EnS|V(3)A||V(2)A||VA\ du

<e [ VIARIVAR+Cle) [ VI AR dutcle) [0 2V AR .

folgt die Behauptung direkt nach Absorbieren und Einsetzen.
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52 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

Sei nun m = 2. Mit Hilfe von Lemma B.10 und Young erhalten wir direkt
| Y AV (R)Y)
k+I=m
< clAP (T + 0 JA| + Tl (| VA +[A)
+c| VAJ|A] - (1) +TTo|A])
+c(IV@ AAP +|VAPIA]) -Tlo
<C(IAP +IAP +1AP + 4RI VAl + AP | VA| + AR VP 4] + 4] VAP)
<C(1APIVO A+ 4] VAP +]AP +]a]),

wobei C nur von I1y,I1; und I, abhingt, und es ergibt sich zunichst

[V as ¥ P4y v @)™ aul
z ktl=m

< [V AP auc [ AP du+C [0V AP au
—s—C/):nS\V(z)A\Z\VAF du+c/EnS|VA\2|A|2 du+C/2ns|A|(’ du.
Da nun aulerdem
L IVOARIVAR du+ [ n°| VAP dp

_ /Z n* (VI A PI2(4) + RS (A)) dpy

und aufgrund der Annahme an [, |A|?> du nach Proposition B.19

2
nvariapans [nalan < [n1vOarauic( [ apa)
x b 3 n>0]

fiir Konstanten C abhéngig von den GroBien (3.24), folgt direkt die Behauptung.
Firm =1 gilt

| Y PiA)« VO (Re)™M)| < c|AP (T + o |A|) +c|AP*| VAT
k+l=m

<C(IAI*+ AP + AP VA]),

und mit Young und Proposition B.19 ergibt sich direkt

|/17SV(’")A* Y PEa)« VO (Re)Y du |
z k+i=m
<C [[0IVAL (A + AP + AP VA]) dp
< [0 (AP +1APIVAP) du-+C [ nVAP du

. 2
sc/ n“'\V(2>A|zdu+C/nS|VA|2du+C (/ A? du) ,
Jx z [n>0]
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was zu zeigen war.
AbschlieBend ist fiir m = 0 und alle € > 0 nach Proposition B.19

[V ¥ PhA) VO R du
p

k+I=m

< cHO/ n*|A[* du
z

<e [ A due(@)s [ n°lAP au

2
Ss/ns|V(2)A|2 dp +eAde(s) (/ A2 du) +c(£)H(2)/nS|A|2 du.
z [n>0] z

O

Lemma 3.13. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in t fiir alle m > 1 und alle
e>0

/ PV ax Y V0 AV (RS du
x

k+-l=m+2

SE/EHSIV(’"”)AF du+C/ZnS\V‘"“+”A\2du
+C/ns‘2|V(’")A|2 du+C/nS‘4|V(m_1)A|2du
+C/ns 2| vim=2) 42 du+/n v A*Pm+2(A)+P62’”‘f’"(A)) du
+C||A||27[n>0} +C/2775 du,

wobei die Konstanten C von € und den unter (3.24) angegebenen Grifien abhdngen.
Fiir m = 1 entfillt der letzte Term in obiger Aussage, und fiir m = 0 gilt explizit

/n vim A VP AV (Re)™) du
k+l m+2

)
Sg/ns|vm+2 A|2 du_,'_ni? / ns‘v(mH)A‘z du
b JX
4
+c(s, &) (T + 117 +A‘11)/Zns—2\v<’“>A|2 dp+ec(s)AT[IAN3 =0

Beweis. Seim > 6. Da nach Lemma B.10 | V") (Rc)(V)| < C fiir alle / < m — 2 mit C wie oben
angegeben, ergibt sich zunichst

| Z V(k)A*V(U(R*C)(V”
k+1=m—+2

3
gZ|V(i)A*V(’”+2*i)(E)<V>\+ Z |V A5 v H2=0 (Re) V)|

i=0
m+2
+ Z |V A5 vOmH2-0 (Re) V)|

i=m—2

y(m+2-0) 1 mHVA
ZI W41+ Y |VO4

i=m—2

| /\
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54 3 Willmore-Fluss mit allgemeinen Lagrangetermen

und da nach Proposition B.12 fiir alle m > 5 gilt, daf
VD (Re)M | < C(1+ |V A4+ [V A 4 VD A 4| V2D A)),
VD (Re) )| < C(1+ |V 4] V0D A+ V-2 4],
[V (Re) | < C(14+ |V DA+ V2 a)),
VD (Re) )| < (14 V2,
ergibt sich nach Einsetzen direkt

Y VWPARVO R < (14| VD A+ | VDAl + | VI A
k+1=m+2

(3.35)

+ VDAl V=2 4.
Nach Young folgt fiir jedes £ > 0 also sofort

| / PV Ax Y VAV (RS dy |
z ktl=m-+2

< C/nv |:1_|_8|V(m+2)A|2+|V(m+l)A|2 (3.36)
b
+c(&)| VM AP + |V D AP + |V A2 | du
und damit die Behauptung.

Sei m = 5. Nach obigen Uberlegungen ergibt sich unter Benutzung von (3.35)

Y VAV RS
k+l=m+2

2
< Z ‘V(i)A % V(m+2—i) (ﬁ)(v”
i=0

mi2 N
+| v AxvEA (ﬁ)(\’” + Z \V<’>A 5y (m+2=0) (RC)(V)|
i—4

2 N o o m+2 )
<C <Z ‘ V<m+2*’)(RC)<V)| + | V(mfZ)A *V(mfl)(Rc)(v” 4 Z |V(1)A|>

i=0 i=m—1
<C(14 | VMDA 4 | VD A 4 [V A 4 | V=D A V2) 7))
+C| V2 AR,

es folgt eine Abschiitzung der Form (3.36) mit Zusatzterm C [ n*| V"™ A|| V"2 A2 du auf
der rechten Seite. Dieser lasst sich vollkommen analog zum Vorgehen in Rechnung (3.34)

behandeln; die Behauptung folgt.
Sei nun m = 4. Mit Hilfe von Lemma B.10 rechnen wir mit von den in (3.24) angegebenen

Groflen abhidngigem C durch direktes Ausschreiben
|V (Re) V)| = | V1) (Re) )
5 6—j o
<Te+ Y (1) [PY77(A))
j=0 a=1
< C(+ |V DA+ VO 4] 4| VD 4]+ V02 4)
+C|Vim=2 AP,
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fiir [V (Re)V)|,...,| V™ D(Re) (V)| gelten weiterhin die Abschitzungen aus (3.35). Wir
erhalten damit
v A xvO (ﬁc)(v)
fe-I=m+2

< (VDA 4 | VD A | VM Al - C
[ VDA VDR ¢ VI 4] VO (Re) )
+C-(|V"D(Re) M| +| V2 (Re) V)
<C+ VDA 4| VD A4 V0 A4 | V=D 4| | V=2 4))
+C|VI DA VD A+ | V2 AP
und damit die Abschitzung (3.36) mit den Zusatztermen C [ n*| V(") A||V(’"*2)A|2 dy und

C [ 15| V™ A|| V"=V A|| V"2 A| du auf der rechten Seite; ersterer lisst sich wie in Rech-
nung (3.34) behandeln. Fiir den verbleibenden Term gilt zunéichst fiir jedes feste € > 0

c/ 0° [V Al VD A V) A dp
X
<e [WIVOD ARV AR ausce) [ 7V AP du
X Y

da aber nach partieller Integration unter Aufnahme von || V<”’_3)A||o<,_’[,7 ~g] in die Konstante C
fiir jedes € > 0

[V AR VD AR au
< [ VAR VD 4] au
+c/znf\v<m>A||v('"—1>A||V<m—2>A| du —i—C/ZnS\V(’”_l)AP du
gC/an—1|v('"—1>A|2\v<'"—2>A\ du (3.37)
+C/Zn5\V<’”)A||V(m’l)A||V<m’2)A| du
Sé/zns\V(”’”)A\z\v""’Z)A\Zdu+C(é)/Ens‘2|V("“’”A|2 du
+C [0V A VD Al VD 4],
folgt fiir geeignete €, € nach Absorbieren direkt
C/Ens|V(’”>A\|V(’”‘1)A|\V(”"2>A\ du

< C/Enf\v<m)A|2 du +C/Er1H|V<m—1)A|2 du
und damit die Behauptung.
Sei m = 3. Durch direkte Anwendung von Lemma B.10 ergeben sich
VR = VO (Re) )
< C(1+ | VDA 4|V Al 4 | V=D 4| 4 | V=2 4]
+C| V2D AP 4|Vl Al V=2 4
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sowie
[V Re) ™| = [V (Re) V)]
<C(1+|VMA|+| VPV A+ V=2 A|) 4| V2 AP,

die Abschitzungen fiir |V ~"(Rc)™)| und |V (Rc)()| aus (3.35) haben weiterhin ihre
Giiltigkeit. Es ergibt sich nach Einsetzen und Young

vk 4 v (fc)(v)
k+l=m+2

< C(14 | VMDA 4 | VD A 4 [V A 4 | VO=D A 4 V2) 4))
+C| VM A V2 A+ VD AP+ V2 AP,

und wir erhalten wieder eine Abschitzung der Form (3.36) mit neu hinzugekommenen, se-
parat abzuschitzenden Integraltermen; mittels partieller Integration rechnet man hierfiir unter
Aufnahme der erzeugten V{"=3) A-Terme in die Konstanten C zunéichst
C [V AVD AP au [V AV AR du
+C/an\v<m>A|2|v<m*2>A| du
< C/ZnS*1|V<’”>A\|V(’”*2)A|2 du +C/ZnS\V(’”“)A\|V(’”’2)A|2 du
—&-C/):ns’l|V(’”)A\|V(’"’I)A|\V(””Z)A\ du
+C/);n“\V(m+])A\|V(m")A|\V(’”’2>A\ du
+C/Zn5\v<"’>A|2|V<'"*2)A| du,
und es ergibt sich nach Young fiir jedes € > 0
C/Zn5|V(’”>A\|V(’”’2)A|3 du +C/ZnS\V<’”)A||V(’”’1)A|2 du
—&-C/)En“\V(’”)A|2|V(m’2)A| du
< C/Zn-‘\v“"“m\z du—i—C/En“‘|V(”’)A|2 du
+C [ 2V AR duC [ VY AR au
+c/ZnS\V("’)A|2|V(’"_2)A|2 du+c/2nf|v<m—1>A|2|v<m—2>A|2du
+C/ZnS\V(m+1>A\|V(’"_2)A|2 du
<e [ VDAL auC [ VUV AR duC [ | VAR au
+C [ 2O AR duce) [0 VAR du

+C/ns‘v(m)A|2|V(m72)A|2 d[.l,
X



3.2 Evolution der Kriimmung

wobei im letzten Schritt mit dem Term [ 1*| V"D A|2| V("2 A2 wie in (3.37) verfahren
und auBerdem benutzt wurde, da3

C/Zns|v<'"+‘)A|\v<’"*2>A\2du
SC/Znsflw(mﬂ)AHv(mfZ)A‘ dﬂ+C/Z77S|V(m+2)A||V(m72)A| du
<e [V D AR dukC [ VOV AR qucle) [V AR au.
Beachtet man nun, daB fiir m = 3
/Ens|V(’”)A|2|V(’"_2)A|2 du :/Znsv<m>A*Pg"+2(A) d,

folgt direkt die Behauptung.
Sei nun m = 2. Aus direkter Anwendung von Lemma B.10 ergibt sich explizit

|V (Re)V)| < TLy + eIL3A| +CTL (| VA| + A
eIl (|V2 4]+ VAJIA| +[4F)
i (|v<3>A\ |V AlA|+ \VA|2+|VA\|A|2+|A\4) :

|V (Re)M| < I + cIL |A| + cIT; (| VA| + |A]) (3.38)
+el (|V(2>A\ +|VA\|A|+|A|3),

|V (RS)Y)| < Ty +cTT |A| + Tl (| VA| + [A]%)

| V(Re)Y)| < T +cIlA|
und wir erhalten nach Einsetzen und Zusammenfassen direkt

v 4%V (Re)™)
k+-l=m+2

<C(IVYA[+ |V A+ | VDAl +|VA| +|A])
+C[IVDANAL+ VDAl VA + VO A4 + | VAPIA| + | VAP

+[AP +[AF +]aP],

wobei C nur von Iy, ..., T4 abhingt. Einsetzen hiervon in das abzuschitzende Integral liefert
nun, ausschlieBlich durch Anwendung der Young’schen Ungleichung, direkt

/nSV(’”)A* Y vOAxvO R du
z kHl=m+2

gs/):n“\v(“)A\Zdu+CLnS|V(3)A|2 du+C(£)/);n‘f|V(2>A\2du
+C/):nS\VA|2 du+C/EnS|A|2du
+C [ 0VAPIAR au+C [ nll° du

+c/ n° |V AR VAP du +c/ 1° VO ARIAI du.
X X
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Beachtet man nun, daf

¢ [mIVPAPIVAR dpute [0 VO APIAR au

_ / n* (VI AP (A) + B2 (A)) dpy
z
so folgt die Behauptung durch Anwendung von Proposition B.19 auf die verbliebenen Terme
Jn*|VAPIAP und [nlA[°.
Sei m = 1. Unter Benutzung von (3.38) erhalten wir nach Zusammenfassen und Young

VP A« VO(Re)™) <c(|VO Al +| VP Al +|VA|+|A])
k+1=m+2

+C(VPA[A|+|VAJAP + | VAP + |A]* + |AP)

und damit nach Einsetzen in das abzuschétzende Integral fiir jedes € > 0 direkt

/nSV(”’)A* Y vOAxvO(Re)Y du
z ktl=m+2

gs/ZnS|V(3)A|2 d/,t+C/ZnS|V(2)A|2 d,LL+C(8)/ZnS|VA|2 du

+C/Zn“'|A|2 d,u+/zn“'|VA|2|A\2du+/):n‘Y|A\6du+c/Zn“’|VA|4 du.

Die Behauptung folgt nun mit Proposition B.19 und unter Beachtung von

/ZnS\VA|4 dp:/znw('")A*Pg"”(A) du.

Sei abschlieend m = 0. Nach partieller Integration ergibt sich unter erneuter Benutzung
von (3.38) und Proposition B.19 fiir jedes € > 0 direkt

/’nsvw* Y vha«vO(Re)M dy
Py ktl=m—+2

1
g/nsA* (ZV@—“AW“)(RC)(V)) du
z i=0
HAI/nS—l.A*A*V(ﬁ)(V) du
)

< [ 0141 (V@ Ao+ | VAT +Tola]) ) dy

s [0 AR(TL +Tlla]) du

2

SS/nS\V‘”A\ZdHHf/nSIVAIZ du

X z

2 % 4 s—2 2
(o) (BT + AL +AD) [ n° A1 du
+8/y_n“‘IVAI2IAI2 du+£/zn“'lA|6du
2
§28/nS|V<2)A|z du +ec(s)At (/ |A|2du>
z (n>0]

2 4
+11; /nS|VA|2 dp +e(s, &) (I + 11} +A‘1‘)/nH|A|2 du .
h) z
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Lemma 3.14. Fiir alle m > 1 gilt in ty unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11

/n vimax Y vOA«P((Re)™) dp
k+I=m

< [ WV AP qure [V aurc [n)v AP au
+c/2n5| VD AR dy +/ZnSV<’")A « P2(A) dp
+ClAIE o +C [ 1 du.

Fiir m = 1 entfiillt der letzte Term in obiger Aussage, und fiir m = 0 gilt explizit

/nV Ax

Beweis. Analog zu den Rechnungen (3.29) und (3.31) ist fiir m > 4 zunichst fiir ein von den
GroBen (3.24) abhingiges C

Y VO APU(R)™) dyt < Il [ °| VAP au
k+l m z

1 m—3

Y VHARP(Re)M) =Y VO AxPr i (Re)M) + Y VAP (Re) V)
k+1=m i=0 =2
+ Y vOaxpri(Re)Y)
i=m—2
1 m
sc(Z|P2"”((Rc)<V>)|+1+ Yy |V<0A|>.
=0 i=m—2

Nun gilt wegen Proposition B.12 bzw. unter Benutzung der Abschitzungen (3.30)

122 (( |<CZ\V MV Re)™)|

_C<ZV(”’i)(120)<V)+1+ )y IV(")(RC)‘”I>
i=0

i=m—1
C(1+ |V DA+ vim=2) 4]
und analog
PR < €1+ VD 4,
Insgesamt ergibt sich damit also
Y VO AP (R)™M) < C(1+ VWA + VD A1V 4))
k+l=m

und nach Einsetzen hiervon in das abzuschitzende Integral mit Young direkt die Behauptung.
Sei nun m = 3. Direktes Ausschreiben liefert zunichst
Y v AB(R)Y)
k+I=m
3
=A*P((Re)) +VAxP}(Re)M) + Y VD A« PyI((Re)))
i=2

C<P§((RC) DI+ 1VA|IP (Re)™ HZIV A)
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Da nun unter erneuter Benutzung der Abschitzungen (3.30)
1P (Re)™)| < ¢| VO (Re)™)[|(Re) ™| + ¢ V) (Re) ™|V (Re) )|
< (VI R)™ |+ VO Re)™M])
<C(1+|VPA|+|VA|)
und
[P (Re)™)| < ¢| VA (Re)™[|(Re) ™| +¢| V(Re) )
<C(1+[VA]),
ergibt sich insgesamt

Y VP AxPU((Re)M) < C(1+ |V A+ | VDAl + | V2 A]) €| VAP
k+I=m

und damit ein Ausdruck wie oben mit dem Zusatzterm C|V A|%. Dieser lésst sich nach Einset-
zen in das abzuschitzende Integral auf die Weise

¢ [ VO VAR au<c [ n°VAR au [0 VEIAPIVAR au
X X JX

:c/ n°| v AP du+/nfv<'">A*Pg"+2(A) du
)M Y

behandeln; die Behauptung folgt.
Sei m = 2. Zunichst ergibt sich direkt

Y, VWA P(Re)™) < cfA[[PF((Re)™)| +¢| VAP (Re)™) |+ €|V 4,
k+I=m

und da nach Lemma B.10 bzw. unter Benutzung der Formeln (3.38)
P2 ((Re)™M)| < ¢ VI (Re) M| (Re)™) |+ ¢ V(Re))|?
< C(1+|A|+|A* + | VA]) +C(1+|A])
<C(1+|VA|+]AP)
sowie
P} (o)) < ¢ V(R)™||(Re)™|
< C(1+1A]),
erhalten wir nach Einsetzen

Y VOAP(RS)Y) < IV AL+ VDA 4 V24
k+l=m
+C|VA||A|+CIAP
und damit wieder die bekannten mit der Young’schen Ungleichung zu behandelnden Terme

sowie die Zusatzterme C| VA||A| und C|A|>. Da aber nach Einsetzen in das abzuschitzende
Integral nach Proposition B.19

€ [V A VAlA|+1AF) du
< [0VAR du+C [ n° (1VAPIAR + 1) du

. . 2
sc/ n°| v AP du—irC(/ |A|2du) :
JE J[n>0]
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folgt direkt die Behauptung.
Sei m = 1. Zunichst gilt dann unter Benutzung von (3.38)

Y, VWAxP(Re)™) < clA||P(Re)™)|+C| VA
k+l=m

<C(IVA|+]A) +ClAP,
und wir erhalten nach Young
/ V™AL Y VO AL PY(Re)™Y) du
Y k+1=m
<c [IvAP duc [ AP duC [ |V AlAP du
b Jx Jx
gc/ n° |V A2 d,u—l—C/ * Vo= AP du+C/ 0’| VAPRIA]? du.
b Jx b
Die Behauptung folgt nun mit Proposition B.19.
AbschlieBend folgt die Behauptung fiir m = 0 durch direktes Einsetzen. U
Lemma 3.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.11 gilt in tq fiir alle m > 1
/ N+ 0:VMAx Y VO AV RS dy
Y k+i=m

<C [V VAR au(8F +C) [0V AP du
b )
+C/ns|v(mfl)A|2 d[.l+C/ ns72lv(n172)A|2 du
Jx Jx
HCIAIR o +C [ "
Fiir m = 1 entfiillt der letzte Term in obiger Aussage, und fiir m = 0 gilt explizit

/ N*+0xV™Max Y vPAVOR)Y du < (16 +cI13) / |V AP dp.

z k+I1=m Dy

Beweis. Wir konnen weitgehend analog zum Beweis von Lemma 3.14 vorgehen und verwei-
sen fiir Details auf die dort ausgefiihrten Rechnungen. Fiir m > 4 ergibt sich unter der Be-

nutzung von von Proposition B.12 bzw. der Abschétzungen (3.30) mit einem von den Grofien
(3.24) abhéngigen C

1 B —_— 1 B
Y V<k)A*V<l)(Rc)(V)§C<Z|V(’"’)(Rc)(v)|+1+ Y |V(’>A>
k+1=m i=0 i=m—2

<C(1+|VMA|+| VDA 4 | V=2 A,

nach Einsetzen in das zu untersuchende Integral folgt unter Benutzung der Young’schen Un-
gleichung sofort die Behauptung.
Sei m = 3. Direktes Ausschreiben und Benutzung der Abschitzungen (3.30) liefert nun

3
Y VWAV R <c <|v<3><Rc><V> +[VA|IVP (Re) V| + Z|v<">A>
k+Il=m i=2

<C(1+|VMA|+ |V DA+ | V"2 A+ C|VA]?,
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nach Einsetzen hiervon in das abzuschitzende Integral ldsst sich der zusitzlich auftretende
Term mittels

¢ [ 1611V Al VAP au
z
<16 [ n VI AP duc [ VA du
X X
< |6\2/nS|V<”’)A|2 d[,L+C/T]S|V(m_1)A|2 du+c/ns72‘v(m—2)A‘2 du
X X X

abschitzen, wobei im letzten Schritt wie in Rechnung (3.28) verfahren wurde. Die Behauptung
folgt.
Fiir m = 2 ergibt sich unter Benutzung der Formeln (3.38)

Z V0 A« VI (Re)™)
k+I=m

< clA||[VPRS)Y) |4 ¢|VA|| VRS)M |+ | VP 4
<C(IV™A|+ |V DAl + V"2 A|) +C| VA||A| + CAP,

und da aufgrund von Proposition B.19
€ [ 1611V Al |V AllA] +AF) d
<16F [ 19 aP duc [ n° (|VAPIAR + A1) au
X M
2
< (0P +0) [V AP du+C(/ e du) ,
z (n>0]

folgt direkt die Behauptung.
Sei m = 1. Mit (3.38) ergibt sich

Y vWAxvO(Re)Y <C(|VA|+A|) +ClAP
k+I=m

und es folgt mit Young
/' N x0xV™Max Y VP AV (Re)Y du
z kH=m

< (0P +C) [ n1VAP du+C [ nlaP auc [ n'lal* du
<(8F+0) [ VAP duC [0V AR auC [ nelAP au.
X x X

die Behauptung folgt nun aus Proposition B.19.
Abschliefend ergibt sich die Aussage fiir m = 0 durch direktes Einsetzen. O

Die endgiiltigen Evolutionsgleichungen

Mit den bis hierher gewonnenen Erkenntnissen sind wir in der Lage, die Evolutionsgleichun-
gen in Lemma 3.10 in eine fiir uns brauchbare Form zu zwingen. Wichtiges Werkzeug hierfiir
ist folgende Interpolationsungleichung, die sich aus Korollar B2l mit ¢ =A,p=2,s =s5—2
und k = m+ 1 nach Quadrieren ergibt.
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Proposition 3.16. Sei n € C'(X),0 < n(-) < 1,|Vn| < Ay. Dann gilt fiir alle m > 0,s >
2m+4und € >0

A} [ 2V VAR duad [ VO AR au
+A?/ns76|v(m—l)A|2 du+A?/ns78|V(n1—2)A|2 d,LL
x x
< 8/ ns‘v(m-&-Z)A‘Z du —I—C(£7S,m)/\%m+4/ ns—2m—4‘A|2 du.
z [n>0]
Fiir beliebige Konstanten cy,...,cq4 > 0 folgt
c]/ns72|v(m+l)A|2 d‘u_|_62/ns74‘v(m)A|2 du
x X
+C3/T"Y76|V(m71)14|2 d‘u_"_c4/ns78|v(m72)A|2 du
x Py
. 2m—+4
s|y(m+2) 412 LD S S 2
< s/zn‘ IV AR Ay te(e,s,m) (A +cf +ed +ef +cf 113 s

O

Satz 3.17 (Lokale Kriimmungsevolution fiir m > 1). Sei ¥ geschlossene 2-Fliiche und F (¥, ")
Losung von (WFx) in M. Seien 1),m wie in (3.20) und zu einem festen Zeitpunkt ty die Voraus-

setzungen (VL) und (Vn) erfiillt. Sei m > 1,5 > 2m +4, gelte |V(k)R7c|g|[ﬁ>0] <TII; € R fiir
allek <m-+2und || V(k)AH(X,,[nN)] < oo fiir k < m— 3. Dann gibt es Konstanten

C=C(ms, Ml Y e Y, ||V(k>A||oo,[n>o]),
k<m+2 k<m—3

die in monoton steigender Weise von ihren Argumenten abhdngen, sodaf3 in ty
n 1 n
o [ W1V AR dut [ VAR au
b2 2)s
< (0P + AL o) [ 171V AP d
+C [ 0" duC (14141 ooy ) 1AIB o

Beweis. Zunichst liefert Kombination von Lemma 3.10 mit den Ergebnissen der Lemmata
3.11 bis 3.15 fiir alle € > 0 direkt

at/nslv(m)A|2 d‘u_|_§/ns|v(m+2)A|2 du
b 4 /s
< 8/):nsw(m+2)A‘2 du+C/Zn“‘*2\V<’"+]>A\2 du
+C/ ns74lv(m)A‘2 du +C/ ns76|v(m71)A|2 d‘LL
b b
+C/ns’8|V(’"_2)A|2du+c\0\2/ns|V(’")A|2 du
Jx b
+ / n’ (v(’">A*P;’+2(A)+P62"’;§’"(A)) du
b

+C [ 0 du+ClAIE
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die Konstanten C hingen von € und den oben angegebenen Grofien ab. Nun folgt unter Benut-
zung von Proposition B.23 vollkommen analog zum Vorgehen im Beweis zu [KS02, Proposi-
tion 4.5], daB fiir alle € > 0

/ns (V(m)A*P3m+2(A)+P62m;§m(A)> du
b
<e [ VAR dure(@) AL gy [ 171V AP du
+o(e) (A2 4 ATAN ) 1A
auBlerdem gilt wegen Proposition 3.16 fiir alle € > 0
C/Zns—2|v(m+l)A|2 d[J-i—C/ZT]S_4|V(m>A‘2 du
+C/n5—6|v(m71)A|2 du+C/ ns—S‘v(lTI)A'Z dIJ,
z )
s [ s ymtd) 42 5 o 2
<& [ 'V AR ducte(@,sm C. ) AR o

Nach Einsetzen hiervon folgt fiir feste €, & < 1 die Behauptung. O

Fiir kleine m kdonnen wir uns die in den obigen Lemmata getroffenen priziseren Abschiit-
zungen fiir diesen Fall zunutze machen. Zunichst folgt fiir m = 1 vollkommen analog zum
Beweis von Satz 3.17

Proposition 3.18 (Lokale Kriimmungsevolution fiir m = 1). Unter den Voraussetzungen von
Satz 3.17 gilt fiir s > 6

1
o [ mIVAP du [0V AP du
X X
<8P+ AN o) [ 1°1VAP du

e [ n* au+C (141412 ro) 1415 0

mit C = C(s, 7| c2 o) X<z Thi)- [

Ist m = 0, so lassen sich durch Benutzung von Lemma B.18 &dhnlich zum Vorgehen in
[KS02, Proposition 4.4] zusitzliche gute Terme auf der linken Seite erzeugen.

Satz 3.19 (Lokale Kriimmungsevolution fiir m = 0). Sei F(X,-) Lisung von (WFx) in M.
Seien 1),m wie in (3.20) und in ty die Voraussetzungen (VX) und (V1) erfiillt. Sei s > 4 und

gelte |§(k)ﬁ >0 < I fiir 0 <k < 2. Dann gilt in to

8
) | Y
o [P du5 [0 (19OAP+ | VAPIAP + AI°) du
b 2Jx
4
< [0 [ n°IAP du-+e(o) B+ 11} + A +A3) 415

+c(s)/zn3|$m§ du.
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Beweis. Zunichst gilt
[ (A« Pa)+ @) d
<c [0 (1IVPAIAR + | VAPIAR +1AF) dp
< ¢ [ IVPaR e [074 au-ve [4PIVAP au

und aus Lemma 3.10, den Lemmata 3.11...3.15 und Proposition B.19 folgt damit fiir alle
e>0

3
o [ wIAR w3 [ V@A dut [l au [ nolaPI VAP du
b 4 Jx b b
< (8_1+8)/n5\v(2)A|2 du
Y
o [ mIA dure [0 VAPIAR du
2 3 [ s 2
o)W1 [ 02V AR du
+clof [ n°lAP au
4
+c@@xng+nf+Aﬁ+A9Akf4mqu
+els,e) [ 1 VR diente(s) AL g
< (8’1—1—28)/ 0’| V@ A2 d,LH—cSo/ n°(IVP A2 +|A1%) du
pH) X
4
+elo [ n°lAP du+e(s, )T+ T + A+ A3)JAIB g

+else) [ mIVRCE du,

wobei im letzten Schritt Voraussetzung (V1) sowie Proposition 3.16 und Lemma B.18 benutzt
wurden. Die Behauptung folgt aufgrund der Annahmen an & fiir € < 1 nach Absorbieren. [

3.3 A-priori-Abschétzungen

Die in Abschnitt 3.2 bewiltigten Abschitzungen ermoglichen es uns nun, dhnlich zur Vorge-
hensweise in [KS02, Proposition 4.6] lokale Kriimmungsschranken unter (WFx) herzuleiten.
Zunichst bendtigen wir folgenden Hilfssatz.

Lemma 3.20. Sei fj € C2(M) Abschneidefunktion auf M, gelte |Vl < A1,|v(2) | < As.
Dann gibt es Abschneidefunktionen '1}, i € N, sodap3 fiir alle i € N

(' >0] C [7 > 0],
[ =127 =1], (3.39)
[q=1]>["q>0].
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Auferdem gibt es absolute Konstanten c, sodaf fiir alle i
|§lﬁ‘ < iC~A1,
—(); ) (3.40)
2);
Vi <e- (AT +A).

Beweis. Wir wihlen feste Funktionen {f};en C C*(R,[0,1]) mit Sl =0, fliey =1
und [*1f > 0] C [[f = 1], und setzen ‘7j := ' f o fj. Nach der Kettenregel folgt fiir jedes i

ViV = (f"om)- Vit -V + (f oft)- Vi V7.
Die Behauptung folgt mit ‘c := ||if\\C2(R). O

Ein Kernstiick der folgenden Beweise stellt die wiederholte Benutzung des Gronwallschen
Lemmas dar, das in der hier angegebenen Form z.B. direkt aus [Die70, (10.5.1.3)] folgt.

Proposition 3.21 (Gronwalls Lemma). Seien a € R und u,w € C°([0,T)) nichtnegativ und
gelte fiir allet € [0,T)

) Sat [ ) (&) .

Dann folgt fiir alle t
u(t) §a+a-/0tw(§)~exp (/‘;w(q)) d(p) dé
<cla, [ w(&)ae)

Generalvoraussetzungen

Seien im Folgenden 7,1 wie in (3.20) und sei F : £ x [0,7) — M Losung von (WFx). Um
die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.2 nutzen zu kénnen, fordern wir die Giiltigkeit der Voraus-
setzungen (VX) und (V1) auf dem gesamten betrachteten Zeitintervall [0,7), d.h.

rmin(t) > ro(m,K,G,W(F(Z,Z‘))) firaller € [O’T)v

sup [ JAP du < e,
[0,7) 7 [n>0]

mit rg, & wie auf Seite 45. Wir bemerken hier, dal ry nach Lemma B.13 monoton steigend in
W(F(X,-)) ist, und daher insbesondere unter den Fliissen (WF) und (WFF) auch die uniforme
Forderung

rmin(') > rO(ma K, G?W(FO(Z)))
zuldssig wire. Ferner fordern wir fiir die folgenden Rechnungen, daf3
2 r 2
1813 0r):= [ 165 dé

wohldefiniert und endlich ist.
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3.3.1 Kriimmungsschranken

Satz 3.22. Sei X geschlossene 2-Fliche, T < oo, undsei F:¥x [0,T) — M Losung von (WFx).
Seien 7,M wie in (3.20), seien (VL) und (V1) auf [0, T) erfiillt und |§ Rc lglig=0) < €R
fiir alle k € N. Dann gilt fiir alle k € N

sup || V(k>A||2,[r,:1] <G,

[0.7)

sup || VO Al -y < Cesas

[0.7)

mit Konstanten Cy, C'k, die in monoton steigender Weise von den Grifien

k7T7||ﬁ||C2(M)7 Z hHeHz[OT SUPHW >0‘ Z”V AHZ[n>0]|t -0 (341)
r<k+2 (0,7 r<k

abhdngen.

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis zu [KS02, Proposition 4.6]. Seien die Funktionen i 1,
i €N, wie in Lemma 3.20 gewihlt. Durch Einschrinkung auf ¥ erhalten wir Funktionen 'n, die
auf [0, T) zu (3.39) analoge Inklusionsaussagen erfiillen — insbesondere sind fiir alle ') bzw. '7j

die Voraussetzungen fiir die Resultate aus Abschnitt 3.2.2 erfiillt und es gilt \V(m Relglip=o) <
I, Sup,c(o.7) ||AH§_[,~ p>0) < € uniform in i. Anwendung von Satz 3.19 mit I'n liefert damit
unter Verwendung der Gradientenschranken (3.40) nach Aufintegration fiir alle t € [0,T)

/ JIAP du| +2/ / Y(IVD AP+ VAPIAR +]A]°) du dg

g/( m)*IAP du | -+ FIT 4 e(Ad 1+ AD) / JAIZ 1) €
(3.42)

b [1ORIAIR 1y 08+ [ [ ()| VReR au ag

< C(Io, Iy, [?)UTP) [n > OIL 7. (17l 2wy ||6||2,[0,T))7
wobei benutzt wurde, daf

[ [yt awag <7-supn >0
0 X

0.7)

<T-sup|[n > 0],
0.7)

und es folgt insbesondere [ || V(2>A||§ 1n—1 46 < C mit C wie oben. Seien nun 7, 2n wie

oben konstruiert. Es gilt > > 0] C ['n = 1] sowie | V(*7)| < cA; und wir kénnen nun durch
Integration von (B.23) folgern, dal

T T
1A oy 98 < [ 1AIB gy (1 VP AIB gy + AHIAIR ) 4

T
< CA?'TJFC/O V2 AL 1y 4

<C

(3.43)
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mit C wie in (3.42). Damit erhalten wir aus Satz 3.17 unter Benutzung der Abschneidefunk-
tionen 37 und 37} und der zugehorigen C2-Schranken (3.40) nach Integration zunichst fiir alle
t€[0,7)

/( VAP du| +2// 1| VO AP du dé
< [CnpIvaR au| e [(0P+ 141 5,m0) [CmIVAR dua

c<||ﬁ|\cz<M>,r<23nr> [ fene au (.44
Ul £ o (7 [ 11 g0y 2 )

t
<Cte /O (19F + A1 ) () VAP du d
mit

C=IVAI o lo ~CT: 102 1815 jo.1): anaﬁ)ugm > 0]]).
r<3

Durch Gronwalls Lemma ergibt sich daraus insbesondere die uniforme Schranke

sup ||VA||2 <C1,
[0,7)

wobei C; nur von den in (3.41) aufgezihlten Groflen (mit k = 1) abhéngt. Vollig analog ergibt
sich aus Satz 3.17 auch die Abschitzung

1t
Lemiv@apan| +5 [ [En®1v@ap auag
<Cote [ 1OR+IAI ) LMYV AR au o
mit

C = IVP A =g lo +CT, Il c2my 101507y, ZHHE)UTP)HH > 0]]),
r<4

und durch Grénwalls Lemma erhalten wir wieder wegen (3.43)

sup ||V A||2 <C2,
0.7)

mit C; wie oben definiert. Abschlieend ergibt sich durch Anwendung von (B.23) unter Be-
nutzung der Funktionen #n, #fj und der zugehdrigen Abschitzungen aus Lemma 3.20 direkt

Al o [l )0 (I VO AIR ey +20)

n=y <
< c([1ller ) (€2 +20)
.Ca.

Wir sind nun in der Lage, Abschétzungen an alle weiteren Kriimmungsableitungen induk-
tiv herzuleiten. Seien dazu k > 3, j = j(k) > 3 beliebig, fest. Wir nehmen an, da8 fiir /1, J+l n
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wie in Lemma 3.20

SQHW”MbWFuSQn 1<p<k-1,
E)UP”V AH«,JHH ]<ép+2a 0<p<k-3,
T

mit Konstanten CP,C‘P wie oben. Sei s = 2k +4. Anwendung des Satzes 3.17 unter Benutzung
der Funktionen /+27, /*2j liefert nach Integration analog zu (3.44) fiir alle ¢ € [0, T') zunzchst

. . 1 ! i s
S v AR a5 [0V AR au ag
§C—|—C/ (|6|2+||A||°°[2 )/Z(j+2n)S|V(k)A|2 d[.L dé,
mit

C:C(GZa"'7ék—17ka T? Hj+2ﬁ||C2(M)7 ||6||%)[07T)a Z Hra sup |[T7 > O]D
r<k+2  [0.7)

k) 4112
+ v )A||2,[n>o]‘o~
Wegen j = j(k) ist ||/+%7 lc2omy < C(k, ||| c2mp))» Gronwalls Lemma liefert damit

sup ||V A||2 /+2n 1] = Cka
[0,7)

wobei C; nur von den in (3.41) aufgezihlten Gro3en abhingt; hierbei ist zu beachten, daf3
dies auch fiir alle in der Induktionsvoraussetzung geforderten Schranken gilt. Dank der uns
zur Verfiigung stehenden L”-Abschitzungen an A lisst sich nun mit Hilfe von Korollar B.16
folgern, dafi

(k—2)
IVE2 AL iay

(Il VD AR iy IV AN ez

) ) (3.45)
HIHAVED AN ez + 1V A gy

<k, 17llcr oy )Cr2 (Ce+Ca - Cra + Cr2)

:Ck

und der Induktionsschritt damit erfolgreich zum Abschluss bringen.
Wir haben also fiir jedes k € N Funktionen / ) n,’ ) 1 wie in Lemma 3.20 gefunden mit

sup |V Al 1,y < i
0,7)
sup||V AH [i0n ]]—Ck+2
0.7)

Da [n = 1] C [/n = 1] fiir alle j, folgt die Behauptung. O
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Innere Abschitzungen

Der Ausbau des Beweises von Satz 3.22 durch Benutzung von Zeit-Abschneidefunktionen
ermoglicht es uns, fiir positive Zeiten Gradientenschranken an die Kriimmung zu gewinnen,
die nicht mehr von Gradientenschranken zum Startzeitpunkt abhéngen. Dies wird im Hinblick
auf die Blowupanalyse im Kapitel 4.4, bei der wir keine Kontrolle iiber diese Groflen haben,
wesentlich sein.

Satz 3.23. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.22 gilt fiir jedes ty € (0,T) und alle k € N

sup || VO Ay < G,
[to.T)

(3.46)

SUP IV Al =1y < Ciras

[to.T)
fiir k =1 gilt die lokale Abschiitzung

T
sup || VAIR gy < Co [ (110) 418 oy + (I +T53) [ > 0]] &
[t0,T) 0 (3.47)
+ Gl =0

Die Konstanten Cy, Cy,Cy. sind in monoton steigender Weise abhéingig von den Grofien

i kT Tl ey, Y T 118113 0.7y sup [[n > 0] (3.48)

r<k+2 [0,7)

Beweis. Wir orientieren uns grob am Beweis zu [KSO1, Satz 3.5] und folgen der Argumen-
tation im Beweis von Satz 3.22. Seien zunichst fiir alle i € N monoton steigende Funktionen
'f € C'(R,[0,1]) fest gewihlt mit ' f|(_oo ) = 0, ' f|[1 o) = 1 sowie [T f > 0] C ['f = 1]. Defi-
nieren wir fiir festes 7o € (0, 7)) die Funktionen ‘y € C'([0,e),[0,1]) durch 'y () := 'f (), so
ergibt sich fiir alle i

0<x() <1
'%(0)=0,
lxl[t(),T) -
(x>0 clx=1],
und wir erhalten wegen [T f' > 0] C [T!f > 0] C [ f = 1] direkt

c(i)

Io

(3.49)

0<™y'()< =% -"x(). (3.50)

Seien auBerdem die Funktionen /7 wie in Lemma 3.20 definiert, und '1) := ‘fj|y. Fiir ¢ € [0,T)
setzen wir nun

fen(r)="2(0)- [ (m*H VAP du
und bemerken, daf} nach Konstruktion direkt

sup ||V A||2 < sup ek7
[x=1] [0,7)
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auBerdem gilt wegen (3.49) und nach Lemma 3.20 ‘e; (0) = 0 sowie ‘ex(-) > ey () fiir alle
k,i. Vorbereitend halten wir au3erdem fest, dal wegen Abschitzung (3.42)

1 T]
o [ e ag
JO
1 T
< [P au| 45 [* [(m*IvD AP duag
)y t 0 JX
T
< 1B g+ T ez [ AR 0 0 (3.51)
T T
2 2 vpaLl2
ve [ 0PI g 08 e [ [ VR du
< C(T, o, I, |7l 2 oy ||9||%,[0,T)’E)ug|[n > 0]]),
nach Abschitzung (3.43) gilt desweiteren

/IIAH oy 46 =C (3.52)

mit einer Konstante C wie in (3.51).
Nun gilt unter Benutzung von Satz 3.17 und Abschitzung (3.50) zunichst auf [0, T)

15
PR e1+§ e3 <c(\9\2+||A||w[zn>o) e
+32-CI0llc2omy> Y T sup [0 > 0]])
r<3 [OT)
£37-Clllleon: ¥ el 5
r<3

Cc
+ S2g [Cm)fIvAP du.
0 X
Da nach Proposition 3.16 auflerdem
5 [Cn) VAR du <2y [ Cr) VAR dute(ller )11 -0

<'z / (") |V AR du (e ) - €0
Yes +c ([ llc1 oy €0),
ergibt sich nach Integration unter Benutzung von (3.51) und (3.52) insgesamt fiir alle t € [0, T')

t +l/t3e dé
2 Jo 3
t
2 4 3
¢ [ 18P +IAIE 2y y) e 0

+C(t T, 17l 2oy Y, T, sup |1 > 0]])
r<3 [0,T)

Cllllouy X T1me0) [ 112y a6+ [ e ag

r<3
/0 (18P + AL gy -1 d

+C(to 7T ||TI||C2 7ZHH sup |[TI > O]|’ H9H§[O,T)’80)

r<3 [OvT)

(3.53)
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Nach Grénwalls Lemma, und da & < 1, erhalten wir daraus 3e;(¢) < Cy fiir alle t € [0,T),
wobei C; die Abhingigkeiten (3.48) mit k = 1 erfiillt. Durch erneutes Einsetzen hiervon in die
rechte Seite von (3.53) ergibt sich sogar

1 /T
Sei(1) + 5/ 3e3 dE < (. (3.54)
0
Ahnlich zu Rechnung (3.53) ergibt sich auBerdem mit Satz 3.17 nach Integration fiir alle ¢

i)+ [ esld) o

t
<c [0+ IAIE 2y -Tea de

+C(T7 ||ﬁ||C2(M)’ Z Hra sup HT’ > OH)

r<4 [0,7)
N T, c [T,
+Cllllen, E 1e0) 1AL oy 08 +5 [ 2

1
<c [(OP+ 1Al g,y e €
A ,

+C(t LT Al c2omys Y, T sup [0 > 011, (10113, 0.7 €0)

r<4 [O,T)

wobei im letzten Schritt wieder (3.51) und (3.52) benutzt wurden. Gronwalls Lemma und
erneutes Einsetzen des Resultates in die rechte Seite liefert damit

1 T
erlt)+ 5 / Sey dE < O, (3.55)
0

mit C, wie in (3.48), insbesondere folgt hieraus wegen [*x > 0] C [*x = 1] unter Benutzung
von (B.23) analog zum Vorgehen im Beweis zu Satz 3.22

LA 1y < Co, (3.56)

mit C, wie oben beschrieben.

Fiir den Beweis von (3.46) lassen sich obige Schritte nun induktiv fortfiihren: Sei dazu
angenommen, daB fiir beliebiges, festes k > 3 sowie j = j(k) > 3 uniform auf [0,7)

. 1 /T .
ep()+ 5 [ epa(8)dE<Cp 12p<hot,

PRIV AL iy () S Cpiay, 0<p<k=3,

mit Konstanten CF,C',, wie oben — fiir k = 3 wird dies durch (3.54), (3.55) und (3.56) gewihr-
leistet. Die Annahme impliziert fiir entsprechende p insbesondere uniforme L*- bzw. L*-
schranken an V(") A im Zeitraum [/+1y = 1]; wegen [ty > 0] C [/*'y = 1] bzw. [[*2n >
0] C [/*'n = 1] ergibt sich damit nach Benutzung von Satz 3.17 und Integration analog zu
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(3.53) fiiralle £ € [0,7)
2 U [T
/ ek(t)—l—*/f e d€
2 Jo
4 .
¢ 8P+ AN )+ d
A |

C(T, k171l c2my» Y. T, sup |[n > 0], ZC

r<k-+2 [0,7) p=
ck) [T,
Clk ey X o) [ AT oy @€+ [Tty ag
r<k+2 0 0

t .
¢ / (107 + AN 1)) 2 €
A |

C(T,k [T llc2y> Y., Ty sup [ > 0], ZC
r<k+2 [0,7) p=

Ck,T, |0l c2omy: 10150,y Y, Ty sup [ > 0]],0) +Clk,zy ', Cra),
r<k+2 [0,7)

wobei ||J+2T]||Cz < C(k,IM|c2m)) sowie im letzten Schritt (3.52) und der erste Teil der
Induktlonsvoraussetzung benutzt Wurden. Anwendung von Gronwalls Lemma und erneutes
Einsetzen des Ergebnisses liefert damit fiir alle ¢

. 1 /T .
’+2€k(f)+§/0 2o dE < Gy,

wobei C; nur von den in (3.48) aufgezihlten Grofen abhingt. Insbesondere ist damit im Zeit-
raum [/T2y = 1] die GroBe || V(k>A||§ yi2y—y) Uniform durch Cj beschrénkt — wir erhalten

analog zu Rechnung (3.45) uniform auf [0,7)
j+3x|| V<k72>A”i,[i+3n:1](') < Ck

und der Induktionsschritt ist erfolgreich durchgefiihrt. Aussage (3.46) folgt nun, da [ = 1] C
['n = 1] sowie [ty, T) C ['x = 1] fiir alle .

Fiir den Beweis von (3.47) benutzt man zunichst, dal wegen Proposition 3.18 aufgrund
der Schranke (3.56) auf [0,7')

9 e <C(|6|2+HA||4 TI>0]) Yer
+3xC1M 2y Y TT) (1+||AH4 ,,>o1) IAII3 5150
r<3

C
+eTIE [ sz [Cn) VAR du

< (|0 +C2) et +C([f 2 mys X, T CIIAI 5,1

r<3
c
B > 0] +47 [[Om)°VAP du

< (|81 +C2) Per +Clay Tl c2 vy X T Co)IAN g5

r<3

+CH |[ n>0]|+ X*”V A||2 n>0
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wobei im letzten Schritt die Interpolationsungleichung aus Proposition 3.16 benutzt wurde.
Integration liefert unter Benutzung der Rechnung (3.51) fiir alle t € [0,T)

err) <c / (16> +C2) -Ser dE+Clty " 1T llco ) Y, 111, C2) / 1415 >0y 9

r<3

.
et [ >0t [V A 4

<o [ (10P +2)-%er a8 +Cly Il KT Co) [ 1418 10y

r<3

et [0 > 0 a6 ety [ 1P IAIE 0 06
T
i et [0 > 0 € et JAIB g

mit Gronwalls Lemma folgt auf [0, T)

Sey < <1+c/0'(9|2+62).exp </€tc(|9|2+c~‘2) d(p) dg)

5™ Il K1) [ JAIR -

r<3

4 [ AR gy + RIS > 011+ 0413 1y + T > 0] a8

und damit die Behauptung. O

3.4 Untere Schranken an die Existenzzeit

Fiir eine sich unter dem Fluss (WFx) bewegende Fliche F : X x [0,7) — M wollen wir nun
die GroBe des maximalen Existenzzeitintervalles [0, Tiyax) quantisieren, da das aus Satz 3.2
resultierende bloBe Wissen um die Existenz eines solchen Intervalles fiir viele Anwendungen
nicht ausreichend ist.

Zunichst folgt aus dem Resultat in Satz 3.2 sofort, daB das Intervall [0, Tjax ) mindestens
den Zeitraum umfasst, auf dem wir die Glattheit der Flichen F(Z,-) gewdhrleisten konnen.
Im Beweis zu folgendem Lemma wird dieses Kriterium in die fiir uns besser iiberpriifbare
Existenz von Schranken an alle V%) A umgeformt.

Lemma 3.24. Sei F : £ x [0,T) — M Losung von (WFx), T < oo, und sei (V¥) auf [0,T)
etfiillt. Gelte

T
181107, = [ 16(2)] dE <=
und fiir alle k € Ny

sup || V<k>A||w72 =:1Cy < oo,
[0,7)

Dann ist T nicht maximal.
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Beweis. Nach Definition von aw gilt zunidchst nach Lemma 2.10 fiir beliebige p € ¥ und
1,1 €[0,T)

ais(F (). F(pun))e < | [ 10F (.£) e 2

(5]
<ol ["I(-ow +HO)(p.8) dE | (357)
I
< (jr— 2l 4116114, 1)) - CCE Crom, ),
r<2

wobei supyy, B,y (0) |Rcyy | < ¢(m, k,0) benutzt wurde. Es gibt also insbesondere eine kompak-
te Menge K mit

F(Z,)CKeM

. k) 5= L .
und wir kénnen IT; := supy | V( ) Rc | setzen. Damit ergibt sich unter Benutzung von Proposi-
tion B.12 fiiralle k > O und 7 € [0, 7))

IVE (—ow +HO)|lwx(r) < Clk, Y Cr Y T1,)-(14+16(1)]) (3.58)
r<k+2 p<k

und wir konnen uns am Vorgehen im Beweis zu [KS02, Satz 1.2] orientieren: Wegen Lemma
2.3 und der Schranke (3.58) gilt fiir y(-) = F (X, )*g, alle k € Ngund 7 € [0,T)

VO @) |les(t) <Clk, Y Cr, Y T0,) - (1416(1)])

r<k+2 p<k

und insbesondere

T
| 107z ag <cr ol om, ¥ 6. X 1)

r<k+2 p<k

damit konvergieren nach [Ham82, Lemma 14.2] die Metriken y(¢) fiir t /' T gegen einen
positiv definiten metrischen Tensor ¥ und sind auBerdem auf [0,7) dquivalent. Genauer gilt
zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0,7) und fiir jede r-Form Z = Z(¢) auf £

CHZ(0) ) < 12(0) 54 < CIZ(1)50),

mit C = C(r, [ [|0:¥]lx dE). Ist nun eine lokale, zeitunabhingige Karte y: U € £ — R?
derart gewihlt, da3 inr = 0 auf U

%i(+) =exp(o())6;;
fiir ein ¢ : U — R, so folgt dort also insbesondere

CY(Z ) <25 < C- Y (Zi i) (3.59)

mit € = C(r, fy [|0:V||oox A€, @). Bezeichne 9 die zu y gehdrige Koordinatenableitung. Ana-
log zum Vorgehen in [KS02] erhalten wir dann fiir alle k € No und 7 € [0,T)

00z <Ck,C, Y 1()- Y IV ZL o), (3.60)

r<k

75
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wobei |00 Z| :=Y.(9;, i, (Zj,..;,))% und Yi(t) := ¥,.< |0 T|(¢). Wir konnen dies nun auf
den Tensor Z = d; I anwenden — Zuniichst gilt unter Benutzung von Lemma 2.3 und (3.58) fiir
allek>0und? €[0,7)

[VO@D)wx() <Chk Y € ¥ ) (1410()])

r<k+3 p<k+1

und nach Einsetzen hiervon in (3.60) lésst sich induktiv folgern, daf}

|a(k)(alr)|°°,z(t)SC(kaT7éa||6H1.[0,T)3F0(Z)7 Z Cr, Z HP)(1+|9(t)|)7

r<k+3  p<i+l

0T s () <CK,T,C|10]1 o), F0(E), Y. Cr Y T0p),
r<k+3  p<k+1

(3.61)

insbesondere stehen uns nun zeitunabhéingige Schranken an Y (-) zur Verfiigung. Benutzung
von (3.60) mit Z = A liefert unter Benutzung dieser Schranken damit direkt

10WA|wy <Ck,T,C,1I6]1 1), Fo(E), Y, C, Y T0,) (3.62)
r<k+2 p<k

Wir kénnen nun Riickschliisse auf Gradientenschranken an die Immersionen F(-,f) ziehen.
Seien dazu euklidische Koordinaten auf M gewihlt. Fiir beliebige i € {1,2}, o € {1,2,3}
ergibt sich dann wegen der Vergleichbarkeit der Normen | - |4¢ und |- |, auf M\ B, (0) und
wegen (3.59) uniform auf U x [0,T)

3
(O:F%)? Z (0;FB)?

‘@

< c(iF, OiF ),

= Vi

(L7

<c~é,

(3.63)

IN

analog folgt fiir die Komponenten des Normalenvektors v

(V)2 < ev,v)g

C.

(3.64)

I/\I

SeinunY,:=Y, p SUpPk |§<r> T'|, wobei d Koordinatenableitungen auf M bezeichnet und K C
M wie oben definiert ist. Nach der Kettenregel folgt auf X

|0W(ToF)| < Ck, T, Y Y [0V F%))

r<k o

und wir erhalten aus den GauB-Weingartengleichungen (2.7) fiir alle § € {1,2,3} und k > 2

0OFP| < Ck, Y2, Tin, Y [0VA], Y Y 100FY, Y Y [00)ve

r<k—2 r<k 1o r<k—-2 «

sowie fiir k > 1

0WVE < Clle Tty Y 19AL Y Y 00F, Y Y [00ve).

r<k—1 r<k o r<k—1 a
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Daraus ergibt sich induktiv unter Benutzung der Abschitzungen (3.61) ... (3.64)

0OFP| < Ck Y2, Tia, Y. [0VALY [9FY [v¥))
r<k—2 o o

SC(’Qéaka%||9||1,[C|,T)7F0(Z)7Tv Z Hpa Z CV)
p<k—1 r<k+1

und wir haben lokale uniforme C*-Schranken an alle F(-,z) gefunden. Diese konvergieren
fiirt T wegen (3.57) gleichmiBig gegen ein stetiges Fr : £ — M. Nach Arzela-Ascoli gilt
aufgrund obiger Schranken sogar F(-,¢) — Fr in C*(X); man bemerke dazu, daB X sich mit
endlich vielen Kartengebieten U wie oben iiberdecken lédsst. Abschlieend folgt in beliebigen
lokalen Koordinaten auf X

t

(0iFr, 0jFr ) = im (OiF, 0;F )

=1 G

oo

= (1)ij,
damit ist Fr(X) glatte, immersierte Hyperfliche in M und der Fluss ldsst sich mit Satz 3.2 iiber
den Zeitpunkt 7" hinaus fortsetzen. O

Sofern sup-Schranken an 6 existieren, konnen wir nun einen direkten Zusammenhang
zwischen diesen Schranken und der minimalen Existenzzeit des Flusses (WFx) herleiten. Hier
sei angemerkt, daf} sich durch minimale Abdnderungen des folgenden Beweises auch leicht
eine analoge Aussage fiir (allgemeinere) 8 € L? zeigen lieBe. Fiir Details verweisen wir auf
die Beweise zu den Sétzen 4.11 und A.6.

Satz 3.25. Sei X geschlossene 2-Fliiche, F : £ X [0, Tyax) — M maximale Losung von (WFx),
Tiax < oo, sei 0 beschrinkt und gelte zum Zeitpunkt t = 0

Fmin = 3ro(m, &, 0, W(Fy(X)))
mit ro wie in (VX) definiert. Dann gilt

Tnax > 1. >0, (3.65)
fiir ein t., das nur von

Fo(X),M, |6/ (3.66)

abhiingt und monoton fallend in ||0||- ist. Auf [0,t.] gilt fiir ein p = p(Fp(X)) >0

sup A? du < &, (3.67)
xeMJF(Z,-)NBp (x)

wobei es sich bei &y um das aus Bedingung (V1) handelt. Ferner ist Bedingung (VE) auf [0,1,]
erfiillt, und es existiert ein K = K(Fp(X),M) € M mit

F(X,) CK. (3.68)

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis von [KS02, Satz 1.2]. Sei &; € (0, &] zunéchst beliebig
und fest, und p = p(Fp(X),€;) > 0 maximal gewéhlt mit

sup |A]? du < €.
xeMJFy(Z)NBp (x)
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Seien fiir alle x € M\ B, (0) Abschneidefunktionen 7, € C*(M) fest gewéhlt mit

XB%(x)(') < () < X8, (0 ()
—0 A (3.69)
sup|V'" Ml <cp™', i€ {1,2},

und zugehorige Funktionen 7, wie in (3.20) definiert. Nach Lemma 2.11 ergibt sich dann fiir

A= |V il i € 1,21, da

A <ep !,

A < cp_2+cp_1|V—Vgt |

5 (3.70)

< cp72+cK2r76+cm 4
<cp 2412 co(m, K, 0).

‘Wir setzen nun

£(r) == sup [ AP du,
xeMJF(Z,1)NBp (x)

() =sup [ AR du.
xeM F():st)

(3.71)

Die Funktion [y, nHA|? du ist stetig in (x,7) und hat auf jedem kompakten Zeitintervall in

[0, Tnax) ihren Triger in einer festen, kompakten Menge K C M, damit ist ® als Maximum
dieser Funktion iiber K ebenfalls stetig. Zudem gilt nach Voraussetzung ®(0) < £(0) < g
sowie auf [0, Tinax)

D() <e() <ND(),

wobei N € N als diejenige absolute Anzahl festgelegt ist, die man mindestens bendtigt, um
eine beliebige Kugel in M mit Kugeln von halbem euklidischen Radius zu iliberdecken. Wir
setzen nun
1
" AN

und definieren die Menge K € M durch

| & (3.72)

K:={xeM:dist(x,Fp(X)) < ro(m,x,0,W(Fp(X)))}.

Sei nun fy € (0, Tmax) der erste Zeitpunkt, an dem mindestens eines der Ereignisse

D(1y) = 4ey, (3.73)
F(Z,10) Z K, (3.74)
W(F(Z,10)) = 4W(Fo (X)) (3.75)

eintritt. Falls Ti,,x < oo, so muss #( existieren: Wire dies nicht der Fall, so impliziert die Ste-
tigkeit von @ sonst ®(-) < 4¢; auf ganz [0, Thax ) und es folgt

() <NO()
< 4Neg (3.76)
< &,
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auBerdem gilt bei Nichteintreten der Ereignisse (3.74) und (3.75) fiir alle ¢ € [0, Tax)

F(Zt)CK
C M Bayy .0, W(Fo (2)))
C M\ B, (mx.0,W(F(Z1)))>
wobei benutzt wurde, da W(F (X,1)) < 4W(Fy(X)) fiir diese 7 und damit nach Definition von
rp in Lemma B.13

ro(m, K',O',W(F(Z,t))) < Zr()(m, K70-3W(F0(2)))'

Damit wiren aber die Voraussetzungen (V1) und (VX) auf [0, Thax) fiir jedes 1, erfiillt. Mit
Satz 3.22 ergeben sich dann aber fiir jedes k € N und jedes 7,

sup | VP Al ey <€,
[0,Timax)

mit Konstanten C, die von den in (3.41) aufgefiihrten GroBen mit IT; := supg |§(k>Ric| ab-
hingen. Bemerkt man nun, daB die C2-Schranken aller 7, sich wegen (3.70) fiir alle x € K
uniform beschrinken lassen, sowie dal wegen Lemma 2.18

sup sup |[1, > 0]| < cp*W(Fp(Z)) (3.77)
XK [0,Tmax)

ergibt sich sogar

sup || V(k)AHoo_y_ <C,
[0, inax)

woraus sich mit Lemma 3.24 ein Widerspruch zur Maximalitédt von Ty« ergibt. Wir erhalten
Tmax > fo, und da sich analog zu Rechnung (3.76) auf [0,#] ergibt, daB £(-) < 4N¢g; < &), sind
die Behauptungen (3.65) und (3.67) gezeigt, sobald sich zeigen lasst, dal 7o sich von unten
durch ein ¢, mit den oben aufgefiihrten Eigenschaften beschrinken ldsst. Fiir die folgenden
Rechnungen sei festgehalten, daB analog zu obigen Uberlegungen wieder sowohl (VX) als
auch (V) fiir jedes 1, auf [0, ] erfiillt sind.

Sei nun angenommen, dal3 in #y Ereignis (3.73) eintritt. Nach Aufintegration des Resultates
aus Satz 3.19 ergibt sich fiir alle # € [0, 7]

t
41412 41412 2 2
LAl au| < [nfarau| +e [ 10P115 0 a2
tnz I + A%+ A2)]|A|2 d
t+c 0( 0+ I + AT+ A A3 00 98
t —_———

< & +4Ne; -c||0]% -1
+4Nei ¢ (p~* + (infrpin) “*eo(m, k,0)) -t

.t n .
e [ [ ndVReL du .

wobei die Schranken an A, A; aus (3.70) sowie die aus Definition 2.8 resultierenden Schran-
ken an IT; und IT, benutzt wurden. Da auBerdem aus Nichteintreten von (3.75) auf [0,7) mit
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Lemma 2.14 fiir alle 7, folgt, da3

[ n{IVRE du < colm,x,0) [ au
JX X
<r % eo(m, k,0)W(Fp(Z)),

— "min
erhalten wir aus (3.78) damit insbesondere

®(19) < & +4Ne; - c||0))3 - 1o
+4Negp-cp ™™ -1
+co(m, x,0, W(Fy(Z))) - (ro(m, x, 0, W(Fo(2)))) ™ - 1o
=g +c(m,k,0,F(X)) 1o+c||6]] 10,

was bei Nichterfiillung von
fo > min {c(m, K, a,FO(Z))*I,cHeHEg([OJOD} = C,

einen Widerspruch zur Definition von #( darstellt.

Trete nun in 7y das Ereignis (3.74) ein. Nach Definition von K hat damit mindestens ein
Punkt auf £ mindestens die Strecke ro(m, k, 5, W(Fy(X))) zuriickgelegt; da aber nach Defini-
tion des Flusses (WFx) und den Ergebnissen aus Satz 3.22 auf X x [0, )

[0:F ||ge < cllaw]|eox +||6]|oo | Al
<cC

fiir eine Konstante C, die von den in (3.41) angegebenen Gréfien mit k = 4 und insbesondere
monoton steigend von ||6 ||« abhingt, folgt in diesem Fall

to > Cp,

fiir ein C,, abhiingig von den Argumenten in (3.66) und monoton fallend in ||6]|c.
Sei abschlieBend in 7y das Eintreten von Ereignis (3.75) angenommen. Dies impliziert mit
Proposition 2.6

1
exp (ZIIGIIi-to) >4

und damit #y > C, fiir ein C, monoton fallend in ||6|«.
Wir erhalten insgesamt

Tax > to 2> min{Ca>Cb7Cc} =!ly,

die Behauptung folgt.

Falls abschliefend Tj,.x = oo, ist die Behauptung (3.65) klar erfiillt. Existiert nun ein #y €
[0,00) wie oben definiert, so ergeben sich vollkommen analog zu obiger Argumentation die
Aussagen (3.67) und (3.68) auf [0,z,]. Lisst sich kein derartiges 7y finden, ergibt sich die
Giiltigkeit der Aussage sofort auf ganz [0, ). O



Kapitel 4

Flacheninhaltserhaltender Willmore-Fluss

4.1 Kurzzeitexistenz

In den folgenden Abschnitten wollen wir das Problem der Kurzzeitexistenz von (WFF) auf
zwei verschiedene Weisen behandeln: Abschnitt 4.1.1 befasst sich mit der Nutzbarmachung
des bereits aufgestellten Existenzresultates fiir den Fluss (WFx) in Satz 3.2 mit Hilfe eines Fix-
punktargumentes, wie es in dhnlicher Form z.B. auch in [McCO05, §7] zum Nachweis der Kurz-
zeitexistenz von Verallgemeinerungen des volumenerhaltenden mittleren Kriimmungsflusses
angewandt wurde. Als Vorteil dieser Methode kann ihre verhéltnisméBig grole Transparenz
und ihre enge Verkniipfung zu bereits aufgestellten Kriimmungs- und Existenzzeitabschitzun-
gen fiir (WFx) angesehen werden — ihr groBBes Manko ist jedoch, daf} die Eindeutigkeit der
resultierenden Losung nicht gewéhrleistet werden kann.

Den Gegensatz dazu stellt in vielen Hinsichten der in Abschnitt 4.1.2 gewihlte Weg dar.
Dieser orientiert sich an dem in [ES98, §2] durchgefiihrten Existenzbeweis fiir den volume-
nerhaltenden mittleren Kriimmungsfluss und bedient sich ungeachtet aller bereits fiir (WFx)
aufgestellten Resultate erneut der abstrakten Losungstheorie in [Ama95], die in diesem Fall
ihre volle Michtigkeit ausspielen kann und insbesondere auch die Eindeutigkeit jeder Losung
zu (WFF) gewihrleistet.

4.1.1 Kurzzeitexistenz iiber Fixpunktmethoden

Die Funktion A (-) wie in (2.9) lésst sich formal fiir jede beliebige Variation F (X, -) definieren,
insbesondere fiir jede Losung des Flusses (WFx) zu vorgegebenem 6. Lisst sich also ein 6
finden, das auf einem kurzen Zeitraum mit dem zu ihm assoziierten A iibereinstimmt, so ist
die Losung von (WFx) zu diesem 6 auch Losung von (WFF).

Satz 4.1. Sei X geschlossene 2-Fliiche und etfiille Fy(X) rimin > 3r0(m, k, 0, W(Fy(X))) mit ro
wie in Satz 3.25. Dann existiert ein T > 0 und eine Losung F : £ x [0,T) — M zu (WFF) mit
F(Z,0) = Fy(X%).

Beweis. Sei P > 0 beliebiger, noch festzulegender Parameter, und sei 6 € C%!(]0,)) beliebig
mit SUP[( o) |6] < P. Nach den Resultaten in Abschnitt 3.1 gibt es eine Zeit Tpax < oo und eine
Losung Fy : £ X [0, Tynax) — M von (WFx) beziiglich 6 zu den Startwerten Fy. Nach Satz 3.25
gilt

Tmax > Iy (FO(Z)7M7P)

monoton fallend in P; damit ldsst sich das Existenzintervall jeder zu einem wie oben be-
schrinkten 6 gehorigen Losung uniform nach unten durch ¢, beschrianken.

81
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Sei nun p wie in Satz 3.25, und seien fiir jedes x € M\ B,,,(0) die Abschneidefunktionen
fx bzw. 1, wie in (3.69) festgelegt. Nach Resultat (3.67) ist Bedingung (Vn) fiir jedes 1, auf
[0,1,] erfiillt, und mit Satz 3.22 ergeben sich die Schranken

up VP Allwx < C(M, Ry (2), k1., P), 4.1)
0,2

wobei zur Kontrolle der in (3.41) aufgefiihrten Gréen sowohl benutzt wurde, daf fiir alle 7,
analog zu (3.70) uniforme C2-Schranken gefunden werden konnen, sowie daB nach Lemma
2.18 und Proposition 2.6 fiir alle x

sup |[n: > 0]| < C(p, 1., LW(Fo(X)))
1

= C(Fo(z:),]),t*).
Ebenfalls mit Proposition 2.6 und mit Lemma 2.17 ergibt sich auf [0, ]

|Fo (2, )| < diam(Fp (X, -))* - C(t:, P, W(Fo(Z)))

4.2)
S C(t*avaO(Z>7M)7

wobei der Durchmesser der Fliche durch den der Menge K aus Satz 3.25 abgeschitzt wurde.
Sei nun Ay : [0,7,] — R analog zu (2.9) definiert durch

1

Ao () ;ZW/ZWHV—HZ (1P +Re(v,v)) d,

wobei alle geometrischen GrofBen als die durch Fy induzierten zu verstehen sind. Es gilt un-
abhiingig von 6

A6(0) = A(Fo (X)),

auBerdem liegt Ag in C'*!([0,%,]): Zunichst gilt unter (WFx) nach den Resultaten aus Lemma
2.3 und [LMS11, §2] mit o = — oty + OH

| VH> =20wA(VH,VH)—2y(VH,V Lowy)
+6(—2HA(VH,VH)+2y(VH,VLH)),
 (Re(v,v)) = —ow VyRe(v,v) +2Re(V aw, v)
1 (zﬁvﬁ(v,v) - 2%(VH7v)) ,

analog lasst sich auch die Zeitableitung jeder iibrigen geometrischen Grofie als Summe zweier
rein geometrischer Ausdriicke schreiben, von denen genau einer den Vorfaktor 6 trigt. Es
ergibt sich

Mg (t) = O(t) + OR(1) (4.3)

fiir IntegralgroBen Q und R, die nur von M und F(X,¢) abhingen und die aufgrund von (4.1)
und (4.2) den Schranken

sup |Q|7 sup |R| < C(MaFO(Z)ant*)
[OJ*] [O,t*]
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geniigen. Nach obiger Argumentation lassen sich zudem die Zeitableitungen der Ausdriicke O
und R selbst in einer zu (4.3) analogen Form ausdriicken und insbesondere auf [0, 7,] uniform
beschriinken. Nach dem Mittelwertsatz ergibt sich damit fiir beliebige r,s € [0,]

|0;Ag (r) — d: g (s)| = |Q(r) — O(s) + OR(r) — OR(s)|
<10(r) = O(s)| +6(r) — 6(s)|[R(r)| + [0 (s)[|R(r) — R(s)]|
< (119:Qllco0,1,)) + (0110 IR + [0 ()1 OR| cop0,1,1)) - |7 =51
< CM,Fp(X),P (0] j0,,2) - [r —s],

wobei [-]; die Holderhalbnorm zum Exponenten 1 bezeichnet. Insgesamt erhalten wir wie
behauptet 19 € C"*1([0,.]) mit

19: 46 lco(jo,r,)) < C(M,Fy(X), Prt),

4.4)
[0 Ae] 1,04 < CM, Fy(X),P, [9]1,[0,1*]»[*)

Wir sind nun in der Lage, die C 0:1_Norm von Ag auf einem hinreichend kurzen Zeitintervall
durch eine Schranke zu kontrollieren, in die (im Gegensatz zur C!:'-Schranke) die Funktion 6
nur mit ihrem Wert zum Zeitpunkt 0 eingeht. Genauer gilt fiir alle ¢ € [0,z,] wegen (4.3)

16 llco1 0.7y = 1Aellcopo,) + [Ae] 1,04
<A (F(E)[+C-t+di sl oo
<A (Fo(E)[+C -1+ A0 (0)] + [drAa]1 0, -t
<A (R (X)) +12(0)[+10(0)|[R(0)[ +C -,

und es lisst sich ein ' < ¢, finden mit

126 lco o) < I/E(Fo(E))I +10(0)[+[6(0)[[R(0)[ +1 “5)
—: C(Fo(Z). M, 18(0))).
Wir fordern abschlieend
6(0) = A(Fo(%))
und setzen
P .= C‘,

wobei C wie in (4.5) gewihlt ist und nun nur noch von Fp(X) und M abhingt.
Sei nun die Menge 7 C C%!1([0,#']) definiert als

o = {0 (0,1]) : 0(0) = A(A(), 6] con o) < €}
und der Operator ® auf <7 definiert als

D:0— Ag.
Wegen Schranke (4.5) gilt @ : &/ — o/, und da wegen (4.4) auBerdem

sup [|P(6)||c11 (0,1 <C
0co/
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fiir ein C < oo, ist ®(&7) sogar relativ kompakt in <7 enthalten, d.h. jede Folge in ®(<7) hat
eine in & beziiglich || - [|co.1(fo ) konvergente Teilfolge.

Nach dem Schauderschen Fixpunktsatz (vgl. [Zei99, §1.15, Satz 1.C]) besitzt & damit
(mindestens) einen Fixpunkt ) € <7; dies bedeutet aber

6o = @ (6) = Ag,,

damit ist die zu 6y gehorige Variation Fg, Losung von (WFF) auf [0,7']. O

4.1.2 Kurzzeitexistenz aus abstrakter Losungstheorie

Bedient man sich nun wie angekiindigt nicht nur der Ergebnisse, sondern auch der Methoden
aus Abschnitt 3.1, so lisst sich ein Kurzzeitexistenzresultat fiir (WFF) auch ohne den Um-
weg liber ein Fixpunktargument herleiten, und damit auch die Eindeutigkeit der resultierenden
Losung wahren. Hierfiir iibernehmen wir die Notationen und Konventionen aus Abschnitt 3.1
und betrachten das zu (WFF) duale Funktionsgraphenproblem

atf: (f)7

4.6

mit

Q(f) = (—(XWf +Hfl) Lf,

wobei die Funktion Ly : £ — R durch Vorschrift (3.4) festgelegt und jede weitere GroBe -y wie
in Abschnitt 3.1 durch die dort definierte Parametrisierung G induziert ist, und sich der Term
A = A(f) uber diese GroBen wie in (2.9) definiert.

Die Moglichkeit, ein Problem dieser Form auch abstrakt als gewohnliche Differentialglei-
chung in einem geeigneten Funktionenraum aufzufassen, liefert uns ein michtiges Werkzeug
im Umgang mit nichtlokalen Termen wie A. Alle auftretenden Differentialoperatoren agieren
nun als Abbildungen zwischen Funktionenraumen, und die Hinzunahme nichtlokaler Terme
stellt nichts weiter als das Storen dieser Abbildungen dar. Unter geeigneten Voraussetzungen
bleibt unter derartigen Stérungen die ,,Klasse™ der Operatoren unverdndert. Insgesamt fiihrt
diese Herangehensweise auf folgende Variante von Lemma 3.1.

Lemma 4.2. Fiir Q wie oben und 0 < o0 < By < 1 existieren P € C* (le’ﬁo,,}f(h“"",ho’a))
und B € C (A>Po, h0Po) mit

O(f) = —P(f)f +B(f)
fiir jedes f € A+,

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.1 ergibt sich zunéchst direkt die Existenz von P €
C= (A>Po, 522 (h** 1%%)) und B € € (A>Po, hOF0) mit

—ow Ly = (Afo +Hjy (Vif\z + G;'Ric(vcf(z) ; VGfo:))>) Ly
=—P(f)f+B(f),

“4.7)

und es ist zu zeigen, daB die Hinzunahme des Terms HyAL; keine grundlegende Anderung
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dieser Aussage nach sich zieht. Nach Definition von A gilt wegen (4.7) direkt

HyLy
HyALy = —— /Otw Hedu
JAEf I H]% du, Js SRy

__HiLy -1 R i
- L L P du &Hz m / —H/L7'B(f) du,
— P(N)f+B(),

wobei benutzt wurde, dal wegen [EMS98, (2.3)] uniform Ly > 1. Ebenfalls nach [EMS98,
(2.3)] sowie nach [ES98, (2.3)] gilt, dal

[ Ly e C (AP0 pOPoy,
[ Hy e C(APo p0hoy,

auferdem hingt auch das (iiber lokale Koordinaten st 7s2 definierte) Flachenelement d,uf =
det(}/fl.j)%ds1 Ads? in glatter Weise von f € 2P0 ab; es ergibt sich insgesamt

B e (@b pOPoy,
und wir kdnnen

B:=B+B

setzen.

Sei nun f € A2 fest. Aufgrund der Linearitit von P(f) ist auch P(f) lineare Abbildung
auf A*% mit Bild in AP0 ¢ h%%; dariiberhinaus gilt fiir beliebige p € h** und jedes o’ < &
mit C = C(f)

1P(F)Pllcoa(s) < C||HfoHc0~a(>:)/Z|HfLJ71P(f)P| duy

< [L1t7] du 1P o s
<Cllpllgs s,
woraus sich (mit a’ = «) sofort die Stetigkeit von P(f) und damit
P(f) € L (W% h%%) 4.8)

ergibt. Fiir o/ < o und jedes feste € > 0 liefert obige Rechnung zusammen mit der Interpola-
tionsungleichung [GT83, Lemma 6.35] sogar

IP(A)Pllcony < Clipllcrar )

(4.9)
<C(e, o O‘)HPHCO ) Helpllciar)

wobei C auch von f und der (fest gewihlten) Karteniiberdeckung von X abhingt. Mit (4.8)
und (4.9) sind aber gerade die Voraussetzungen zur Anwendung der Stérungsaussage [Ama95,
Satz 1.3.1] erfiillt und es ergibt sich direkt

B(f):=P(f) +P(f) € A (W 1*%).

Die Glattheit der Abbildung f + P(f) folgt analog zur Argumentation fiir B. O
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Benutzung von Lemma 4.2 anstelle von Lemma 3.1 im Beweis zu Satz 3.2 liefert uns
direkt folgende Variante dieses Satzes fiir (WFF).

Satz 4.3. Sei Fy : X — M glatte Immersion einer geschlossenen 2-Fliche X. Dann existiert
ein T > 0, eine eindeutige Lisung f : L x [0,T) — R zu (4.6) und eine eindeutige Losung
F :YXx[0,T) — M von (WFF) zu Startwerten Fy(X). Fiir jedes B € (0,1) gilt

[t Hf(vt)] € C([OaT)vngﬁ)'

4.2 L?-Schranken an A

Will man die in Abschnitt 3.3.1 aufgestellten Kriimmungsabschétzungen auf den Fluss (WFF)
iibertragen, so ergibt sich die Notwendigkeit, den Term ||4|/3 auf dem betrachteten Zeitinter-
vall kontrollieren zu kdnnen. Diese Kontrolle wird, eine hinreichende Zentrierung der Flachen
F(X,-) in M vorausgesetzt, durch ein Argument gewihrleistet, das im Wesentlichen das un-
terschiedliche Skalierungsverhalten von Flidcheninhalt und Willmorefunktional fiir Flichen
im R? ausnutzt und in dhnlicher Form im Beweis zu [DKS02, Satz 3.2] eingesetzt wird, um
Resultate tiber den Kriimmungsdiffusionsfluss von Kurven im R” aufzustellen.

Fiir die folgenden Rechnungen betrachten wir (M, g) in festen, globalen euklidischen
Koordinaten. Wir bezeichnen die induzierten euklidischen Basisvektorfelder von 7TM mit
{4 }1<a<3 und definieren das ,Positionsvektorfeld* X : M — TM fiir jedes ¢ = (¢',4%,¢°) €
M durch

X(q) := q"ta(q) € T,M.

Abschlieend wihlen wir eine beliebige, feste Immersion F : ¥ — M mit Einheitsnormalen-
vektorfeld v und setzen fiir alle p € £

f(p) =8(X(a),v(a)|4=F(p),

damit entspricht f gerade dem Normalenanteil des Geschwindigkeitsvektors, der durch die (in
euklidischen Koordinaten definierte) Variation s +— s- F(X) an F(X) induziert wird.

Aufgrund des Skalierungsverhaltens von Fldchen- und Willmorefunktional beziiglich der
euklidischen Metrik g¢ ergeben sich nun, unter Benutzung von Lemma 2.3 und mit oy wie in
Abschnitt 2.2 definiert, direkt die Identititen

0= ds(s72|s- F(Z)|ge)|s=1

4.10
:—2\F(Z)\ge+/F(Z>fH du (4-10)

und

0= 0s(W(s-F(Z))ge)ls=1

= / faw du’,
F(%)

die den wichtigsten Schliissel zum Nachweis von ||4|/3-Schranken unter (WFF) im R? dar-
stellen, der hier aber zunéchst nicht weiter ausgefiihrt und erst am Ende dieses Abschnittes
mit Proposition 4.8 wieder aufgegriffen wird. Stattdessen werden wir uns in den néchsten

@.11)
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Lemmata mit Analoga von (4.10) und (4.11) beziiglich der asymptotisch schwarzschildschen
Metrik g befassen; diese miissen iiber direkte Rechnungen nachgewiesen werden, da uns ein
Skalierungsargument wie oben in diesem Fall nicht mehr zur Verfiigung steht.

In den folgenden Rechnungen wihlen wir beliebige lokale Koordinaten auf X und be-
zeichnen die zugehorigen Tangentialvektoren mit {e;}<;<2. Griechische Indizes verstehen
sich beziiglich der Vektoren {7y}, lateinische Indizes beziiglich {e;}.

Lemma 4.4. Sei M (m, k, 0 )-asymptotisch schwarzschildsch, F : ¥ — M und f wie oben
definiert. Dann gilt fiir rpi, > ro(m, K, 0)

FE)< [ .
F(2)
Beweis. Zunichst gilt fiir X wie oben, ¢ = F(p) € M und jedes ¢; € T,X

(VF*e,-X) (q) = (Feei) (Xa)|q “Talg) + (Xavﬂei Ta) (9)
=0i(X%oF)|, ta(q) + (Xa . (F*ei)ﬁ 'vrﬁ Toc) (9)
= 0;F%¥, ta(q) + (XO‘ . (F*ei)ﬁ 'ﬁrﬁ Ta) (9)

= (Fie) (9) + (X (Fe) Ve ) (9)

4.12)

Fiir die folgenden Rechnungen iibernehmen wir die Konventionen und Definitionen aus Ab-
schnitt 2.1.1 und werden insbesondere zwecks besserer Lesbarkeit nicht mehr explizit zwi-
schen Vektoren V € T,X und F.V € T;M unterscheiden.

Fiir die Projektion

XT:=X—g(X,v)v
=X—-fv

erhalten wir dann mit (4.12) punktweise auf X
divi(x ") = }/jY(Vi(XT)veJ)
~¥lg (Vilx = 1v).e;)
=g (V,-X—fﬁ-wej) (413)
=¥/ (%i— fAy) + 718 (Xa(ei)ﬁ (vfﬁ T"‘) ’e-f)
—2— fH+XY(e) (e)gyo The

Nun gilt es, den letzten Term in (4.13) auf geeignete Weise abzuschitzen. Dieser entspricht
gerade dem Tensorskalarprodukt

<}/jj 'X®€i®€j,z>g,

wobei beide Argumente als (3,0)-Tensoren auf M aufzufassen sind und sich der Tensor Z iiber
die Koeffizienten

—=0
790 .= g gV

definiert.
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Nach den Resultaten aus Abschnitt 2.3 gilt damit fiir ry, > r(m, K, 0) insbesondere
J— 7g9
74 |g =|V-V |g
<c-(kr2+mr?)
sowie nach Definition von X fiir jedes g € F(X)

1X(q)ls < clX(q)lge

= (X (q"P)?

o
=cr(q).
Da auBlerdem
Y7 -eiejlz =1V ei®ejex@er),
= Yij?’klgaegﬁw(ei)a(ej)ﬁ(ek)e(el)w
= 1Y g(er,en)gle) )
=2,
erhalten wir nach Cauchy-Schwarz insgesamt
XP ()P (e)) gy Thal < WlslY - i ¢)lel s s
<c-(kr 2 4+mrh).
Einsetzen hiervon in (4.13) liefert
l[divE(X ) — 2= fH)| <c-(kr 2 +mr™ ") (4.15)
und damit fiir hinreichend grof3e r insbesondere
divi(X") > 1— fH.
Das Ergebnis folgt nun nach Integration iiber £ mit dem Gauf3’schen Divergenzsatz. O

Lemma 4.5. Seien M, F, f wie in Lemma 4.4. Dann gilt fiir ryin > ro(m, K, 0)

| [ e du| < el +mr ) (W(F (D)) +gonus(2)).

Beweis. Wir folgen den Konventionen aus dem Beweis zu Lemma 4.4.
Nach Definition von oyy gilt

[ sawdul == s (o8 +H (AP +Re(v,v))) dul

— | [Hagaus [Hp (AP +Re(v.y)) dul,
) b
und das Problem iibertrigt sich zunéchst auf die Bestimmung von A f: Aus Rechnung (4.12)
ergibt sich
Vif = ai (g(X,V))

= g(ViX,V) +g(X,§,V)

= g(ei+X*Vitq,v) +Afg(X er)

= g(X*ViTe, V) +Af(X T, er)

= R + in

(4.16)
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und da

VP =g(0i(X*)Vita,v) +8(X*V;(Vita), V)
+8(X*Vi1e,V;v) = g(X*Vy ¢, Ta, V)
=3((e))*Vita, V) +8(X*(V;(Vita) = Vg, Ta),V)
+AY(XOVitq,ex) —Ajig(X*Vy Ta, V)
= (e))*(e)P g(Vay T, V) + X%(¢))P (¢1)°8(Vy Vi T, V)
+ASX ()P g(Vey Toser) —AjiX (Vv T, V)
sowie nach (4.12)
X" e)+A(V;(XT),e)
e(X T e) +Af(Vi(X ), )
(X T e) +Af(ViX — fV;v,e)
g(X ,ek)+A,~j+A,~X°‘(ej)ﬁg(Vrﬁ Taaek)_fAi'cAjb

ViQi=

erhalten wir insgesamt den Ausdruck
Nf=VIV;Vif
=1/ (ViP+V,0)
= [7”(61) (e,) (gfﬁ Ta, V) +Xa7’ij(ej)ﬁ(ei)eg(§rﬁ 6re TomV)
JFQ‘AHXa(ek)ﬁ(el)eg(ﬁrﬁ Tas T6) *HXag<vv Tas V)}
+ [(ivA)g(x T e)+ H - flAP]
=:R+S.

Wir sind nun in der Lage, den Ausdruck [HA fdu = [HRdu+ [HS du termweise
zu untersuchen. Zunichst lassen sich die Terme in R direkt abschitzen: Den Uberlegungen
folgend, die zu Abschitzung (4.14) gefiihrt haben, erhalten wir direkt

Wj(ej) (ei) g(vrﬁ To, V)| < C(K‘r73 —&-mr*z),
|Ak]Xa(ek)ﬁ(€l)eg(VrB TayTo)| < clAly(kr 2 +mr ),
|HX%g(Vy 1q, V)| < c|H|(kr 2 +mr™ 1),

5 _gq2
und, da nach den Annahmen an g gilt, dafl |V2 —VS | < ckr 4,

XV (ej)P (e1)?g( Ve Vi T, V)| < c(ier > +mr ).
Damit ergibt sich nach Lemma 2.14 und Korollar 2.16 fiir rpi, > r(m, x, o)

|/):HR du| < C/ |H|(kr > +-mr?) dI~L+CL|A|2(Kr72+mr*l) du
LY(W(F(Z)) + genus(Z)).

4.17)

<c(kr?

min T My

min
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Fiir die Betrachtung von [ HS du beachten wir zunéchst, daB nach (2.4)

[ H(@ivAY (X" ) du
T
— [H P Re (X7 du
1 _
= [ 37X V() + HR(X T, v) d
T
C Ll s T " 5
:/ _EH div:(X')—HfRc(v,v)+HRc(X,V) du,
b2
womit sich direkt die Identitiit
' R T 2 == =
/HSdu:/H — SHAAVE(XT) — HfIAP — HFRE(v,v) + HRE(X, V) dp
Jz Jz
1 _
— / SH (2 fH—di*(XT) ) + HRE(X, ) du
y 2
—/Hf(\fi\z—s—ﬁ(v,v)) du
b
ergibt. Mit Abschitzung (4.15) folgt dann aber insbesondere

|/H5du+/Hf(|A|2+ic(v,v)) du |
) z
<c [ (o bmr ) dut] [ HREX,v) an (4.18)
z JX

< cliri + ) WF(D),
wobei im letzten Schritt die Abschitzung |HRc(X, V)| < c|H|(kr~3 +mr~2) und Lemma

2.14 benutzt wurden. Die Behauptung folgt nach Benutzung der Dreiecksungleichung durch
Einsetzen von (4.17) und (4.18) in (4.16). O]

Mit Hilfe der Lemmata und 4.4 und 4.5 kénnen wir die nun folgende allgemeine Aussage
fiir Flachen in M aufstellen, die der Forderung

rmax < diam(F (X)) (4.19)

gerecht werden. Dies umfasst insbesondere alle eingebetteten F(X), die eine beliebige, um
den Nullpunkt zentrierte Kugel B,(0) C M umschlieRen; prizisiert wird diese Beobachtung in
Lemma 4.10.

Lemma 4.6. Sei M (m, x, 0)-asymptotisch schwarzschildsch, und F : £ — M Immersion mit
Fmin > 1o(m, K, 0), rmax < diam(F (X)). Dann gilt fiir jedes K € R

K> < W(F()- [

W(F (X)) + genus(X) ) 2 .
X

(—aw +KH)? dit+co(m, ,0) ( F(Z)|

Beweis. Wir setzen G := genus(X). Sei zunichst K > 0. Mit Lemma 4.4 und der Schranke an
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| faw aus Lemma 4.5 ergibt sich fiir die dort behandelte Funktion f
KIF(®) <K [ fH du
)

<K [ st au— [ o du-re(xr, +mrh) (W(F(E)+G)

(4.20)
=[S+ KH) duteo(m, x.0) (W(F(2)) + G)
1
2
< (/Xf2 du-/z(—aw +KH)? du) +co(m, x, ) (W(F(E)) +G),
analog ergibt sich fiir negative K mit der Schranke an — [ fowy
K|F(Z)]
>1</ Hd —/ aw i —c(kr2 +mro L Y(W(F (X)) +G
> K [ 1H dp = [ fo dp—c(kryl,+mrh) (W(F(Z) +G) W)
1
2
>— </Zf2 d‘u./z(—aw+KH)2 du) —co(m, k,0)(W(F(X))+G).
Nun gilt nach Annahme an rpyax
sup|f| < csup|r|
b b
< cdiam(F (X)),
damit resultiert Quadrieren sowohl von (4.20) als auch von (4.21) direkt in
diam(F (X))> W(F(X)+G\’
LI i il A -/(—aW+KH)2 du+co(mx,0) | ——=— | .
IF(Z)| s [F(X)|
Die Behauptung folgt nun mit Lemma 2.17. U

Lemma 4.6 ermdglicht uns nun den Beweis der Kernaussage dieses Abschnittes.

Satz 4.7. Sei M (m, k,0)-asymptotisch schwarzschildsch, F : £ x [0,T) — M Losung von
(WFF) zu Startwerten Fy : £ — M und gelte ruy, > ro(m, K, G) sowie rmax < diam(F (X)) fiir
alle t. Dann gilt fiir allet € [0,T)

IA1B oy < c(W(ES(E))? — W(E(E,1))?)

i W /(f(W(F (£,€)) +genus(X))* dé .

Beweis. Sei ty € [0,T) beliebig, fest. Dann gilt fiir die Fliche F(X,f) nach Lemma 4.6 mit
K = A(tp) zunéchst

Moo < W(F (L) [ (~aw+AH) du |

4.22)

W(F (1)) + genus (%) ) 2.

+co(m, k,0) ( [F(Z.10)]

Beachtet man nun, da nach Konstruktion von A (zy)

/E(—ocw—i—lH)z du

=~ [ ow(—ow-+2H) du
0
=—d,W(F(%,1)),

fo
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so folgt die Behauptung wegen |F (X, )| = |Fp(X)| direkt aus (4.22) nach Integration iiber alle
fo € [0,1). O

[%-Schranken im R3

Die in diesem Abschnitt benutzten Argumente lassen sich auch auf (WFF) im Euklidischen
anwenden — hier jedoch kann anstelle der Lemmata 4.4 und 4.5 nun auf die (schirferen) Iden-
titaten (4.10) und (4.11) zuriickgegriffen werden. Aufgrund der Translationsinvarianz aller
auftretenden GroBen im R? kann auBerdem auf Forderung (4.19) verzichtet werden. Insge-
samt ergibt sich folgende

Proposition 4.8. Fiir jede Losung F : ¥ x [0,T) — R? von (WFF) gilt fiir alle t € [0,T)
1212 00 < c(W(R(E)):— WF(Z.0)2).

4.3 Untere Schranken an die Existenzzeit

Ziel dieses Abschnittes ist das Aufstellen eines Existenzzeitresultates fiir (WFF), so wie es
in Abschnitt 3.4 fiir den Fluss (WFx) getan wurde. Wurde in Abschnitt 3.4 allerdings noch
besonderes Augenmerk auf den Einfluss von sup-Schranken an 0 auf die GrofBe t. gelegt,
verschiebt sich der Schwerpunkt nun, im Hinblick auf eine Blowupanalyse bei endlicher Exis-
tenzzeit, auf die Untersuchung des Einflusses hoher Kriimmungskonzentration der Anfangs-
fliche, d.h. des Einflusses kleiner Bereiche mit verhiltnismiBig groBer L>-Norm der zweiten
Fundamentalform. Unser Hauptresultat in Satz 4.11 wird damit weniger als Variante von Satz
3.25, sondern vielmehr als Analogon zur Kernaussage in [KS02] zu deuten sein, in der der
Einfluss hoher Kriimmungskonzentration auf das Existenzintervall des Willmore-Flusses im
R” quantifiziert wurde.

Um die Forderungen an die von uns im Folgenden betrachteten Fldchen auf sinnvolle
Weise biindeln zu kénnen, nutzen wir folgende

Definition 4.9 (Innerhalb von F(X)). Sei F : ¥ — M Einbettung und Q C M. Wir sagen,
Q liegt innerhalb von F(X), falls Q in der beschrinkten Zusammenhangskomponente von
(MU{0})\ F(X) liegt.

Lemma 4.10. Sei F : X — M, r > 0, und liege B,(0) innerhalb von F (X). Dann gilt
Fmax < diam(F (X)),
F(X) C Bgiam(r(x))(0),
Fmin > T,

insbesondere gelten bei hinreichend grofiem r die Voraussetzungen von Satz 4.7 und Eigen-
schaft (VX).

Beweis. Es ist nur die erste Aussage zu zeigen; die weiteren Aussagen folgen direkt aus den
jeweiligen Definitionen. Zunichst erhalten wir aus der Definition von diam(F (X)) direkt, daB

F(X) C Bgiam(r(z)) (¥)

fiir jedes x € F(X). Nach Forderung gilt damit aber insbesondere 0 € Bgjym(r(x))(x) und wir
erhalten |x| = |x — 0| < diam(F (X)) fiir jedes x. Die Behauptung folgt nach Definition von
Fmax- O
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Wir konnen nun eine Variante der Existenzzeitaussage [KS02, Satz 1.2] herleiten:

Satz 4.11. Sei ¥ geschlossene 2-Fliiche, F : £ x [0, Tiax ) — M maximale Losung von (WFF),
Tax < oo, sei ro wie in (VE) auf Seite 45 und liege B, (0) auf [0, Trnax) innerhalb von F(X,-).
Dann existieren absolute Konstanten €1,0 > 0, sodafs, falls die Bedingungen

212,10, 1) < 8

und

sup APdu| <¢
xeM Y Fy(Z)NBp (x) 1=0

fiir ein p > 0 und ein €' < & erfiillt sind, gilt, daf

Tiax >t >0, (4.23)

wobei
4
: 4 CO(ma K, G) . /
f = VU EO) ( inf ) €S 424
mln{cp W(FO(Z)) <[0’171~;1nax) 'm n) } ( )

Auf [0,1,] gilt fiir eine absolute Konstante ¢

sup / AP du < ce' < g, (4.25)

x€MJF(Z,-)NBp (x)

wobei es sich bei & um das aus Bedingung (V1) handelt.

Beweis. Wir konnen auf grofle Teile des Beweises zu Satz 3.25 zuriickgreifen. Zunichst gilt
nach Lemma 2.17 diam(F (%,)) < ¢(Fp(X)) auf [0, Tax). Nach Lemma 4.10 existiert damit
ein K € M (auf dem insbesondere uniform |V(k) Rc|, < oo fiir alle  gilt) mit F(Z,-) C K.

Seien N € N und &; := (4N)~'& wie im Beweis zu Satz 3.25 definiert, &’ < & und p >0
wie in der Voraussetzung gewihlt sowie 8 > 0 zunéchst beliebig und fest. Seien auBerdem die
Abschneidefunktionen 7j, und die GroRen g(-), D(-) wie in (3.69) bzw. (3.71) festgelegt, und
to € [0, Tyax ) der erste Zeitpunkt mit

CI)(I()) =4¢'.

Analog zur Argumentation in Satz 3.25 muss 7y existieren, falls Tiax < oo: Wie in Rechnung
(3.76) folgt sonst auf ganz [0, Tiax)

e(+) < 4N€'
< &,

damit ist dort Bedingung (V1) fiir jedes 7, erfiillt, und da nach Annahme ||A ||%7[O,Tmux) <4,
ergibt sich mit Satz 3.22 und Lemma 3.24 ein Widerspruch zur Maximalitéit von Tiax.

Wir erhalten Tinax > f, und Behauptungen (4.23) bzw. (4.25) lassen sich nun durch den
Beweis von fy > t, zeigen, wobei t, wie in (4.24) festgelegt ist. Dies ergibt sich wieder aus
Satz 3.19: Fiir jedes 1, ist (V1) auf [0, 7] erfiillt, und wie in Rechnung (3.78) ergibt sich fiir

alle t € [0, 1]
!
/nj|A|2 du| < e’+4Nce’/ A2 d&
x t 0
+4Nce' (pf4 + (inf ripin ) “*co (m, 0))-t

t —_——
+c//n;‘|VRc|§dudg.
0 JX
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Wegen der Monotonie von W(F (X, -)) folgt auBerdem fiir alle 1,
Lt IVRE du < i colm. k. 0) W(R(E)),

und es ergibt sich

D(tg) < €' +€-4Ncs
+ (cp74 + (infrmin)*“co(m, K, G)) e -1
4 (inf ripin) “*co(m, 6, 6)W(F(Z)) 1o (4.26)
< (1+4Ncd)e' +cp~e' 1o
+ (inf rimin) ~*eo(m, &, 6)W(Fy(£)) - 1o,

was mit § := (4Nc)~!' und ty < t. einen Widerspruch zur Definition von #y darstellt. Wir
erhalten

Tmax > 1 > ty,

die Behauptung folgt.
Falls Tiax = o, so folgt die Behauptung analog zur Argumentation in Satz 3.25. O

4.3.1 Kriimmungskonzentration bei endlicher Existenzzeit

Existiert der Fluss (WFF) nur eine begrenzte Zeit, so konnen wir nun auf die Herausbildung
und Art von Singularititen schlieBen. Hierfiir werden die Existenzzeitabschidtzungen aus Satz
4.11 und die in Abschnitt 4.2 hergeleiteten Schranken an ||A ||%‘[01T> von zentraler Bedeutung
sein. Den im Folgenden maBgeblichen Singularititenbegriff biindelt folgende

Definition 4.12 (L2-Kriimmungskonzentration auf 8 bei T). Sei F : X x [0, Tyax) — M Losung
von (WFF), Tyax < oo, T € (0,Tmax] und B > 0. Wir sagen, die Kriimmung von X
(L*-)konzentriert sich bei T auf B, falls es Folgen (t;)ien C (0,T) mitt; /' T sowie (p;)ieN mit
pi \\ 0 gibt, sodaf fiir alle i

B < sup / AP du. (4.27)
xeMJF(Z,1)NBp, (x)

Zunichst impliziert die Herausbildung einer L?>-Konzentration der Kriimmung direkt die
anschaulichere ,,Explosion derselben.

Proposition 4.13. Mit Lemma 2.18 ergibt sich unter den Fliissen (WF) und (WFF) in M fiir
B, pi,t; wie in Definition 4.12 direkt

B < sup Al du

xeM/F(ZJi)ﬁBp,- (x)
< |l AlZ psy - PEW(Fo (D)
und damit fiir i — oo

AN ps) = (B, W(F(E)))p; > — eo.
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Wir wollen nun zeigen, daBl es sich beim Auftreten einer Kriimmungskonzentration im
Sinne obiger Definition gerade um das bei endlicher Existenzzeit des Flusses (WFF) zu er-
wartende Ereignis handelt.

Lemma 4.14 (L>-Kriimmungskonzentration bei Ty < o). Sei X geschlossene 2-Fliche und
F : XX [0,Thhax) — M maximale Losung von (WFF), Tax < oo, sei ro wie in (VX) auf Seite 45
und liege B, (0) innerhalb von F (X,t) fiir alle t € [0, Tinax ).

Dann gibt es ein & > 0, sodaf} sich die Kriimmung von ¥ fiir jedes € € (0,&] im Sinne
von Definition 4.12 bei Ty, auf € konzentriert.

Beweis. Zunichst existiert nach Anwendung von Lemma B.13 mit f =1

FEE < [ | du
X

1 1 (4.28)
<c|F(Z,)]2-W(F(E,))?
und wir erhalten wegen |A|> > cH? ein cq > 0, sodaB uniform auf [0, Tjax)
/ IA|> du > co. (4.29)
F(Z,)

Wir setzen
& = min{N7]C0,N72€1},

wobei € das in Satz 4.11 behandelte und N wie im dortigen Beweis festgelegt ist. Sei nun
&' € (0,&)] fest gewihlt und 7y € [0, Tax ) beliebig und fest. Wir setzen nun

p(ty) := sup {p : sup IA]? du < Ns’} . (4.30)
XM/ F(Z,10)NBp (x)

Wegen (4.29) existiert p(#p) und ist auBerdem nichtnegativ. Da F (X, 1) glatt und kompakt ist,
gilt sogar p(fp) > 0; wire dies nicht der Fall, so gibt es fiir alle k € N Punkte x; € M\ B, (0)
mit

N¢'
<)
2 F(Z,0)NB 1 (xt)

A]? du

tal

2
< AlZ Fzig) - [F (Et0) OB 1 (x)]

was fiir k — o einen Widerspruch zu Lemma 2.18 darstellt. Abschlielend erhalten wir nach
Definition von p(z)

g <N 'sup

/ A]* du
x€MJF (Z,10)MBap (1) (%)

< sup [ AP du
x€MJF(Z10)NBp 1) (x) 4.31)

< Nsup |A|? du
XM Y F(Z10)NB | x
jp(f())

< N%*¢,
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insbesondere gilt

sup A]> du < .

xeM/F(EJo)ﬁBp(;O)(X)
AuBerdem gilt nach Lemma 4.10 und Satz 4.7

||M|§7[07Tmax) < C(M,Fy(X),genus(Z), Thax) < o0
und daher ||A ||%7[1~,Tmax) — 0 fiir ¢ * Thax; ist also o hinreichend nah an T, gewihlt, ergibt
sich damit insbesondere

||)‘ H%,[to,Tmax) S 6

mit 0 wie in Satz 4.11. Anwendung dieses Satzes auf den Fluss zur Startzeit £y liefert dann
direkt

4
) co(m,x,0 )
Tiax — fo > min {cp (t0)*, “(’)((F(Zto))) <[t01;1f )rmin> -81}

4
> mind co(ed QULEO) [ T
_mln{cp(to) WD) [O’ITIrIHEQme € ¢,

und wir bemerken, daBl der zweite Term positiv ist und nicht von o oder p(#y) abhingt.
Sei nun #; 7 Tk beliebige, feste Folge, und p; := p(1;) fiir jedes i analog zu (4.30) defi-
niert. Nach obigen Uberlegungen erhalten wir fiir hinreichend groBe i

4
Tmax — 1 > Cpi

und damit p; — O fiir i — oo. Eigenschaft (4.27) folgt aus Abschitzung (4.31). O

4.4 Blowupanalyse bei Kriimmungskonzentration

Hauptzweck dieses Abschnittes ist die weitergehende Untersuchung einer sich unter (WFF)
bewegenden Fliche zum Zeitpunkt der Herausbildung einer L?-Kriimmungskonzentration —
wie sie nach Lemma 4.14 insbesondere bei endlicher Existenzzeit des Flusses auftritt — um
diese im Idealfall ausschlieSen zu konnen. Zentralen Bestandteil dieser Untersuchungen wird
hierbei die Konstruktion einer Blowupfliache bilden, fiir die zunéchst etwas Vorarbeit zu leisten
ist.

Zunichst miissen wir aus dem bloBen Wissen um das Auftreten einer L?-Kriimmungskon-
zentration auf die Existenz einer fiir die Konstruktion einer Blowupsequenz geeigneten Zeit-
folge schlieBen. ,,Geeignet bedeutet hier, dafl die Kriimmungskonzentration zu jedem dieser
Zeitpunkte ihren Hohepunkt iiber alle fritheren Zeiten erreicht; dies duBert sich in Eigenschaft
(4.34) und wird die Herleitung uniformer Kriimmungsschranken zu diesen Zeitpunkten aus
den inneren Abschitzungen in Abschnitt 3.3.1 ermoglichen.

Lemma 4.15. Sei X geschlossene 2-Fliiche, F : £ X [0, Tynax) — M Losung von (WFF), Tyax <
oo, sei ro wie in (VX) auf Seite 45 und liege B, (0) innerhalb von F (%,t) fiir alle t € [0, Tiax ).
Konzentriere sich die Kriimmung von X bei T € (0, Tiax] im Sinne von Definition 4.12 auf ein
B >0.
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Dann gilt
T = Thax

und es gibt fiir jedes B’ € (0, B] eine Folge (p;)ien mit p; \, 0, und Zeiten (t;)ien C (0, Thax ),
sodap fiir alle i und eine absolute Konstante ¢ > 0

ti <tiy1, 4 /( TmaXa (432)

P sup/ |A|? du < cB’, (4.33)
xeM JF(Z,t;)NBp; (x)

sup sup A2 du < cp’. (4.34)

1€[0,5;] xeM Y F (£,1)NBp, (x)

Beweis. Seien ', T wie oben, und sei p; \, 0 beliebige, feste Folge mit p; > pj1. Wir setzen
fiir alle j € N

1
I;:=<1t€l0,T) : su Al du > =p' .
J { [0.T) : sup (s, " |~ du 2[3}

Nach Voraussetzung bzw. Definition 4.12 sind alle /; nichtleer und wir kénnen
1= inf/ j

setzen. Seien nun fiir jedes j € N und alle x € M\ B,,,(0) Abschneidefunktionen 7, , € C2(M)
fest gewidhlt mit

XB, (x)() < ﬁj,x(') < prj(x)(')

2Pj

sowie 1 := 7 «|x. Sei auBerdem

gj(r) := sup A]* du,

xeM/F@,z)mej @)

@ (1) := sup njAl du,
xeMJF (1)
und N € N wie im Beweis zu Satz 4.11 definiert. Nach der dortigen Argumentation ist ®; fiir
jedes j stetig und es gilt ®;(-) < g;(-) < NP;(-).
Ist t; € I;, so gilt direkt nach Definition &;(;) > %B’ Falls #; € I;, so muss ¢; zumindest
Beriihrpunkt von /; sein — aus der Stetigkeit von ®; und nach Definition von /; erhalten wir
dann aber direkt

gj(t;) > (1))
= lim ®;(r)

t—tjtel;

>N~ liminf g(t) (4.35)

t—tj,t€l;

llﬁ/

>N~
- 2

und die untere Schranke in Behauptung (4.33) ist fiir alle j gezeigt.
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Wir betrachten nun den Fall T < oo. Da I; D I fiir alle j, ist die Folge (;) jen monoton
steigend und konvergiert somit gegen ein 7 < T < Tppax. Nimmt man an, dal 7 < Tpax, S0 folgt,
da wegen (4.35) fiiralle j > k€N

B < g(t))
< &lt),
daB fiir beliebige, feste k

&(f) > @ (7)
— lim @, (1)

Jre
> N~ iminfe(r;)
J—reo
2 N—lc—lﬁ/’
und es ergibt sich mit Lemma 2.18
Nl B" < e(f)
< ||A||3°,F(z,f) -sup |F(E,7) N By, (x)] (4.36)
xeM
< VAl pss) - cPEW(F (2.)),
was fiir k — oo einen Widerspruch zur Glattheit von F (X,7) darstellt. Wir erhalten
I=T= Tma)n

konnen insbesondere eine streng monotone Teilfolge (f;);en mit zugehorigen Radien (p;);eN
finden und dariiberhinaus annehmen, daf} alle #; positiv sind. Dies ist fraglos auch im Fall
T = oo moglich und Behauptung (4.32) ist damit gezeigt.

Fiir die iibrigen Aussagen bemerken wir, daB fiir jedes i € N auf [0,7;) nach Definition

1
&() < Eﬁ/'
Damit folgt aber mit ®; wie oben definiert, daf}

8,'([,’) < NCDi(li)
= Nlim®;(t)

1/t

< Nlimsup &(¢)
t 't

1
<N=B'
<N3B
und wir erhalten sowohl die obere Schranke in Behauptung (4.33) als auch Aussage (4.34).
O

sup-Schranken an |1 |

Als abschlieBende technische Vorbereitung wird ein Mittel benétigt, um die Geschwindig-
keit (—owy + HA)(¢) einer sich unter (WFF) bewegenden Fliche F(X,¢) auf eine Weise ab-
zuschitzen, die dem angestrebten Reskalierungsprozess in Satz 4.18 standhilt; insbesondere
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zur Beschrinkung von |4[(7) ist ein Ansatz notwendig, der iiber das naheliegende Abschitzen
dieses Terms durch die Suprema |V<k)A|x.,z(t) und den Flicheninhalt |F (X, -)| hinausgeht.

Den zentralen Schritt hierfiir stellt die Herleitung einer globalen L2-Schranke an | VA| aus
den in Abschnitt 3.3.1 aufgefiihrten lokalen Abschidtzungen dar.

Lemma 4.16. Sei F : X x [0,T) — M Losung von (WFF), T < oo, und sei (VX) auf [0,T)
erfiillt. Sei supy ) |V(k)§|g|m__) <T1; < oo fiir alle k < 4, sowie fiir ein p >0

sup SuP/ A]* du < &,
[0,T) xeM JF(Z,1)NBp (x)

mit & wie in Bedingung (V1) festgelegt. Dann gilt fiir jedes ty > 0

sup IVAI3y < C+C (I +I1) |[Ry(Z)],
to, T

mit

C=Cty " cp.T, Z IT,, W(Fy(X)), genus(X), HAH;[O’T)),

r<4
wobei cp :=(p+p ).
Beweis. Seien zunichst fiir alle x € M\ B, (0) Abschneidefunktionen 7, € C2(M) mit
XB, () = Tx() < XB, (x)

wie im Beweis zu Satz 4.11 festgelegt, und zugehorige Funktionen 7, wie in (3.20) definiert.
Nach Voraussetzung ist (V1) fiir jedes 1, auf [0,7T) erfiillt. Wie in Rechnung (3.70) ergeben
sich auBerdem uniforme C2-Schranken an alle ), und nach Lemma 2.18 gilt fiir alle x

sup |[mx > 0] < cp*W(Fy(X)).
[0.7)

Damit erhalten wir aus Aussage (3.47) in Satz 3.23 fiir jedes x die Ungleichung

sup || VAH%,F(Z,.)mBB (x)
[to.T) 2

T
<C [ (AP I e+ (T TB) P56 0B g (437
+C||AH%,Fo(z)mf;p(x) |0’

die Konstante C hingt von den oben aufgefiihrten Groflen ab.
Sei nun das Raster Z, C R’ definiert durch

2
Zp::gZ3:{x€R3:px€Z3}.

Dann ist {B p (z) : z € Zp} Uberdeckung des R? und es gibt dariiberhinaus eine absolute Kon-
stante N, sodaB jeder Punkt des R3 in hochstens N verschiedenen Kugeln B, (2),z€ Zy, liegt.
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Durch Summation von (4.37) ergibt sich damit auf [fy, T) direkt
IVAI3 f(s.)
2
<y IVAIS £z 908, (2)

€Zp z

T
<CY [ AP IAIR gy, + (T +T8) 1F(2,6) 1By )| d

2€Zp

2
+C Y, ||A||2,F0(z)m3p(z)|o
2€Zp

o T
< CNAR o +CN [ (1+1AP) 415 )+ (T +TB) [F(Z,E)] d€,

man beachte dazu, daBl aufgrund der Kompaktheit von F(X,-) in allen auftretenden Summen
nur endlich viele Summanden ungleich null sind. Mit Korollar 2.16 folgt

IVA3 p(s.) < C(W(F(E)) + genus(E))
—i—C/OT (14 |A]?) (W(Fo(Z)) + genus (%)) + ([T} +113) | Fo ()| d&

und damit die Behauptung. O

Mit Lemma 4.16, Satz 3.23, und einer z.B. aus (4.28) folgenden uniformen unteren Schran-
ke an W(F (X, -)) erhalten wir nach Definition von A sofort

Proposition 4.17. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.23 gilt fiir jedes ty € (0,T)

sup [A()] < ¢ sup || VA[2x+c(sup [|A]|Z 5 +TTo) - W(F(Z))
[f(),T) [t07T) [[07T)

<C+C (I +113) | R (Z)|

mit C = C(to_l,cp7 T,W(Fy(X)),genus(X),Y, <4 I, HAH%’[O"T)). O

4.4.1 Konstruktion einer Blowupfliche

Nun verfiigen wir iiber die notigen Werkzeuge, um die zentrale Konstruktion einer Blowup-
flache und die Herleitung grundlegender Eigenschaften derselben durchfiihren zu konnen.

Satz 4.18. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.15 existieren Folgen t; N Tinax, Pj
0, Punkte x; € M und eine eigentlich immersierte 2-Fliche F (i) C R3 mit den folgenden
Eigenschaften:

o 3 F ()i) sind nichtkompakt,
e Die Fliichen
F{(2,0):= p; 'id(F(Z,17)) —id(x;) C R? (4.38)

konvergieren fiir jedes k > 0 in Ck_(R?) gegen F(£), wobei id : M — R® die euklidische
Koordinatenabbildung bezeichnet,

o F ()i) ist eine Willmorefliiche im R3, d.h. es gilt fiir die durch F auf ¥ induzierten geo-
metrischen Grofien

}0)
=N

&W = —AI‘AI—I:I

0, (4.39)
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e es gilt

/ A A3 di > 0. (4.40)
F($)nB1(0)

Beweis. Wir orientieren uns grob am Vorgehen in [KSO1, §4]. Sei 8 wie in der Voraussetzung,
B’ € (0,B] zunichst beliebig, fest. Nach Lemma 4.15 existieren von 3’ abhéngige Radien
pi \, 0 und Zeiten t;  Tyx mit den Eigenschaften (4.33) und (4.34).

Seien zunichst fiir jedes i € N die Fliisse F; : £ x [~t;, Tyax — ;) — M durch F;(-,t) :=
F(-,t +1;) definiert. Diese lassen sich nun mit den Methoden aus Abschnitt B.1 umskalieren:
Definiert man analog zu den Definitionen B.1 bzw. B.5 fiir jedes i die Metrik g; auf M durch

8i = plf]g
und den Fluss F; : X x [—pf‘tti,pf“(Tmax —1;)) = (M, g;) durch F; := (F,-)pﬂ, d.h.

Fi(x,1) :=id ™" (p; ' id(Fi(x, i+ p})))

so ist nach Satz B.7 jedes F; Losung von (WFF) in (M, g;). AuBerdem folgt aus Lemma B.6
und den Aussagen (4.33) und (4.34) fiir jedes i

¢ 1B’ < sup Aily, du; < cp’, (4.41)
xeM Y F;(Z,0)NBy (x) l

sup  sup Ail5, du; < o (4.42)
1€[—p; 4,0] M/ Fi(Z)NB1 (x)

wobei alle auftretenden geometrischen GroBen (-); als die durch F; und g; auf ¥ induzierten
zu verstehen sind.

Sei nun f’ so klein gewihlt, daB fiir die in (4.41) und (4.42) auftretenden (absoluten)
Konstanten ¢

Cﬁl S &1,

wobei € wie in Satz 4.11 festgelegt ist.
Wir nehmen nun zunéchst an, daBl Ty, < oo. Fiir die in Satz 4.11 festgelegte Konstante §
ldsst sich dann wegen Satz 4.7 und #; — Tyax €in ip = ip(A) finden mit

IAIB 1) < 6

ti7Tmax> -

fiir alle i > ip. Wegen (B.12) gilt fiir diese i aber insbesondere
2 p,‘74(Tmax_t[) 2
402 oy ) = . 48P ag

P,‘74(Tmax—t[) 2 4 2
:A P2A(t;+p*E) [ dE (4.43)

= H/l”%,[ti,rmax)
<9,

somit sind zusammen mit (4.41) die Voraussetzungen von Satz 4.11 fiir jedes F; mit p =1
erfiillt. Anwendung dieses Satzes liefert fiir jedes i > iy

4
co(m, K, 0) . ) e
W(F(Z,0)) ( f ))( mm)z) B } (4.44)

pf“(Tmalx —1;) > min{ c,
[O,Pf4 (Tmax —t
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Beachtet man nun, daf fiir alle i

W(F(Z,0)) = W(F(Z,1))

< W(F (X))
sowie fiir i — oo
inf )i >p !l oinf rpin — oo,
o) 2 P o T

—4 —4
—p; i < —p = —eo,

so folgt aus (4.44) die Existenz eines { > 0, fiir das fiir alle i > ig(A, ', W(Fp(Z)), inf ripin)
die uniforme Existenzzeitabschitzung

[=pi 1,07 (Tmax — 1)) D [~1,¢] (4.45)

gilt. Fiir diese i ergibt sich aus (4.42) und (4.25) nach Wahl von 8’ (und nach Konstruktion
von g; in Satz 4.11) auBerdem die Abschitzung

sup sup/ |A,-|72,,_ du; <max{ej,ce } < g (4.46)
te[~1,5]xeMJ F(Z,1)NB (x)
mit & wie in Bedingung (V7), d.h. wie in den Voraussetzungen zu Satz 3.23.

Auch im Fall Tj,,x = o ist fiir hinreichend grofle i die Inklusion (4.45) klar erfiillt. Die
Schranke (4.46) behilt ebenfalls ihre Giiltigkeit: Zunéchst ladsst sich ||l,'|\§.[0 g < 6 annehmen,

da analog zu Rechnung (4.43) sowie nach Satz 4.7

H}”i”%.[&,é] - H)“”; [titi+pFC)

<c (W(F(Z, t))? = W(F(Z,5+p} ))2)
[F(X)?

(4.47)
(W(Fo(X)) + genus(E))* - pi*¢

=20,

wobei die Schranke W(F(Z,-)) < W(Fy(X)) sowie die Existenz von lim, »7,  W(F(Z,1))
benutzt wurden. Aussage (4.46) folgt nun aus (4.42) und einer zu (4.26) analogen Rechnung.

Es lieBen sich nun mit Satz 3.23, nach Wahl geeigneter Abschneidefunktionen, innere
Kriimmungsschranken an die Flichen F;(X,-) bestimmen. Diese konnen sogar uniform in i
gefunden werden, wie eine Untersuchung der in (3.48) aufgefiihrten Groflen zeigt:

Zunichst existiert analog zur Argumentation in Satz 4.11 ein K € M mit F(X,-) C K; fiir
jedes i befinden sich damit alle Flichen Fj(X,-) in der Menge K; := p; 'K € (M, g;). Da aber
nach Proposition B.4 fiir jedes k > 0

SEPKV( )Rc)i|gi = pl-2+k 5111(p\V( )Rc|g, (4.48)

ergeben sich mit I1; := supg \V(H Rc|, insbesondere die in i uniformen Schranken

—(k) —
sup| (V" Re)lg, <1
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Wihlt man auBerdem fiir alle x € M Abschneidefunktionen 7, € C*>(M) mit B, /z(X)(') <

Tx(+) < X8, () () und sup,n || Tix|| 2w gy < €. s0 ergeben sich analog zu Rechnung (3.70) fiir
alle i die Schranken

sup || x|l c2pv o < C
xeKi” lle2 g

sowie nach Lemma 2.18 fiir die Einschrdnkungen der ], auf die Flichen F;(Z,-)

sup sup |[nx > 0]]y, < cW(Fo(X)).
[—1,¢]xeK;

AbschlieBend ldsst sich annehmen, daf HA"H%-[*I- g < ¢ da vollig analog zu Rechnung (4.47)

1213 1. =0,

und es ergeben sich damit durch Satz 3.23 fiir alle i > i die uniformen Kriimmungsschranken

sup|(VH )|y < Clk, (L W(R(Z)), Y T1). (4.49)
[0,¢] r<k-+4

Nun ldsst sich wegen (4.41) fiir jedes i ein Punkt x; € K; derart finden, daf3

0< ! </ A; 2 d i
B < F,-(z,o>msl<x1->| At

und die Variation F¢ : £ x [0, ] — R® definieren durch
Ff(x,1) :=1id(Fi(x,1)) —id(x;)
= p; Hid(F (x, 1+ pi't)) —id(x;).

Da nach Lemma 2.12, Korollar 2.13 und Lemma 2.18

Ail2 d -<c/ A2, dus +c m,K,G/ r2d
/P}(Z-,O)ﬂBl(xi)‘ |Yl Hi Fi(zao)ﬂBl(xi)| |7f Hiteol ) F;(Z,0)0nB1 (x;) H

< C/ |Ale‘,)2,e dﬂ?+(rmin);260(m7ch)W(FO(Z))7
FE(E0)nB(0)
ldsst sich insbesondere festhalten, daB fiir i > ig(m, x, 0, W(Fy(X)), )

c(B') < /

ZHEAITES (4.50)
FE(ZONBi(0) "

Wir wollen nun den Kompaktheitssatz [Bre12, Satz 1.3], der eine Variante von [KS01, Satz
4.2] darstellt, auf die Fldchen Ff(Z, 0) anwenden, und benétigen dazu uniforme Schranken an
die zweiten Fundamentalformen A und ihre Ableitungen sowie uniforme lokale Schranken
an den Flicheninhalt.

Zuniéchst existiert fiir jedes R > 0 ein iy(R), sodaB, falls i > iy, fiir die zweite Fundamen-
talform Ay jeder glatten Hyperfliche N C (M, g;)

1S A e ) < CRK X1V Axllo, X sup [V Rely,), @51)

r<k r<kBr(x;)
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dies folgt aus der Potenzreihenentwicklung von g; in Gaufi’schen Normalkoordinaten um den
Punkt x;; man beachte dazu, dal der Injektivititsradius von g aufgrund der Kompaktheit von
K inj,(K) > ¢ > 0 erfiillt und damit

inj,, (K;) > cp;”! = e,
Aus den Schranken (4.49) ergibt sich damit fiir R > 0, i > ip(R) und alle k > 0 insgesamt

sup 1OV A)¢ | ez, ma(0) < C(REML By (E),6). (4.52)

0,

Nach Korollar 2.13 und Lemma 2.18 gilt aulerdem fiir jedes R > 0 uniform in i
|F(Z,0)NBr(0)]ge < c|Fi(E,0) N BR(xi)lg, 453

< cR*W(FK(Z)). '

Abschliefend gilt nach Konstruktion F°(X,0) N B1(0) # 0 fiir alle i; damit sind mit (4.52) und
(4.53) die Voraussetzungen von [Brel2, Satz 1.3] (in der allgemeineren Variante auf [Brel2,
S. 34]) erfiillt.

Anwendung auf die Immersionen Ff(-,0) liefert nun eine Teilfolge (F H (+,0)) jen, eine

(kompakte oder nichtkompakte) eigentlich immersierte 2-Fliche F : £ — R? und Diffeomor-
phismen

¢jZUjCi—>VjCZ
zwischen offenen Mengen U;, V; mit

V= {xEZ:Ff(x,O) € B;(0) CR3},

U; €Ujyy, = UU/’ (4.54)
JEN
sodaf}
1F () = FE(5(-),0) oo, =50 (4.55)

und fiir jedes k € Ny

loc

FE(9,(-),0) 23 () in o (8). (4.56)

Mit Hilfe obiger Resultate lisst sich zunichst direkt zeigen, daB die Fliche £ (£) Eigen-
schaft (4.40) erfiillt. Hierbei ist zu beachten, dal die Anwendung von Konvergenzaussage
(4.56) nur auf fest gewihlten, beschriinkten Teilmengen von 3 zulissig ist. Sei daher zunichst
v > 0 fest, und die Menge G = G(v) C £ definiert durch G := F~ (B}, (0)). Dann existiert
ein jo € N mit

F{(9;(U}),0)NB1(0) C F{(9;(G),0) (4.57)

fiir alle j > jo: Gébe es eine Teilfolge (F¢(-,0))ren, die fiir jedes k die Inklusion (4.57) durch
die Existenz eines x; € {F(¢x(Ux),0) NB1(0)} \ {F(¢(G),0)} verletzt, so ldsst sich fiir
jedes dieser x; ein yx € Vi = ¢k (Uy) finden mit F¢ (yy,0) = x. Mit 24 := ¢k_1(yk) € Uy folgt
dann aber mit (4.55) direkt
|F (zi) = x| = |F (zi) = F (9e(2), 0)
1£(-) = F¢ (9k(-),0)[loo.s, — O,
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wir erhalten limy |F(z;)| < 1 und damit z; € G fiir hinreichend groBe k; dies ist ein Wider-
spruch zur Wahl der x; und (4.57) ist gezeigt.
Damit ergibt sich fiir alle j > jo die Inklusion

F¢(%,0)NB) (0) = F(V},0)NB) (0)
= Fj (¢;(U;),0)NB1(0)
C F}(¢;(G),0),

es ergibt sich mit (4.50) und (4.56)

)< |

F¢(Z,0)NB)

Ae.z,d?’i;’/ A
s |

2
0 |A5|y_7 du

<

/
FE(9;(G),0

und wir erhalten nach Definition von G

SR —
F(E)NB155(0)

Behauptung (4.40) folgt nun fiir v — 0.

Nun ist Behauptung (4.39) zu zeigen, wofiir die Flusseigenschaften der Flichen F;(X, -)
ausgenutzt werden miissen. Sei dazu jy € N beliebig, fest. Fiir die Einschrankungen der Va-
riationen F; auf V;, x [0, {] ergibt sich dann nach den Definitionen in Abschnitt 2.2 zunichst

¢
2
aw;du . d
/o/v_,-o wj du; dg

< : 2 d
< aw; du; d§
0 JX

¢
:/0 <atw(Fj():,.))+/EHi)Lj(ij d/,Lj) dé (4.58)

¢
=W(ﬂ(270))—W(Fj(Z»C))+/O (’IJZ/ZHf d“j) dg
< W(E(S.17)) ~ WOE (St + 1)+ W(E(E) 4B o g

J—ee

— 0,

2 1A
ydi.

wobei wieder die Existenz von lim; », ' W(F (X,7)) benutzt und mit dem Term ||4; H%.[o g Wie

in (4.47) verfahren wurde. Aus dieser (Zeit-)L'-Konvergenz ist nun auf punktweise Konver-
genz der Integranden ijO ocwi dp ; zu schlieBen; hierfiir geniigt es, die ersten Zeitableitungen

derselben uniform in j beschrinken. Zunéchst gilt wegen (4.48)
Fi(Z,0)]y, - VRo), 2 V¥ Re), 2 0
IF(E0) - (supl (VR , + sup| (V' Re) 7 ) — 0.

J J

und es ergibt sich fiir alle j > jo(|Fp(X)|) mit Proposition 4.17 die uniforme Schranke

sup|Aj| < C. (4.59)
0.
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AuBerdem gelten weiterhin die Kriimmungsschranken (4.49). Wir erhalten unter Verwendung
der Evolutionsgleichungen in Lemma 2.3 direkt

at/ d[.l,j:/ (—OCWj'f')yjHj)Hj d[.lj
Vi v

J0
< C/ du;
Viy

und damit nach Definition von V;, fiir alle 7 € [0, {]

o< .
*/Vjo d'uj |t — C-/Vjo d‘uj |0

= C|Fj(Z,0) "By (x))lg;
< jE-CW(FR(X)).

(4.60)

Durch Kombination der Schranken (4.49), (4.59) und (4.60) ergeben sich nun fiir hinreichend
grofe j wie gewiinscht uniforme Schranken an alle |J; ijo ocw§ dy; |, aus denen wir nun mit

(4.58) fiir jedes ¢ € [0, ] auf die punktweise Konvergenz

/V. aw’ du; |, =50 4.61)

Vi

schlieBen konnen.

Seinun j > jo. Da nach (4.48) supg, |(V<k> fc)j|g_/ — 0 fiir jedes k, laufen analog zu der
Argumentation, die auf die Schranken (4.52) gefiihrt hat, alle auf U}, durch die Immersionen
Fi(9(-),0):Uj, — (M, g;) induzierten geometrischen GroBen (-) Fi(9;(.0) gleichmiBig gegen
die durch F7(¢;(-),0) induzierten. Da diese translationsinvariant sind, ergibt sich durch die

~

auf F(U;,) C R? induzierten GroBen (-) wegen FF 7(9,(),0) — F insgesamt

2 A 2 1A
aw? dut f/ O d ‘
’/V_/o Wi .uj|z:0 g W H

J0

_ 2 A D 1
- ‘/U OW;(9(1,0) IHE;(9;().0) ~ /U Oy du‘
Jo

Jo
' 2 2
< ‘ / OWE(6;(),0) WE;(9,().0) ~ / OWE(4;(1).0) d“F;’(@(-),m‘
. UJ0 Uj0

+

2 _ A D g~
/U_ OWE (9;().0) ¢ (91().0) /U O dﬂ‘

Jo Jo
Jree

— 0,

wir erhalten mit (4.61)

/ i’ dit =0

Uj
und damit insbesondere
Gw = 0 auf F(Uj,).

Behauptung (4.39) folgt nun fiir jo — .
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Sei abschlieBend zum Nachweis der Nichtkompaktheit von £ (£) angenommen, es existie-
re ein R > 0 mit #(£) C Bg(0) € R3. Da F eigentliche Abbildung ist, folgt Kompaktheit von
2 und damit die Existenz eines jo € N, sodal fiir alle wie in (4.54) definierten Mengen U; mit

J=Jo
L=U;.
Damit sind alle zugehorigen V; = ¢;(U;) offen und abgeschlossen in X und es ergibt sich fiir
diese j
£~ % mittels ¢;.
Aus (4.55) folgt dann aber nach Annahme an Fo(i) fiir hinreichend grofe j
Ff(Z,0) = F{(9;(£),0) C B2(0)

und wir erhalten insbesondere eine uniforme Durchmesserschranke an alle F (Z,0). Da aber
nach Lemma 2.17 aufgrund der Flusseigenschaften von (WFF)

diam(Ff (Z,0)) = diam(F;(X,0))
= p; ' diam(F (Z,1;))

L FE]
> epy (W<F<zfrj>>>

L R®)
2P (W<Fo<2>>)
2% oo,

folgt ein Widerspruch und damit die Behauptung. O

4.4.2 Langzeitexistenz bei kleiner Willmoreenergie

Unter Zusatzannahmen an die Topologie von ¥ sind wir nun in der Lage, bei hinreichend
kleiner Willmoreenergie der Startfliche Fy(X) und ausreichender Zentrierung aller F (X, -) die
Herausbildung von L?>-Kriimmungskonzentrationen unter (WFF) in M ausschlieBen und damit
insbesondere ein Langzeitexistenzresultat aufstellen zu konnen. Zentrale Werkzeuge hierfiir
sind das in [KS04, Lemma 5.1] aufgestellte Kompaktheitsresultat sowie die durch [Bry84,
(4.4)] gegebene Klassifikation von Willmoresphiren im R3, mit deren Hilfe wir unter obi-
gen Voraussetzungen auf die Unmoglichkeit der Existenz einer wie in Satz 4.18 konstruierten
Blowupflache schlieSen konnen.

Galten die Resultate bis zu diesem Punkt fiir beliebige geschlossene 2-Fliachen X, so
schrinken wir unsere Betrachtungen im Folgenden auf sphdrische X ein, die also insbeson-
dere der Forderung

genus(X) =0
gentligen.

Lemma 4.19 (Ausbleiben von Kriimmungskonzentrationen). Sei X sphdrisch und sei F : ¥ x
[0, Tinax) — M maximale Losung von (WFF) mit

W(F (X)) < 16m—¢

fiir ein § > 0. Dann existiert ein ro(m,x,0,§ "), sodap, falls B, (0) innerhalb aller F(Z,-)
liegt, keine L?-Kriimmungskonzentration im Sinne von Definition 4.12 auftritt.
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Beweis. Wir folgen der Argumentation in [KS04, Satz 5.2]. Sei F wie oben und r(y zunéchst
wie in (VL) gewihlt. Nehmen wir an, daB sich die Kriimmung von X bei einem T € [0, Tyax]
konzentriert, so existieren nach Satz 4.18 wie in (4.38) definierte Flidchen 1'7]-"’(27 0)CR3,jEN,
und eine nichtkompakte Willmorefliche £ (£) C R?, die Eigenschaft (4.40) erfiillt.
Nun gilt nach Voraussetzung an F und wegen Korollar 2.15 fiir alle 7 € [0, Tiax)
W(F(Z,0)ge < (14 e(mryiy + kL)) W(Fo(2))

<l6m— C—i—c(mr_l +Kkr2

min min) ’

woraus sich fiir hinreichend groBes ro(m, k,{ ") die Relation W(F(Z,1))ee < 167 — /2 und
damit insbesondere fiir alle j € N

W(F{(Z,0))g < 167w — g (4.62)

ergibt. Ist nun fiir ein festes xo ¢ F'(£) die Abbildung /7 : R*\ {xo} — R?\ {0} durch

I(x):

X — X0

- |x — x|

definiert, so ist nach [KS04, Lemma 5.1] die Menge
Q:=IFE)u{0}cR’

eine glatte, kompakte Willmorefldche, die wegen (4.62) und [KS04, (5.5)]
W(Q),e <liminf W(F}(E,0))e

J=e (4.63)
< lé6mw

sowie nach [KS04, (5.6)]

genus(Q) < lijriii}f genus(F7(X,0))

=0

erfiillt. Damit ist Q Willmoresphire im R?; nach [Bry84, (4.4)] gilt dann aber W(Q),e = 8kx
fiir ein k € N (genauer gilt k = 1 oder k > 4), woraus sich wegen (4.63)

W(Q)ge =8r

ergibt. Die Menge Q stellt also eine Koordinatensphire durch den Ursprung dar, woraus sich
schlieBen ldsst, daB die Fliche F(£) = I-1(Q)\ {0}) eine Ebene im R? beschreibt. Es ergibt
sich A = 0 auf X und damit ein Widerspruch zu Eigenschaft (4.40). O

Aus obigem Resultat ergibt sich sofort die Kernaussage dieses Abschnittes.
Satz 4.20 (Langzeitexistenz). Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.19 gilt
Thax = (4.64)

und fiir jedes B > O existiert ein p > 0 mit

sup  sup |A]? du < B. (4.65)

1€[0,Timax ) XM /F(Z,t)ﬂBp (x)
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Beweis. Aussage (4.64) folgt direkt aus Lemma 4.14 und Lemma 4.19. Zum Beweis von
(4.65) nehmen wir an, es gibe ein ff > 0, sodaB fiir jedes p; := % eint; € [0, Thax ) existiert mit

sup A* dp > .

xeEM /F(Zyti)me,» (x)

Besitzt die Folge (#;);en eine streng monoton steigende Teilfolge, so impliziert dies im Sinne
von Definition 4.12 direkt eine L2-Kriimmungskonzentration auf B bei einem T € (0, Trax)
und damit abermals einen Widerspruch zu Lemma 4.19. Existiert keine solche Teilfolge, so
sind alle #; uniform beschrénkt und es gibt insbesondere ein (endliches) 7 € [0, Tj.x) und eine
Teilfolge (¢;) jen mit

jeo
l‘j—>l‘.

Vollig analog zur Argumentation, die im Beweis von Lemma 4.15 auf Aussage (4.36) gefiihrt
hat, ergibt sich daraus aber fiir alle j

P A2 fz = CBW(F(E) ™) >0

und fiir j — oo ein Widerspruch zur Glattheit von F(X,). Die Behauptung folgt. O

4.5 Langzeitverhalten

Mit Satz 4.20, d.h. dem Beweis von Langzeitexistenz des Flusses (WFF) bei hinreichend weit
vom Ursprung entfernten Fldchen, sind nun die Weichen fiir die Untersuchung des Verhaltens
dieser Flichen fiir t " oo gestellt. Mit den uns zur Verfiigung stehenden Techniken und Argu-
menten konnen wir unter (WFF) in M relativ einfach auf Teilfolgenkonvergenz der Flidchen
gegen stationdre Flidchen schliefen.

Unter Hinzunahme der Methoden aus [KSO1, Lemma 5.5] lassen sich zumindest im R3
noch weitaus bessere Resultate erzielen — hierfiir verweisen wir auf Abschnitt A.1.

4.5.1 Teilfolgenkonvergenz

Lemma 4.21. Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.19 gibt es fiir jede Folge (t;)ieN,
t; /" oo eine Teilfolge (t;) jen und eine Immersion F.. : £ — M mit

o F.(X) ist stationdire Fliche unter (WFF), d.h. fiir die durch F.. induzierten geometri-
schen Grofen (-)o gilt

oW = — A_H. — H., (\fw +m(v,v)) = Ho., (4.66)

e die Flichen F (,t;) konvergieren fiir jedes k > 0 in C*(M) gegen F.o(Z).

Beweis. Nach Satz 4.20 existiert zunichst ein p > 0, sodaB fiir &y wie in Bedingung (V1)

sup |A]? du < &,
xeMJF(Z,-)NBp (x)

damit ist (Vn) fiir alle fj, € C2(M) mit XBp/z(X)(') < 7x(+) < XB,(x)(+) bzw. die durch Ein-
schrinkung induzierten Abschneidefunktionen 1, erfiillt. Aulerdem existiert wie im Beweis
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zu Satz 4.18 ein kompaktes K C M mit F(X,-) C K und wir konnen IT; := supg |V(k)ﬁ| fiir
alle k € N setzen. Mit Satz 3.23 ergibt sich nun auf dem Zeitintervall [1,c0) uniform

VW Allws < Clk,M, (X)), (4.67)
wobei von uniformen Schranken an alle ||7)y[|c2(y) ausgegangen wurde und benutzt, daf

[ > 0]] < [Fo(Z))
sowie nach Satz 4.7 fiir allet > 1

IA15,-1, < C(Fo(Z),M).

Wir konnen uns nun konzeptuell am Beweis von Satz 4.18 orientieren. Aufgrund der Kom-
paktheit von K gibt es eine endliche Indexmenge J und eine Uberdeckung |J iesUj D K, sodal
fiir die zweite Fundamentalform Ay jeder glatten Hyperfliche N C K und jedes j € J

||(V(k)AN)e||oc,NmU,- < C(Uj,k, Z I V(V)AH(X,’N, Z I1,),

r<k r<k
Kombination hiervon mit (4.67) liefert auf [1, o) sofort
(VY A)°[|eox < C(k, M, Fy(2)).

Sei nun die Folge (#;);en wie oben gegeben und F;(X,t) := F(X,t +¢;). Alle Flichen F;(X,0)
geniigen nach Lemma 2.18 einer uniformen Durchmesserschranke; damit sind die Vorausset-
zungen zur Anwendung von [Brel2, Satz 1.1] auf die Flichen F¢(Z,0) := id(F;(Z,0)) C R
erfiillt und es existieren eine Teilfolge (F7(X,0)) jen, Diffeomorphismen ¢; : £ — X und eine
Immersion F¢ : £ — R> mit

F{(9;(-),0) — FS in CK(X)
fiir alle £k > 0. Damit ergibt sich insbesondere fiir die Immersion F. := id~! oF¢
Fi(¢;(-),0) — Fn. in C*(X) (4.68)

und es bleibt nur noch Aussage (4.66) zu zeigen: Ahnlich zu Rechnung (4.60) erfiillen die
durch die Variationen Fj(Z,-) induzierten geometrischen Groen (-); zunéchst

1 ti+1 p
/0 /Z(—awj—i—/lej)zdui dé :/’ /Z(—aw—&-lH)z du dg
. y

j
= /tj+1/):(—aw+/lH)aw du dé (4.69)
=W(F(Z,1j) —W(F(Z,1;+1))
=20,

woraus wir analog zum Vorgehen im Beweis zu Satz 4.18 durch uniforme Beschrinkung von
|0 [s(—ow; +A;H j)z du j| mit Hilfe der Schranken (4.67) und der uniformen Schranke an
alle |F;(X,-)| auf die punktweise Konvergenz

jroo

/Z(—awj-i-lej)z d,uj |t —0
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fiir alle 7 € [0, 1] schlieBen konnen. Da wegen (4.68) auBerdem
‘/Z(—aw.,-HLjHj)z du; |, — /):(—ocwm+/L,<,ha,<,)2 d,uoo‘
= | [ow+2H)R )0 it = [L(—0wer + AcH)? i
230,
ergibt sich abschlieSend
—OWoo + AwHowo =0

und damit die Behauptung. O






Anhang A

Flacheninhaltserhaltender Willmore-Fluss in
weiteren Mannigfaltigkeiten

A.1 Langzeitexistenz und glatte Konvergenz im R’

Betrachten wir den Fluss (WFF) nicht in M, sondern fiir Hyperflachen im R3, so lassen sich
die bisherigen aufgestellten Resultate problemlos iibertragen, ohne auf eine hinreichende Zen-
trierung der Flachen Riicksicht nehmen zu miissen; insbesondere ergibt sich wie in Abschnitt
4.4 Langzeitexistenz des Flusses fiir alle sphrischen Startflichen Fy(X) C R? mit hinreichend
kleiner Willmoreenergie.

Proposition A.1 (Langzeitexistenz). Sei Fy : £ — R glatte Immersion einer Sphiire mit
W(F (X)) < 167.

Dann gilt fiir die maximale Existenzzeit Tax des Flusses (WFF) zu Startwerten Fy(X)
Tinax = o0

und fiir jedes B > 0 existiert ein p > 0 mit

sup  sup |A|? du < B. (A.1)
f€[0~Tmax)X€R3 F<th)ﬂBP(x)

O

Ebenfalls lieBe sich nun Lemma 4.21 iibertragen und damit wie bei (WFF) in M Teilfol-
genkonvergenz der Flichen fiir r — co gewihrleisten. Im R> lisst sich dieses Ergebnis jedoch
stark verbessern:

Zentraler Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist, daB bei der Ubertragung von Lemma
4.21 in den R? benutzt werden kann, daB nach Proposition 4.8 unter (WFF) fiir t — oo

|M||%,[z,oo) —0,

und damit jede analog zum Vorgehen wie in Lemma 4.21 konstruierte Grenzfliche eine (kom-
pakte) Willmorefliche im R3 darstellt, die sich mit den Resultaten aus [Bry84] als runde
Sphire vorgegebener Grofle identifizieren ldsst. Hiervon ausgehend lisst sich nun weitgehend
wie in [KSO1, Lemma 5.5] verfahren, um exponentiell schnellen Abfall von A und damit zu-
sammenhéngend aller V() A herzuleiten. Diese Schritte biindelt folgender
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Satz A.2. Unter den Voraussetzungen von Proposition A.1 gilt unter (WFF)

IA|35(t) < Cexp(—ct) =30, (A2)

Aoz (1) < Cexp(—ct) =30 (A3)
und fiirk > 1

IV® A3 5() < Cexp(—ct) =30, (Ad4)

VW Alleos(t) < Cexp(—ct) =30, (A5)
mit C = C(k,Fy(X)) und einer absoluten Konstante c.

Beweis. Durch Argumentation wie im Beweis zu Lemma 4.21 existieren zunéchst fiir jede
Folge t; ,/* = eine Teilfolge (t;) jen, Punkte x; € R? und eine Immersion Fi, : £ — R mit den
Eigenschaften

e F.(Z) ist Willmorefliiche im R?, d.h. Qo = — A, Hoo — Hoo|Ao|> = 0,
e die Flichen F(Z,t;) — x; konvergieren fiir jedes k > 0 in C¥(R?) gegen F..(X),

wobei Rechnung (4.69) unter Benutzung von Proposition 4.8 durch die stirkere Aussage

./:H./Zawz dp dé ZW(F(Z,tj))—W(F(Z,tj+1))+/:+] (Az/sz du) a
< W(F(Z.17)) = W(F (Z,1;+ 1) + W(E(E) I3, o

Joree

—0

ersetzt wurde.
Aufgrund der C*-Konvergenz der Flichen F (X, ;) — x; gilt aber zusitzlich

W(F.(X)) < 167
sowie
|Foo ()] = [Fo(Z)],

damit ist F..(X) nach [Bry84, (4.4)] runde Sphire im R mit Flicheninhalt |Fy(X)|, und wir
erhalten insbesondere fiir die durch F(-,¢;) und F., induzierten mittleren Kriimmungen H ()
bzw. H.. gleichmifig auf X

H(y) 5 Ho = (Ft?gn)%'

Diese Eigenschaft gilt unabhiingig von der eingangs gewihlten Folge (f;);en — wir konnen
also schlieBen, daB es ein ¢’ € [0, c0) gibt mit

ing(r) >c>0 (A.6)

fiir alle r > #'. Analog lésst sich argumentieren, daB fiir r " o

1Al (1) =0
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und damit fiir hinreichend groBes 7 (d.h. ohne Einschrinkung wieder fiir 7 > ¢’) die Vorausset-
zungen zu [KSO01, Proposition 2.6] erfiillt sind; diese liefert auf [t’ ,00) direkt

LIV AR+ VAPIAP+ AFAR du < c [Low? du

mit aw wie in Abschnitt 2.2 definiert, und durch Kombination mit (A.6) insgesamt die tech-
nische Abschitzung

LIV AR+ VAP + AP du < ¢ [ ow? au. (A7)

Wir nutzen nun aus, dal sich das Willmorefunktional nach Proposition 2.2 im R3 nur
um die topologische Konstante [5 Sc dit = 87 von [|A[|3 5 unterscheidet, und rechnen mit den
Ergebnissen aus Abschnitt 2.2 zunéchst

a,/2|/§|2 i = AW(F(Z,1)
=— /X oow? dp+A(1) /E How du (A.8)
< —/E.aw2 du +cA (1) *W(F(Z,1)).
Beachtet man nun, daf3 aulerdem nach Proposition 4.8 wegen der gleichméfigen Schranken
an W(F(X,-)) firein ¢ >0
A1) < —co(W(F(2,1))%)
< —cdr [ JAP au.

so ergibt sich aus (A.8) und nach Einsetzen von (A.7) auf [¢/,e0)
a,/zwz du < —c/z (VO AR 4| VAR + AP du —c«%/zlfi\z du,
und wir erhalten nach Umformen abschlieSend
P) /E A* du+e /E'|V<2)A|2 +| VAP + A du <0, (A.9)

woraus sich insbesondere Aussage (A.2) auf [¢/, o), und, nach eventueller Anpassung der Kon-
stante C, fiir alle t > 0 ergibt.

Nun existiert nach Aussage (A.1) ein festes p > 0, sodafl Eigenschaft (V1) fiir jede Ab-
schneidefunktion 7, € C*(R?) mit sptf), C B, (x) C R? erfiillt ist. Die C?>-Normen aller 7,
lassen sich uniform in x wihlen und wir erhalten mit einem Analogon von Satz 3.23 fiir alle
k > 0 die inneren Kriimmungsschranken

sup VO Al < Celk,p™ ! Fo (D)),
t/ oo

wobei zur Abschitzung der in (3.48) auftretenden || ||2-Terme wieder Proposition 4.8 benutzt
wurde. Es ergeben sich insbesondere auch sup-Schranken an |4 | und wir erhalten aus Lemma
3.10 (mit A = A, = I1 = 0) vollkommen analog zur Argumentation in [KSO1, Lemma 5.5]
auf [#', o) fiir jedes k > 1 die Evolutionsgleichung

k+1

1
8,/\V<k)A|2 du+§/\V“‘”)A\ZduSCZ/W(’)A\Zdu, (A.10)
x x b))
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wobei C von allen Kriimmungsschranken Cy, . ..,Cy abhingt.

Wir konnen nun durch geschickte Kombination der Ungleichungen (A.9) und (A.10) auf
Aussage (A.4) schlieBen. Sei dazu k > 1 beliebig, fest, und Koeffizienten Ky, K1, ...,K; > 0
zunichst beliebig gewihlt. Bezeichne ¢ die Konstante in (A.9) und gelte ohne Einschrinkung
¢ < 1/2. Dann ergibt sich aus (A.9) und (A.10) direkt

Ko(&,/|/§|2du+5/|V(2>A|2+|VA|2+|A|2 au )
X X
k
+ZK,(8,/\V(’)A|2du+5/|v(’+2)A|z du )
r=1 z z

k r+l
<¢YK /|v JAI? du

r=1

fiir ein C abhiingig von Cy, ...,Cis 1, woraus sich durch Umordnung der Summenterme

k
a,(KO/Z|/§|2du+ZK,/|v<’>A|2 du)+5K0/|v<2>A|2+|VA|2+\A|2 du

k r+1
<-cY K [0 A|2d,u+CZK Z/w AP du
r=1 r=1

k+1 k
SZ(—fKrfz-F Z /IV VAP du
r=3 p=r—
Lk
+CZK,/ (VO AR +| VAP du
r=1 z
ergibt. Wir erhalten abschlieSend
- k
2 (Ko [IAP du+ Y K, [1VAP du )
b ==
- k
s—éKo/ZIA\zdqu(—EKoJr Z /IV JAP+| VAP du
k+1 k
+Y (a2t C Z /|v VA2 du (A.11)
r=3 p=r—
¢ P 26 ¢ 2) 412 2
:—[ZKO/A du+ ZKO—TZK,>/|V()A| VAP du
2 z | DX
k+1 2C k
+Z (21(, -= Y K,,)/|V(’>A|2 du}
¢ p=r—1 z

Sei nun K} := 1 und die Koeffizienten K;_1, ..., Ky induktiv festgelegt iiber

2Ky —2C& 'K, >0,
2K, o —2CE'YS K, > K, fiirk>r>3,
2Ky —2Ce 'YX K, > Ko.
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Fiir diese K; folgt dann aus (A.11) auf [t’, o)
. k
Py (KO/ AP du + ZKr/ VAP dy )
b2 ==

<_5(K /fizd,u—i—zk:K/V(r)Aqu)
=73 0 s = r s

und (A.4) ist gezeigt. Die Aussagen (A.3) und (A.5) folgen nun direkt aus Korollar B.16. [

A.2 Untere Schranken an die Existenzzeit in allgemeinen
Mannigfaltigkeiten

Beim Beweis der Resultate in den Abschnitten 3.1 und 4.1.2 und damit der Existenz von Kurz-
zeitlosungen der Fliisse (WFx) bzw. (WFF) in (M, g) wurde von der asymptotisch schwarz-
schildschen Gestalt der Metrik g kein Gebrauch gemacht, und es lassen sich daher direkt zu
den Sétzen 3.2 und 4.3 analoge Resultate in allgemeinen Riemannschen 3-Mannigfaltigkeiten
(M, §) beweisen.

Proposition A.3. Sei Fy(X) C M glatte Immersion. Dann existiert existiert ein Ty > 0 und
eine eindeutige Losung F : £ x [0,T}) — M des Flusses (WFF).

Fiir eine gegebene Funktion ® € C%'([0,T")), T' > 0, existiert ein T, € (0,T'] und eine
eindeutige Losung F : £ x [0,T») — M des Flusses (WFx) beziiglich . O

Es stellt sich die Frage, ob auch eine Verallgemeinerung der Ergebnisse der Abschnit-
te 3.4 und 4.3 und damit die Herleitung eines Existenzzeitresultates fiir die Fliisse (WFx)
bzw. (WFF) in allgemeinen Mannigfaltigkeiten moglich ist. Problematisch hierbei ist die
Abhingigkeit der Evolutionsgleichungen in Abschnitt 3.2.2 von der Giiltigkeit der Sobole-
vungleichung (B.20) aus Lemma B.13 (implizit also vom Abfallverhalten der Metrik und For-
derung (VX)) — eine Abhingigkeit, die sich damit auch auf die in den Abschnitten 3.4 und 4.3
verwendeten Kriimmungsabschitzungen ausweitet.

Abhilfe schafft die Sobolevungleichung [HS74, Satz 2.1], die eine zu Lemma B.13 analoge
Aussage auch in (M, g) zur Verfiigung stellt — dies jedoch nur unter Einfluss der Geometrie
von M auf die Menge der zugelassenen Funktionen f.

Im Folgenden steht Sec stellvertretend fiir alle Schnittkriimmungen von (M, §). Mit Pro-
position 2.1 lassen sich direkt fiir eine beliebige g-Orthonormalbasis {e;,ez,e3} von T,,M

sec(span{er,e2}) = 3 (Re(en,e1) +Re(en, ) —Re(es,e3))

und Analoga fiir alle weiteren e; # ¢; zeigen. Hiermit ergibt sich insbesondere die Relation
|sec| < |Relg

sowie fiir eine beliebige Orthonormalbasis {e;,e>} von 7,2

Re(v,v) =sec(span{e;,Vv})+5ec(span{ez, v}).

Satz A.4 ([HS74, Satz 2.1] mit m = 2,n = 3, = 3/4). Sei (M, §) Riemannsche 3-Mannig-
faltigkeit, F : (X,7) — (M, g) isometrische Immersion.



118

A Flidcheninhaltserhaltender Willmore—Fluss in weiteren Mannigfaltigkeiten
Existiert ein b = b(M) > 0 mit
(A.12)

wobei injs(F (L)) := inf{injg(p) :p € F(X) C M}, so gilt Ungleichung (B.20) mit einer ab-
soluten Konstante c fiir jedes nichtegative f € C'(X) mit

3b%|spt fly < 7. (A.13)
Gelten anstelle von (A.12) die (stirkeren) Eigenschaften

sec <0,

A.14
injy (F(Z)) = o, (A1D)

so kann formal b = 0 gewdhlt werden — Ungleichung (B.20) gilt damit unabhdngig von Vor-
aussetzung (A.13). O

Unter den Voraussetzungen von Satz A.4 ergibt sich sofort ein Analogon von Korollar
B.15 fiir alle f, die der Voraussetzung (A.13) geniigen. Bei der Ubertragung aller weiteren in
Abschnitt B.3 aufgestellten Resultate konnen wir uns ihre lokale Natur zunutze machen, um
Forderung (A.13) direkt in eine Forderung an die Abschneidefunktionen 17 umzuwandeln:

Proposition A.5. Seien (M, §), (X,7), F und b > 0 wie in Satz A.4, und 1 € C!(X) Abschnei-
defunktion mit |V 1| < A < oo sowie

36%|sptnly < 7. (A.15)

Dann gilt Ungleichung (B.21) fiir alle nichtnegativen f € C'(X). Fiir dieses N ergibt sich
aufierdem die Giiltigkeit der Ungleichung aus Lemma B.18, und es existiert eine absolute
Konstante & € (0, 1), sodaf3 unter der Voraussetzung

2 ~
14112,y >0) < &
die Ungleichungen aus Proposition B.19 giiltig sind. [

Sei im Folgenden F : X — M beliebige, feste Immersion, und eine kompakte Umgebung
V C M von Fy(X) fest gewihlt, die fir ein geeignetes po > 0, ein festes, minimal gewihltes
N € N, und alle metrischen Kugeln Bj (x) mit x € V und p < py der Forderung

Es gibt xy,...,xy € V mit B (x) C UBf;/2(x,~) (A.16)
L

geniigt. Damit lisst sich N in Uberdeckungsargumenten einsetzen, die denen im Beweis zu
Satz 3.25 entsprechen. Sei auerdem b = b(V') > 0 explizit durch

. {o, 5ec < 0 und inj; (M) = oo, Al

max { supy |ﬁ|%,7r(injg(V))" }, sonst
festgelegt; dies stellt eine zur Verwendung in Satz A.4 bzw. Proposition A.5 geeignete Wahl

von b fiir alle Immersionen F (X) C V dar. Wir bemerken, da8 fiir jedes kompakte V Konstan-
ten po, N wie oben existieren und dariiberhinaus b(V) < o gilt; die Wahl

V=M
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ist damit bei allen kompakten M zulissig und allgemeiner bei allen M, fiir die alle auf den
folgenden Seiten auftretenden Ausdriicke wohldefiniert sind.

Fiir » > 0 wie in (A.17) definieren wir im Folgenden die GroBe § = §o(V) € RT U {0}
formal durch

T
= A.18
) 32 ( )
und koénnen somit Bedingung (A.15) dquivalent durch
[sptnfy < o (A.19)

formulieren. Seien nun fiir x € V und p > 0 die Abschneidefunktionen 7, beziiglich der me-
trischen Kugeln Bj (x) iiber die Eigenschaften
Xt (x)(y) <Me(y) < ng(x)(y)’

—) (A20)
Aj:=sup| V' nls <eofiirie {1,2}
xeVv

festgelegt, und 1y(-,¢) := x| (z,) analog zu (3.20). Bei hinreichend kleinem p ist Bedin-
gung (A.19) auf Fy(X) fiir jedes 7, erfiillt; durch Adaption der Methoden aus Abschnitt 3.4
lasst sich gewdhrleisten, daf dies unter dem Fluss (WFx) auch auf einem kurzen Zeitintervall
gewibhrleistet ist und wir erhalten ein Analogon zu Satz 4.11.

Wir bemerken, daB ein dhnliches Resultat fiir (WF) in (M, g) kiirzlich in [MWW 13] auf-
gestellt wurde; der Verzicht auf die kompakte Umgebung V O Fy(X) und auf die damit verbun-
denen Ungenauigkeiten bei der Quantifizierung des Zeitintervalls wurde dort durch die Forde-
rung nach globaler Erfiillbarkeit der Eigenschaften (A.12) erkauft. Insbesondere in kompakten
M jedoch relativiert sich dieser Unterschied.

Satz A.6. Sei (M,§) Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit, ¥ geschlossene 2-Fliche, F : ¥ x
[0, Tiax) — M maximale Lisung von (WFx) zu Startwerten Fy(X) und sei V feste, kom-
pakte Umgebung von Fy(X). Dann existiert eine absolute Konstante & > 0 und Konstanten
E(V),N(V),po(V) >0, £ (V) € (0,00), sodap, falls die Bedingung

10113 10 1) <

und fiir p < po sowie & < min{&;,{,} die Bedingungen

sup [ (AP du <€,
xev FO(Z)ﬂBf,(x)
sup [Fo() NBS (x)] < ¢
xeV
erfiillt sind,

Tmax > t. := min{ (cN(AT +A3) 1 & (36) iy, v

wobei A, fiir i € {1,2} wie in (A.20) definiert ist, I; := sup, | V' Re

&

D F(X,t) CV fiirallet € [0, Tyax),
| inf{r < Tnax : F(2,) ¢V}, sonst
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und
2 iyl 2
ty = c-min{(N(I + 117 )1, N1 11 2.

Auf 0,1,] gilt

sup N

|A|? du < cNE' < &
xeV JF(Z,)NB (x)

sowie

sup|F(Z,)NBj ()] < &
xeV

fiir &, §o wie in Proposition A.5 bzw. (A.18). Unter Reskalierungen T — t°§ gilt

N(z) = N(1),
po(7) = po(1),
g(1)=&(1),

Ist ty wie oben definiert endlich, so hiingt ty in monoton steigender Weise von dist(Fy(X),dV)
sowie ¥y<2supjo,, || V(k)AH;}Z ab.

Beweis. Wir konnen uns an der Argumentation in den Beweisen der Sitze 3.25 bzw. 4.11
orientieren. Wir wihlen po(V),N(V) und §y(V) entsprechend zu (A.16) bzw. (A.18), & wie
in Proposition A.5 und 8 > 0 zunichst beliebig, fest. Wir setzen

- 1 .
g = —§
1 AN 05
6= ﬁ&” CO <
[Fo(E)], Go=co.

Seinun & < min{&, {;} sowie p < py wie oben angenommen. Fiir Abschneidefunktionen
) wie in (A.20) setzen wir nun in Analogie zu (3.71)

€(t) :=sup

[ 1AF du,
xeV F<Zyt)ﬂB§(X)

®(r):=sup | AP du,
xeV JF(Zt)

sowie

6@) = SlelglF(ZJ)ﬁBg(X)\,

¥(¢) :=sup nddu.
xeVJF(Zt)

Nach Voraussetzung ergeben sich damit die Relationen £(0) < &, £(0) < &, sowie fiir alle
t € [0, Thax)
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Sei nun fy € [0, Tinax ) als der erste Zeitpunkt definiert, an dem mindestens eines der Ereig-
nisse

D(1y) = 4/,
Y(to) =581,
F(Z,50) ¢V

eintritt. Falls Ti,ax < oo, so folgt bei Nichtexistenz von ¢y wie in Rechnung (3.76)
g(-) <4NE€
<&
sowie

C() <NY()
<5NG (A21)
= COv

damit sind fiir alle ¢ € [0, Tiax) und alle 1y(-,¢) die Voraussetzungen von Proposition A.5
erfiillt. Dies ermoglicht uns, in den Rechnungen in Kapitel 3.3 auf die Forderung (VX) zu ver-
zichten, und wir erhalten analog zur Argumentation in Satz 3.25 fiir jedes k € N die uniformen
Schranken

sup ||V Az <C,
[OaTmax)

wobei Rechnung (3.77) hier durch die aus (A.21) folgende uniforme Schranke
[ > 0] <NW() <5NE

ersetzt werden konnte. Da auBerdem |6/} .7,,,,) < o, ergibt sich damit ein Widerspruch zur
Maximalitdt von Tpax; Lemma 3.24 ldsst sich hierfiir direkt iibernehmen.

Es bleibt nun die Aufgabe, 7y auf geeignete Weise nach unten zu beschrinken, wofiir wir
uns wiederholt der aus Satz 3.19 fiir alle (x,7) € V x [0,#] folgenden Abschitzung

1 r
[niwran] +5 [ [0l (192 4P+ A1) au g
pH t 0 JX
t
é/nﬁflA\zdu‘ +cé’/ |61° &
L 0 0

(A22)
4 t
+eNE(IE 411 +A‘1‘+A§)-r+cn%/0 /Zn;‘ du dE

4 i
<&+ 88 + cNE (G +TT; +Af +A3) -t+cH%/ w(E)dé
JO

bedienen werden. Wihlen wir nun § derart, daf
¢d <1,

so ergibt sich hieraus direkt

4
D (1y) < 28 + cNE (TG +T1; + AT+ A3) 10+ 1781 -1
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und damit ®(fy) < 4&, falls 7y < r, wie oben festgelegt. Auch das Wachstum von P lisst sich

kontrollieren; zunéchst ergibt sich unter Verwendung der Evolutionsgleichungen in Lemma
2.3 fiir alle (x,7) € V x [0, 1] direkt

t
/n;‘du\ =/n;‘du\ +/ 8,/n;‘dud¢§
> t Y 0 0 X
t PR
S‘I—‘(O)—i-c/o /Zm;/\,+n§H\|AH+H(|A|2+RcW+9)\ du dé
t
§C1+c//an?+n?(1+H%)H2dudé
0 JX

1
[ [t (VAR AP + 1216 au g
0 JX

<G +eNAIE -t +c(1+T12)E -1 + 88
!
o[ [t (1VD AP+ 1A°) au ag
0 Jx

woraus mit (A.22) nach Wahl von & und wegen & < {)

(A.23)

W(r) <& +cNAIE -t +c(1+TT13)E -1+ 38
4
+ eNE (G +T1; + AT +A3) -t + I8 -
4
<48 + NGt + NG 4TI + AT +A3) 1+ I3 ¢

ergibt. Fiir 7o < . wie oben festgelegt ergibt sich also ¥(#y) < 5&;; die Behauptung folgt. Die
Monotonie von ty ergibt sich abschliefend analog zu Rechnung (3.57). O

Falls in M zusitzlich die Eigenschaften (A.14) erfiillt sind, bzw. in (A.18)

Co=o0

wihlbar ist, so gilt folgende Variante von Satz A.6, die zusétzlich eine quantitative Aussage
tiber lokale Flacheninhaltsschranken liefert.

Satz A.7. Sei (M, ) Riemannsche 3-Mannigfaltigkeit mit
sec <0,
ang (M) = %9,

sei ¥ geschlossene 2-Fliiche, F : £ X [0, Tyax ) — M maximale Losung von (WFx) zu Startwer-
ten Fy(X) und V feste, kompakte Umgebung von Fy(X). Dann existiert eine absolute Konstante
0 > 0 und Konstanten & (V),N(V),po(V) > 0, sodaf, falls die Bedingung

2
18112 f0.1e) < 0
und fiir p < po sowie & < & die Bedingung

sup AP du<#
xeV F()(Z)HB;’; (x)

erfiillt ist,

Toax > 1, = min{ (eN(A} +A2) L& (5 g v}
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wobei

§' = sup|Fy(2) N B (x)],
xeVv

die Grofien A;,I1; und ty wie in Satz A.6 festgelegt sind, sowie
4
tyy = c-min{1, (N(TT5 + 117 )) ', 11,2}

Auf [0,1,] gilt

sup

AP du < cNE < g
xev F(Z,‘)QBI[’;(x)

fiir & wie in Proposition A.5 sowie

sup F(E,) "B (¥)] < (L +&).
xeV

Beweis. Es sind nur kleine Anderungen am Beweis zu Satz A.6 notwendig; wir wihlen
po(V),N(V), &, sowie £(z),®(t), (¢), ¥(r) wie dort.
Ist nun 7y € [0, Tyax) als der erste Zeitpunkt definiert, an dem eines der Ereignisse

D(1g) = 48/,
(1) = 2¥(0) + 68,
F(Z,50) ¢V

eintritt, so ergibt sich wie im Beweis zu Satz A.6 die Existenz von ty bei endlichem Tj,x.
Ist & wie dort gewihlt, so ergibt sich analog zu (A.22) fiir (x,t) € V x [0, 1]

1 1
[niwran] +5 [ [nd (192 AP+ A1) au ag
X t 0 JX
4
<28 + NE (G + T + AT +A3) -1+ I (P(0) + &) -t

und damit ®(zy) < 4&, falls £y < 1, wie oben.
Fiir t <1ty < t, ergibt sich damit analog zu Rechnung (A.23) direkt

/Zn;* du ‘t <P(0) +cN(AT+1)(P(0) +&) -t +c(1 +TT5)& -1 +5¢,

und damit insbesondere ¥(zy) < 2¥(0) + 6&’; die Behauptung folgt. O






Anhang B

Dinge von Interesse

B.1 Umskalieren in M

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine sinnvolle und fiir unsere Zwecke brauchbare Skalierungs-
methode einzufiihren.

Wir betrachten im Folgenden (M, g) mit (m, k, 6)-asymptotisch schwarzschildscher Me-
trik g in globalen euklidischen Standardkoordinaten id : M — R>, deren Anwendung wir hin-
sichtlich der besseren Lesbarkeit nicht explizit erwidhnen oder kennzeichnen werden.

B.1.1 Anpassung der Hintergrundmetrik

Anders als beim Reskalieren geometrischer Fliisse von Hyperflichen im R” reicht es in ge-
kriimmten Rdumen nicht mehr aus, sich nur auf die Flachen selbst zu konzentrieren; im Allge-
meinen stehen der Normalenvektor und damit samtliche extrinsischen KriimmungsgroBen ei-
ner umskalierten Fliche in keinem Zusammenhang mehr zu denen der urspriinglichen Fliche.

Vorbereitend zur eigentlichen Umskalierung des Flusses muss daher die Hintergrundme-
trik g geeignet angepasst werden.

Definition B.1. Sei fiir jedes r > 0 die Abbildung S; : M — M definiert iiber S,(p) :==r- p.
Wir setzen fiir jedes T > 0

g =125, 1"g.

Unter dieser Definition weist (M, ;g) weiterhin ein im Rahmen unserer Voraussetzungen
liegendes asymptotisches Verhalten auf.

Lemma B.2. Sei g (m, k,0)-asymptotisch schwarzschildsch, ¢g wie in Definition B.1. Dann
ist rg (Tm,T*K,T0)-asymptotisch schwarzschildsch und es gilt fiir die durch +g induzierten

Grofien rﬁ{j und ;Rc
= 1wk,
Ty(p) =7 Thy(e ' p),
«Reij(p) = 7 Reij('p), (B.1)
rvlrﬁij([?) = 773V1§,‘j(171p).
Beweis. Analog zur Definition von g setzen wir zunéchst

8 =128 17g5

125
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Nun gilt in jedem p € M fiir die Matrixdarstellung DS, -1(p) des Differentials dS_-1(p) :
oM — T pM

DS,-1(p) =1 'E;,

E5 bezeichnet hier die 3 x 3-Einheitsmatrix, es ergibt sich insbesondere fiir jeden Vektor X =
X*(p)ex(p) € T,M

ds, X = XK (p)ey(7p)
und wir erhalten mit r = r(p)

85(p) =gj;(t"'p)

mt\4
= (1+5) 5ij-

Damit ist ;g° Schwarzschildmetrik zur Masse m7 und dariiberhinaus folgt nach der Kettenre-

gel fiir die durch ;g% induzierten GroBen ﬁf‘f] und ;RS

ST(p) =7 ST(x'p),
= =S, _
=5 =S 3sS=—S, _
<V «Re;;(p) = T V/Rej;(t7 ' p).
Nach obiger Argumentation ist auerdem g;;(p) = g;;(t~'p), und Aussage (B.1) folgt ana-
log.
Insgesamt erhalten wir nach Voraussetzung an g fiir jedes p € M\ B;5(0)
g —<&’|(p) =g —&°I(7"'p)
<x(t7 )72

= K“L'ZFZ7

= =S s S5,
V=V |(p) =7 V-V [(z"'p)
<t lk(z'r)3
= KkT?r 3,
und analog
cRe—cRe' |(p) < wr?r ™,
1:V.Rc—VoRC |(p) < k72r>.
Die Aussage folgt. ]

Aus der einfachen Gestalt von DS, -1 erhalten wir auerdem durch wiederholte Anwen-
dung der Kettenregel und Benutzung von Aussage (B.1) iiber die Christoffelsymbole

Proposition B.3. Fiir jede r-Form ¢ auf M und p € M gilt fiir alle k > 0

(V" (5:1%9)) () =70 (Vo) (c"'p).

Jlseeosdislilsensir Jlseeosdioflyensir
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Wir erhalten daraus
(S 70) =507 (V(“ ¢)
sowie
VY (S1°0) Lap) = 9V (7).
O

Ebenfalls aus der Kettenregel und dem in (B.1) angegebenen Transformationsverhalten
der Kriimmung ergibt sich

Proposition B.4. Fiir alle k > 0 gilt

_ (k) =— _
(2+k>(v Rc)j,l,il ..... ik(f 'p).

sowie

— (k) — _ (k) =— _
VY Rl 4 (p) = v @9 TV Re[o (7).

B.1.2 Umskalierter Willmore-Fluss

Wir sind nun in der Lage, den Fluss (WFF) dhnlich zur Vorgehensweise beim Willmore-Fluss
im R” umzuskalieren.

Definition B.5. Sei F : X x [0,T) — (M, g) Losung von (WFF), T > 0 und S; wie in Definition
B.1. Wir definieren die Variation F; : ¥ x [0,74T) — (M, 1g) durch

Fr(x,1) := Sz (F(x, T_4t)) .
Wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, induziert F; fiir jedes ¢ € [0,74T) eine Metrik und

andere geometrische Groflen auf X. Das genaue Verhiltnis dieser Gréen zu den von F indu-
zierten liefert uns folgendes

Lemma B.6. Auf'X gilt fiir die von F; durch g bzw. die von F durch g induzierten geometri-
schen Grofen fiir alle t € [0,7%T) und s := 7%

Yl =7Yls, (B.3)
cdul =17 duls, (B.4)
V(F)| =1 S (v(F))ls, (B.5)
Al = TAls, (B.6)
H|, =1t 'H|;, (B.7)
leAley e =77 Aly s, (B.8)
IPF(cA) |yl = T CH|PF(A) |y s, (B.9)
Vi =V, (B.10)

AL =120 (B.11)
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Beweis. Wir rechnen in einem beliebigen, festen Punkt x € X. Da F*|, = (S;oF)* |, = F*S;*
gilt dort

S

Ve = (F"28) e
=T (FSt"S17g) |s
= 12,}/|S5
und es folgen direkt (B.3), (B.4), (B.10) und (B.11).
Sei nun ;v wie in (B.5) definiert. Man rechnet direkt
c&(eV(Fo), eV (F)) | = T2 (S 2g) (V(F), V(F))s
= (S¢"Se-17g) (V(F), v(F))ls
= 1,
und analog fiir jedes V € T,X

g (eV(Fe), dFe(V))]e = 771 (S"2g) (V(F),dF (V)]s
=0.

Da abschlieBend fiir alle V.W € T,X

i
N

sgndet (dF,(V),dFT(W), TV(FT)>

= 7% sgndet <dF(V),dF(W), v(F)>

t

erhilt ;v auch die die Orientierung der Fliche und (B.5) ist gezeigt.
Fiir Gleichung (B.6) beachtet man zunichst, daB fiir die Christoffelsymbole auf M wegen
(B.1) in jedem beliebigen p € M

v ' Tj(p) = <Tiy(ep).
Daraus ergibt sich fiir jedes Vektorfeld X auf M mit Sz*X :=dS, 1 (X 0Sz)
(Visex)) () = (i (' (XFeS0)ex ) ) ()
=7! (ai(x" 0Sz)ex + (X* oST)ﬁker) (p)
= 9X*(tp)e(p) + X*(tp) T (tp)e,(p)
=17dS, 1 ((aiXkek +kaf;ker) (’L’p))
=zds.+ ((:ViX)(ep)),
und wir erhalten in jedem x € X fiir beliebige V,W € T;M wegen dS;(e;(p)) = Te;(Tp)
dSe-1 ((<Varaw) dFe(W) ) (Fe(x.1)))
—dF(V) - dS, ((TV,-ST_l*dF(W)) (‘L‘F(x,s)))
— dF (V) (Vi S¢S *dF(W)) (F(x,5))

= (Varw) dFOW) ) (F (x,5)).
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AbschlieBend ergibt sich also
AV, W) = —2g(cV(Fr), t Vap,v)dF:(W))]:
= —2g(dS 1 (eV(F2)) S o1 (2 Var ) dFe (W) )i

= —’L'g<V(F)7vdF(V) dF(W»‘S
= tA(V,W)|,

und (B.6) ist gezeigt; Gleichungen (B.7), (B.8) und (B.9) folgen sofort. ]

Satz B.7. F; wie in Definition B.5 l6st (WFF) in (M, 1g) auf X x [0,7%T).

Beweis. Analog zu den Definitionen in Abschnitt 2.2 definieren wir raw (x,7) und ;A (¢) durch
0w :=—c A H—cH (|r1&|2+rRic(1V>rV)) )

1
/1::7/ v
i Js cH?; du E|T

HP = cH? (JeAP +Re(ev,v) ) « d.
Da nach Proposition B.4 und Lemma B.6 fiir € [0,74T) und s = 7% gilt, daB
Re(v,ov)|; = 7 2Re(v, V)]s,

erhalten wir

oWl = Tﬁ30€w\57

A() =T2A(s). ®B12
Da F nach Voraussetzung (WFF) in (M, g) 16st, folgt direkt
IFels = dSc (T *0,F) s
=1t —aw+HA)dS; (V(F))|
=17 (=Tcaw + T HA)V(F)s
= (—c0w + cHA)V(Fr) s
und damit die Behauptung. O

Mit Hilfe von Lemma B.6 konnen wir abschlieend eine Aussage tiber das Zusammenspiel
des umskalierten Flusses mit Formen auf bzw. Kriimmungen von M formulieren.

Proposition B.8. Wegen Proposition B.3 und Relation (B.3) ergibt sich fiir jede r-Form ¢ auf
M mit F, Fr,t,s wie oben fiir alle k > 0

(VS0 |y = [ (VY 50,

= r(r+k>|F*(V(k>q>)\y|s (B.13)
= ¢ (rthk) | (ﬁ(k) ¢)T|y|s
sowie wegen (B.10)
[ VO(Se-70) )|l =7 OV (0T, (B.14)
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Analog folgt mit Proposition B.4

(V" Re) | 20 (VORe )T,

77|t =T
und

=T _ =T
[« VO (eRe [ |, ==V (Re )] |

B.2 Strukturgleichungen

B Dinge von Interesse

(B.15)

(B.16)

Wir betrachten Hyperflichen F(X) in einer beliebigen 3-Mannigfaltigkeit M und folgen den
Notationen in Abschnitt 2.1.1; wir halten aulerdem fest, daf} die im Folgenden aufgestell-
ten Betrachtungen auch auf Hyperflichen in allgemeineren n-Mannigfaltigkeiten ohne Ein-

schrinkung ihre Giiltigkeit behalten. Zur Motivation folgendes

Lemma B.9. Sei f € C*(M) sowie f := f|s. Dann gilt auf *

V£ < |V,
V@ £ < |V 7|+ 14|V 7.

Beweis. Wir rechnen um einen festen Punkt p € ¥ in Koordinaten {x',x*>,x"} von M, soda
lokal X ={xV" =0}, v= 887 |z, sowie g;j(p) = &,. Die Einschréinkung {x',x"} liefert auf ¥ ein
Koordinatensystem mit %;(p) = &;;. Fir i € {1,2} folgt V; f = %f =V, f auf £ und damit

inp
IV =Y(Vif)?

A
™
—
<
<
t'}‘

(3]
+
N
>
<

<
~
+
>
<
<
<
:‘;z
N—

72 ~ —_— —_—
<|V? F2+20A||VF| + ARV 72
O A AllT 7
= (197 F+[Al V7).
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Unser Ziel ist nun, Lemma B.9 auf Einschrdnkungen beliebiger Tensoren und beliebig
hohe Ableitungen zu verallgemeinern. Sei dazu s € No, und ¢ eine beliebige s-Form auf M.
Im Folgenden bedienen wir uns in groBem MaBe der in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrten (-)()-
Notation.

Lemma B.10. Fiir ¢ wie oben und beliebige k € Ny gilt
k—1 . k—j
WWmeme+z<wmwM*zﬁﬁﬂm0.
j=0 a=1

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber k durch. Fiir £ = 0 ist die Behauptung klar. Im Fall k =
1 rechnen wir in Koordinaten wie im Beweis zu Lemma B.9 und nehmen ohne Einschrinkung

an, daB (¢)flv>lr =0y, vi,.i»0<r<sfest. Wir erhalten
v J
Vj(((P) >11 77777 ir_ﬁfpv, Vi1 l,_§¢(va"'7v7ei1a"'7vjeiq7"'aeir)

—(Vj¢)(v, ‘.,v,e,-l,...,el-r)
+Y o(v.... Vv, v, .. e,) (B.17)
+Z¢(v7...,v,eil,...,(V—V)je,-q,...,e,-r)

q
G (o),

dies entspricht dem gewiinschten Ausdruck fiir £ = 1. Nimmt man nun an, die Behauptung
gilt fiir ein beliebiges, festes k € N, so erhilt man unter erneuter Anwendung von (B.17)

k-1 . k=j
W“WMM=V<WWMM+Z<WMWM*Zﬁ”“MO)
Jj=0 a=1

= (Vo) +(@ 9)v) s

k=1 . . k—j
4 (((V(1+1)¢)(v) +(§(1)¢)(v) *A) « ZjP(icja(A)>
j=0 a=1
el o). N o
+ Y (V9w Y P4
Jj=0 a=1
= (@ )04 (7 9) ¥ 4a

und damit die Behauptung fiir k+ 1. O
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Wir wollen nun das Resultat aus Lemma B.10 auf die Potenzen der implizit enthaltenen

Gradiententerme von A untersuchen, und richten unser Augenmerk dabei vor allem auf die
hochsten auftretenden Ableitungen.

Korollar B.11. Seien k,b > 1 und gelte 2b < k+ 1. Dann gilt fiir ¢, (-)Y) wie oben

— =1/ . k—j o w<hb
VO () = (T )+ ¥ [ (V) g) 1) Y phimishob=la
j=0 a=1
b—1 .
VD A () 4 Y VE A [(VU) )
=1

Jo, . )4
+ Z ((V(l p) ¢)(v) " Z Pfa;skbl(A)>:| .
p=1 a=1

Beweis. Zunichst folgt aus Lemma B.10 durch Aufspalten der Summenterme direkt

k=1 . k—j
ROREIAINESY ((V“) MDY Pfi“(A))
j=b a=1
N T ~ A
+Y (VT PTTA)

a=b—j+1
e ) (=
+ Z (V79) ; P 4(A)

_ (g(k) (P)(v) _|_ki“1 <(V(1) ¢)(v) *kz‘jpkju;<kb1(A)>

a=1
' e) (=

+Y (V7)Y PTA) ),
j=0 a=1

da nur die P-Terme in der letzten Summe Ableitungen hoher oder gleich v*~8) A enthalten
kénnen. Genauer gilt fiir j € {0,...,b—2},a € {2,...,b— j}, daBl

(B.18)

Primaay= Y vias «vlidg
i)+ tig=k—j—a
i) 20>+ >l
b—a—j ) '
= Z ylk—j—a=r) 4 «PI_(A) |+ Primaskob=lgy,
r=0

Summieren des ersten Terms iiber all solche a ergibt

b—j a
Z(Z k]arA*Pr (A))

b,

b—jb—a—j
Vk”’A*ZZP’ f)

(V" i~ pA*ZPP a 1(A)>.

W"ﬁ

I
i I} ao il
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Setzt man dies nun in (B.18) ein, ergibt sich also insgesamt

v () = (@Y ¢)v) +kf <<V(” )"« kijPa"*f*“;fk*b*' W)
Jj=0 a=1

. b—j
+ ((vw oM« Y P!ff“(A))
a=2

_ (?(k) (P)(V) +I(il <(V(]> (P)(v) *kz“jpkja;<kh1(A)>

a=1

N (W(j) 0¥ £ vl A) (B.19)

U ), N [l 4N pra
+ (V7" 9) *Z v A*ZPa A |,
j p=2 a=1

. k— j—a;<k—b—1 . .
der neu hinzugekommene ¥, P, 7/~ “= (A)-Term wurde hier bereits in den vorhandenen

Summenterm absorbiert. Beachtet man nun, daf3

b2 i b—j _ p=l1
Y (Vo)WY (VTP A Y proal(a)
Jj=0 p=2 a=1
b b—jb—2 ) —0) p—1
=Y vEdax Y ¥ <5g_p-(v SINED) Pga‘(A)>
q=2 p=2j=0 a=1
b q . —() p—1
=Y v DAY Y (8], (V)W Y Prel(a)
q=2 p=2jeN a=1

Il
M=~

q p—1
V(k—q)A>k Z ((V(‘I—P) ¢)(v) % Z Pap—a—l(A)>
p=2 a=1

T
—_— N

q o p
— Y vk ALy <(v<‘f P g)¥) Zpgqm) ,
1 p=1 a=1

q

,und
O

so folgt nach den Voraussetzungen an k und b in der letzten Summe P} “ = P} —ask=b-1

nach Einsetzen in (B.19) die Behauptung.
Da immer |(¢)")|, < |9, erhalten wir sofort

Proposition B.12 (Allgemeine Strukturformel). Sei \VUC) 0|, <II; € R fiir alle k € No. Dann
folgt auf ¥ unter den Voraussetzungen von Korollar B.11 punktweise

|V ()] < el | VA1 A

b—1 ) i r )
Fe Y VET DALY Y (1411 P2 ) )
j=1 p=la=1
k—1k—j _
+1Il+c¢ Z Z Hj|P§7']7a;§kih71 (A)‘
j=0a=1
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B.3 Sobolevungleichungen

Sei im Folgenden (M, g) (m, x, 6)-asymptotisch schwarzschildsch wie in Abschnitt 2.3 fest-
gelegt, und F(X) immersierte Hyperfliche in M.

Zuniéchst erhalten wir wie in [HY96, Proposition 5.4] eine Variante der Michael-Simon-
Sobolevungleichung fiir Flichen in asymptotisch schwarzschildschen Metriken.

Lemma B.13. Seien M, F,X wie oben. Dann gibt es ein 7y(m, K, o) und eine absolute Kon-
stante c, sodaf3, falls

Fmin > 10 := o - ||H||2x,

fiir alle lipschitzstetigen f: X — R

F o < [ 1HF1+1V1] du. (8.20)

Beweis. Dies folgt analog zum Beweis von [HY96, Proposition 5.4] unter Benutzung von
Lemma 2.14 statt [HY96, Lemma 5.2 (ii)]; die a-priori-Schranke [HY96, (5.7)] an ||H||2x
steht uns nicht zur Verfiigung und muss daher gesondert in ry einflieSen. O

Durch Umskalieren der Immersion in Lemma B.13 (sieche Abschnitt B.1) erhalten wir
unter Benutzung von Lemma B.2 direkt

Proposition B.14. Fiir das 7y in Lemma B.13 gilt fiir alle T > 0

Fo(m,x,06) = v~ 'Fy(tm, %K, 10).

Folgendes Korollar stellt eine direkte Verallgemeinerung von [KS02, Satz 5.6] dar.
Korollar B.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma B.13 gilt fiir 2 < p < oo, 0 < g < o0
und0<a§1mité= (%—%)q—kl

1flloz < e(pogs ) Fllgx” IHFllpz + VA1l p2)*

Beweis. Der Beweis von [KS02, Satz 5.6] fiir Flichen im R” benutzt nur die Giiltigkeit von
(B.20) und ldsst sich somit direkt iibernehmen. O]

Korollar B.16. Unter den Voraussetzungen von Lemma B.13 gibt es eine absolute Konstante
¢, sodap fiir jede Abschneidefunktion n € C}(X) mit supy |VN| < A < oo und alle s > 2

1At s < eln’f e (In° V@ fl s +ImH2 By + e fIB gy ) - (B2D)

Beweis. Dies folgt fiir s = 2 direkt aus Korollar B.15, vgl. [KSO1, Lemma 2.8]. Fiir s > 2
rechnet man mit 1), := 177 und benutzt | V1| < ¢(s)A. O

Bemerkung B.17. Wegen Katos Ungleichung
IVIoll < [Vl

gilt Lemma B. 13 und somit auch Korollar B.16 auch fiir beliebige Formen ¢.
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Lemma B.18 (Multiplikative Sobolevungleichung fiir A). Unter den Voraussetzungen von
Lemma B.13 gibt es eine absolute Konstante c, sodaf3 fiir jede Abschneidefunktion 1 € C}(X)
mit supy |[VN| < A < o und alle s > 4

Ln°iAl® du+ [ n1AP| VAP du
2
<of APaw [nvOaR AR aureont ([ WPan)
(n>0] z [n>0]

Beweis. Fiir s = 4 folgt dies aus Lemma B.13 nach Einsetzen von f = n?|A||VA| und f =
1n?|AJ® analog zum Beweis von [KS02, Lemma 4.2] unter genauer Beachtung der | V 17|-Terme.
Fiir s > 4 setzt man 7, := Tﬁ und benutzt | Vn,| < c(s)A. O

Ist der Term f;
direkt

7>0] |A|> du in Lemma B.18 klein genug, so ergibt sich nach Absorbieren

Proposition B.19 (Integralungleichungen bei L2-kleiner Kriimmung). Es gibt absolute Kon-
stanten ¢ > 0, & € (0,1), sodaf} unter den Voraussetzungen von Lemma B.18 und der Zusatz-
bedingung

[ AP du<e
[n>0]
fiir alle s > 4 gilt, daf3

LAl au [ nIaR VAR du

2 (B.22)
< [ 1veap auscont ([ wPan) -
T (n>0]
Einsetzen von f = A in Korollar B.16 liefert unter Benutzung von (B.22) fiir s > 4
In°Alld s < cllralBs (I VO AR s + A AL o)) (B.23)
O

B.4 Lokale Interpolationsungleichungen

Bei folgender Interpolationsungleichung handelt es sich um eine skalierungsinvariante Form
der in [KS02, Korollar 5.3] zu findenden, die auf allgemeinen Riemannschen Mannigfaltig-
keiten und damit insbesondere auf beliebigen Hyperflichen F(X) C M giiltig ist.

Proposition B.20 ([KS02, Korollar 5.3]). Sei ) Abschneidefunktion auf £ mit supy |V 1| < A,
A>0. Sei k € Ny, p € [2,0), s > kp, und € > 0. Dann gilt fiir jede beliebige Form ¢ auf X

1 1
(/ ' v g|r du>p <en”! (/ v o) du) ’
z )

1
setespnt ([ ol )
(n>0]
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Sukzessives Anwenden von Proposition B.20 ergibt folgendes

Korollar B.21. Unter den Voraussetzungen von Proposition B.20 gilt

k L’ %
ZAk_, (/Zns_k,wpw(r)(pp d,u)] <en! </Ens+p|v(k+1)¢|p du)’

r=0

1
retesptnt ([ nbop an)’
(n>0]

Beweis. Fiir k = 0 ist die Behauptung klar erfiillt. Gelte die Behauptung also fiir ein k € N und
seis > (k+ 1)p. Dann gilt s — p > kp und damit nach Voraussetzung mit € = 1

ket 1 5
ZAk+]7r (/ nsf(kJrl)errp‘V(r)(Plp du)
r=0 z
1 1
P
(/n|vk+1 |Pdu) +AZA]€ r(/77 karrPlV |pdu)

1

1 1
< (f1veoran) = ( [nerovieoran)’
JL JE

P
welsp kWt ([ neririop ap)

1

1
=2 ( [ 19D gpr du) e p A ( [ gy du) !
Jx [n>0]

Anwendung von Proposition B.20 auf den vorderen Term liefert die Behauptung fiir k+1. [

Lemma B.22. Sei 11 Abschneidefunktion auf ¥ mit supy |V 1| < A. Dann gilt fiir alle k € N,
s>2kundalleic{1,...,k}
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Beweis. Dies ist eine lokale Version von [KS02, Satz 5.4] und folgt vollkommen analog zum
dortigen Beweis mit ag = by := ||@ H°°7[11>0] und
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Benutzung von Lemma B.22 wie im Beweis zu [KS02, Korollar 5.5] ergibt direkt

Proposition B.23. Seien 1,9 wie oben, seien iy,... i, € {1,...,k} mit iy +---+1i, = 2k und
s > 2k fiir ein k € N. Dann gilt
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Anhang C

(Kurze) Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit geschlossenen 2-Fldchen in einer umgebenden 3-Mannig-
faltigkeit M und dem Willmorefunktional W, das grob gesprochen jeder dieser Flachen die
(quadrierte) L2-Norm ihrer mittleren Kriimmung H zuordnet. Betrachtet man W auf Flichen
im euklidischen Raum M = R3, so handelt es sich bei Minimierern gerade um runde, belie-
bige Koordinatensphiren; Minimierer unter vorgegebenem Fldcheninhalt sind Koordinaten-
sphiren mit passend gewihltem Radius. In allgemeinen M lassen sich derartige Minimierer
als ,nichteuklidische Analoga zu Koordinatensphiren auffassen, was sie fiir eine Vielzahl
von Anwendungen interessant erscheinen lisst.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Minimierer mit Hilfe des flicheninhaltserhalten-
den Willmore-Flusses (WFF) gesucht. Unter diesem Fluss, der aus dem klassischen Gradien-
tenfluss (WF) von W konstruiert wird, bleibt der Flacheninhalt der sich bewegenden Flidchen
unverédndert, wihrend der Wert von W monoton fallt. Der Raum M ist im iiberwiegenden Teil
dieser Arbeit asymptotisch schwarzschildsch gewihlt; das heifit, er modelliert modulo kleiner
Storungen die Umgebung eines isolierten stationdren schwarzen Loches.

Den Kern der bewiltigten Arbeit bildet die notwendige Ubertragung der von E. Kuwert
und R. Schitzle in [KS02],[KSO01] und [KS04] erarbeiteten Theorie fiir (WF) im R”. Hierfiir
sind groBe analytische Hiirden, vor allem durch die Kontrolle eines durch die Konstruktion
von (WFF) erzeugten nichtlokalen Terms, und grofle algebraische Hiirden durch die Struktur
der durch die Kriimmung von M induzierten Zusatzterme in den Evolutionsgleichungen zu
bewiltigen. Dariiberhinaus ist die Entwicklung geeigneter Techniken notwendig, um in nicht-
euklidischen Rdumen eine Blowupanalyse von Singularititen auf sinnvolle Weise durchfiihren
zu konnen.

Als Hauptresultate der Arbeit sind das Aufstellen eines Kurzzeitexistenzresultates fiir
(WFF) anzusehen, sowie die Herleitung einer unteren Schranke an die maximale Existenz-
zeit des Flusses, die nur vom Grad der lokalen ,,Konzentration“ der Kriimmung der Start-
flache abhingt. Dariiberhinaus wird ein Langzeitexistenzresultat aufgestellt, das besagt, da3
eine hinreichend kleine Willmoreenergie der Startfliche ausreichend ist, um die Herausbil-
dung von Singularititen unter (WFF) auszuschlieen und Teilfolgenkonvergenz der Losung
zu einer der oben angesprochenen sphiren-artigen Fldchen zu erhalten. Hierfiir ist zu gewéhr-
leisten, dal die Fldachen nicht in den stark gekriimmten Bereich nahe des Zentrums von M
eindringen; es sei angemerkt, dal der Beweis derartiger Positionsabschitzungen noch nicht
durchgefiihrt wurde, und diese daher in den Voraussetzungen zu obigen Resultaten gesondert
gefordert werden miissen.

Als Nebenprodukt der aufgestellten Resultate ergibt sich im Fall M = R? auBerdem die
glatte Konvergenz einer groBen Klasse von Fliachen unter (WFF) zu runden Koordinaten-
sphiren und damit die volle Ubertragbarkeit der Resultate aus [KS02] und [KS04].
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