Konstruktionen block-zerlegbarer divisibler Designs 33

3 Konstruktionen block-zerlegbarer divisibler
Designs

In diesem Kapitel werden unterschiedliche Konstruktionsmoéglichkeiten di-
visibler Designs vorgestellt. Mit den dargestellten Konstruktionen werden
DDs erzeugt, welche eine starke innere Strukturierung aufweisen, in vielen
Féllen sogar block-zerlegbar sind. Zunéchst wird ein Konstruktionsprinzip
vorgestellt, welches von A.G. Spera Anfang der 90’er Jahre des 20. Jahrhun-
derts eingefiihrt wurde ([86], Prop. (2.3)). Es stellt eine Verallgemeinerung
von Resultaten iiber ¢-Designs von D.R. Hughes dar (s. z.B. [40], Th. (3.4);
[39]; s. auch [5] Kap. I1I, (4.6)). In den folgenden vier Beispielen wird dieses
Konstruktionsprinzip angewandt, wobei in den ersten drei Beispielen eine
von R.-H. Schulz und A.G. Spera entwickelte Konstruktionsmethode Ver-
wendung findet, wiahrend das vierte Beispiel auf einer Idee von H. Havlicek
beruht. Anschliefend wird eine Konstruktionsmethode fiir DDs vorgestellt,
welche die Methode von Schulz und Spera in abgewandelter Form verallge-
meinert und erweitert. Diese bietet den Vorteil, dass wir von jedem beliebigen
t-DD (dem Starter-Design) ausgehend, Serien block-zerlegbarer DDs konstru-
ieren konnen. Besitzt ein solches Starter-Design selbst schon spezielle innere
Strukturen, ist es also beispielsweise a-auflosbar, so wird das konstruierte
DD in vielen Féllen ebenfalls eine solch spezielle innere Struktur aufweisen.
Auflerdem sind wir mit dieser Konstruktion unter bestimmten Umstédnden
(die in Abschnitt 3.2.2 erldutert werden) in der Lage, t-DDs mit ¢ # 2 zu
erstellen.

3.1 Konstruktionen mit Speras Konstruktionsprinzip

In diesem Abschnitt wird das bereits erwdhnte Konstruktionsprinzip fiir DDs
von A.G. Spera (s. [86]) mit einer leichten Modifikation von H. Havlicek
eingefiihrt [34].

Da hierzu Begriffe aus der Gruppentheorie benotigt werden, beginnen wir
mit einigen grundlegenden Definitionen.

Definition 3.1.1 ._Sei G eine auf einer Menge X operierende Gruppe und R
eine G-invariante Aquivalenzrelation auf X, das heifit, es gilt

Ry = 2 RyI( fir alle g € G, z,y € X),

dann wird A = (G, X, R) eine R— Gruppe genannt. (Die Gruppe G induziert
eine Permutationsgruppe auf X, allerdings nicht notwendig treu.)
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Definition 3.1.2 A wird ¢t — R-transitiv (t — R-homogen) genannt, wenn
fiir je zwei R-transversale ¢-Tupel (R-transversale t-Teilmengen Xp, X»)

(x1,...,2¢) und (yi,...,4;) aus Elementen von X ein g € G existiert, so
dass y; = 2f firi=1,2,...,t (X{ = X5) gilt.
Dabei nennen wir ein ¢-Tupel (x1,...,2;) € X' (eine ¢-Teilmenge X; C

X) R-transversal, wenn dessen Eintrége (deren Elemente) zu paarweise ver-
schiedenen Aquivalenzklassen von R gehoren.

Nun folgt Speras Konstruktionsprinzip (s. [86]), in leicht abgewandelter
Form nach H. Havlicek (s.[34]):

Theorem 3.1.3 [34] Sei X eine endliche Menge mit einer Aquivalenzrela-
tion R, deren zugehorige Partition mit S bezeichnet sei. Auf X opereriere
eine Gruppe G, und es seien folgende Bedingungen erfillt:

(a) A = (G, X, R) ist eine R-Gruppe.

e "quiva enzklassen von esitzen dieselbe Kardinalitat ||x]| =: s
b) Alle A lenzkl Rb dieselbe Kardinal
(x e X)mits <wv:=|X|.

(c) Die Gruppe G operiert auf der Menge der R-transversalen t-Teilmengen
von X transitiv, wobei t € N mit t < |S| gilt.

Sei schliefflich B eine R-transversale k-Teilmenge von X mit t < k < wv.
Dann ist die Inzidenzstruktur

D(A,B) = (X, B% S) mit BY = {B?|g € G}

ein t — (s, k. \)-divisibles Design mit k = B, b= <, und

() (ea(1))”

wobei Gg C G den Stabilisator der Menge B in G bezeichnet und b die
Anzahl der Blocke von D(A, B). Dariber hinaus wird durch G eine punkt-
und block-transitive Automorphismengruppe von D(A, B) induziert.

Der Beweis dieses Satzes kann ebenso in [34] gefunden werden wie der
Beweis des nachfolgenden Korollars.

In der Originalfassung von Speras Konstruktionsprinzip ([86], Proposition
(2.3)) ist Bedingung (b) nicht enthalten. Ohne diese oder als Alternative eine
der im folgenden Korollar angegebenen Bedingungen ist es moglich, ein ein-
faches Beispiel anzugeben, welches der Behauptung des Satzes widerspricht
(s. z.B. [34], (2.3.3)). Bei den in dieser Arbeit angefiihrten Konstruktionen,
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in denen Speras Konstruktionsprinzip angewandt wird, ist jeweils Bedingung
(b) oder eine der unten angefiithrten Alternativen gegeben, so dass hier kein
Problem entsteht.

Korollar 3.1.4 ([34]) Satz 3.1.3 bleibt, mutatis mutandis, wahr,
o wenn Voraussetzung (b) fallengelassen und Voraussetzung (c) durch

(c1) Die Gruppe G operiert auf der Menge der R-transversalen t-Tupel
von X transitiv, wobei t € N mit t < |S| gilt.

ersetzt wird,
e wenn Voraussetzung (b) durch folgendes ersetzt wird:
(b1) G operiert transitiv auf S.

e wenn Voraussetzung (b) fallengelassen und in Voraussetzung (c) die
Bedingung zum Parameter t wie folgt ersetzt wird:**

(ca) Es gibt eine natirliche Zahl t, so dass t < |S| gilt (s.a. [82], Be-
merkung (2.1)).

Bemerkung 3.1.5 Zur Konstruktion eines divisiblen Designs unter Verwen-
dung von Speras Proposition brauchen wir eine endliche Menge X mit einer
Aquivalenzrelation R, wobei |[z]| = s fiir alle z € X gilt und eine endliche
t- R-transitive R-Permutationsgruppe, die auf dieser Menge operiert. Nach
Wahl eines sogenannten Startblocks, miissen wir die Parameter berechnen.

Die eigentliche Schwierigkeit bei dieser Art der Konstruktion liegt neben
der Bereitstellung einer geeigneten Permutationsgruppe einer entsprechenden
endlichen Menge in der Berechnung der Parameter des zu konstruierenden
DDs. Insbesondere ist die Berechnung von |G g| in der Regel nicht trivial. Um
Speras Konstruktionsprinzip anwenden zu kénnen, muss demnach eine giins-
tige Ausgangssituation geschaffen werden bzw. vorhanden sein. Diese fanden
R.-H. Schulz und A.G. Spera mit der Verwendung von Translationsebenen
([82], [83], [88]). Dabei haben sie eine Konstruktionsmethode eingefiihrt, die
im ersten der folgenden vier Beispiele vorgestellt wird. Das zweite und dritte
Beispiel enthélt jeweils eine Verallgemeinerung dieser Konstruktionsmethode
fiir hoher dimensionale projektive Rdume, wiahrend im vierten Beispiel eine
Konstruktion divisibler Designs unter Verwendung einer Laguerre Geometrie

24Nach S. G. wird nur die Bedingung zum Parameter ¢ und nicht ganz (c) ersetzt.
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durchgefiihrt wird. Es wird sich zeigen, dass auch zwischen dem zweiten und
vierten Beispiel ein enger Zusammenhang besteht, obwohl die Ansétze der
beiden Konstruktionen sehr unterschiedlich sind.

3.1.1 Beispiel 1: Konstruktion divisibler Designs mit Hilfe von
Translationsebenen

Bei dieser Art der Konstruktion von DDs werden (affine) Geraden einer
endlichen Translationsebene 7 als Punktmenge X des DDs und die iibli-
che Parallelitit affiner Geraden als darauf vorhandene Aquivalenzrelation R
betrachtet. Nach der Wahl einer geeigneten Permutationsgruppe sowie ei-
nes Startblocks kann dann das Konstruktionsprinzip von Spera angewandt
werden. Die Punktklassen des konstruierten DDs werden dabei den vollen
Parallelenklassen der affinen Geraden entsprechen. In [88] und [83] wird eine
affine Kollineationsgruppe G als Permutationsgruppe verwendet, die zweifach
transitiv auf den Punkten der uneigentlichen Geraden (und 2-R-transitiv auf
den Geraden von 7) operiert. Nach einem Ergebnis von Schulz [79] und Czer-
winski [21] (s.a. [53], [64]) ist man dabei in der Wahl von 7 entweder auf eine
endliche desarguesche Ebene oder eine Liineburgebene beschréinkt, da dies
die einzigen endlichen Translationsebenen sind, die eine solche Kollineati-
onsgruppe besitzen. In [83] verwenden Schulz und Spera die Geraden einer
Liineburgebene 7(L) der Ordnung ¢* mit ¢ = 2271 ¢ > 1 und das Produkt
der Translationsgruppe von (L) und der Suzukigruppe S(q) in ihrer Dar-
stellung auf der Liineburgebene als Gruppe G, wihrend in [88] zusétzlich zu
einer dhnlichen Konstruktion wie in [83] auch zwei Klassen DDs erstellt wer-
den, deren Ausgangspunkt jeweils eine endliche desarguesche Ebene bildet.
Hier wird als Gruppe G das Produkt der zugehdrigen Translationsgruppe
und GL(2, q) bzw. SL(2, q) verwendet, wobei ¢ eine Primzahlpotenz ist.

Schulz und Spera erweiterten diesen Ansatz, indem sie nun endliche Trans-
lationsebenen betrachteten, die eine Kollineationsgruppe besitzen, welche
zweifach transitiv auf einer Teilmenge der Punkte der uneigentlichen Ge-
raden operiert [82]. Dies hat eine deutliche Erweiterung der verwendbaren
Translationsebenen zur Folge. Daher betrachten wir nun ihre grundlegende
Proposition zu einer solchen Konstruktion.

Proposition 3.1.6 (/82], Proposition (2.3)) Sei T eine endliche Transla-
tionsebene der Ordnung q, die eine Kollineationsgruppe G besitzt, welche
2-homogen auf einem Orbit Q (mit |Q| > 2) der uneigendlichen Geraden ly,
operiert. Sei L()) die Menge aus Geraden von T, die lo, in S schneidet und
R die Aquivalenzrelation auf £(Q), die durch die (gewéhnliche) Parallelitit
in T induziert wird und sei S die Menge der zugehdrigen Parallelenklassen.
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(a) Dann induziert G = G- T (wobei T die Translationsgruppe von T be-
zeichnet) A = (G, L(R2), R), eine 2-R-homogene R-Gruppe auf L($2).

(b) Man wihle eine R-transversale k-Teilmenge B von L(§2) mit2 <k <[]
Dann ist D(A, B) := (L£(Q), B¢, S) ein (s, k, \)-divisibles Design mit

k(k—1)b

Parametern s = q, k wie gewdhlt, sowie A\ = @ V=4 || und

€l
b= L5
|G B

(c) Sei P ein (affiner) Punkt von T und man wihle By={l € L(Q)|P € 1}.
Dann ist D(A, By) ein transversales (s, k, \)-DD mit den Parametern
s=qk=Q,A=1b=¢v=q-|Q undr=q.

Der Beweis findet sich in [82].

Mit Hilfe dieser Proposition konstruierten Schulz und Spera in [82] DDs, in-
dem sie von einer desargueschen Translationsebene, einer Heringebene oder
einer Ott-Schiferebene jeweils mit der Ordnung ¢* ausgegangen sind ([82],
Th. 1 (3.3)). Als weitere Translationsebenen kamen die Kantorebene vom Typ
II, die Dye-Kantorebene der Ordnung 83, sowie die Bartolone-Ostromebene
zur Konstruktion DDs zum Einsatz ([82], Th. 2 (3.6)). AnschlieBend ver-
wendeten C. Cerroni und A.G. Spera fiir ihre Konstruktionen aufler einer
desarguesschen Translationsebene auch eine Translationsebene {iber einem
»twisted field* [16].

In jeder hier beschriebenen Konstruktion wurde ein Startblock gewahlt,
dessen Elemente genau einen affinen Punkt gemeinsam haben. Dies erleich-
tert uns, wie wir gleich sehen werden, die Beschreibung ihrer inneren Struk-
turen.

3.1.1.1 Untersuchung zur Block-Zerlegbarkeit

Wie bereits erwéhnt, weisen DDs, welche auf die oben beschriebene Art kon-
struiert wurden, unter Umsténden eine starke innere Strukturierung auf. Fol-
gendes Lemma verdeutlicht dies.

Lemma 3.1.7 Seien T,G,Q, L(2), R und S wie in Proposition 3.1.6 gege-
ben und sei D(A, B) = (L(Q), B¢, S) ein nach Wahl einer R-transversalen k-
Teilmenge B von L(2) nach Teil (b) konstruiertes (s, k, \)-divisibles Design,
wobei A die nach Teil (a) von G = G- T induzierte 2-R-homogene R-Gruppe
auf L(S2) ist. Haben die Elemente von B einen affinen Punkt P gemeinsam,
dann  ist  D(A,B)  ein  block-zerlegbares DD mit  Wurzel

(L(Q)p, BOr, €) und einer von T induzierten Gruppe T.
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Beweis: Es werden dieselben Bezeichnungen wie in Proposition 3.1.6 verwen-
det. Sei also D(A, B) = (L(9), B¢, S) ein DD, welches nach Proposition 3.1.6
konstruiert wurde, mit A = (G, £(), R), wobei G = G - T. Nach Voraus-
setzung ist G eine Kollineationsgruppe der Translationsebene 7, die 2-fach
homogen auf einem Orbit €2 der uneigentlichen Geraden [, operiert und 7' die
Translationsgruppe von 7. Der Startblock B ist eine R-transversale Teilmen-
ge von L(€2), besteht also aus paarweise nicht- parallelen Geraden, die einen
affinen Punkt P gemeinsam haben. Nun gilt jedoch G=G - T=0Gp-

Dabei verhilt sich Gp auf Q wie G, also 2-fach homogen und da P fest ge-
lassen wird, operiert Gp auf £(Q)p := {l € L(Q) | P € I} ebenfalls 2-fach
homogen. Man beachte, dass L(2)p eine R-transversale Teilmenge von £(£2)
ist. Nach Hughes [40] ist die Inzidenzstruktur (£(€2)p, BE7, €) ein 2-Design.
Wegen £(Q)p C £(Q) und B¢ C BY ist dies ein Unterdesign von D(A, B).
Jedes Translat (C(Q)},Bép't,e) mit t € 7 dieses Unterdesigns ist nach
Konstruktion ebenfalls ein Unterdesign von D(A, B). Wegen L(Q)% = L(Q)
und BérT = B¢ ergibt die Vereinigung der Punkt- bzw. Blockmengen aller
dieser Unterdesigns die Punkt- bzw. Blockmenge von D(A, B). Wir werden
nun zeigen, dass die Blockmengen der Unterdesigns paarweise disjunkt sind,
woraus die Block-Zerlegbarkeit von D(A, B) folgt. Da der Startblock B so
gewihlt war, dass dessen Elemente genau einen affinen Punkt gemeinsam
hatten, besitzt jeder Block von D(A, B) diese Eigenschaft. Die Blocke eines
beliebigen Unterdesigns (£(2)%, B, €) mit t € T besitzen jeweils densel-
ben affinen Punkt als gemeinsamen Punkt ihrer Elemente, nédmlich jeweils
den affinen Punkt P?. Die Translationsgruppe operiert regulir auf den affi-
nen Punkten von 7, daher gilt Pt # PY fiir alle t,¢’ € T mit t # t'. Die
Blockmengen der Unterdesigns miissen also paarweise disjunkt sein. D(A, B)
ist also block-zerlegbar mit den Unterdesigns (£(€2)%, BE7*, €), mit t € T
als inneren Designs. Es handelt sich also nach Definition 2.1.5 um ein block-
zerlegbares DD mit Wurzel (£(Q)p, B?,€) und einer von T induzierten
Gruppe, die wir als T bezeichnen. O

Zu manchen divisiblen Designs, welche wir ausgehend von einer Translati-
onsebene mit obiger Konstruktionsmethode erhalten, konnen wir in gewisser
Weise komplementére DDs konstruieren, was folgende Proposition zeigt.

Proposition 3.1.8 [[16], (2.3)] Sei T eine endliche Translationsebene und
T thre Translationsgruppe. Angenommen, T lisst eine Kollineationsgruppe
G zu, die 2-homogen auf einem Orbit Q auf der uneigentlichen Geraden I,
operiert.

25 (Definition von (£(Q)p, BE7, €) s.u.)
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Sei A = (TG, L(Q), R), wobei L(2) die Menge der Geraden von T ist,
die Q schneidet, |Q)] = k und sei Q' eine Teilmenge von Q der Grife k > 2
mit k—k > 2.

Dariberhinaus sei P ein fester (affiner) Punkt von T und seien B = Lp(§))
und B' = Lp(Q — Q) mit Lp(Q) := {l € L(Q) | P € 1}, wobei Q eine
Teilmenge von € ist.

Ist D(A, B) ein (s,k,\)-DD mit v Punkten und b Blicken, dann ist
D(A,B') ein (s',k',N)-DD, welches jeweils die gleiche Anzahl von Punk-
ten und Blocken wie D(A, B) besitzt, wobei s' = s, k' = k — k und N =
At b kit i

Der Beweis kann in [16] nachgelesen werden.

Die ,komplementiren® divisiblen Designs D(A, B) = (£(Q), BT, S) und
D(A, B') = (L(Q), BT, S) (S beschreibt die Menge der Punktklassen) sind
nach Lemma 3.1.7 jeweils block-zerlegbar, wenn ihre Startblocke jeweils einen
affinen Punkt als gemeinsamen Punkt ihrer Elemente aufweisen. Besitzen sie
zusétzlich dieselbe Blockgrofie und sind nicht gleich, dann gilt das auch fiir
deren Summe (£(Q), BT¢ U BTY S). Dies halten wir im niichsten Lemma
fest.

Lemma 3.1.9 Angenommen, T ist eine endliche Translationsebene und
D(A, B) und D(A, B’), mit D(A,B) # D(A,B’) sind wie oben in Propo-
sition 3.1.8 gegeben und ihre Startblocke enthalten einen gemeinsamen affi-
nen Punkt. Wenn k = k', dann ist die Summe (L(Q2), BT¢ U B'T¢ S) von
D(A, B) und D(A, B') ein block-zerlegbares DD, in welchem mehrere Block-

Zerleqgungen maglich sind. Deren innere divisible Designs sind:
(a) D(A, B) und D(A, B'), oder
(b) die inneren Designs von D(A, B) und D(A, B") oder

(c) jeweils die Summe eines inneren Designs von D(A, B) und eines inne-
ren Designs von D(A\, B').

Beweis: Seien D(A, B) und D(A, B’) wie oben gegeben.

Gilt k = K/, so besitzen die Blocke von D(A, B) und D(A, B') dieselbe GroBe.
Nach Konstruktion sind die Punktklassen dieser beiden DDs identisch, was
daher auch fiir deren Summe gelten muss. Nach Lemma 2.1.7 ist diese Summe
demnach ein block-zerlegbares DD mit D(A, B) und D(A, B’) als inneren
DDs. Dies ergibt Teil (a).

Nach Lemma 3.1.7 sind D(A, B) und D(A, B’) selbst block-zerlegbare DDs.
Zusammen mit Teil (a) folgt damit sofort Teil (b).
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Nach Konstruktion besteht jedes innere Design von D(A,B) bzw. von D(A,B’)
aus Geraden, die genau einen affinen Punkt gemeinsam haben. Dabei gibt es
zu jedem affinen Punkt jeweils genau ein inneres Design von D(A, B) bzw.
D(A, B'). Betrachtet man nun an einem affinen Punkt die Summe der bei-
den zugehorigen inneren Designs, erhdlt man wiederum ein Design, dessen
Punkte aus den affinen Geraden aus £(€2) bestehen, die sich genau in diesem
Punkt schneiden. Dies gilt fiir jeden affinen Punkt von 7. Man erhélt also
eine weitere Block-Zerlegung, ndmlich die Zerlegung von Teil (c). O

Die in diesem Abschnitt beschriebene Konstruktionsmethode wurde von C.
Cerroni und R.-H. Schulz fiir 3-dimensionale projektive Rdume verallgemei-
nert [15]. Im folgenden Abschnitt beschéftigen wir uns mit dieser Verallge-
meinerung.

3.1.2 Beispiel 2: Konstruktion divisibler Designs mit Hilfe eines
3-dimensionalen projektiven Raumes

In [15] konstruierten C. Cerroni und R.-H. Schulz unter Verwendung von Spe-
ras Konstruktionsprinzip Serien 2- und 3-divisibler Designs. Dabei verwen-
deten sie eine fiir 3-dimensionale projektive Rdume verallgemeinerte Version
der im ersten Beispiel beschriebenen Konstuktionsmethode. IThre Konstrukti-
on, sowie ihre Ergebnisse werden an dieser Stelle recht ausfiihrlich behandelt
werden, da die erhaltenen DDs teilweise in engem Zusammenhang zu DDs
stehen, welche in Beispiel 4 mit einem vollig anderen Konstruktionsansatz er-
stellt werden. Es wird sich aulerdem zeigen, dass auch diese DDs eine starke
innere Struktur besitzen.

Fiir die nun folgende Konstruktion betrachten wir den 3-dimensionalen pro-
jektiven Raum PG(3, ¢) iiber dem Korper K = GF(q) mit ¢ = p®, p Primzahl.
In diesem zeichnen wir die Ebene, welche die Gleichung X3 = 0 besitzt, als
uneigentliche Ebene E aus und betrachten den zugehorigen affinen Raum
AG(3,q), der diese Ebene als ideale Hyperebene besitzt. Analog zur Kon-
struktion in Beispiel 1 werden wir eine Kollineationsgruppe benotigen, die
auf einer Teilmenge €2 der Geraden von FE t-transitiv (¢ = 2,3) operiert,
um damit eine Permutationsgruppe zu finden, die auf der Menge I1(2) der
affinen Ebenen von AG(3,¢q), deren Schnitt mit £ ein Element von € ist,
t — R—transitiv operiert und die Parallelitéitsrelation R beriicksichtigt.

Hierfiir wird eine geeignete Untergruppe der Kollineationsgruppe PGL(3, q)
von E (in diesem Fall die PGO(3, ¢), s.u.) so in PGL(4, q) eingebettet, dass
die erhaltene Gruppe G isomorph zu GO(3,q) ist und den Punkt
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0=(0,0,0,1)K fest lssst.?®
In [15] wurde folgende Proposition verwendet und bewiesen, wobei T' die
Translationsgruppe des oben definierten affinen Raumes AG(3, q) bezeichnet.

Proposition 3.1.10 ([15], (3.1)) Sei 2 eine Menge aus Geraden von E,
|Q > 2 und sei I11(Q2) die folgende Menge:

I1(Q) = {m eine Ebene von AG(3,q) | mNE € Q}.

(i) Falls G eine Untergruppe von PGL(3, q) ist, die 2-transitiv auf der Men-
ge Q2 operiert, dann ist die Gruppe (T - G,11(Q2), R) eine 2-R-transitive
R-Permutationsgruppe;

(i1) Falls G eine Untergruppe von PGL(3,q) ist, die 3-transitiv auf der
Menge ) operiert, dann ist, falls keine drei kopunktalen Geraden in ()
existieren, die Gruppe (T -G, I1(Q), R) eine 3-R-transitive R-Permuta-
tionsgruppe;

Hier sind T und G wie oben definiert und R bezeichnet die Parallelititsrela-
tion.

Man beachte (s. Bemerkung (3.2) in [15]): Ist (T - G, I1(€2), R) eine wie oben
definierte R-Permutationsgruppe, dann operiert 7' - G auf II(Q2) treu, falls
sich die Geraden von () nicht alle in einem Punkt schneiden.

Um die obige Proposition anwenden zu kénnen, braucht man also eine geeig-
nete Menge 2, bestehend aus mehreren Geraden von F, sowie eine darauf 2-
bzw. 3-fach transitiv operierende Untergruppe von PGL(3, ¢). In ihrer ersten
Konstruktion in [15] verwenden Cerroni und Schulz einen in E eingebetteten
nicht-singuliren Kegelschnitt

C' XIQ—X()XQ :0
X5 =0

und definierten € als Menge seiner Tangenten. Damit besteht I1(€2) aus allen
affinen Ebenen, die F in einer Tangente von C schneiden. In Abbildung 4 ist
dies graphisch veranschaulicht.

Als Gruppe G wird die PGO(3, ¢) verwendet, die bekanntlich scharf 3-
fach transitiv auf den Punkten und damit auch auf den Tangenten eines
Kegelschnitts einer projektiven Ebene operiert (s. z.B. [15], (4.2)).

Abhéngig von der Wahl des Startblocks, konstruierten Cerroni und Schulz
mit Speras Konstruktionsprinzip verschiedene DDs, welche im folgenden Satz
zusammengefafit dargestellt sind.

2611 Beispiel 3 wird auf Seite 46 ein analoges Vorgehen ausfiihrlicher beschrieben.
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Abbildung 4: PG(3,q) mit ausgezeichneter Ebene E, Kegelschnitt C', sowie
Elementen der Mengen €2 und I1(£2).

Theorem 3.1.11 ([15], (4.3),(4.4)) (a) Sei q = p°, wobei p eine Prim-
zahl ist und sei i eine ganze Zahl, so dass ile gilt.

(i) Falls q ungerade ist, existiert ein 2 — (q,p" + 1, qz(gj))—divisibles

Design D mit >+ q Punkten, welches T - G mit G =2 GO(3,q) als
punkt- und block-transitive Automorphismengruppe besitzt;

(ii) Falls q gerade ist, existiert ein 2—(q,p'+1, Iff_ll)—dz'visz'bles Design

mit ¢* + q Punkten, welches G - (T/Ker¢) mit G = GO(3,q) als
punkt- und block-transitive Automorphismengruppe besitzt, wobei
Kerg der Kern der Aktion von T' auf I1(Q2) ist, mit Q2 der Menge
der Tangenten des Kegelschnitts C'.

Auflerdem gilt, falls q ungerade ist, dass das hier konstruierte Design
D eigentlich ein 3 — (q, p' + 1, 1)-divisibles Design mit einer punkt- und
block-transitiven Automorphismengruppe ist.

(b) Sei q = p°, wobei p eine ungerade Primzahl ist. Dann ezistiert ein
2—(q, 2, 1)-divisibles Design und ein 3—(q, 3, 1)-divisibles Design, jedes
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mit q(q+1) Punkten. Beide besitzen als eine punkt- und block-transitive
Automorphismengruppe T - G mit G = GO(3, q).

Den Beweis zu diesem Satz findet man in [15] (4.3) und (4.4).
Fiir Teil (a) wurde in beiden Féllen folgender Startblock gewéhlt:

B :=Tlp(Y') = {7 Ebene von AG(3,q) | 7/NE € Q" und O = (0,0,0,1)K € 7},
wobei
Q' ={leQ|Cnlist (1,0,0,0)K oder (c*,¢,1,0)K, c € GF(p")}

ist, wihrend in Teil (b) 2 bzw. 3 Tangenten fest gewdhlt wurden und als
Startblock B jeweils die beiden bzw. die drei affinen Ebenen aus II1(2) be-
stimmt wurden, die den Punkt O = (0,0, 0, 1) K enthalten und deren Schnitt
mit der Ebene F eine der besagten Tangenten ist.

3.1.2.1 Untersuchung zur Block-Zerlegbarkeit

Untersuchen wir die konstruierten DDs hinsichtlich ihrer inneren Struktur,
werden wir feststellen, dass jedes der oben konstruierten DDs mindestens
fast-block-zerlegbar ist, wobei es von der Wahl des Startblocks abhéngt, ob
das DD sogar block-zerlegbar ist.

Zunéchst halten wir fest, dass bei jedem der oben konstruierten DDs
(II(Q), BT, S) der Startblock B so gewihlt wurde, dass dessen Elemente
den Punkt O = (0,0,0,1)K enthalten. Da G~ GO(3,q), lassen alle Ele-
mente von G diesen Punkt fest und er ist damit auch in jedem Element
jedes Bildblocks aus B enthalten. Wegen der 3- bzw. 2-Transitivitit auf
operiert G auch auf

(Q)o = {r € (Q) | O € 7}

3- bzw. 2-transitiv, weshalb wir wieder nach Hughes [40] schliefen, dass die
Inzidenzstruktur (I1(Q)e, B, €) ein 3- bzw. 2-Design ist. Dasselbe gilt auch
fiir jedes Translat (I1(2)%,, B €) mit ¢t € T, da Translationen inzidenzer-
haltend sind und die Designstruktur daher nicht verdndert wird. Die Punkt-
klassen sind also jeweils einelementig und wir wissen, dass I1(€2) transversale
Teilmenge von I1(£2) ist, die aus jeder Punktklasse von S ein Element enthilt.
Wegen i i
Q)L c I(Q) und B ¢ BY? firrallet € T

und

@), = (), | B¢ = BET, sowie {[P]" | P € I(Q)o} = S

teT teT
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ist ein wie oben konstruiertes DD auf jeden Fall fast-block-zerlegbar (s. Def.
2.1.3), mit inneren Designs

(I()), BY*, €) mit t € T.
Wiéhlen wir eines der inneren Designs als Wurzel, zum Beispiel
Do = (TI(Q)o, B, €),

liegt nach Definition 2.1.5 ein fast-block-zerlegbares DD mit Wurzel Dy und
einer von der Translationsgruppe T induzierten Gruppe, die wir T nennen,
VOr.

Dieses Ergebnis halten wir im néchsten Lemma fest.

Lemma 3.1.12 Jedes der in Satz 3.1.11 beschriebenen und nach dem Ver-
fahren von C. Cerroni und R.-H. Schulz konstruierten DDs ist ein fast-block-
zerlegbares DD mit Wurzel Do = (II(Q)p, BY, €) und einer von der Trans-

~

lationsgruppe T induzierten Gruppe T.

Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Bedingungen ein solches DD
block-zerlegbar ist. Wir wissen, dass fast-block-zerlegbare DDs genau dann
block-zerlegbar sind, wenn die Blockmengen der verschiedenen inneren Desi-
gns paarweise disjunkt sind.

Nun zeigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.1.13 Sei D ein wie oben konstruiertes DD aus Satz 3.1.11. Die
Blockmengen der inneren Designs sind disjunkt, wenn fir die Punkte des
Startblocks B, sowie die Punkte von Do gilt?":

r= (P (14)

PeB PEN(Q)o

Beweis: Sei D ein wie oben konstruiertes DD und seien die Bezeichnungen
ebenfalls wie oben gewéhlt. Wir werden zeigen, dass Gleichung (14) nicht gel-
ten kann, wenn die Blockmengen der inneren Designs von D nicht paarweise
disjunkt sind.

Nehmen wir also an, es gibt zwei unterschiedliche innere Designs von D, deren
Blockmengen nicht disjunkt sind. Sagen wir, dies seien die inneren Designs
(TLH(Q)L,, BEt, €) und (II(Q)%, BEY, €) mit t,#' € T, t # . Dann existiert
ein Block b, der in beiden Blockmengen vorkommt:

b e BN B mit b= B = B’ wobei g,¢ € G.

2"Man beachte, dass es sich bei den Punkten dieses DDs um affine Hyperebenen von
AG(3, q) handelt.
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Dann gilt nach Konstruktion:

= ﬂ P und O € n P und somit [ C ﬂ P,

Peb Peb Peb

wobel Iy die affine Gerade aus AG(3, ¢), welche durch die Punkte O und
O" geht, bezeichne. Man beachte, dass nach Voraussetzung t # t' und daher
O! #+ O (wegen der scharfen Transitivitit von 7 auf den affinen Punkten
von AG(3,q)). Daher existiert die eindeutig bestimmte Verbindungsgerade
lotor - 3

Die Elemente von G - T sind Kollineationen, also inzidenzerhaltend, wes-
halb jeder Block aus B¢7 eine Gerade im affinen Schnitt seiner Punkte be-
sitzt. Dies gilt also auch fiir den Startblock B, dessen Gerade wir [ nennen.
Da je zwei affine Ebenen, die in einer affinen Geraden, sowie einem weiteren
affinen Punkt auflerhalb dieser Geraden (oder gar in einer weiteren affinen
Geraden) iibereinstimmen, gleich sind, die Elemente der Blocke jedoch paar-
weise verschieden sind, muss der affine Schnitt der Elemente jeweils eines
Blockes genau aus einer affinen Geraden bestehen.
Nun betrachten wir den Block BY. Der Schnitt seiner Punkte besteht aus der

Geraden lgtlot,, welche durch den Punkt O geht.

1. Fall: Es gilt 1 £1, ...
Nehmen wir an, Gleichung (14) gilt, dann enthielten die Punkte von BY
sowohl die Gerade lgtlot, als auch die davon verschiedene Gerade [ und wéren

damit alle identisch, was einen Widerspruch ergibt.

2. Fall: Es gilt I =1L, ...
Nehmen wir wiederum an, dass Gleichung (14) gilt, dann ist der Schnitt
tiber alle Elemente aus II(Q)}, gleich I* = [, das heisst, sie enthalten
alle sowohl O als auch OY. Entsprechendes gilt auch fiir die Elemente aus
(). Damit gilt TI(Q)L, = T1(Q)% und folglich ist Iy der Schnitt {iber
die Elemente eines jeden Blocks sowohl aus B* als auch aus B“? | weshalb
t e, o CTpaeNTyow
gilt. Also haben wir B¢t = BG ™' — B& ynd die beiden inneren Designs
sind entgegen der Voraussetzung nicht verschieden. Dies ist ein Widerspruch.
Damit kann Gleichung (14) nicht gelten und wir haben das Lemma somit
bewiesen. O

Nun féllt die Bestimmung nicht schwer, welche der in Satz 3.1.11 be-
schriebenen DDs, block-zerlegbar sind. Dabei verwenden wir wieder dieselbe
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Notation wie oben. Nach Lemma 3.1.12 wissen wir, dass diese DDs fast-block-
zerlegbar mit Wurzel (I1(2)p, BY, €) und einer von der Translationsgruppe
T induzierten Gruppe 7 sind. Es lisst sich leicht zeigen, dass Gleichung (14)
nur von den Punkten des in Teil (b) beschriebenen 2-divisiblen Designs nicht
erfiillt ist, da hier schon die Dimensionen der beiden Schnitte nicht iiberein-
stimmen. Da (14) in allen anderen Fillen erfiillt wird (s. Konstruktion in

[15]) erhalten wir folgendes Ergebnis:

Proposition 3.1.14 Von den in Satz 3.1.11 beschriebenen DDs sind die in
Teil (a) dargestellten DDs ebenso block-zerlegbar (mit einer Wurzel
(II(Q) o, BY, €) und einer von der Translationsgruppe T induzierten Gruppe
T) wie das in Teil (b) beschriebene 3-DD, wihrend dies fir das 2-DD aus
Teil (b) nicht gilt.

Analoge Uberlegungen hinsichtlich ihrer inneren Strukturen lassen sich auch
fiir die in [15] von einem Unital in PG(3, ¢*) ausgehend konstruierten DDs
([15], Th. (4.5)), sowie fiir die von Cerroni und Schulz in [14] erstellten DDs
anstellen, was an dieser Stelle allerdings nicht weiter verfolgt werden soll.
Wenden wir uns nun lieber einer weiteren Verallgemeinerung dieser Kon-
struktionsmethode auf 4-dimensionale projektive Rdume zu.

3.1.3 Beispiel 3: Konstruktion divisibler Designs mit Hilfe eines
4-dimensionalen projektiven Raumes

Wir betrachen den 4-dimensionalen projektiven Raum PG(4, ¢) iiber dem
endlichen Kérper K = GF(q) (g eine Primzahlpotenz) mit homogenen Ko-
ordinaten Xy, Xi,..., Xy und bezeichnen seine Hyperebene mit Gleichung
X4 = 0 mit £. Nun definieren wir AG(4, ¢) als den affinen Raum mit un-
eigentlicher Hyperebene E, bezeichnen seine Parallelitdtsrelation mit R und
seine Translationsgruppe mit 7. Wiederum werden wir eine Gruppe verwen-
den, die als eine t-R-transitive R-Permutationsgruppe auf einer Teilmenge
der affinen Hyperebenen operiert.

3.1.3.1 Konstruktion einer t-R-transitiven R-Gruppe

Fiir die Bestimmung einer geeigneten Permutationsgruppe stellen wir zu-
néchst allgemein folgendes fest (vgl. auch [15], [14]): Ist G eine Untergruppe
der Kollineationsgruppe PGL(4, q) von E, dann gilt G = G/G N Z(GL(4, q)),
wobei G eine geeignete Untergruppe von GL(4,q), sowie Z(GL(4,q)) das
Zentrum von GL(4, q) ist.



Konstruktionen block-zerlegbarer divisibler Designs 47

Betten wir G wie folgt in GL(5, q) ein

0
0
G = A 0| |AeGy,
0
1

0000

erhalten wir G = G.

Da G'N Z(GL(4, q)) gleich der Einheitsmatrix ist und somit
G/GNZ(GL(4,q) = G
gilt, kann man dies auch als Einbettung von G in PGL(5, q) auffassen.

Proposition 3.1.15 Sei Q eine Menge aus Ebenen von E, || > 3, und
man definiere

II(Q) := {r | 7 ein 3-dim Raum von AG(4,q) mit TN E € Q};

(a) falls G 2-transitiv auf Q operiert, dann ist (T - G,11(Q), R) eine 2-R-
transitive R-Permutationsgruppe;

(b) falls G 3-transitiv auf 2 operiert und falls sich keine drei Elemente von
Q2 in mehr als einem affinen Punkt schneiden, dann ist (T - G,11(Q2), R)
eine 3-R-transitive R-Permutationsgruppe.

Beweis: Teil (a):

Seien {my,mo}, {m}, b} zwei verschiedene R-transversale 2-Teilmengen von
[1(€2). Wir definieren Sy := mNme und Sy := w1 Nw). S; und S; sind zwei affine
Ebenen. Wenn wir einen affinen Punkt P auf S; und einen affinen Punkt P’
auf Sy wahlen, dann existiert eine Translation 7 € T, so dass P™ = P’ gilt.
Alle Translationen lassen die Elemente von E punktweise fest. Wir konnen
also annehmen, dass sich 7y, m, 7, 75 (nach geeigneter Koordinatisierung)
im Punkt O = (0,0,0,0,1)K schneiden. Wir haben (T'-G)o = Go = G.

G lasst O fest und operiert 2-transitiv auf Q. Folglich existiert ein Element
GeG, sodass (mNEmNE)Y = (xfNE,7,NE) und O = O. Da ein
affiner Punkt und eine uneigentliche Ebene einen 3-dimensionalen affinen
Raum eindeutig bestimmen, folgt die Behauptung.

Teil (b):
Analog zu Teil (a) seien {my, mo, w3}, {m}, wh, 74} zwei verschiedene R-trans-
versale 3-Teilmengen von II(£2).
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Da keine drei Elemente von €2 mehr als einen affinen Punkt gemeinsam haben,
schneiden sich (m N E), (me N E), (ms N E) und (7; N E), (my N E), (75N E)
jeweils genau in einem Punkt. Also gibt es affine Geraden ¢g; und ¢, so
dass g1 = m Nme N w3 und go = 7 N 7h N w5 gilt. Wahlen wir analog zu
Teil (a) einen Punkt P auf g; und einen Punkt P’ auf gs, so existiert eine
Translation 7 € T, so dass P™ = P’ gilt. Wir kénnen daher annehmen,
dass sich my, m, w3, T, T, w4 (nach geeigneter Koordinatisierung) im Punkt
O = (0,0,0,0,1)K schneiden. Wieder haben wir (T - G)o = Go = G.

G lisst O fest und operiert 3-transitiv auf Q. Folglich gibt es ein Element
g€ G, sodass (mNE, mNE, 15N E) = () NE, m,NE, m,NE) und 09 = O.
Analog zu Teil (a) folgt auch hier die Behauptung. O

Bemerkung 3.1.16 Sei (T-G,TI(Q), R) eine wie oben definierte R-Permuta-
tionsgruppe. Dann operiert 7' G auf den Elementen von I1(Q2) treu, falls sich
nicht alle Elemente von (2 in einem Punkt schneiden.

Angenommen, T'- G operiert nicht treu auf I1(Q), dann existiert ein Element
tg € T-G, t§g # id mit 79 = 7 fiir alle 7 € I(Q). Sei t§j € T -G
eine solche Abbildung. Jedes Element 7 € I1(€2) wird durch ¢g fest gelassen
und folglich ebenso die zugehorigen Schnitte 7 N £ mit der Hyperebene E.
Jede Translation ldsst F punktweise fest und somit also auch die Elemente
von €, was jedoch konstruktionsbedingt kein Element aus G mit Ausnahme
der Identitdat tut. Es gilt daher ¢ = id und tg = t. Folglich existiert eine
Translation ¢, die sdmtliche 7 € TI(§2) fest ldsst und deren Zentrum daher
in 7 N E fir alle 7 € II(Q) liegen muss. Alle Elemente von €2 schneiden sich
somit in (mindestens) einem Punkt.

3.1.3.2 Konstruktion divisibler Designs ausgehend von einem Ova-
loid in PG(3, q)

Man betrachte ein Ovaloid O in PG(3, ¢) iiber dem endlichen Korper GF(q),
q ungerade Primzahlpotenz.?

Da g ungerade ist, kann O als elliptische Quadrik £ mit Gleichung f(Xo, X;)+
Xy X3 = 0 angesehen werden, wobei f eine irreduzible quadratische Form ist
[37]. G = PGO_(4, q) ist ein Stabilisator von & in PGL(4,¢q) und operiert
3-transitiv auf seinen Elementen [36]. Da jedes Element von &; eine eindeu-
tig gegebene Tangentialebene besitzt, operiert G auch 3-transitiv auf den
zugehorigen Tangentialebenen.

Wir betten & in PG(4, ¢) ein und G = GO_(4, ¢) in PGL(5, q):

- [(Xo, X1) +XoX5 = 0
) Xy =0

28( Anregung durch R.-H. Schulz)
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und

A

o)
I

| A€ GO-(4,9)

_ o O O O

0000

Nun definieren wir © := {t|¢ ist Tangentialebene von £} und wissen, dass
G isomorph zu GO_(4, q) ist und 3-transitiv auf 2 operiert. Keine drei Ele-
mente von {2 schneiden sich in mehr als einem Punkt. Angenommen, ihr
Schnitt wére eine Gerade, dann wiren die zugehdrigen polaren Punkte kolli-
near auf dem Ovaloid, ein Widerspruch. Nach Proposition 3.1.15 ist die Grup-
pe (T - G, I1(Q2), R) eine 3-R-transitive R-Permutationsgruppe. Nun kénnen
wir Speras Konstruktionsprinzip anwenden.

Theorem 3.1.17 Sei q eine ungerade Primzahlpotenz, dann existiert

(i) ein 3—(q,q+1,1)-divisibles Design, was auch ein 2—(q,q+1,q(qg+1))-
divisibles Design ist und

(ii) ein 3 — (q,3,1)-divisibles Design, was auch ein 2 — (q,3,q(¢*> — 1))-
divisibles Design ist.

Jedes dieser Designs hat q(q*> + 1) Punkte und besitzt als eine punkt- und
block-transitive Automorphismengruppe T - G mit G = GO_(4, q).

Beweis: Sei E = PG(3,q) der 3-dimensionale projektive Raum iiber dem
endlichen Kérper GF(q), ¢ ungerade, eingebettet in PG(4, q). Sei O das oben
betrachtete Ovaloid in F, £ die zugehorige wie oben eingebettete elliptische
Quadrik und §2 die Menge der Tangetialebenen von £. Da sich nicht alle
Tangentialebenen in einem Punkt schneiden, operiert die wie oben definierte
R-Permutationsgruppe (T - G, II(Q), R) treu (vgl. Bemerkung 3.1.16). Nach
Proposition 3.1.15 ist (T'- G, II(R2), R) 3- R-transitiv und wir kénnen nun mit
Proposition 3.1.3 2- oder 3-divisible Designs mit v = |[I[(Q)| = ¢(¢* + 1)
Punkten und s = |[z]| = ¢ (z € TI()) Elementen pro Aquivalenzklasse kon-
struieren.

Um Speras Konstruktionsprinzip verwenden zu kénnen, miissen wir eine ge-
eignete R-transversale Teilmenge B von II(2) wihlen.

(i) Sei ® die Menge Ebenen in £, die £ in mehr als in einem Punkt schnei-
den und sei A € ®. Dann ist der Schnitt C':= AN E ein Kegelschnitt.
Sei

Q= {t. € Q| t. Tangentialebene zu einem Punkt P € C'}
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und

B:=1I()o ={n |7 ein 3-dim Raum von AG(4,¢q) mit rNE €
und O = (0,0,0,0, 1)K € 7}.

Nun berechnen wir die Ordnung des Stabilisators (T - G)5 von B in
T - G. Wir kénnen zeigen (T - é) 5 = Ty - Gg und daher berechnen
wir |T;| und |Gg| einzeln. Wir werden (T - G)g C Tp - G zeigen, der
andere Fall ist trivial. Sei t§ € (T - G)p gegeben. Wir wissen 7% € B
fiir alle 7 € B. T ist normal, also existiert ein ¢’ € T mit tg = gt’ und
wir erhalten B > 79 = 79 = (79)" fiir alle 7 € B.

t' lasst den uneigentlichen Raum E punktweise fest, daher muss § die
Menge der Schnittebenen aller 7 € B mit E fest lassen. Dariiber hin-
aus lisst § den Punkt O fest und folglich gilt § € Gj. Nun haben wir
m9 € B und daher ¢ € T und somit ¢ € Tj.

Wir beginnen die Berechnung von |Tz| mit ein paar Gedanken zur Po-
laritét, die zur elliptischen Quadrik £ gehort. Sei der Punkt @) der Pol
zur Polarebene A, dann schneiden sich alle Tangentialebenen t. € €
genau in @. Folglich enthalten alle 7 € B die Gerade O@ und somit
lasst jede Translation mit Zentrum @ die Menge B fest und umgekehrt,
jede Translation, die B fixiert, besitzt das Zentrum (). Wir erhalten
Ts| =q.

Wir wissen, Gp ist eine Untergruppe von é, welche wierderum eine
Untergruppe von PGL(5, ¢) ist und G ist isomorph zu GO_(4, q). Alle
g € G lassen den Punkt O fest. Jedes 7 € B enthilt den Punkt O und
ist eindeutig durch diesen Punkt und die zugehorige Tangentialebene
t. €  gegeben. Daher bleibt B bei jedem g € G fest, welches ' men-
genweise invariant lisst. Umgekehrt fixiert jedes g € G die Menge
und wir erhalten |G| = |Go|.

Die Elemente von @Q/ bilden nicht nur die Tangentialebenen t. € '
aufeinander ab, sie tun dies mit den zugehorigen Tangentialpunkten
ebenfalls. Diese Punkte sind die Punkte des Kegelschnitts C', der daher
durch Gy fest gelassen wird. Andererseits lisst jedes g € G die Menge
Q) invariant. Wir erhalten |Go/| = |Gel.

Eine Ebene ist eindeutig durch drei Punkte bestimmt. Jedes g € G,
welches C' fest ldsst, tut dies auch mit der Ebene A. Wir erhalten
Ge C Ga.

Jedes g € G 4 besitzt zwei Orbits, die Punkte von C' und die Punkte,
die nicht auf C' liegen. Es folgt Ga C Ge und daher Go = G4 und
G| = |Gar| = |Go| = [Gal.
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(i)

Nun werden wir die Ordnung des Stabilisators einer Ebene von ¢ be-
stimmen. Jedes A € ® schneidet C' genau in einem Kegelschnitt und
ist eindeutig durch drei Punkte dieses zugehorigen Kegelschnitts gege-
ben. G operiert 3-transitiv auf den Punkten von C'. Folglich operiert es
transitiv auf ® und wir erhalten mit |G| = |G4| - |A%|:

Gl 2¢%(q—1)(¢* —1)(¢*+1)

é = — =
Gl | AG| a(? +1)

=2q(q — 1)(¢* — 1).

Wir erhalten demnach
(T G)sl = 2¢°(a = )(® — 1).
Nun berechnen wir die verbleibenden Parameter k = |B| = ¢ + 1 und

- GI() ¢“2¢°(a = )(¢ = 1)(* + 1) - (*5)

v = 241 =1
(TGl (5) - ' 22— (@ — 1) )

und bekommen das 3— (g, ¢+1, 1)-divisible Design D = (I1(2), BTY R)
mit punkt- und block-transitiver Automorphismengruppe 7T - G mit
G = GO_(4,q).

Dies Design ist auch ein 2 — (¢, q + 1, g(q + 1))-divisibles Design.

Seien P, Q), R € £ drei beliebige, aber fest gegebene Punkte. Sei

O = {t; € Q| t; Tangentialebene des Punktes i, i € {P,Q, R}}
- {t]:’) tQa tR}

und

B :=T1Iy(?) = {m;| m ein 3-dim Raum von AG(4,q) mit m; N E €
und O = (0,0,0,0, ].)K € 7, 1€ {tp,tQ,tR}}

- {7rtp7 TrtQu ﬂ-tR}-

Durch die Punkte P, @, R ist eindeutig eine Ebene A € ® bestimmt.
Zur Polarebene A existiert ein Pol U, welcher ein Punkt ist, der nicht
auf & liegt. Die Tangentialebenen zu P, (), R schneiden sich genau in
U. Folglich enthalten die zugehorigen 3-dim Réume m;,, 7, und 7,
alle die Gerade OU und daher lédsst jede Translation mit Zentrum U
die Menge B fest. Vice versa, besitzt jede Translation, die B fest lasst
das Zentrum U. Wir erhalten |T| = ¢.

Mit analoger Argumentation zu (i) kénnen wir zeigen:

Gl = Giiptoin] = 1Gira.ryl.
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G operiert 3-transitiv auf den Punkten von €. Folglich gilt

_ _ 1 .
Gl = Gronl - (¢ +1)¢*(@" = 1) = 2+ [Grom| - (¢ + D¢ = 1)
und daher R
(T - G)pl =12q(q — 1).
Mit k = |B| = 3 und

N T Gl(5)  _d2°a- D@ -D@+1)-(3) 1

(TGl (5) - 129 - (T )

erhalten wir ein 3-(gq, 3, 1)-divisibles Design und fiir t = 2 das zugehori-
ge 2-(q,3,q(q* — 1))-divisible Design mit punkt- und block-transitiver
Automorphismengruppe T - G mit G = GO_(4, q). O

3.1.3.3 Untersuchung zur Block-Zerlegbarkeit

Auch bei den hier konstruierten DDs betrachten wir nun die innere Struktur
und halten folgendes fest.

Lemma 3.1.18 Jedes der wie oben konstruierten DDs aus Satz 3.1.17 ist
fast-block-zerlegbar mit einer Wurzel und einer von der Translationsgruppe
T induzierten Gruppe T, aber keines davon ist block-zerlegbar.

Beweis: Sei D ein wie oben konstruiertes DD aus Satz 3.1.17. Wir verwenden
wiederum dieselben Bezeichnungen. Vollkommen analog zu Beispiel 2 (s. S.
43 ff.) kénnen wir sowohl zeigen, dass jede Inzidenzstruktur

(I()), BS*, €) mit t € T,

wobel

I(Q)p = {r € I(Q) | O € 7},

ein 3- bzw. 2-Design und gleichzeitig ein Unterdesign von D ist, als auch, dass
die Punkt- bzw. Blockmenge von D die Vereinigung der Punkt- bzw. Block-
mengen dieser Unterdesigns ist. Auch die Situation beziiglich der Punktklas-
sen, entspricht derjenigen in Beispiel 2. Damit ist D fast-block-zerlegbar mit
Waurzel (I1(Q)%,, BE, €) (wobei t € T) und einer von T induzierten Gruppe,
die wir 7 nennen (s. Def. 2.1.5).

Wir haben gezeigt, dass sowohl die in (i) als auch die in (ii) konstruierten
DDs einen Startblock B besitzen, dessen Elemente genau eine gemeinsame
Schnittgerade enthalten, also T # id und |Ts| = ¢. Da die Elemente von 2
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keinen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen (ansonsten wire dieser Schnitt-
punkt der Pol zu mehreren Polarebenen, was einen Widerspruch liefert), gilt
T = id, wobei Ty den punktweisen Stabilisator von II(€Q2) in T be-
schreibt. Somit haben wir B & B¢t N B fiir alle t,t' € Tp, wobei die
inneren Designs (TI(Q)%), B, €) und (I1(Q)4, B, €) jeweils verschieden
sind, da sie unterschiedliche Punktmengen besitzen. O

Bei den Konstruktionen, die in den letzten drei Beispielen vorgestellt wurden,
fallt auf, dass sich die von Schulz und Spera eingefithrte Konstruktionsme-
thode in unterschiedlich dimensionalen projektiven Rdumen anwenden lésst.
Dies legt nahe, eine Methode fiir projektive Rdume beliebiger Dimension zu
entwickeln. Nachdem wir zunéchst, die bereits angekiindigte vierte Konstruk-
tion betrachtet haben, wird eine solche Methode in Abschnitt 3.2 dargestellt.

3.1.4 Beispiel 4: Konstruktion divisibler Designs mit Hilfe einer
Laguerre Geometrie iiber dem endlichen Kérper GF(q)

In diesem Abschnitt werden noch einmal Serien divisibler Designs unter Ver-
wendung von Speras Konstruktionsprinzip erstellt, allerdings gehen wir dabei
von einer Laguerre Geometrie

Y(GF(q),ID(GF(q)))

aus, wobei ID(GF(q)) der Ring der dualen Zahlen {iber dem endlichen Korper
GF(q) ist. Diese Konstruktion griindet auf Ideen von H. Havlicek und ist
Ergebnis einer Zusammenarbeit mit H. Havlicek und R.-H. Schulz. Es war
auch H. Havlicek, der eine enge Verbindung zwischen einigen dieser Designs
und solchen, die durch R.-H. Schulz und C. Cerroni in [15] hergestellt und in
Beispiel 2 dieses Kapitels vorgestellt wurden, erkannte.

Es ist daher nicht iiberraschend, wenn wir auch bei den DDs, die wir nun
konstruieren werden, eine sehr ausgeprégte innere Strukturierung feststellen
kénnen.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem kurzen Exkurs in die klassische
Laguerre Geometrie, gefolgt von einer Einfiihrung in duale Zahlen und La-
guerre Geometrie iiber dem endlichen Koérper GF(q). Weitere Informationen
zu diesem Thema findet man beispielsweise in [3], [8] und [35].

Zur Konstruktion unserer DDs werden wir die oben bereits erwiahnte Laguer-
re Geometrie ¥(GF(q), D(GF(q))) verwenden, eine Kettengeometrie, deren
Punkte die Elemente der projektiven Geraden IP(ID(GF(q))) iiber ID(GF(q))
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sind. Auf diesen Punkten gibt es eine Aquivalenzrelation, welche, wie wir
sehen werden, als Parallelitdatsrelation interpretiert werden kann. Die Ketten
dieser Kettengeometrie bilden jeweils transversale Teilmengen, die aus jeder
Parallelenklasse genau ein Element enthalten. Da je drei Punkte mit genau
einer Kette inzidieren, kann man diese Kettengeometrie selbst schon als ein
3-DD auffassen, indem man die Punkte von IP(ID(GF(q))) als Punkte des
DDs und die Ketten als dessen Blocke interpretiert. Dabei entsprechen die
Parallelenklassen wieder den Punktklassen des DDs.

Ausgehend von einer solchen Kettengeometrie werden wir jedoch auch noch
weitere DDs konstruieren konnen, da die projektive Gruppe von IP(ID(GF(q)))
eine scharf 3- R-transitive R-Permutationsgruppe auf deren Punkten ist, was
wiederum die Verwendung von Speras Proposition (3.1.3) erlaubt.

AnschlieBend vergleichen wir die hier verwendete Konstruktion mit der in
Beispiel 2 beschriebenen.

Im letzten Teil dieses Abschnitts betrachten wir eine Verallgemeinerung die-
ser Konstruktionsmethode von H. Havlicek [34] und beschéftigen uns mit der
inneren Struktur der in diesem Abschnitt konstruierten DDs.

3.1.4.1 Ein wenig klassische Laguerre Geometrie

In der klassischer Laguerre Geometrie beschéftigen wir uns mit sogenann-
ten Speeren und Zykeln. Ein Speer ist eine orientierte Gerade und ein Zykel
ist ein orientierter Kreis oder ein Punkt in der reellen Ebene. Neben einer
Beriithrrelation zwischen Speeren und Zykeln existiert eine Aquivalenzrela-
tion auf der Speeren - die Parallelitdtsrelation. Zwei Speere werden parallel
genannt, falls ihre Geraden parallel und deren Orientierungen gleich sind.

Eine mogliche Darstellungsform von Speeren und Zykeln im reellen 3-dimen-
sionalen Raum ist durch Blaschkes Zylinder-Model gegeben [8]. In diesem
Model entspricht jeder Speer genau einem Punkt eines gegebenen Zylinders
C iiber einer Ellipse in einem 3-dimensionalen reellen Raum. Die Zykeln sind
durch die Schnitte von C' mit Ebenen repésentiert, die nicht parallel zur
Achse von C' sind.

Zwei Speere sind genau dann parallel, wenn die zugehorigen Punkte auf dem-
selben Generator von C liegen [3]. Damit existiert eine Aquivalenzrelation auf
den Punkten von C'| die durch die Parallelitédtsrelation der Speere induziert
ist.

Fiir eine andere Darstellung der Speere, brauchen wir den Ring der dualen
Zahlen iiber IR. Es existiert ein Isomorphismus zwischen den Speeren und den
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Punkten der projektiven Geraden iiber dem Ring der dualen Zahlen iiber IR,
welche die Parallelititsrelation erhlt [3].

Fiir unsere Konstruktion divisibler Designs, werfen wir einen Blick auf eine
Verallgemeinerung der klassischen Laguerre Geometrie, der Laguerre Geo-
metrie tiber dem endlichen Kérper GF(q).

3.1.4.2 Laguerre Geometrie iiber GF(g) und DDs

Wir beginnen mit der Betrachtung dualer Zahlen tiber dem endlichen Korper
GF(q), welche wir analog zum klassischen Fall (s.0) zur Darstellung der
,opeere* verwenden werden.

Definition 3.1.19 Eine duale Zahl iber dem endlichen Kérper GF(q) ist ein
geordnetes Paar (a,b) mit a,b € GF(¢g) und mit folgenden Eigenschaften:

Zwei duale Zahlen sind gleich, falls ihre Komponenten gleich sind. Die
Regeln zur Addition und Multiplikation sind:

(i) (a,b) + (V) := (a +d', b+ V)
(ii) (a,b)- (d',V) := (ad,ab + ba').

Eine duale Zahl (a,b) kann entweder durch eine Matrix (g Z) mit a,b €

GF(q) oder in folgender Form dargestellt werden: a + be, wobei € ein beliebig
gewihltes Element ist, welches €2 = 0 erfiillt, zum Beispiel ¢ = (0,1). Die
Additions- und Multiplikationsregeln entsprechen denjenigen fiir Matrizen.

Bemerkung 3.1.20 Als Unterring des Matrizenringes ist die Menge der
dualen Zahlen mit der gegebenen Addition und Multiplikation ein Ring mit
1. Wir bezeichnen diesen Ring als ID(GF(q)).

In Analogie zu Benz ([3], S. 24), haben wir:

Proposition 3.1.21 ID(GF(q)) ist ein kommutativer lokaler Ring.

Das einzige maximale Ideal N enthélt alle nicht-invertierbaren Elemen-
te von ID(GF(q)). Wir definieren R* fiir jeden Ring R als die multiplika-
tive Gruppe aller seiner invertierbaren Elemente. Hier R := ID(GF(q))* =
D(GF(g)) \ .

Definition 3.1.22 (Laguerre Algebra) Fiir einen Korper K wird eine K-
Algebra A eine Laguerre Algebra genannt, wenn ein zweiseitiges Ideal M von
Amit A*=A\ M und A = K & M existiert.
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ID(GF(q)) ist kommutativ, also ist das oben definierte Ideal N zweiseitig.
Dariiber hinaus ist ID(GF(q)) die direkte Summe des eingebetteten Korpers
GF(q) mit N, wobei GF(¢) mit der Menge der Diagonalmatrizen (g 2) (oder

der Menge von Paaren (a,0) oder a+0e mit a € GF(q), abhéngig von der Art
der Darstellung) identifiziert wird. Folglich erhalten wir das wohlbekannte
Ergebnis:

Proposition 3.1.23 ID(GF(q)) ist eine Laguerre Algebra.

Definition 3.1.24 Wir definieren die projektive Gerade IP(ID(GF(q))) tuber
ID(GF(q)) als die Menge aller Aquivalenzklassen von zulissigen Paaren. Da-
bei nennen wir hier ein Paar (xy, 23), 21,29 € ID(GF(q)) ein zuldssiges Paar
iiber ID(GF(q)), falls mindestens eines der beiden Elemente invertierbar ist.
Zwei zuliissige Paare (x1,23), (y1,y2) werden dquivalent genannt, wenn ein
Element r € R existiert, so dass x; = ry;, ¢ = 1,2 gilt. Wir nennen die Ele-
mente von IP(ID(GF(q))) Punkte. Da ID(GF(q)) ein lokaler Ring ist, ist diese
Definition einer projektiven Geraden iiber ID(GF(q)) dquivalent zu derjeni-
gen, die von Herzer in [35] auf Seite 785 gegeben wurde.

Definition 3.1.25 Zwei Punkte P,Q € IP(ID(GF(q))) mit P = R(p1,p2),
Q =R(q1,9), pi,q € D(GF(q)), i = 1,2 werden parallel genannt, falls gilt

P1 D2
q1 42

¢R

D192 — 1p2 = ’

In Analogie zur allgemeineren Definition einer Kettengeometrie von Benz
in ([3], S. 94), definieren wir in dieser Arbeit die Kettengeometrie X(K, D)
mit K := GF(q), D := ID(GF(q)) als eine Inzidenzstruktur, deren Punkte die
Elemente von IP(D) und deren Blécke (Ketten) die Bilder von IP(K') unter
der projektiven Gruppe von IP(D) sind (vgl. Def. 3.1.30 und [35], S. 790). Da
D eine Laguerre Algebra ist, gilt folgendes:

Proposition 3.1.26 [35] X(K, D) ist eine sogenannte Laguerre Geometrie,
das heifit, die Parallelismusrelation ist eine Aquivalenzrelation auf P(D) und
jede Kette von Y(K, D) enthdlt aus jeder Parallelenklasse einen Punkt.

Wir betrachten nun die Kettengeometrie (K, D), deren Punkte die Ele-
mente der projektiven Geraden iiber D sind. Wir konnen die Punkte von
IP(D) in eigentliche und uneigentliche Punkte teilen und zwar in Abhéngig-
keit von der Invertierbarkeit der zweiten Komponente oder dquivalent dazu,
beziiglich der Parallelitdt zum Punkt R(1,0). Jeder eigentliche Punkt lasst
sich in Form von R(p, 1), p € D darstellen und jeder uneigentliche Punkt in
Form von R(1, de), § € K.
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Proposition 3.1.27 (i) Seien P,Q € P(D) zwei eigentliche Punkte mit
P =R(p1+p2¢,1) und Q = R(q1+qq¢, 1). Sie sind genau dann parallel,
wenn gilt: p1 = qy.

(ii) Uneigentliche Punkte sind immer parallel.

(i1i) Fin eigentlicher Punkt ist niemals parallel zu einem uneigentlichen
Punkt.

Der einfache Beweis verwendet

p1+pee 1
PllQ &
e ‘ @+ qee 1

‘ =p—@t+p2—@ple¢gRep—q=0.
Bemerkung 3.1.28 Mit der Parallelismusrelation erhalten wir ¢ + 1 Aqui-
valenzklassen mit jeweils ¢ Elementen: {R(x + be, 1)|b € K}, mit z € K und
[R(1,0)] = {R(1,6¢)|0 € K7}.

Bemerkung 3.1.29 Wir kénnen die projektiv Gerade iiber K in IP(D) ein-
betten. Die Elemente von IP(K) bilden die folgende transversale Teilmenge
von P(D): K :={R(p1 +0¢,1) | p1 € K} UR(L,0).

Definition 3.1.30 Man definiert die projektive Gruppe von IP(D) als die
Gruppe aller reguldren 2 x 2-Matrizen mit Eintrdgen aus ID(K) faktorisiert
nach der Untergruppe {(6 S)| r € R}. Wir bezeichnen sie als T'(D). (Vgl. [3])

Proposition 3.1.31 [3] ['(D) erhdlt die Parallelitit und operiert scharf 3-
R-transitiv auf der Punktmenge von IP(D).

Nach Bemerkung 3.1.5 sind wir nun in der Lage, ein divisibles Design
unter Verwendung von Proposition 3.1.3 zu konstruieren.

Theorem 3.1.32 (Havlicek, Schulz, Giese) Seien n,i € IN mit i|n und
sei ¢ = p", wobei p eine Primzahl ist. Dann existieren 3 — (q, k, A3)-divisible
Designs, jedes mit q(q + 1) Punkten und den in Tabelle 1 angebenen Para-
metern k und A3, wobei p und i die dort angegebenen Bedingungen erfiillen.
Diese 3-divisiblen Designs besitzen I'(ID(GF(q))) als eine punkt- und block-
transitive Automorphismengruppe. Dasselbe gilt fiir die zugehérigen 2-divisi-
blen Designs.

Der Beweis von Theorem 3.1.32 ist in [28] angegeben.
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Nr.? k A3 Bedingungen
(i) |p+1 !
(i) [ y -2 v>2
(i) [P 1] S0 -20'-3) |s>3
(iv) [P —2] g0 2@ =3)(p' —4) |p'>4
P3| 30 =30 -9 =8 | L
4 6 !
P =350 =30 -4)p -5 | i
. - - p=3und p*' > 5
i3 Lipt —3)(pt—4)(pt =5 .
p s =3 — 4P - 5) p>3und p >5
4 3
2_3 1 i_ 3 4 P — 5 . ;
P 12(p )(p )(p ) pl =1 mod 3 und pz > 5
4 2
Tabelle 1

Bemerkung 3.1.33 A.G. Spera konstruiert in [87] divisible Designs aus-
gehend von einer endlichen lokalen K-Algebra A mit K = GF(¢) und J
ihr Jacobson-Radikal (mit |A| = ¢",|J| = ¢, n,j € IN). Im Spezialfall
K = A/J, wobei A eine Laguerre Algebra ist, erhélt er ein transversales
3 —(¢’,q+ 1,1)-DD, also einen Spezialfall von Fall (i).

3.1.4.3 Vergleich von Konstruktionen

Wie bereits angekiindigt, werden wir nun die eben beschriebene Konstruktion
mit der in Beispiel 2 geschilderten vergleichen. Auf den ersten Blick scheinen
diese beiden nicht viel gemeinsam zu haben, auf den zweiten fallt jedoch auf,
dass die Parametersitze des in Satz 3.1.32 Teil (i) und in Satz 3.1.11 Teil (a)
Abschnitt (i) beschriebenen 3-DDs iibereinstimmen. Das ist kein Zufall, denn
diese beiden Konstruktionen sind, wie wir gleich sehen werden, in gewisser
Weise dual zueinander.

Fiir den Vergleich dieser Konstruktionen ist es von Vorteil, sich eine Darstel-
lung von ¥(K, D) in einem projektiven Raum anzusehen, welche ein Ana-
logon zu Blaschkes Zylinder-Model in der klassischen Laguerre Geometrie
bildet [8]. Im Folgenden werden wir sehen, wie man unsere Kettengeometrie

29Die Nummer in der Tabelle bezieht sich auf den zugehorigen Teil des Beweises in [28].
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Y(K, D) in einen projektiven Raum einbetten kann. Dabei verwenden wir
Ergebnisse von H. Hotje [38].

FEinbettung von X(K, D) in einen projektiven Raum:

Der entscheidende Satz zur Einbettung ist der folgende.

Theorem 3.1.34 (Hotje, [38], Th. 1, S. 93) Sei L eine kommutative ki-
nematische Algebra vom Rang n > 2 tber dem Korper F und sei M die
zugehorige quadratische Form. Dann kann die Kettengeometrie Y(F, L) im
(n + 1)-dimensionalen projektiven Raum V = (L x F x F)*/F* dber F als
Menge derjenigen Punkte der Quadrik O = {[a,c,d]|M(a) = cd} dargestellt
werden, die nicht im Radikal beziiglich der zugehorigen Bilinearform liegen.
Die Ketten sind genau die Schnitte von O mit solchen Ebenen von W, die
keine ganze Gerade, aber mindestens drei Punkte mit O gemeinsam haben.

Der Beweis kann in [38] gefunden werden.

Zu jeder dualen Zahl 3 & = x| + x9¢, existieren Elemente k, = —2z1, [, = 2
von GF(q), so dass 2 = —I, — k,x gilt. D ist also eine kinematische Algebra
iiber K. Daher konnen wir festhalten:

Lemma 3.1.35 D ist eine abelsche kinematische Algebra iiber K.

Da D vom Rang 2 ist, wissen wir nach dem Satz von H. Hotje (s.0.), dass
wir X(K, D) so in einen 3-dimensionalen projektiven Raum einbetten kénnen,
dass jeder Punkt von IP(D) auf einen Punkt einer Quadrik O abgebildet wird.
Wir werden diese Quadrik analog zu dem allgemeineren Fall untersuchen, den
Hotje in [38] gezeigt hat. Dafiir miissen wir die Involution

,_,'{D — D

r = I =X — I2€,

die quadratische Form

M:{D — K )

T — TT =]
ebenso wie die quadratische Form

0 DxKxK —K
' (v,e,d) +—— M(z)—cd=212?—cd

30Im folgenden Abschnitt steht die ,, Kurzform® z einer dualen Zahl immer fiir die genaue
Darstellung = = x1 + x2¢€, 21,22 € GF(q).



60 Kapitel 3

mit zugehoriger Bilinearform

S, - (DXKXK)2 — K
N (z,6,d) X (y,u,v) — 221y1 — cv — ud

definieren. Wir betten IP(D) in den 3-dimensionalen projektiven Raum W
ein, mit ¥ := (D x K x K)*/K*: Der Ausdruck [a, a;, as] beschreibt den
Punkt von ¥, der durch (a,ay,a2) € (D x K x K)* bestimmt ist. Dann ist

[ P(D) — VU
A { R(x,y) — (25, M(z), M(y)]

eine injektive Abbildung (vgl. [38]).

Wir definieren O := {[z,c,d] € V|Q((x,c,d)) = 0} als einen Kegel in V.
Die Spitze dieses Kegels besteht aus einem einzelnen Punkt, sagen wir rad W,
da das Radikal der quadratischen Form () ein eindimensionaler Unterraum

von D x K x K ist. Wir nennen eine Ebene von ¥ zuldssig, falls ihr Schnitt
mit der Quadrik O das Bild einer Kette von IP(D) ist.

Lemma 3.1.36 (vgl. [38],(3.2), (3.5) und ein Spezialfall von (3.6))
(i) A(P(D)) = O\ rad .
(ii) Sei P,Q € P(D),P # Q.
P||Q < A(P) und A(Q) liegen auf demselben Generator von3'O.

(i1i) Die zuldssigen Ebenen sind genau die Ebenen von WV, die nicht durch
die Spitze rad U gehen.

Man betrachte A(K) = {[p1,p?,1]|p1 € K} U{[0,1,0]} (vgl. Bemerkung

3.1.29), welcher ein reguldrer Kegelschnitt ist und definiere W als die (zuléssi-

ge) Ebene von W, die durch [0,1,0],[1,1,1],[0,0,1] € A(K) bestimmt ist.
Hotje zeigt

Lemma 3.1.37 (38, (34)) A(K)=0nW.

Nun konnen wir schlie3en:

Wir kénnen die Elemente von IP(D) mit den Elementen des Kegels O im
3-dimensionalen projektiven Raum W identifizieren, mit Ausnahme seiner
Spitze E' := [a,0,0]. Man betrachte eine Ebene in ¥, deren Schnitt mit O
genau der Punkt £’ ist, dann sind alle Punkte des Zylinders Z := O\ £’

31Ein Generator von O ist eine Gerade, die vollstéindig in O enthalten ist.
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affine Punkte des 3-dimensionalen affinen Raumes, dessen uneigentliche Hy-
perebene die oben betrachtete Ebene ist. Eine solche Ebene existiert, da kein
endlicher Korper quadratisch abgeschlossen ist. Z besteht aus ¢ + 1 Gera-
den (Generatoren) mit jeweils ¢ Punkten, welche die uneigentliche Ebene in
E’ schneiden. Nach Lemma 3.1.36 sind die Punkte einer Geraden paarweise
parallel.

Man beachte, dass IP(K) in Z N'W eingebettet ist (Lemma 3.1.37).

Die Punkte des in diesem Abschnitt mit Hilfe einer Laguerre Geometrie kon-
struierten Designs (vgl. Satz 3.1.32) konnen als die affinen Punkte der ¢ + 1
Geraden des Kegels O in einem 3-dimensionalen projektiven Raum ¥ ange-
sehen werden. Jede Gerade enthélt genau eine Parallelenklasse von Punkten
und alle Geraden schneiden sich in dem Punkt E’.

Indem wir ¥ dualisieren, erhalten wir die Situation der Konstruktion von
Schulz und Cerroni aus Beispiel 2 (vgl. 3.1.2). Wir haben ¢ + 1 Paralle-
lenklassen aus jeweils ¢ Ebenen. Sdmtliche Ebenen dieser Parallelenklassen
schneiden die Ebene F, welche dual zum Punkt E’ ist. Es ist daher nicht iiber-
raschend, dass wir trotz unterschiedlicher Konstruktionen divisible Designs
mit identischen Parametersédtzen erhalten, wenn wir geeignete Startblocke
verwenden.

In Abbildung 5 wird dies graphisch verdeutlicht.

Abbildung 5: Links: Konstruktion aus Beispiel 2. Rechts: Konstruktion aus
Beispiel 4.
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Wie wir bereits feststellen konnten, sind die in Beispiel 2 erstellten DDs
mindestens fast-block-zerlegbar. Daher ist es naheliegend, auch bei den hier
konstruierten DDs eine #hnlich starke Strukturierung zu vermuten. Doch
bevor wir uns mit diesem Thema ndher beschéftigen, werden wir uns eine
Verallgemeinerung dieser Konstruktion ansehen, um dann auch deren innere
Strukturen mit zu erfassen.

3.1.4.4 Eine Verallgemeinerung: Kettengeometrien und DDs

In [34] verwendet H. Havlicek anstelle der Laguerre Algebra ID(GF(q)) ei-
ne nicht niher spezifizierte endlich dimensionale lokale Algebra iiber GF(q)

(s.u.).
Theorem 3.1.38 (/34/, Th. (4.5.4) u. Th. (4.4.2)) Sei A eine endlich-
dimensionale lokale Algebra iber K = GF(q) mit A/radA = GF(¢™), wobei
dimg A = hm mit natirlicher Zahl h. Dariiber hinaus set Cy die Standard-
kette der Kettengeometrie 3(K, A) und man nehme an, der Startblock By sei
wie folgt gewdhlt:

(a) BQ = Co.

(b) By := Cy\ {A(L,O)}, fiir > 2.

(C) By :=Cy \ {A(lv 0)7 A(07 1)}: fUT q>3.

(d) By = CO \ {A<17 0)7 A<07 1)7 A(L 1)}7 f'U,T’ q>4.
Dies ergibt gemaf$ [34], Th. (4.1.2) ein 3 — (s, k, A3)-divisibles Design mit

v = qhm +q(h—1)m und s = q(h—l)m'

Die tibrigen Parameter k und A3 sind

k=qg+1, X3=1, im Fall (a),
k=q, A3 =q— 2, im Fall (D),
k=q—1, \3=3(q—2)(q—3), im Fall (c),
k=q—2, M=g(g—2)(q—3)(¢g—4), im Fall (d).

Den Beweis dieses Satzes findet man in [34], Th. (4.3.4) u. Th. (4.4.2).
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3.1.4.5 Untersuchung zur Block-Zerlegbarkeit

Untersuchen wir diese und die im vorigen Abschnitt konstruierten DDs nun
hinsichtlich ihrer inneren Struktur, erhalten wir folgenden Satz.

Theorem 3.1.39 Sei D ein nach Theorem 3.1.32 oder 3.1.38 erstelltes 5-
DD, dann ist D block-zerlegbar.

Beweis: Sei D ein DD, welches nach 3.1.32 oder 3.1.38 mit Hilfe einer Ket-
tengeometrie erstellt wurde. Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie
oben. Da sowohl ID(GF(q)) als auch A (nach Voraussetzung) lokale Alge-
bren sind, gilt in beiden Fillen nach ([34], (3.4.8) und (3.4.9) (a)), dass je
drei transversale Punkte von IP(K) auf genau einer Kette der verwendeten
Kettengeometrie liegen. Es gilt £ > 3, also ist jeder Block eine Teilmenge
von jeweils genau einer Kette. Man kann daher die Blockmenge geméf3 der
Zugehorigkeit der Blocke zu den verschiedenen Ketten partitionieren. We-
gen der 3-Transitivitdt der projektiven Gruppe auf den Punkten einer jeden
einzelnen Kette®?, ist die Inzidenzstruktur (nach Hughes [40]), die aus den
Punkten einer Kette und der zugehorigen Blockmenge besteht, jeweils ein
3-Design. O

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass die in den Beispielen 1 bis 4
vorgestellten DDs ausnahmslos mindestens fast-block-zerlegbar, in den meis-
ten Fallen sogar block-zerlegbar sind, wobei die inneren Designs jeweils t-
Designs waren.

Mit der Konstruktion, welche im néchsten Abschnitt vorgestellt wird,
kénnen wir nicht nur gezielt block-zerlegbare DDs erzeugen, sondern sie lésst
uns unter anderem zu jedem beliebigen divisiblen Design D ein gréferes
finden, welches zu D paarweise isomorphe innere DDs besitzt.

32Dies folgt z.B. aus [34], Th. (3.4.7).
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3.2 Eine weitere Konstruktion divisibler Designs

Nun beschreiben wir eine Mdéglichkeit, divisible Designs ausgehend von einem
gegebenen divisiblen Design zu konstruieren. Wir nennen dies Konstruktion
(A).33

Diese Konstruktion dhnelt in der Verwendung von projektiven und affinen
Raumen der im vorigen Abschnitt vorgestellten Konstruktionsmethode von
A.G. Spera und R.-H. Schulz, ohne jedoch Speras Konstruktionsprinzip (vgl.
Proposition 3.1.3) anzuwenden. Da wir bei der Wahl des Starter-Designs des-
sen Automorphismenguppen nicht berticksichtigen miissen, ja sogar vollkom-
men frei in unserer Wahl sind, ist es mit Konstruktion (A) mdoglich, divisible
Designs zu konstruieren, die wir mit den im vorigen Abschnitt vorgestellten
Mitteln nicht konstruieren kénnten. Zu jedem DD, welches durch diese im vo-
rigen Abschnitt dargestellten Mittel konstruiert wurde, kann mit Konstruk-
tion (A) ein isomorphes DD erstellt werden. Dazu muss das Starter-Design
geeignet gewihlt sein, was jedoch, wie wir sehen werden, immer moglich ist
(s. Bemerkung 3.2.20 und das Beispiel auf S. 83).

Durch rekursive Anwendung von Konstruktion (A) sind wir in der Lage,
ganze Serien block-zerlegbarer divisibler Designs zu erzeugen. Dabei spielt
die Wahl des Starter-Designs zunéchst eine untergeordnete Rolle, da wir bei
geeigneter Anfangskonstruktion mit jedem beliebigen Starter-Design eine sol-
che Serie erhalten. Mit einer solch geeigenten Anfangskonstruktion erhalten
wir ein block-zerlegbares DD, dessen innere Designs paarweise isomorph zum
Starter-Design sind. Dies kann von Vorteil sein, wenn man beispielsweise ge-
zielt block-zerlegbare DDs konstruieren mochte, dessen innere Designs be-
stimmte Eigenschaften aufweisen (z.B. t-balanciert zu sein, mit ¢ # 2 oder
mit eigener innerer Strukturierung).

Wir beschiéftigen uns aulerdem mit der Wirkung unterschiedlicher Starter-
Designs. Da wir zunéchst ausschliellich 2-balancierte DDs behandeln werden,
sich jedoch viele der verwendeten Argumente auch fiir t-balancierte DDs mit
t # 2 anwenden lassen, widmen wir uns der Frage, unter welchen Umstédnden
mit einem t-balancierten Starter-Design durch Konstruktion (A) ein ¢-DD
erzeugt werden kann. AnschlieBend betrachten wir die Wirkung von Starter-
Designs, welche jeweils zusétzliche strukturelle Eigenschaften aufweisen.

3.2.1 Konstruktion (A)

Die Konstruktion wird in verschiedene Teile untergliedert, wobei jeder mit ei-
nem kurzen Uberblick beginnt. Die folgende einfache Proposition wird wahrend

33Da dies die erste von urspriinglich zwei verschiedenen Konstruktionen war, wurde diese
Bezeichnung gewahlt und nun beibehalten.
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der Konstruktion wiederholt angewandt werden.

Proposition 3.2.1 (i) Sei D = (P,B,S) ein gegebenes divisibles Design
und P eine Menge mit |P| = |P|. Sei 6 : P — P eine Bijektion.

Wir definieren P als unsere neue Punktmenge, B := 6((B)) fiir alle B € B
als neue Blicke und B := {B|B € B} als Blockmenge. Dariiber hinaus de-
finieren wir §([P)) == {6(Q) € P|Q ~ P} fir alle P € P als die Menge S
unserer neuen Punktklassen. Dann ist D = (75, [;’, S) ewn zu D isomorphes
divisibles Design. Wir nennen D ein durch D induziertes divisibles Design
auf der Punktmenge P.

(i) Sei G eine Automorphismengruppe von D, dann ist G = 6G6L eine
Automorphismengruppe von D.

Dieses Ergebnis ist offensichtlich, daher geben wir hier nur eine kurze Be-
weisskizze von Teil (i) an: D und dessen Elemente P, 5 und S sind derart
definiert, dass die Inzidenzrelation von D eine solche auf D induziert, wes-
halb durch die Bijektion ¢ ein Isomorphismus von D auf D induziert wird.

Das Starter-Design und die Wahl eines geeigneten projektiven Raumes:

Sei D = (P, B, S), ein gegebenes 2 — (s, k, A)-divisibles Design mit v Punkten
und b Blocken und sei B = PG(n, q) ein projektiver Raum der Dimension n,
n € N iiber dem endlichen Koérper GF(q), ¢ Primzahlpotenz. Die Parameter
n und ¢ miissen so geeignet gewéhlt sein, dass wir ,,genug® Hyperebenen in
P zur Verfiigung haben, das heifit, es muss (¢"™! — 1)(¢ — 1)7! > v erfiillt
sein.

Wir nennen D das Starter-Design von Konstruktion (A). Man beachte, dass

wir den Fall s = 1 nicht ausgeschlossen haben. In diesem Fall ist D ein
(v, k, A)-Design.

(a) Finbettung von D in B

Sei
P C {H | H Hyperebene von P} mit [P| = v

eine Menge geeigneter Hyperebenen von ‘3, das heif}t, sie erfiillt Bedingung
(%) (sw.) und 0 : P — P sei eine Bijektion. Analog zu den Definitionen in
Proposition 3.2.1 erhalten wir ein divisibles Design D= (75, B,S ) isomorph
zu D, dessen Punkte?* Hyperebenen von 8 sind.

34Von nun an sind mit der Bezeichnung ,,Punkte“ immer Punkte eines divisiblen De-
signs gemeint, andernfalls werden wir die Punkte genauer spezifizieren oder es ergibt sich
vollkommen klar aus dem Zusammenhang, welche Art Punkte gemeint ist.
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Um mit Konstruktion (A) divisible Designs herstellen zu kénnen, miissen wir
sicherstellen, dass die Hyperebenen der Menge P so gewihlt sind, dass

() dim (| P=dim ()| P firaleB,B €B

PeB PeB’

erfiillt ist.

Bemerkung 3.2.2 Vorausgesetzt, wir haben n und ¢ wahrend der Defi-
nition des projektiven Raumes P geeignet gewihlt, ist es immer moglich,
Bedingung () zu erfiillen:

(i) Wihlen wir P als projektive Gerade iiber GF(q), ist jeder Punkt von P
ein einzelner projektiver Punkt und der Schnitt iiber die Punkte eines
jeden Blockes aus B ist leer. Damit ist Bedingung (%) erfiillt.?

(i) Wihlen wir 98 mit n > 1, dann kénnen wir P als eine Menge von

Hyperebenen mit H N H' = H fiir alle H, H' € P wihlen, wobei H ein
(n — 2)-dimensionaler Unterraum von P ist. Auch hier ist Bedingung
(%) stets erfiillt.

Es ist also immer moglich, eine geeignete Menge P zu bestimmen!

(b) Einbettung von P in B := PG(n + 1,q) und Bestimmung eines durch
D induzierten divisiblen Designs auf einer Punktmenge, die aus affinen
Hyperebenen von AG(n + 1,q) besteht

Sei P in P = PG(n + 1,q) eingebettet. Wir identifizieren 3 mit einer Hy-
perebene von P. Nun betrachten wir den affinen Raum A := AG(n + 1,¢),
dessen projektiver Abschluss B ist und dessen uneigentliche Hyperebene 3
ist. Fiir alle affinen Hyperebenen A € A bezeichne A jeweils den zugehorigen
projektiven Abschluss. Wir wihlen einen beliebigen affinen Punkt in .4 und
bezeichnen ihn als unseren Ursprung O.

Nun definieren wir

Po := {A| A Hyperebene von A mit ANP e P und O € A}

und eine Bijektion &' : P — Po, H — A mit ANP = H.

Wir erhalten wieder mit Definitionen, analog zu denjenigen in Proposition
3.2.1, ein divisibles Design D := (79@, Bo, So) isomorph zu D, dessen Punk-
te Hyperebenen von A sind.

35Mit dim ) := (—1).
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(¢) Konstruktion divisibler Designs isomorph zu Do durch Translation der
Punkte

Sei T die Translationsgruppe von A. Fiir jede Translation ¢ € 7 und jede
Hyperebene A € A existiert ein eindeutiges Bild At. Daher ist t : Pp — 770
mit P, = {A' | A € Py} fiir jedes t € T eine bijektive Abbildung, die wir
der Einfachheit halber auch mit ,,¢“ bezeichnen.

Sei ein beliebiges t € 7 gegeben. Mit analogen Definitionen zu denen in
Proposition 3.2.1 erhalten wir ein divisibles Design Dt := (P, Bt Sb) iso-
morph zu Dp, dessen Punkte ebenfalls Hyperebenen von A sind.

Da die Translation ¢ beliebig gewéhlt war, erhalten wir Do = [)fg fiir alle
t € T und folglich D%, = D, fiir alle ¢, € 7.

(d) Konstruktion eines neuen divisiblen Designs

Wir definieren
P = (Po)", B:=(Bo)” und S :=(So)"
mit

=UPs, Bo)" = JBH uwnd  (So)” = (S

teT teT teT

Wir werden zeigen, dass D = (75, B,S ) ein divisibles Design ist.

Die Menge (Pp) C P kann mit der Punktmenge von Dy identifiziert werden
und das gleiche gilt fiir die Blockmenge (Bp)™, sowie die Menge (Sp)*. Da
Do ein divisibles Design ist, sind die Punkte in v/s Punktklassen [P] mit
P € Py partitioniert. Wir kénnen die Menge S auch in folgender Form
beschreiben:

S={[P]" | P €Po}
mit

[PI"={Q" | Q@ ~ P}.
Jede neue Punktklasse [P]7 besteht aus der vollen Parallelenklasse jedes
Elements der zugehorigen alten Punktklasse [P]. Da die Elemente von Po
in paarweise verschiedenen Parallelenklassen des affinen Raumes A sind, be-
dingen die neuen Punktklassen eine Partition von P und es gilt |75| =v-q.
Wir erhalten v/s neue Punktklassen mit jeweils s - ¢ Punkten. Nach Vor-
aussetzung gilt 2 < 2, weshalb dies auch fiir % gilt und Bedingung (4) aus
Definition 1.1.2 erfiillt ist.
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Um zu zeigen, dass jeder Block aus B aus genau k transversalen Punkten
besteht, bemerken wir zuerst, dass zu je zwei Punkten P, Q) € Po mit [P] #
[Q] und t € T die zugehorigen Bilder P* und Q' in unterschiedlichen neuen
Punktklassen liegen, das heisst, es gilt [P]* # [Q]' fur alle ¢t € T und folglich

[P]7 # Q). X
Da |B| = |B!| fiir jedes B € Bp und alle ¢t € T gilt und jeder Block aus
Bo eine transversale k-Teilmenge von Pp ist, besteht jeder Block aus B aus
genau k transversalen Punkten.

Bis auf die dritte, sind alle Bedingungen der Definition eines divisiblen Desi-
gns (Definition 1.1.2) gezeigt. Bevor wir unsere nichste Argumentation be-
ginnen, werden wir ein Lemma zeigen, welches wir dafiir benétigen werden.

Lemma 3.2.3 Seien P und B wie oben definiert. Dann gilt

dim (P = dim ()P fir alle B,B' € B

PeB pPeB’

& |T|=|Tw| fir alle B, B' € B.

Beweis: Wir beginnen mit einigen Beobachtungen.
(1) Konstruktionsbedingt haben wir

dim ﬂP: dim ﬂP+1

PeBo PeB
fiir alle By € Bp und den jeweils zugehérigen Block B € B.

(2) Jeder Block aus B ist das Bild eines eindeutig bestimmten Blockes aus

Bo unter einer Translation ¢ € 7. Da durch die Abbildung mittels einer
Translation die Dimension affiner Unterrdume nicht verdndert wird, haben

wir
dim ﬂP: dim mP

PeB PeBt

fiir alle t € 7 und jeden Block B € Bo.

(3) Die Translationsgruppe 7 operiert reguldr auf der Menge der affinen
Punkte von A, daher kénnen wir jeden affinen Unterraum A € A mit 74,
seinem Stabilisator in 7, identifizieren und erhalten

T4l = |{p | pe A} = qim A
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(4) Jede Translation, die einen affinen Unterraum A fest ldsst, fixiert eben-
falls jeden affinen Unterraum, der A vollstéindig enthélt. Jeder Block aus
B besteht aus Punkten paarweise verschiedener Parallelenklassen und jede
Translation lasst jeweils jede Parallelenklasse fest, das heisst, keine Transla-
tion permutiert die Punkte eines Blockes. Also gilt

fir alle Be Bund P, € B, i=1,...,k.

Nun konnen wir schlief3en

dim P = dim (P fiiralle B,B B

PeB PeB’

O dim NP= dim (P firalle B, B € Bo
PeB PeB’

@ dim NP= dim (P firalle B,B €8
PeB pPeB’

®  |Tarl=ITArl fiir alle B, B' € B
PeB PeB/

@ T3] = [T fiir alle B, B' € B.

|

Es bleibt zu untersuchen, ob fiir je zwei transversale Punkte aus P genau A
(5\ € N) Blocke aus B existieren, die diese zwei Punkte enthalten.

Seien zwei beliebige Punkte P, Q € P mit [P] # [Q] gegeben. Konstruktions-
bedingt existieren Punkte Py, Qo € Po mit P||Pp und Q||Qo, wobei || die
Parallelitédtsrelation des affinen Raumes A bezeichnet.

Da P und @) nicht-parallele Hyperebenen von A sind, ist ihr Schnitt nicht
leer. Also existiert ein ¢t € 7 mit P5 = P und Q% = Q. Solch eine Translation
ist ein Automorphismus der Inzidenzstruktur D, da sie eine bijektive, inzi-
denzerhaltende (in beide Richtungen) Abbildung ist, die Punkte auf Punkte
und Blocke auf Blocke abbildet. Daher entspricht die Anzahl der mit P und
Q@ gleichzeitig inzidierenden Blocke, derjenigen, die sowohl Py als auch Qe
enthalten. Wir bestimmen nun diese Anzahl. Dy ist ein (s, k, \)-divisibles
Design, daher haben wir genau A Blocke aus Bo C B, die Po und Qo ge-
meinsam enthalten. Wir wissen also > A

Da jede Translation die Parallelenklassen fest ldsst, bildet keine Transla-
tion einen Block aus B auf einen anderen Block aus Bo ab und kein Block



70 Kapitel 3

aus [;’O, der nicht beide Punkte P» und Qo enthélt, kann durch eine Transla-
tion auf einen Block aus B abgebildet werden, der mit diesen beiden Punkten
inzidiert. Jeder Block aus 5’, der sowohl Py als auch (Qp enthélt, muss also
ein Bild genau eines der oben erwiihnten A Blocke aus By sein. Wir miissen
daher die Anzahl der Bilder dieser Blocke bestimmen, die sowohl Py, als auch
Qo enthalten.

Sei B € Bo C B ein Block mit Po,Qo € B. Jede Translation, die Pp
und Qo fest lidsst, aber dies nicht mit dem ganzen Block B tut, das heisst,
t € Tpongo/Ts, liefert einen Block B # B mit Po, Qo € B'. Man beachte,
Try 00 = Trong, folgt aus der Argumentation, die im Beweis von Lemma
3.2.3 Teil (4) angegeben ist, was auch Tp,ng, 2 T p = 7p liefert, da

PeB

Po,Qo € B vorausgesetzt ist. Da 7p eine Untergruppe von 7p,nq, ist,
erhalten wir [7p,n0, : 78] = |7ronqol/| 78| verschiedene, geeignete Bilder
von B. Wir haben B beliebig gewéhlt, folglich erhalten wir insgesamt, mit
analoger Argumentation fiir die anderen A\ — 1 Blocke

A
1
= | Trongol Y Ty
i=1 i

mit B; € Bo, Po,Qo € B; fiirallei=1,...,\
verschiedene Blocke, die Pp und Qo gemeinsam enthalten und dasselbe gilt
fiir P und Q.

Soll D ein divisibles Design sein, muss diese Zahl fiir alle transversa-
len Punktepaare iibereinstimmen. Die Dimension des Schnitts zweier nicht-
paralleler affiner Hyperebenen ist immer gleich, was nach dem Beweis von
Lemma 3.2.3 Teil (3) eine konstante Ordnung der zugehorigen Stabilisato-
ren in 7 bedingt. Diese Zahl kann also nur variieren, wenn 3.° | [75,|~" fiir
transversale Punktepaare differiert. Wir haben Bedingung (%) vorausgesetzt,
weshalb dies nach Lemma 3.2.3 nicht vorkommen kann. Wir erhalten also

A
A= Z ‘TPOQQO‘/|TB7;

=1

5‘ =A |TPoﬁQo|/|TB|'

Zu je zwel transversalen Punkten aus P haben wir demnach dieselbe Anzahl
A von Blocken aus B, die diese Punkte gemeinsam enthalten. Damit ist D
ein divisibles Design.

Wir kénnten eigentlich auch ohne Bedingung (*) auskommen, um ein divisi-
bles Design zu erhalten, da wir lediglich sicherstellen miissen, dass Zj\:l |75, |~*
fiir jedes transversale Punktepaar denselben Wert besitzt. Aber da es sehr viel
praktikabler ist, Bedingung (x) bei der Einbettung von D in 8 zu beriicksich-
tigen, beschrinken wir uns auf die Verwendung dieser stirkeren Bedingung.
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Nun berechnen wir den Wert von . Wir definieren

d ;= dim mP mit B € B.

PeB

Mit (%), Teil (1) und Teil (2) des Beweises von Lemma 3.2.3 erhalten wir

dim ﬂP = d + 1 fiir jedes B € B.

PeB

Wegen By C B bekommen wir mit Lemma 3.2.3 und Teil (3) und (4) seines
Beweises

|TP0Q|/|TB| _ qnfl/qurl _ qnflf(dJrl) _ qn72fd
verschiedene Bilder fiir jedes B € Bo.

Daher haben wir A = )\ - ¢" 277 Blocke aus B, die P und Q gemeinsam
enthalten.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Theorem 3.2.4 Sei D = (P,B,S) ein gegebenes (s,k,\)-DD und D =
(P,B,S) wie oben durch Konstruktion (A) mit Starter—Deszgn D erstellt.
Dann ist D ein (3, k )\) ~divisibles Design mit § == s -q, k = k und
A= A-¢" 2% mit o := v-q Punkten und b := b - q” 4 Blécken, wobei
d wie oben definiert ist und n und q geeignet>® gewdhlt sind.

Bemerkung 3.2.5 Jedes durch Konstruktion (A) erstellte DD besitzt offen-
sichtlich eine durch die Translationsgruppe des verwendeten affinen Raumes
induzierte Automorphismengruppe T° = 7 /Kernm, wobei m der Kern der
Operation von 7 auf P ist.

Wir werden sehen, dass sich Konstruktion (A) in gewisser Weise rekursiv
anwenden lasst. Dazu wird das konstruierte DD D geeignet vorbereitet, was
wir hier als dessen Erweiterung bezeichnen.

36(s. S. 65)
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(e) Erweiterung des divisiblen Designs D, dessen Punkte affine Hyperebenen
sind, zu einem divisiblen Design, dessen Punkte die zugehorigen projek-
tiven Abschliisse dieser Hyperebenen sind

Man entsinne sich, dass P der projektive Abschluss das affinen Raumes A
ist und ‘P seine uneigentliche Hyperebene. Wir definieren nun

P :={H | H Hyperebene von B mit H = P fiir P € P}

und die Bijektion
§":P—-P,P—P

wobei P der projektive Abschluss von P ist. Wieder verwenden wir Pro-
position 3.2.1 und erhalten mit analogen Definitionen ein divisibles Design
D := (P, B,S) isomorph zu D, dessen Punkte Hyperebenen von B sind.

Nun stellt sich die Frage, ob es moglich ist, ein weiteres divisibles Design zu
erhalten, indem wir von D ausgehend, die Schritte (b) bis (d) von Konstruk-
tion (A) wiederholen.

Lemma 3.2.6 Sei D wie oben konstruiert. Dann ist

(+) dim (| P=dim (P firalleB,B €B

PeB PeB’
erfillt.

Beweis:
(1) Konstruktionsbedingt haben wir

dim ﬂP: dim ﬂ? =d+1
pPeB PeB

jeweils fiir alle B € B und ihre zugehorigen B € B.

(2) Folglich erhalten wir

dim P= dim (P fiiralle B,B' €B
PeB PeB’
& dim NP= dim (P firaleB,B €B

PeB PecB
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(3) Nach dem Beweis von Lemma 3.2.3 wissen wir

dim (P= dim (P firalle B,B €B

PeB PeB’
& dim P= dim (P firalle B,B €B
PeB 129
Da Bedingung (x) erfiillt ist, ist das Lemma gezeigt. O

Nach Konstruktion und Lemma 3.2.6 wissen wir, dass D ein divisibles Design
ist, was Bedingung (*') erfiillt, und dessen Punkte Hyperebenen des projek-
tiven Raumes P = PG(n + 1, ¢) sind.

Dies entspricht der Situation von Konstruktion (A) nach Teil (a), mit Aus-
nahme des kleinen Unterschieds, dass wir nun einen projektiven Raum der
Dimension n + 1 haben. Wenn wir n’ := n+ 1 und d := d + 1 definie-
ren, konnen wir die Schritte (b) bis (d) erneut ausfithren und erhalten mit
Satz 3.2.4 ein (sg, ko, Ay)-divisibles Design mit s, := 5-q, ky = k = k
und Xy = - ¢" 2 = X . ¢tD2-@HD) mijt g, = T - ¢ Punkten und
by :=b-q" % =b-q¢" ¢ Blocken.

Im Allgemeinen erhalten wir daher folgenden Satz.

Theorem 3.2.7 Sei ein (s, k, \)-divisibles Design D mit v Punkten und b
Blicken gegeben. Dann existiert fiir jedes i € N ein (s - ¢',k,\ - ¢t 27D
divisibles Design D' mit v-¢* Punkten und b-¢"»=% Blécken, wobei q,n,d € N,
q eine Primzahlpotenz, n,q, so gewdihlt, dass (¢ —1)(q —1)7 > v gilt.

Beweis: Sei ein (s, k, A)-divisibles Design D mit v Punkten und b Blocken
gegeben. Wir zeigten bereits, dass wir durch Konstruktion (A) ein divisibles
Design erhalten, was (nach seiner Erweiterung, s.o.) alle Anforderungen fiir
eine weitere Iteration von Konstruktion (A) erfiillt. Das divisible Design D
sei das Design, welches wir nach der i-ten Iteration von Konstruktion (A)
erhalten.

Wir zeigen nun die Formeln fiir die Parameter durch Induktion nach .

(a) Nach Satz 3.2.4 gilt die Behauptung fiir i = 1, was den Induktionsbeginn
liefert.

(b) Nehmen wir an, die Behauptung gilt fiir i = m.

Dann haben wir ein divisibles Design D™ mit den Parametern

Sm = S'Qm, km — k, )\m — )\.qm(n—2fd)’ Upy = U.qm und bm — qu(nfd)
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(c) Sei i = m + 1. Nach Erweiterung von D™ analog zu Schritt (e) erhalten
wir nach Satz 3.2.4 mit Konstruktion (A) (Schritte (b) bis (d)) ein divisibles
Design D™ mit folgenden Parametern:

® Smp1=5m-q=s5-¢"",

d karl = k7

° )\m—i—l — )\m X q(n72fd) = \- q(erl) (n—2—d)
L4 vm—f—l:vm'q:v'qurla

o Doy = b gD — b QoD (i)

Somit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.2.8 Nach Bemerkung 3.2.2 ist es immer mdoglich Konstruk-
tion (A) zu beginnen,

(1) mit P = PG(1, q) der projektiven Geraden iiber GF(q), ¢ eine Primzahl-
potenz. In diesem Fall miissen wir sicherstellen, dass ¢ > v — 1 gilt, und wir
erhalten®” immer d = (—1).

(i) mit P = PG(n,q), n € N, n > 1, ¢ eine Primzahlpotenz, indem P als
Menge von Hyperebenen gewihlt wird, deren Schnitt ein (n—2)-dimensionaler
Unterraum ist. Da wir ¢ 4+ 1 solcher Hyperebenen in B ([37], Th. 3.1.2, (i),
S. 66) haben, miissen wir wiederum sicherstellen, dass ¢ > v — 1 gilt und wir
erhalten d =n — 2.

Jeder dieser Fille liefert das folgende Korollar.

Korollar 3.2.9 Sei ein (s, k, \)-divisibles Design D mit v Punkten und b
Blocken gegeben. Dann existiert fiir jedes i € N und jede Primzahlpotenz q
mit ¢ > v —1 ein (s- ¢, k, \)-divisibles Design mit v - ¢* Punkten und b - ¢**
Blécken.

3.2.1.1 Untersuchung zur Block-Zerlegbarkeit

Nun untersuchen wir, ob bezichungsweise welche Designs D?, i € N block-
zerlegbar sind. Zunéchst erfolgt jedoch eine Definition, sowie eine Bemerkung
zur fast Block-Zerlegbarkeit.

Definition 3.2.10 Seien Po und T wie oben definiert.
Wir definieren 7" als Menge von Représentanten der Nebenklassen ¢ 75 mit
teT.

3TMan entsinne sich, dass wir dim () = (—1) definieren.
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Bemerkung 3.2.11 Konstruktionsbedingt ist jedes durch Konstruktion (A)
erstellte divisible Design D' fast-block-zerlegbar, mit inneren divisiblen De-
signs, die paarweise isomorph zum Starter-Design D sind, mehr noch, es
besitzt eine Wurzel Do und Gruppe 7.

Lemma 3.2.12 Sei D' ein wie oben durch Konstruktion (A) konstruiertes
divisibles Design, bei gegebenem divisiblen Design D als Starter Design.

D? ist genau dann block-zerlegbar mit \’j'\ inneren divisiblen Designs DEQ mat
t € T, die paarweise isomorph zu D sind, genauer, D! besitzt eine Wurzel
Do und Gruppe T, wenn zusétzlich zu Bedingung (%) auch noch Bedingung

(+¥) dim (| P=dim (| P=d mitBeB

PeP pPeB

qgilt.

Bevor wir den Beweis von Lemma 3.2.12 beginnen, zeigen wir folgendes Lem-
ma, welches wir fiir den Beweis des obigen Lemmas benttigen werden.

Lemma 3.2.13 Seien Po, P und B wie oben definiert. Dann gilt

dim (| P=dim (| P=d firaleBecB

PecP PeB

& Tz, =Tz firale B € Bo.
Beweis: Wiederum einige Beobachtungen:
(1) Es gilt

dim (| P=dim (P« (| P=()P firalleB¢€B,

pPeP pPeB PeP pPeB

da () P C () P fiir jedes B € B gilt.

pep  PeB

(2) Konstruktionsbedingt erhalten wir

(N P=(1P<e () P= () P firjedes Bo € Bo

pep  PeB PePo  PEBo

und den zugehérigen B € B.
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(3) Mit einer analogen Argumentation zu Teil (3) und (4) des Beweises von
Lemma 3.2.3, und da alle Punkte von Pp den affinen Punkt O gemeinsam
haben, erhalten wir schliefSlich

(N P=(\P & Tnr=Tnr & Tp,=Ts firalleB e Bo.

~ z PeB
PePo peB Pero ©

Beweis von Lemma 8.2.12:

”$“

Sei (##) erfiillt. Wir wissen B = (Bo)T = U B, = U Bb.
teT teT

Zuerst miissen wir zeigen

BLNBY =0 firalle t,t' €T mit t' #t.
Angenommen, es existieren ein Block B € Bp und ¢,¢ € 7 mit ¢ # ¢, so
dass gilt B! € B, N B,
Dies impliziert B' € BY, folglich existiert ein Block B’ € By mit B! = B
Da jede Translation die Parallelenklassen fest ldsst, erhalten wir B = B’ und
damit B = B" und B = B'*"". Somit gilt t~! € T = 75, (Lemma 3.2.13),
was t' € t Tp, (7 ist abelsche Gruppe) liefert und folglich den Widerspruch

t =1, daes in 7 genau einen Reprisentanten jeder Nebenklasse gibt.
Infolgedessen haben wir
6B,

teT

In Teil (c) von Konstruktion (A) haben wir gezeigt, dass Di = (Ph, Bl Sh)
fiir jedes t € T ein divisibles Design ist, was isomorph zu De und somit auch
isomorph zu D ist. D; ist daher block-zerlegbar mit |7| inneren divisiblen
Designs D% mit ¢ € 7, die isomorph zu D sind, also kann Do als eine Wurzel
mit Gruppe 7 angesehen werden.

¢“
2
Angenommen, es existiert ein Block B € B mit

dim () P#dim (] P.
PeP peB

Mit Lemma 3.2.13 haben wir fiir ein B € [;’o

Ty # T
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und, da 75 C 7p fiir jedes B € Bo gilt, erhalten wir

Tro G T

Folglich existiert ein ¢ € 75\ 75, und daher ein ¢’ € T (' #id) mit t € ¢/ 75,
und [S’fg = lg’é Da ¢’ nicht alle Punkte fest ldsst, existiert ein Block B' € By
mit B’ # B". Daher gilt BY, # Bo, aber B € B., N By und

B#|JBb.
teT

Somit erhalten wir mit Konstruktion (A) kein block-zerlegbares divisibles
Design D', dessen innere divisible Designs D}, mit ¢ € 7 sind. O

Lemma 3.2.14 Sei P mit Hilfe einer der beiden in Bemerkung 3.2.2 ange-
gebenen Methoden definiert, dann ist Bedingung (xx) erfillt.

Beweis:
1. Fall: Sei P als Teilmenge der Punktmenge von PG(1,q) definiert. Dann
haben wir

ﬂp:@: ﬂp fiir alle B € B,

PeP pPeB
was
dim ﬂP =(—1) = dim ﬂP fiir alle B € B
PeP PeB
liefert.

2. Fall: Sei P wie in Bemerkung 3.2.2 Teil (ii) definiert. A
Da dim’H = n — 2 gilt und der Schnitt von je zwei Punkten aus P nach
Konstruktion gleich H ist, wissen wir

ﬂP =H= ﬂP fiir jede Teilmenge C' C P, |C]> 2.

pPeP pPeC

Daher folgt die Behauptung. O

Es ist also immer moglich, die Punktmenge eines Designs so in P einzubet-
ten, dass sowohl Bedingung (x) als auch (%) erfiillt ist. Nach Lemma 3.2.12
erhdlt man daher mit Konstruktion (A) ein block-zerlegbares DD, dessen
innere Designs paarweise isomorph zum Starter-Design sind. Nun stellt sich
die Frage, ob die DDs, welche durch weitere Anwendungen von Konstruk-
tion (A) entstehen, diese Eigenschaft ebenfalls besitzen. Die Antwort lautet
,nein. Folgendes Lemma liefert den Grund, warum Bedingung (x*) nicht
mehr erfiillt wird.
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Lemma 3.2.15 Sei D',i € N, ein block-zerlegbares divisibles Design, welches
wie oben durch Konstruktion (A), ausgehend von einem gegebenen divisiblen
Design D=1 konstruiert ist®®. Und sei D' = (P;, B, S;) das zugehirige erwei-
terte (nach Teil (e) von Konstruktion (A)) block-zerlegbare divisible Design.
Dann gilt

dim (P < dim (P firalle Be€B

PeP; pPeB

Beweis: Nach dem Beweis von Lemma 3.2.6 Teil (1) wissen wir

dm,ﬂP:d+1 fiir alle B € B;.

PeB

Nach Konstruktion enthélt die Punktmenge 75Z von Di verschiedene Elemente
derselben Parallelenklasse. Also gilt [pep P = 0. Der projektive Abschluss
paralleler affiner Hyperebenen schneidet sich im selbem Unterraum der un-
eigentlichen Hyperebene. Daher erhalten wir konstruktionsbedingt

dim (P = dim [P <d,

PE?Z’ P€737;
was
dim (P <d <d+1
PEﬁi
liefert. O

Die folgende Proposition ist nun naheliegend.

Proposition 3.2.16 Seien D' ein block-zerlegbares divisibles Design, wel-
ches wie oben durch Konstruktion (A), ausgehend von einem gegebenen di-
visiblen Design D' konstruiert ist*®und D7, j € N, j > i ein durch einige
Iterationen dieser Konstruktion entstandenes divisibles Design. Dann bilden
die Translate von ﬁgl keine Block-Zerlequng von Di.

Beweis: D' ist block-zerlegbar, also erfiillt D! nach Lemma 3.2.12 Bedin-
gung (*x), aber nach Lemma 3.2.15 gilt diese Bedingung bei dem erweiterten
divisiblen Design D', welches der Ausgangspunkt fiir die néichste Iteration ist,
nicht mehr. Daher kann das konstruierte divisible design D" nicht block-

zerlegbar mit paarweise zu D! isomorphen inneren divisiblen Designs sein
(nach Lemma 3.2.12).

38Bei i = 1 bezeichne D° das Starter-Design.
39(S. Funote zu Proposition 3.2.15.)



Konstruktionen block-zerlegbarer divisibler Designs 79

Da bei jeder Iteration die Dimension des Schnittes iiber die Punkte immer
konstant gleich d ist, der Schnitt iiber die Punkte der Blécke jedoch ansteigt,
ist Bedingung (**) in keiner der folgenden Iterationen erfiillt. Daher kann
keines der divisiblen Designs D’ block-zerlegbar mit paarweise zu D! iso-
morphen inneren divisiblen Designs sein. O

Nun fassen wir zusammenfassen:

Korollar 3.2.17 Sei ein (s, k, \)-divisibles Design D mit v Punkten und b
Blicken gegeben. Dann existiert fir jedes i € N ein (s - ¢, k, X - ¢*("727D)-
divisibles Design D' mit v-q* Punkten und b-¢* "9 Blécken mit ¢,n,d € N,
q eine Primzahlpotenz, q,n grof§ genug, d geeignet, wobet

(i) D' ein block-zerlegbares divisibles Design ist, dessen innere divisible De-
signs paarweise isomorph zu D sind, jedoch

(i) DI mit 5 € N, j > 1 keine Block-Zerlegung erlaubt derart, dass die
inneren divisiblen Designs paarweise isomorph zu D sind.

Beweis: Nach Lemma 3.2.14 ist es immer moglich, eine geeigente Menge P
zu finden. Nach Satz 3.2.7 und Lemma 3.2.12 erhalten wir Behauptung (i).
Teil (ii) folgt mit Proposition 3.2.16. O

In den folgenden beiden Abschnitten beschiftigen wir uns mit der Wirkung
spezieller Starter-Designs. Nachdem wir uns zunéchst t-balancierten Starter-
Designs gewidmet haben, werden wir Starter Designs verwenden, die zusétz-
liche Eigenschaften aufweisen, wie beispielsweise selbst block-zerlegbar zu
sein.

Wir werden unter anderem festellen konnen, dass ein block-zerlegbares
Starter-Design eine Block-Zerlegung bei dem konstruierten DD induziert, so
dass es doch moglich ist, mit Konstruktion (A) Familien block-zerlegbarer
DDs zu erhalten (s. Satz 3.2.25). Allerdings sind die inneren Designs dieser
Block-Zerlegungen nicht mehr isomorph zum Starter-Design, wie es bei den
bisher behandelten block-zerlegbaren DDs der Fall gewesen ist. Aus diesem
Grund wurde das obige Ergebnis (Korollar 3.2.17) explizit festgehalten.

3.2.2 Verwendung t-balancierter Starter-Designs

Bis jetzt haben wir uns beziiglich Konstruktion (A) nur mit 2-balancierten di-
visiblen Designs beschiéftigt. Es stellt sich nun die Frage, ob es méglich ist, mit
Konstruktion (A) (fast) block-zerlegbare t-divisible Designs mit t > 2 herzu-
stellen. Naheliegend ist die Verwendung eines t-balancierten Starter Designs.
Wegen Satz 1.1.3 ist dies auch 2-balanciert, weshalb wir durch Konstruktion
(A) auf jeden Fall ein divisibles Design erhalten. Das néchste Lemma gibt
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nun die Bedingungen an, unter denen ein solches Design auch t-balanciert
ist.

Lemma 3.2.18 Sei ein t-divisibles Design D, mit t > 2 gegeben und sei

= (P,B,S) ein diisibles Design, welches wir durch Konstruktion (A)
erhalten wenn wir D als Starter-Design verwenden. D ist genau dann ein
(fast) block-zerlegbares40 t-divisibles Design mit zu D isomorpher Wurzel und
Gruppe T, wenn

(i) die Elemente jeder transversalen t-Teilmenge von P einen nicht-leeren
affinen Schnitt besitzen und

(ii) diese Schnitte paarweise dieselbe Dimension aufweisen (diese bezeich-
nen wir mit d ).

Beweis: Sei D ein t-divisibles Design mit t > 2 und D das divisible Design,
welches wir durch Verwendung von Konstruktion (A) mit Starter-Design D
erhalten.*! Die Bedingungen (i) und (ii) aus Lemma 3.2.18 seien durch die
Elemente von D erfiillt.

In den Schritten (a) bis (c¢) von Konstruktion (A) (s. 3.2) ist es unerheblich,
ob D t-balanciert mit t = 2 oder t > 2 ist. Und dasselbe gilt fiir Schritt
(d) bis zur Untersuchung zum Index. Diese fithren wir daher an dieser Stelle
durch:

Sei {Py, Ps, ..., P;} eine beliebig gegebene transversale t-Teilmenge von P.
Nach Konstruktion existieren Punkte Py, Ps,,..., P, aus Pp C P mit
Py|| Py, P|| Pay,s - . ., Pi|| Py . Auch hier bezeichnet || die Parallelitatsrelation
des affinen Raumes A. Bedlngung (i) (s.0) stellt die Existenz eines ¢’ € T
mit Pt = P, Pt/ =D, ... P = P, sicher. Analog zum 2-balancierten Fall
(s. S. 71), reicht auch hier d1e Bestlmmung der Anzahl der Blocke, welche
die Punkte Py, Ps,, ..., P, gemeinsam enthalten. Da hier ebenfalls jeder
Block, der diese Punkte enthéilt, ein Bild unter einer Translation eines der
A Blocke mit dieser Eigenschaft aus Bo C B ist, bestimmen wir die Anzahl
solcher Blocke mit analogen Uberlegungen zum 2-balancierten Fall (s. S. 71)

als
A

A= Z ‘7—{PIO7P207---7PtO}|/‘TBi
i=1
mit B; € Bo und Py, Pog, ..., Py € B; fiir allei = 1,..., A,
was dquivalent ist zu

101 ist genau dann block-zerlegbar, wenn Bedingung () aus Lemma 3.2.12 erfiillt ist,
ansonsten ist es fast-block-zerlegbar mit Wurzel D und Gruppe 7.
41Mit Bezeichnungen wie im 2-balancierten Fall.
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A= M7p,,nPoynnpi, |/ 178 (15)

mit B € B, mit Lemma?? 3.2.3 und einer analogen Argumentation zu Teil
(4) des zugehorigen Beweises.

Damit D ein t-divisibles Design ist, muss dieser Wert fiir sémtliche trans-
versalen t-Teilmengen von P iibereinstimmen. Da Lemma 3.2.3 gilt und wir
Bedingung (x) vorausgesetzt haben, ist die Ordnung der Stabilisatoren der
Blocke in 7 paarweise identisch. Wir haben Bedingung (ii) (aus Lemma
3.2.18) vorausgesetzt, also ist auch die Ordnung der Stabilisatoren aller trans-
versaler t-Teilmengen von P paarweise identisch. Dies liefert einen konstanten
Wert fiir . Damit ist D ein t-divisibles Design®3.

Da sich D nach Konstruktion aus Translaten von [)O zusammensetzt und
Do = D gilt, wissen wir, dass D mindestens fast-block-zerlegbar mit zu D
isomorpher Wurzel und Gruppe 7 ist. Lemmata 3.2.12 und 3.2.13 betreffen
nicht den Index, kénnen also auch hier entsprechend eingesetzt werden und
wir schliefen, dass D genau dann (wie behauptet) block-zerlegbar ist, wenn
Bedingung (%) aus Lemma 3.2.12 erfiillt ist.

Sei nun ein (fast) block-zerlegbares t-divisibles Design D mit zu D isomorpher
Wurzel und Gruppe 7 gegeben, was durch Konstruktion (A) mit Starter-
Design D erstellt wurde.

Bedingung (i) erhalten wir durch folgende Beobachtung: Zu jeder transversa-
len t-Teilmenge aus P existieren genau A Blocke, die diese t Punkte enthalten,
da D t-balanciert ist. Die Punkte jedes Blockes besitzen einen nicht-leeren
affinen Schnitt, da sich ihre Urbilder in Pp mindestens im affinen Punkt O
schneiden. Damit besitzt jede Teilmenge von Punkten eines Blocks ebenfalls
einen nicht-leeren affinen Schnitt.

Um die zweite Bedingung (ii) zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an, dass
also zwei transversale t-Teilmengen aus P existieren, deren Punkte sich in
affinen Unterrdumen unterschiedlicher Dimension schneiden. Diese affinen
Unterrdume besitzen Stabilisatoren von verschiedener Ordnung in 7', wohin-
gegen als Folge von Bedingung (x) alle 7p,, B; € B von konstanter Ordnung
sind. Bei der Konstruktion der Inzidenzstruktur D bestimmen wir den Pa-
rameter A mit Hilfe von Gleichung (15) auf Seite 81, welche fiir die beiden

42Lemma 3.2.3 gilt, da es in diesem nicht darauf ankommt, ob die Inzidenzstruktur D
2-balanciert ist und wir Bedingung (*) vorausgesetzt haben.

43Die Ordnung der Punktmenge sowie der Punktklassen stimmt jeweils mit dem 2-
balancierten Fall iiberein. Daher braucht Bedingung (4) aus Definition 1.1.2 nicht erneut
untersucht werden.
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oben betrachteten t-Teilmengen unterschiedliche Werte liefert. Daher ist D
kein t-divisibles Design, ein Widerspruch. Also muss Bedingung (ii) erfiillt
werden. a

Die néchste Proposition liefert Informationen iiber die Parameter eines
t-divisiblen Designs D, welches wie oben durch Konstruktion (A) mit t-
divisiblem Starter-Design D erstellt wurde. Es handelt sich hierbei um eine
Verallgemeinerung von Satz 3.2.4.

Proposition 3.2.19 Sei ein (fast) block-zerlegbares t-divisibles Design D,
t > 2, mit Wurzel D und Gruppe T gegeben, was durch Konstruktion (A)
mat Starter-Design D erstellt wurde.

Ist D ein t— (s k, \)-divisibles Design mit v Punkten und b Blicken, dann ist

D eint— (3, k, \)-divisibles Design mit § 1= s-q, k:=kund )= \- th d=1

—d+1

was v := v - q Punkte und bi=1b- q% Blicke besitzt, wobei d und dy wie

oben definiert sind.

Beweis: Im Beweis des vorigen Lemmas haben wir bereits festgestellt, dass
wir lediglich bei der Berechnung des Parameters A aufpassen miissen. Die
anderen Parameter entsprechen denen, die fiir den 2-balancierten Fall in
Satz 3.2.4 angegeben sind.** Um den Wert von A zu bestimmen, miissen
uns die Ordnungen der Stabilisatoren eines Blocks aus B, sowie einer be-
lichigen transversalen t-Teilmenge ¥ von P bekannt sein.® Ebenso wie im

2-balancierten Fall wissen wir’® |7z] = ¢%*! und wir bestimmen |7y| = th
was ~ ~

A= )‘|TP100P200...0PtO | /17| = )\th/qurl — g
ergibt. .

Wann immer es moglich ist, Bedingungen (i) und (ii) aus Lemma 3.2.18
zu erfiillen, sind wir in der Lage, ein fast block-zerlegbares t-divisibles Design
zu erzeugen. Fiir t = 2 sind diese Bedingungen natiirlich immer erfiillt, da
sich je zwei nicht-parallele affine Hyperebenen (die Punkte von P sind affine
Hyperebenen) in affinen Unterrdumen derselben Dimension schneiden. Dies
bestétigt unser Ergebnis im 2-balancierten Fall.

4“Mit Ausnahme der Anzahl der Blocke b, die vom Wert von A abhiingig ist (s. S.5).
45Mit Bedingungen (*) und (ii) wissen wir, dass diese Werte jeweils fiir jeden Block aus
B und jede transversale t-Teilmenge von P gelten.

46Man entsinne sich, wir bezeichneten d = dim () P (mit B € B) und d; = dim () P
PeB Pey

(mit Y eine beliebige transversale t-Teilmenge von P).
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Der Fall t= 3:

Betrachten wir nun den Fall t = 3. Wir wissen, dass sich je drei paarwei-
se nicht-parallele Hyperebenen eines 3-dimensionalen affinen Raumes, deren
Schnitte mit der uneigentlichen Hyperebene nicht aus drei kopunktalen Ge-
raden bestehen, genau in einem affinen Punkt schneiden. Folglich sind Bedin-
gungen (i) und (ii) aus Lemma 3.2.18 erfiillt, wenn wir das Starter-Design D
so in PG(2, ¢) einbetten, dass je drei Punkte von P (also Geraden in PG(2, ¢))
ein Dreieck bilden. Im folgenden Beispiel wird eine Mo6glichkeit angegeben,
wie diese Forderung erfiillt werden kann.

Beispiel:

Sei ein 3 — (s, k, \)-divisibles Design D mit v Punkten und b Blocken gege-
ben und sei P = PG(2, q), ¢ ungerade Primzahlpotenz mit ¢ + 1 > v. Wir
betrachten nun einen nicht-singuldren Kegelschnitt C' in P8 und definieren P
mit |75| = v als Teilmenge der Menge aller Tangenten von C"

P C {H | H Tangente von C'}.

Jeder Kegelschnitt in PG(2, ¢) besteht aus ¢ + 1 Punkten. Da wir ¢+ 1 > v
vorausgesetzt haben, ist die Menge der Tangenten grofi genug fiir unsere
Konstruktion und, da ¢ ungerade ist, sind keine drei Tangenten von C' ko-
punktal. Je drei von ihnen bilden daher ein Dreieck und Bedingungen (i) und
(ii) sind erfiillt. Also ist die durch Konstruktion (A) erstellte Inzidenzstruktur
D nach Lemma 3.2.18 ein 3-divisibles Design mit den in Proposition 3.2.19
angegebenen Parametern.

Nun bleibt also lediglich die Bestimmung der Werte von d und d;. Da
k >t > 3 (D ist 3-balanciert) gilt, ist der Schnitt tiber die Punkte eines
jeden Blocks aus B leer (ebenso wie der Schnitt iiber alle Punkte von P, was
Bedingung (+x) liefert). Wie haben daher d = (—1). Und es gilt dy = 0, da

sich je drei Punkte aus P genau in einem affinen Punkt schneiden. Schlieilich
bemerken wir noch, dass D block-zerlegbar ist, da Bedingung (%) gilt.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass D isomorph zu einem in Beispiel 2
auf Seite 42 durch C. Cerroni und R.-H. Schulz [15] konstruierten divisiblen
Design sein kann, falls wir ein geeigentes Starter-Design D verwenden. Wir
erhalten ein solches beispielsweise, indem wir die 3-Regularitit von PGO(3, q)
auf den Punkten eines Kegelschnitts nutzen. Wahlen wir denselben Kegel-
schnitt wie Cerroni/Schulz und definieren die zu den Tangenten in der Menge
0 (s. S. 43) gehorigen Punkte als Startblock, erhalten wir mit Hughes [40]
ein solch geeignetes Design D.
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Analog kénnen wir zu allen in den Beispielen 1 bis 3 dargestellten DDs jeweils
isomorphe DDs mit Konstruktion (A) erzeugen.
Verallgemeinert konnen wir folgendes festhalten:

Bemerkung 3.2.20 Sei D ein DD, welches unter Verwendung von Speras
Konstruktionsprinzip (3.1) mit der Konstruktionsmethode von Schulz und
Spera (s. Beispiel 3.1.1) oder einer erweiterten Fassung wie in den Beispielen
3.1.2 oder 3.1.3 konstruiert wurde. Dann ist es moglich, mit Konstruktion
(A) ein dazu isomorphes DD zu erstellen.

Dies folgt sofort, da mit der Verwendung einer Kollineationsgruppe, die
auf einer Menge in der verwendeten uneigentlichen Hyperebene mehrfach
transitiv (oder homogen) operiert, die Herstellung eines geeigneten Starter-
Designs (mit Hughes [40]) sichergestellt ist. Die Bedingungen (i) und (ii)
aus Lemma 3.2.18 sind bei den oben genannten Konstruktionen erfiillt (siehe
Konstruktionsbeschreibungen in den entsprechenden Abschnitten), daher ist
dies bei der Durchfithrung von Konstruktion (A) ebenso der Fall.

Block-Zerlegung in t-divisible Designs

Die Frage nach der Existenz (fast) block-zerlegbarer divisibler Designs, deren
innere Designs t-balanciert sind, ist leicht beantwortet. Beginnt man Kon-
struktion (A) mit einem t-balancierten Starter-Design, erhélt man ein solches
divisibles Design, da die inneren Designs isomorph zum Starter-Design sind.
Wir sind also in der Lage, fiir jedes t € N fiir welches ein t-divisibles De-
sign existiert, ein (fast) block-zerlegbares divisibles Design zu konstruieren,
dessen innere Designs t-balanciert sind.

3.2.3 Konstruktion (A) mit strukturierten Starter-Designs

Im folgenden Abschnitt werden wir uns damit beschéaftigen, inwieweit innere
Strukturierungen des Starter-Designs durch Konstruktion (A) auf das kon-
struierte DD iibertragen werden bzw. welche inneren Strukturierungen bei
diesem induziert werden. Dabei kénnen wir feststellen, dass Konstruktion (A)
ein vielfiltig einsetzbares Verfahren ist, mit dem nicht nur block-zerlegbare
DDs produziert werden kénnen.

Zunéchst halten wir fest, dass nicht nur eine auf der Punktmenge des
Starter-Designs existierende Partition eine ebensolche auf der Punktmenge
des durch Konstruktion (A) erstellten DDs induziert, sondern dass dies eben-
so fiir Partitionen der Blockmenge gilt.
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Lemma 3.2.21 Sei D = (P,B,S) ein gegebenes DD, welches als Starter
Design®” fiir Konstruktion (A) verwendet wird und D = (P,B,S) das er-
stellte DD.

e FEuistiert eine Partition (P1,P2,...,Pm), Pi € P, i =1,...,m, der
Punktmenge P, dann wird durch diese eine Partition (Pf, Pl ... P,
PI CPT =P,i=1,...,m, der Punktmenge P von D induziert.

o FEuxistiert eine Partition (By,Ba, ..., By), B € B, i = 1,...,m, der
Blockmenge B, dann wird durch diese eine Partition (Bf ,Bj , ..., B,
BI C BT =B,i=1,...,m, der Blockmenge B von D induziert.

Beweis: Die Argumentation zum ersten Teil verlauft analog zu derjenigen,
die in Konstruktion (A) Teil (d) beziiglich der Punktklassen gegeben wurde,
da bei dieser lediglich die Eigenschaft der Punktklassen, eine Partition der
Punktmenge zu sein, verwendet wurde.

Fiir den zweiten Teil stellen wir zunéchst fest, dass die Punktmengen der
Blocke in B paarweise verschieden sind, da D als einfach vorausgesetzt wurde.
Die Punkte von D befinden sich in paarweise unterschiedlichen Parallelen-
klassen affiner Hyperebenen von D. Daher kann kein Block aus B durch eine
Translation t € 7 auf einen anderen Block aus B abgebildet werden. Wir
erhalten daher B! # B! fiir alle B;, B; € Bmit i # jund ¢,¢' € T mit t # ¢/,
denn sonst gibe es t' ot~ € T, so dass B;»/OFI = B, gilte. Da die Orbits der
Blocke aus B unter 7 also paarweise disjunkt sind, muss dies auch fiir die zu
einer Partition von B gehorigen Mengen von Orbits gelten. O

Da, wie eben erwihnt, die Orbits der Blocke aus B unter 7 disjunkt sind,
folgt sofort:

Lemma 3.2.22 Seien D und D wie in Lemma 3.2.21 gegeben und seien
(B1,By, ..., By), B; € B, i =1,....,m und (B, B,,...,B)), B; C B, j =
1,...,1, zwei verschiedene Partitionen der Blockmenge B, d.h. es gibt Indizes
i €{1,...,m}, so dass fir alle j € {1,...,1} gilt B; # B;.

Dann sind die nach Lemma 3.2.21 induzierten Partitionen (BT, BY ..., BL)
und (BT, By ,....Bil) ebenfalls verschieden und es gibt BB mit
i€{l,....,m}undje€{1,... 1}, fir die B #B;»T qgilt.

4TWir identifizieren im Folgenden D mit dem bei Konstruktion (A) zugehorigen isomor-
phen eingebetteten DD Do bzw. (D)™, verzichten also der Einfachheit halber auf Indizes
und Exponenten. Falls keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, werden wir dies auch
im Folgenden tun, ohne jedes Mal erneut darauf hinzuweisen.
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Nun werden wir die ,Wirkung® verschiedener Starter-Designs mit unter-
schiedlichen, in Kapitel 2 eingefiihrten inneren Strukturierungen betrachten.
Wir beginnen mit der fiir diese Arbeit wichtigsten Struktur, einem block-
zerlegbaren DD.

3.2.3.1 Das Starter-Design sei block-zerlegbar

Wir bezeichnen jeweils mit D = (P, B, S5) das Starter-Design und mit D=
(P,B,S) das durch Konstruktion (A) erhaltene DD, mit P = P, B = B7
und S = S7.

D sei block-zerlegbares (s, k, \) — DD mit v Punkten, b Blocken und inneren
DDs Dz = (PZ,BZ,SZ) mit PZ Q P, BZ C B, S@ Q S fiir alle ¢ = 1,...,m.

Dann kénnen wir problemlos zeigen:

Lemma 3.2.23 Seien D und D wie oben gegeben. Dann ist D

° block-zeflngar mit m_inneren Designs [2, = (751',[;’“ SZ), wobei 75, =
PI CP,B;:=BI CcBundS;:=S5F CS firalei=1,...,m gilt.

Gilt zusitzlich fiir allei =1,...,m Bedingung *®

(") dim ﬂP:dz’m ﬂP:d mit B € B;,

PeP; PeB
dann lisst sich jedes der D; zerlegen und D ist daher auch noch

e block-zerlegbar mity ;" | |’Z~;| inneren Designs Dy = (75,~t, B, Sit), wobei
Py = P! C P, B = B C B und S; := St C S mitt e T; fiir alle
i=1,...,m gilt. Dabei sei T; jeweils eine Menge von Reprisentanten
der Nebenklassen tTp, (t € T).

Beweis: D ist nach Satz 3.2.4 ein DD. Beschriinken wir uns wihrend der Be-
trachtung der Konstruktion von D auf die Behandlung der einzelnen inneren
Designs von D, so wissen wir nach Abschnitt 3.2.1, dass zu jedem der D;
ein DD D7 = (PT B7,S7) konstruiert wird, welches, falls Bedingung (')
gilt, selbst ebenfalls block-zerlegbar ist (nach Lemma 3.2.12). Dabei sind die
inneren Designs jeweils von der Form (P!, B, S!), mit ¢ € 7T;.

Da das Starter-Design D nach Voraussetzung block-zerlegbar ist, bil-
den die Blockmengen der inneren Designs D;, ¢ = 1,...,m eine Partiti-
on seiner Blockmenge B. Nach Lemma 3.2.21 induziert diese ein Partition

48Diese Bedingung entspricht Bedingung (), ist hier nur jeweils auf die einzelnen in-
neren Designs von D bezogen.
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(BT,BY,...,BT) von Bmit B ¢ B = B, i =1,...,m. Die Teile dieser
Partition sind jedoch gerade die Blockmengen der DDs D7. Da nach Vor-

aussetzung
U r="

i=1,....m

gilt, wissen wir, es gilt auch

U »7=7".

i=1,....m

Durch eine entsprechende Uberlegung zu den Punktklassen erhalten wir ins-
gesamt die erste der beiden Behauptungen.

Um die zweite zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass die Blockmengen
der D; (t=1,...,m,t € ’]~Z) eine Partition von B ergeben, die Vereinigung
der einzelnen Punktmengen der D;; die Punktmenge P bildet und dies ebenso
entsprechend fiir die Punktklassen gilt.

Da wir nun Bedingung (xx’) fiir alle ¢ = 1,..., m voraussetzen, bilden die
Blockmengen der Dit nach Lemma 3.2.12 jeweils eine Partition der Block-
menge des zugehorigen DDs D;, die ihrerseits wiederum die Blockmenge von
D partitionieren. Insgesamt bilden also die Blockmengen der D;; eine Parti-
tion von B.

Die Vereinigung der Punktmengen der D;, ergibt jeweils die Punktmenge des
zugehorigen DDs D;. Da deren Vereinigung die Punktmenge von D ergibt,
gilt dies auch fiir die Vereinigung aller Punktmengen P;,. Vollig analog erhlt
man auch die Behauptung fiir die entsprechenden Punktklassen. Nach Lem-
ma 3.2.12 erhalten wir zu jedem ,,Starter-Design® D; jeweils |’]~; | verschiedene
innere Designs, also insgesamt "7, |7;). O

Bemerkung 3.2.24 (a) Die zwei in Lemma 3.2.23 angegebenen Zerlegun-
gen sind verschieden, da Bt # BY fiir allei = 1,...,m und alle t € 7
gilt. Angenommen, es gibt ein i, fiir das B! = BY (t € T) gilt. Dann
folgt B; = BZ°""" = BZ. Die Blockmenge B; wird also von 7T fest gelas-
sen, was nur moglich ist, wenn (.5 P mit B € B; den ganzen affinen
Raum einnimmt. Da die Punkte jedoch echte affine Unterrdume sind,
kann das nicht passieren.

(b) Ausserdem stellen wir fest?%: B, N B = By fiiralle s = 1,...,m und
teT.

49Die Bezeichnungen entsprechen denjenigen in Lemma 3.2.23
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Wir konnen also festhalten, dass ein durch Konstruktion (A) entstandenes
DD D immer block-zerlegbar ist, falls das Starter-Design diese Eigenschaft
hat. In Konstruktion (A) Teil (e) wird D isomorph auf D abgebildet, welches
als Starter-Design fiir die folgende Iteration verwendet wird. Wegen D = D
ist auch dieses block-zerlegbar und wir erhalten folglich mit jeder Iteration
ein weiteres block-zerlegbares DD. Nach Korollar 3.2.17 wissen wir, dass man
zu jedem gegebenen DD mit der ersten Durchfithrung von Konstruktion (A)
ein block-zerlegbares DD erhalten kann, dessen innere Designs paarweise iso-
morph zum Starter-Design sind. Das bedeutet, bei jeder weiteren Iteration
erhalten wir wieder ein block-zerlegbares DD (dessen innere Designs jedoch
nicht isomorph zum jeweiligen Starter-Design sind).

Dies halten wir als Erweiterung von Satz 3.2.7 fest:

Theorem 3.2.25 Sei ein (s, k, \)-DD D mit v Punkten und b Blicken gege-
ben. Dann existiert fiir jedesi € IN ein block-zerlegbares (s-¢', k, \-q* (" =2=9)-
DD D' mit v-q" Punkten und b - ¢"™% Blicken, wobei g,n,d € N, q eine
Primzahlpotenz, n, q, so gewdhlt, dass (¢"* —1)(q —1)7! > v gilt.

Man beachte, dass jede Block-Zerlegung des Starter-Designs, mindestens
eine und bei geeigneter Konstruktion (so dass (xx') fiir alle inneren Designs
gilt, z.B. s.u.) sogar zwei verschiedene Block-Zerlegungen des konstruierten
DDs induziert. Ist zusétzlich Bedingung (xx) bei der Konstruktion erfiillt,
so erhélt man eine weitere Block-Zerlegung, wobei diese inneren Designs
paarweise isomorph zum Starter-Design sind. Wir werden sehen, unabhéngig
von der Wahl des Starter-Designs ist es immer moglich, die Konstruktion so
durchzufiihren, dass sowohl Bedingung (xx’) fiir alle inneren Designs, als auch
Bedingung (xx) erfiillt ist. Im nachfolgenden , Exkurs zu 8 = PG(1, ¢)* wird
dies vorgefiihrt.

Allgemein kann man daher sagen:

Lemma 3.2.26 Sei ein DD D wie oben (mit (xx) und (xx)) gegeben, wo-
bei es insgesamt z paarweise verschiedene Block-Zerlegungen besitze. Dann
existiert etn DD D mit 2z + 1 paarweise verschiedenen Block-Zerlegungen.

Beweis: Nach Lemma 3.2.23 wissen wir, dass durch eine Block-Zerlegung
des Starter-Designs zwei Zerlegungen des durch Konstruktion (A) erhaltenen
DDs D induziert werden, vorausgesetzt Bedingung (#x') ist fur alle inneren
Designs dieser Block-Zerlegung von D erfiillt. Nach Bemerkung 3.2.24 (a)
sind diese beiden Zerlegungen verschieden. Nach Voraussetzung ist (xx') bei
allen inneren Designs sdmtlicher z Zerlegungen erfiillt, d.h. wir erhalten 2z
induzierte Block-Zerlegungen von D.
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Wir zeigen, dass diese paarweise verschieden sind. Wegen Lemma 3.2.22 wis-
sen wir, dass die nach dem ersten Teil von Lemma 3.2.23 induzierten Block-
Zerlegungen in D paarweise verschieden sind, da die zugehorigen Block-
Zerlegungen des Starter-Designs paarweise verschieden sind. Auch die im
zweiten Teil von Lemma 3.2.23 beschriebenen Zerlegungen miissen paarwei-
se unterschiedlich sein, da die zugrunde liegenden Blockmengen jeweils nicht
gleich sind. Desweiteren kann keine der letzteren Zerlegungen mit einer der
obigen (durch den 1. Teil von Lemma 3.2.23 induzierten) Zerlegungen iiber-
einstimmen, da sonst der Fall B! = BJ-T vorkommen wiirde, was nur moglich
ist, wenn B; = B; gilt. Fiir B! = B} erhalten wir jedoch mit der Argumenta-
tion von Bemerkung 3.2.24 (a) einen Widerspruch. Somit erhalten wir also
22 paarweise verschiedene Bock-Zerlegungen. Keine dieser Zerlegungen von B
enthélt Teile mit |B| Elementen. Daher kann keine dieser Zerlegungen mit der
durch Konstruktion (A) erhaltenen Block-Zerlegung iibereinstimmen, dessen
innere Designs paarweise isomorph zum Starter-Design D sind ((xx*) gilt nach
Voraussetzung). Insgesamt erhalten wir daher die Behauptung. O

Wir werden nun ein Beispiel betrachten, bei dem die oben genannten Bedin-
gungen (xx) und (xx’) erfiillt sind.

Kurzer Exkurs zu B = PG(1, q):

Wieder sei D = (P, B, S) ein gegebenes block-zerlegbares (s, k, A\)-DD mit v
Punkten, b Blocken. Es besitze z paarweise unterschiedliche Block-Zerlegungen.

Wir beginnen Konstruktion (A) mit der Einbettung von D inB=PG(1, ¢;)
(¢1 > v — 1, Primzahlpotenz). Nach Lemma 3.2.14 wird Bedingung (*x*) bei
einer Einbettung in eine projektive Gerade immer erfiillt, d.h. es gilt

(%) dim ﬂP:dim nP:(—l) mit B € B.

pPcpP PeB

Da dies auch fiir jede beliebige Teilmenge von P gilt, wird Bedingung (xx’)
immer fiir alle Punktmengen und Blockmengen der inneren Designs von D
erfiillt, wenn die Einbettung in eine projektive Gerade erfolgt.

Durch Konstruktion (A) erhalten wir demnach (Korollar 3.2.9 (fiir ¢ = 1))
und Lemmata 3.2.12, 3.2.23) ein (s - ¢, k, A)-DD D mit o = v - ¢; Punkten,
welches (nach Lemma 3.2.26) 22z 4 1 verschiedene Block-Zerlegungen besitzt.

Nach Lemma 3.2.12 besitzt eine dieser Zerlegungen |’]~' | innere Designs,
wobei |T| = [T : Tp] = ¢% wegen Tp = id und |T| = ¢? gilt. Diese inneren
Designs sind paarweise isomorph zum Starter-Design und besitzen damit
ebenfalls z verschiedene Block-Zerlegungen. Da der Stabilisator jeder mehr
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als einelementigen Teilmenge von P in 7 ebenfalls gleich der Identitét ist und
damit dessen Index in 7 gleich ¢? ist, besitzen 2 der anderen Zerlegungen
nach Lemma 3.2.23 jeweils genau m; und die anderen z jeweils m; - ¢> innere
Designs, wobei m;, i = 1,..., z jeweils der Anzahl der inneren Designs der z
zugehorigen Block-Zerlegungen des Starter-Designs D entspricht.

Man kann das konstruierte DD jeweils wieder als Starter-Design fiir eine
analoge Konstruktion mit Einbettung in eine projektive Gerade PG(1, ¢;)
verwenden, wobei man bei der Wahl der Primzahlpotenz ¢; jeweils ledig-
lich wieder darauf achten muss, dass sie gro genug ist. Auf diese Weise
kann man neben den in Satz 3.2.25 angesprochenen DDs eine weitere Familie
block-zerlegbarer DDs konstruieren, bei der jedoch die Anzahl der Block-
Zerlegungen mit jeder Iteration ansteigt. Wir betrachten das nach der j-ten
Iteration erhaltene DD:

Es handelt sich um ein (sqiq . . . g;, k, A)-DD mit vgi¢s . . . ¢; Punkten und
ba?qs . . .q]2» Blocken, welches Z; Zerlegungen besitzt, wobei Z; = 2Z;_; + 1
mit Zy = z gilt und ¢;, © = 1, ... die Ordnung der jeweils gewéhlten projek-
tiven Geraden ist. Dabei gilt ¢; > vqig2 ... gj—1 — 1. Die Parameter ergeben
sich direkt durch mehrfache Anwendung von Korollar 3.2.9.

3.2.3.2 Das Starter-Design sei in Faktoren zerlegbar

In Abschnitt 2.3 wurden verschiedene innere Strukturierungen vorgestellt.
Wir haben festgestellt, dass die meisten der betrachteten Strukturen Spe-
zialfille einer Block-Zerlegung darstellen. Diese Spezialfille werden wir nun
behandeln. Wir beginnen mit solchen Zerlegungen, bei denen die Punkt-
menge eines jeden Unterdesigns die gesamte Punktmenge umfafit, d.h. einer
Zerlegung in Faktoren. Spéter beschéaftigen wir uns mit Faktoren, die jeweils
zuséitzliche Eigenschaften aufweisen, welche dann die jeweilige Struktur be-
dingen.

Im néchsten Lemma halten wir fest, dass ein Starter-Design, welches sich
in m Faktoren zerlegen lésst, zu einem DD fiihrt, welches ebenfalls eine Zer-
legung in m Faktoren besitzt.

Lemma 3.2.27 Sei D = (P, B,S) ein gegebenes DD mit einer Zerlequng in
m Faktoren H; = (P,B;,S), B C B, i = 1,...,m. Dann erhdlt man durch
Konstruktion (A) mit Starter-Design D ein DD D, welches sich ebenfalls in
m Faktoren H; = (P, B;,S), mit P .= PT, B; := BT C BT =: Bi=1,....,m
und S := ST zerlegen lisst.

Beweis: Die Blockmengen der Faktoren von D bilden nach Definition ei-
ne Partition (By,Bs,...,B,) von B. Nach Lemma 3.2.21 induziert diese
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eine Partition (BY,B7,...,BL) von BY = B. Wir setzen B = B; fiir al-
le i = 1,...,m und miissen zeigen, dass die jeweils zur Blockmenge B,
i =1,...,m zugehodrige Punktmenge die gesamte Punktmenge P7 = P des
DDs D umfasst und damit auch alle Punktklassen S7 = S vollstindig vor-
handen sind. Dies folgt jedoch mit Konstruktion (A) sofort aus der Tatsache,
dass die Punktmenge jedes Faktors H; ganz P umfasst. O

Wir wissen nun mit Lemma 3.2.23 und 3.2.27, dass durch Konstruktion
(A), ausgehend von einem block-zerlegbaren Starter-Design D, dessen Zerle-
gung gleichzeitig eine Faktor-Zerlegung ist, ein ebensolches DD D konstruiert
wird.

Wir werden nun jeweils priifen, welche Eigenschaften der Faktoren des
Starter-Designs auf die Faktoren des konstruierten DDs iibertragen werden
bzw. welche Eigenschaften induziert werden. Die Eigenschaft der Faktoren
selbst Designstruktur zu tragen, wird, wie wir eben folgern konnten, auf die
Faktoren des konstruierten DDs iibertragen. Nun widmen wir uns als erstes
der Frage, was fiir eine Art Designstruktur diese neuen Faktoren tragen - ob
beispielsweise ein A-auflosbares Starter-Design ein ebensolches induziert.

Jeder Faktor ist in diesem Fall eine Taktische Konfiguration. Daher wer-
den wir im foldengen Abschnitt u.a. zeigen, dass durch eine Taktische Kon-
figuration eine ebensolche induziert wird.

3.2.3.3 Das Starter-Design sei A-auflésbar
D = (P, B,S) sei A-aufidsbares (s, k,\) — DD mit v Punkten, b Blocken und

m verschiedenen oy;-Parallelenklassen B; C B mit o, € A,i=1,2,...,m.

D = (75,[;’, S) sei das durch Konstruktion (A) mit Starter-Design D und
Einbettung in B = PG(n,q) erhaltene DD, mit P = P7, B = B7 und
S =57

Wir kénnen folgendes Lemma zeigen:

Lemma 3.2.28 Seien D und D wie oben gegeben.
Dann ist D ein A;-auflosbares DD mit Ay = {o; - ¢" ¢ | oy € A}.

Beweis: Das DD Nf) besitzt nach Lemma 3.2.27 eine Faktor-Zerlegung mit
Faktoren (P,B;,S) wobei B; = B} gilt. Wir miissen zeigen, dass fiir jeden
dieser Faktoren gilt®*: Jeder Punkt P € P ist genau in a; - ¢" =% Blécken

S00bwohl die Argumentation derjenigen in der Beschreibung von Konstruktion (A)
ghnelt, wird sie noch einmal recht ausfiihrlich durchgefiihrt, da sich die Argumentation zu
Konstruktion (A) auf ein 2-DD bezog und nicht auf eine Taktische Konfiguration.
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von B; vorhanden, wobei «; jeweils durch die zu diesem Faktor zugehérige
o;-Parallelenklasse B; bestimmt ist.

Wir betrachten einen beliebigen Faktor (P,B;,5) mit j € {1,...,m}
und einen belieben Punkt P € P. Nach Voraussetzung und Konstruktion
wissen wir, dass der Punkt P ein Urbild Py in P besitzt, welches genau in
a; Blocken aus B; C Bj vorhanden ist. Die Blocke aus l5~’j sind Elemente
des Orbits von B; unter 7. Der Punkt Py (eine affine Hyperebene) kann
zusatzlich also nur in solchen Blécken vorkommen, die das Bild eines der
oben angesprochenen «; Blocke aus B; unter einer Translation ¢ € 7 sind,
bei der zwar der Punkt Pp fest gelassen wird, nicht jedoch der jeweilige
Block selbst. Da die Orbits aller Blocke aus B; disjunkt sind, kénnen wir
diese einzeln betrachten. Sei B € B; C l5~’j einer dieser a; Blocke, die den
Punkt Pp enthalten. Jede Translation aus 7p, \ 7 = {t T | t € Tp,}
(7 < Tp,) mit Ausnahme der Identitét ldsst zwar Pp fest, nicht jedoch den
Block B. Wir erhalten genau [7p, : 7| = |Tp,|/|7p| verschiedene geeignete
Bilder von B. Zu jedem der anderen «; — 1 Blécke erhalten wir ebenso viele
geeignete Bilder, da nach Bedingung (x) und Lemma 3.2.3 |7g| = |7p/| fiir
alle B, B' € B gilt. Insgesamt kommt der Punkt Pp in genau «; - |75, |/|T5]
mit den Bezeichnungen aus Konstruktion (A) in «; - ¢"/¢*™! = a; - ¢" 174
Blocken aus B~j vor. Dies gilt auch fiir den Punkt P, da jede Translation
inzidenzerhaltender Automorphismus ist. Dieser Punkt war beliebig gewéhlt.
Daher verlauft die Argumentation fiir die anderen Punkte analog und da
Punkte jeweils affine Hyperebenen sind und damit |7p| = |7p/| fiir alle P, P' €
P gilt, sowie (x) und Lemma 3.2.3 gelten, ist der Wert von |Tp,|/|75| =
¢"~'~% unabhiingig vom betrachteten Punkt und Block. Der Faktor (75, éj, S )
war jedoch ebenfalls beliebig gewahlt, folglich besteht die Blockmenge von
jedem der Faktoren aus einer (q; - ¢" 1~%)-Parallelenklasse, wobei sich der
Wert «; aus der jeweils zugehorigen «;-Parallelenklasse von D ergibt. Damit
ist das Lemma bewiesen. a

Als Folgerung dieses Beweises halten wir folgende Bemerkung fest:

Bemerkung 3.2.29 Jede a-Parallelenklasse B; des DDs D induziert also
eine (- ¢""17%)-Parallelenklasse B? des konstruierten DDs D.

Als Sperzialfille erhalten wir sofort:
Korollar 3.2.30 Seien D und D wie oben gegeben.

o [st D «a-aufiosbar (gilt also o = «; fir alle o; € A), dann ist D
(- g 1) -auflosbar.

o Ist D auflosbar (gilt also o = 1), dann ist D (¢"~'~%)-auflosbar.
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Analog zu den Uberlegungen zur Block-Zerlegbarkeit, kénnen wir auch
hier weitere Iterationen von Konstruktion (A) betrachten. Wir haben oben
lediglich Bedingung (%) verwendet, die wir bei Konstruktion (A) sowieso
voraussetzen und welche auch bei folgenden Iterationen immer erfiillt ist.
Durch die Isomorphie D = D, wobei D wiederum das in Schritt (e) der
Konstruktion erzeugte DD ist, was bei der néchsten Iteration als Starter-
Design verwendet wird, haben wir ein A;-auflésbares Starter-Design. Mit
jeder Iteration erhoht sich sowohl die Dimension des affinen Raumes um eins,
als auch die Dimension des Schnitts der Punkte eines Blockes (dies gilt fiir
jeden Block). Vollkommen analog zur Induktion in Teil (e) von Konstruktion
(A) kann man zeigen, dass wir nach i Iterationen von Konstruktion (A) ein
DD erhalten, welches A;-auflésbar ist, wobei A; = {a; - ¢®~179 | a; € A}
gilt.

Insgesamt konnen wir daher festhalten:

Theorem 3.2.31 Sei ein A-auflosbares (s, k,\)-DD D mit v Punkten und
b Blicken gegeben, wobei A = {c; | a;j € N,j=1,...,m} gilt.

Dann ezistiert fiir jedesi € IN ein A;-auflosbares (s-¢*, k, A\-¢*"=2=9)-DD
D' mit v - ¢* Punkten und b - ¢"™ %9 Blicken, wobei q,n,d € N, ¢ Primzahl-
potenz, q,n grof genug, d geeignet und A; = {a; - ¢V | a; € A} gilt.

Wie wir sahen, wird die Eigenschaft des Starter-Designs, eine Block-
Zerlegung zu besitzen, deren innere Designs Taktische Konfigurationen sind,
auf das durch Konstruktion (A) erzeugte DD iibertragen. Ein Frame ist eben-
falls ein block-zerleghbares DD, dessen innere Designs gleichfalls Taktische
Konfigurationen sind. Es ist daher naheliegend, nun einen Frame als Starter-
Design zu betrachten.

3.2.3.4 Das Starter-Design sei ein (A, a; k)-Frame

Anders als bei einem A-auflésbaren DD umfassen die jeweils zu einem inneren
Design zugehorigen Punktmengen eines Frames nicht die gesamte Punktmen-
ge, sondern die gesamte Punktmenge jeweils abziiglich einer Punktklasse. Da-
her werden wir untersuchen, ob die Punktmengen der inneren Designs eines
durch Konstruktion (A) erhaltenen DDs ebenfalls diese Eigenschaft aufwei-
sen.

D = (P,B,S) sei ein (A, «a; k)-Frame, also ein (s,k,\) — DD mit v Punk-
ten, b Blocken und m verschiedenen partiellen a-Parallelenklassen B; C B,
1 = 1,2,...,m, deren Komplemente jeweils aus einer Punktklasse von D
bestehen.
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D = (P, B, 5S) sei wieder das durch Konstruktion (A) mit Starter-Design D
und Einbettung in P = PG(n, q) erhaltene DD, mit P = P7, B = B? und
S=57

Wir werden folgendes Lemma zeigen:

Lemma 3.2.32 Seien D und D wie oben gegeben.
Dann ist D ein (A- ¢4 a - ¢" 1% k)-Frame.

Beweis: Die Tatsache, dass D ein DD ist, sowie dessen Parameter \ - ¢" 24

und k ergeben sich direkt aus Satz 3.2.4.

Wiéhrend des Beweises von Lemma 3.2.28 haben wir gezeigt, dass ein
Punkt, der in einem Faktor des Starter-Designs genau in a Bloécken vor-
kommt, in dem zugehorigen Faktor des konstruierten Designs genau in « -
q" 174 Blocken auftritt (Bemerkung 3.2.29). Dabei war die Tatsache unerheb-
lich, dass es sich um Faktoren handelte, dass also die zugehorigen Punktmen-
gen jeweils die gesamte Punktmenge des entsprechenden DDs umfassten. Ge-
hen wir analog vor, bleibt hier also lediglich zu zeigen, dass die Komplemente
der induzierten partiellen (« - ¢" 1~9)-Parallelenklassen jeweils genau einer
Punktklasse von D entsprechen. Dazu betrachten wir eine beliebige partielle
a-Parallelenklasse B; C B des Starter-Designs, deren Komplement die Punkt-
klasse S; € S ist, sowie die zugehorige (v - ¢"~'~¢)-Parallelenklasse l5~’j = B]»T
von D. Die zur a-Parallelenklasse B; gehérende Punktmenge in D ist dem-
nach P\ S;. Nach Konstruktion besteht die zur (« - ¢"~!~%)-Parallelenklasse
B; gehorende Punktmenge in D aus den Elementen von (P \ S;)7. Da die
Orbits der Punkte unter 7" paarweise disjunkt sind, gilt (P\ ;)7 = P7\ ST
und damit (P \ ;)7 = P\ S;, wobei S; = ST e S genau eine Punktklasse
von D ist. O

Analog zu Bemerkung 3.2.29 kénnen wir auch hier festhalten:

Bemerkung 3.2.33 Jede partielle a-Parallelenklasse B; des DDs D, deren
Komplement genau eine Punktklasse von D ist, induziert eine partielle (« -
q"~'9)-Parallelenklasse B? des konstruierten DDs D, dessen Komplement
genau eine Punktklasse von D ist.

Ein Frame induziert also wiederum einen Frame. Analog zum vorigen
Abschnitt iiber A-auflosbare DDs und Teil (e) von Konstruktion (A) kénnen
wir per Induktion und unter Verwendung von Lemma 3.2.32 auch fiir Frames
zeigen, dass wir von einem ,,Starter Frame* ausgehend durch Iterationen von
Konstruktion (A) eine ganze Familie von Frames erhalten.

Dies driicken wir in Form folgenden Satzes aus:
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Theorem 3.2.34 Sei D ein (A, a; k)-Frame, mit v Punkten, b Blocken und
m partiellen a-Parallelenklassen B; C B, i =1,2,...,m, deren Komplemente
jeweils aus einer Punktklasse von D bestehen.

Dann egistiert fiir jedes i € N ein (\- @2~ o - ¢? 1= k)-Frame D’
mit m partiellen (o - ¢'™ =) -Parallelenklassen, deren Komplemente jeweils
aus einer Punktklasse von D' bestehen.

Nun kombinieren wir die Ergebnisse zu Frames und Auflésbarkeit und
wenden sie auf Semiframes an.

3.2.3.5 Das Starter-Design sei ein (k, A\)-Semiframe
D = (P,B,S) sei nun ein (k,\)-Semiframe, also ein (s, k, A)-DD, dessen

Blockmenge eine Partition B = X U Y zulésst, so dass einer dieser Teile
(sagen wir X)) in Parallelenklassen und der andere in a-partielle Parallelen-
klassen mit @ = 1, deren Komplemente jeweils einer Punktklasse entsprechen,
unterteilt werden kann.

Wie gehabt, sei D ein durch Konstruktion (A) erhaltenes DD. Die Bezeich-
nungen der Parameter entsprechen denjenige in den vorigen Abschnitten.

Die Partition B = X UY der Blockmenge von D induziert nach Lemma
3.2.21 eine Partition B = X7 UY7 der Blockmenge von D.

Jede Parallelenklasse B; von X induziert (nach Bemerkung 3.2.29 mit
a = 1) eine (¢""1~¢)-Parallelenklasse BY in X7. Die Parallelenklassen von D
bilden eine Partition von X. Diese Partition induziert (Lemma 3.2.21) eine
Partition von X7, deren Teile gerade die induzierten (¢"~!~%)-Parallelenklas-
sen sind. Ebenso wird durch jede partielle Parallelenklasse B; aus Y (nach
Bemerkung 3.2.33 mit a = 1) eine partielle (¢"~'~%)-Parallelenklasse B

in Y7 induziert, deren Komplement eine Punktklasse von D ist. Wiederum
bilden die partiellen Parallelenklassen von D eine Partition von Y, welche
eine Partition von Y7 induziert, deren Teile gerade die induzierten partiellen
(¢"~1~)-Parallelenklassen bilden.

Insgesamt erhalten wir also eine Struktur, welche wir als verallgemeinerten
Semiframe ansehen kénnen und bezeichnen diese als (i, «; k)-Semiframe, wo-
bei hier g = X - ¢" 2~ (Parameter nach Satz 3.2.4) und o = ¢"~1~¢ (Bemer-
kungen 3.2.29 und 3.2.33) gilt.

Genauer definieren wir eine solche Struktur wie folgt®!:

Definition 3.2.35 Ein (), a; k)-Semiframe ist ein (s, k£, A)-DD, dessen Block-
menge eine Partition B = X U Y zulésst, so dass einer dieser Teile in

5IDabei verwenden wir wieder den gewohnteren Parameter ,\“ anstatt ,,u*.
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a-Parallelenklassen und der andere in partielle a-Parallelenklassen, deren
Komplemente jeweils einer Punktklasse entsprechen, unterteilt werden kann.

Nun formulieren wir das obige Ergebnis als Lemma:

Lemma 3.2.36 Seien D und D wie oben gegeben.
Dann ist D ein (X - ¢" 24 ¢" =174 k)-Semiframe.

Verwenden wir einen solch verallgemeinerten Semiframe wiederum als Starter
Design fiir Konstruktion (A), so erhalten wir mit analoger Argumentation
unter Verwendung der Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte ebenfalls
einen verallgemeinerten Semiframe.

Theorem 3.2.37 Sei D ein (A, a; k)-Semiframe mit m «-Parallelenklassen
und m' partiellen a-Parallelenklassen.

Dann existiert fiir jedesi € N ein (A-¢'" 27D o ¢?"= 1= k)-Semiframe
D' mit m (a - ¢ =D)-Parallelenklassen und m’ partiellen (a - ¢/"—1=9)-
Parallelenklassen, deren Komplemente jeweils aus einer Punktklasse von D!
bestehen (q grofy genug und d geeignet).

Beweis: Nach Definition ist D ein (s, k, \)-DD. Die Blockmenge B von D
lasst eine Zerlegung in zwei Teile B = X UY zu, wobei 0.B.d.A. X aus m
a-Parallelenklassen und Y aus m' partiellen a-Parallelenklassen bestehen,
deren Komplemente jeweils genau einer Punktklasse von D entsprechen.

Mit vollig analoger Argumentation zum Fall & = 1 (s.0.) konnen wir
unter Verwendung von Lemma 3.2.21 und Bemerkungen 3.2.29 und 3.2.33
schlieflen, nach der 1. Durchfithrung von Konstruktion (A) (mit den iblichen
Bezeichnungen) ldsst die Blockmenge BB des konstruierten DDs D* eine Zerle-
gung B = X7UY7 zu, wobei X7 aus m (a-g"'~9)-Parallelenklassen und Y7
aus m’ partiellen (a-¢"~1~%)-Parallelenklassen bestehen, deren Komplemente
jeweils einer Punktklasse von D! entsprechen. Dies ist unser Induktionsbe-
ginn.

Die oben genannten Partitionen der Blockmenge setzen sich ebenso mit je-
der weiteren Iteration von Konstruktion (A) fort. Wir miissen daher lediglich
zeigen, dass beim Ubergang von der i-ten zur (i + 1)-ten Iteration von Kon-
struktion (A) durch eine (a-¢'™~'=%)-Parallelenklasse eine (o - ¢+ Mm=1=d))_
Parallelenklasse induziert wird, sowie natiirlich entsprechendes auch fiir die
partiellen (o - ¢'"~1~%9)-Parallelenklassen. Wie schon in Abschnitt 3.2.3.3
beziiglich der A-Auflésbarkeit erwéhnt, erhoht sich sowohl die Dimension des
verwendeten affinen Raumes um eins, als auch die Dimension des Schnittes
der Punkte eines (jeden) Blocks, so dass diese sich jeweils bei der Berechnung
des Exponenten von ¢ wieder aufheben (vergleichbar den Berechungen zur
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Induktion in Konstruktion (A) Teil (e)) und wir mit a - g/~ 1=dgn—1-4 =
a - ¢ =1=d) jeweils das gewiinschte Ergebnis erhalten. Die anderen Para-
meter, sowie der Fakt, dass jedes der D? ein DD ist, ergeben sich direkt aus
Satz 3.2.4. O

In Abschnitt 2.3 haben wir noch eine weitere , frame-artige* Struktur ken-
nengelernt, die ein DD induziert, welches nach unserem Konzept block-zerleg-
bar ist, einen generalized Frame. Ein von einem generalized Frame induziertes
DD werden wir nun als Starter-Design einsetzen und untersuchen, welche Ei-
genschaften das konstruierte DD aufweist.

3.2.3.6 Das Starter-Design sei durch einen generalized Frame
induziert

Sei D = (P,B,S) ein DD, was von einem generalized Frame F(t, k,w{s})
mit {(P,B;,S) : i € R} induziert ist. D ist demnach ein block-zerlegbares
t— (s,k,1)-DD mit v = ws Punkten und |R| = ;7 inneren DDs

= (P \ G,B;,S\ G) mit G € S,B; C B, welche Jewells (t—1)—(s,k,1)-
DDS mit (w — 1)s Punkten sind.

Ist t = 2, so sind die inneren DDs 1 — (s, k, 1)-DDs, also partielle Parallelen-
klassen, deren Komplemente gerade einer Punktklasse von D entsprechen. D
ist somit ein {k}-Frame. Diesen Fall haben wir bereits betrachtet.

Sei also ¢ > 2. In Lemma 3.2.18 werden notwendige und hinreichende Be-
dingungen dafiir angegeben, durch Konstruktion (A) ein ¢-DD (mit zu D
isomorpher Wurzel und Gruppe 7') mit ¢ > 2 zu erstellen. Fiir den Fall ¢t = 3
wurde auf Seite 83 ein Konstruktionsbeispiel angegeben. Wir beschrinken
uns hier auf die Betrachtung des Falles ¢t = 3.

Sei also D ein durch einen F(3,k, w{s}) induziertes 3 — (s, k,1)-DD. Wir
verwenden D als Starter-Design fiir Konstruktion (A) und zwar mit der Ein-
bettung aus dem bereits angesprochenen Beispiel von Seite 83. Wir erhalten
auf diese Weise nach Proposition 3.2.19 ein 3— (s- ¢, k,1)-DD D = (P, B, S)
mit v - ¢ = w - s - ¢ Punkten, dessen innere Strukturierung wir uns nun ein
wenig genauer ansehen.

Bekanntlich ist jedes ¢-DD auch ein (¢ — 1)-DD, also kénnen wir D nach
Lemma 1.1.3 auch als 2 — (s, k, (v — 2s)(k — 2)7!)-DD auffassen. D ist nach
Voraussetzung block-zerlegbar mit ;*% inneren 2-(s,k,1)-DDs D; = (P \
G,B;,S\ G) mit G € S,B;, C B und (w — 1)s Punkten. Nach Lemma
3.2.23 Teil (1) ist das durch Konstruktion (A) erstellte DD D daher ebenfalls

block-zerlegbar mit 25 inneren 2-DDs D; = (P \ G)7, B, (S\ G)7), wobei
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(P\G)T CP,BI CBund (S\G)7 C S gilt. Ebenso wie beim Beweis von
Lemma 3.2.32 gilt, (P\ )7 = PT\GT = P\ G mit G := G7 € S und
(S\G)T = ST\ GT = S\G fiir alle inneren Designs, da die Orbits der Punkte
von P unter 7 paarweise disjunkt sind. Somit bestehen die Punktmengen der
inneren Designs von D gerade aus der Punktmenge P von D abziiglich genau
einer Punktklasse. Ebenso gilt fiir die Menge der Punktklassen der inneren
Designs, dass sie aus S abziiglich jeweils genau einer Punktklasse bestehen.
Die Blockmengen der inneren Designs ergeben eine Partition von B.
Die Forderungen, die an ein durch einen generalized Frame induziertes DD
hinsichtlich der Block-Zerlegbarkeit und der Eigenschaften der Punkt- und
Blockmengen sowie der Punktklassen der zugehorigen inneren DDs gestellt
werden, sind daher ebenso erfiillt wie die Forderung, dass wir ein ¢t-DD haben,
dessen innere DDs jeweils nur (¢ — 1)-balanciert sind.

Nun betrachen wir die zugehorigen Parameter. Jedes einzelne innere DD
D; von D kann als Starter-Design fiir das zugehorige innere DD D; von D be-
trachtet werden, weshalb wir jeweils nach Proposition 3.2.19 und wegen der
verwendeten Konstruktion nach dem Beispiel von Seite 83 ein 2 — (s- ¢, k, q)-
DD mit (w — 1)s - ¢ Punkten erhalten. Der Index der inneren DDs von D
ist demnach ungleich eins, weshalb D kein von einem generalized Frame in-
duziertes DD ist. Allerdings ist die erhaltene Struktur {(P,B;,S) : i € R}
einem generalized Frame sehr dhnlich und stellt eine natiirliche Verallgemei-
nerung dar. Wir bezeichnen sie daher als generalized \-Frame F(t, k, w{s})x.
Dabei soll der als Index geschriebene Parameter A den Index der inneren DDs
des induzierten DDs beschreiben.

Definition 3.2.38 Ein generalized A-Frame F(t,k,w{s}), ist eine Menge
{(P,B;,S) : i € R}, wobei P eine ws-Menge ist, S eine Partition von P in
w Mengen von s Punkten (die wir auch hier als Punktklassen bezeichnen),
so dass jedes Tripel (P \ G,B;,S\ G),G € Sein (t — 1) — (s, k, A\)-DD mit
(w—1) - s Punkten ist, das Tripel (P, ;.5 Bi, S) ein t — (s, k,1)-DD mit ws
Punkten ist und die Blockmengen B;,i € R paarweise disjunkt sind.

Als Schlussfolgerung der obigen Uberlegungen formulieren wir mit dem
neuen Begriff eines generalized A-Frames folgendes Lemma:

Lemma 3.2.39 Sei ein generalized Frame F (3, k, w{s}) gegeben und g Prim-
zahlpotenz mit ¢ > ws — 1.
Dann ezistiert ein generalized q-Frame F (3, k, w{s - q}),-

Nachdem wir nun alle in Kapitel 2.3 eingefiihrten ,, frame-artigen“ Struk-
turen behandelt haben, von denen die zuerst behandelten A-auflésbaren DDs
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eine Zerlegung in Faktoren besitzen, widmen wir uns nun einem weiteren Spe-
zialfall einer Faktorzerlegung, den Large sets of disjoint DDs.

3.2.3.7 Das Starter-Design sei ein Large set of disjoint DDs

= (P,B,S) sei ein Large set of disjoint DDs LGDD(t, k,ws; w{s}), al-
so ein vollstindiges®® ¢ — (s, k,1)-DD mit v = ws Punkten, welches eine
Block-Zerlegung in Faktoren D; = (P, B;,S)icr besitzt, die ihrerseits eben-
falls t — (s, k, 1)-DDs sind.

Sei D = (P, B, S) wiederum ein durch Konstruktion (A) erstelltes DD mit
den gewohnten Bezeichnungen.

Lemma 3.2.40 Seien D und D wie oben gegeben.
Dann ist D ein LGDD(t, k, wsq; w{sq}), wenn

(i) die Elemente jeder transversalen k- Teilmenge von P einen nicht-leeren
affinen Schnitt besitzen und

(ii)) n—2—d =0 gilt.

Beweis: Nach dem ersten Teil von Lemma 3.2.23 ist D block-zerlegbar mit
inneren DDs D; = (75 Bi, S )ier mit den gewohnten Bezeichnungen P.=PT,
B; = = B und S := S7. Es stellt sich nun die Frage, unter welchen Bedin-
gungen D ein vollstindiges DD mit Index 1 ist. Vollstéindig ist D, wenn es
zu jeder transversalen k-Teilmenge von P einen Block aus B gibt, der die-
se Punkte enthilt. Gibt es zu jeder transversalen t-Teilmenge von P genau
einen Block aus B, der diese Punkte enthilt, so hat D den Index 1. Nach
Konstruktion gilt fiir alle Blocke aus B, dass die Punkte eines Blockes, je-
weils als affine Hyperebenen betrachtet, einen nicht-leeren Schnitt besitzen.
Falls es also k Punkte aus P gibt, deren Schnitt leer ist, so kann D nicht
vollstéindig sein. Nehmen wir also an, der Schnitt von je k Punkten aus P sei
nicht-leer. Seien P, ..., P, € P beliebig gegebene transversale Punkte, dann
existiert also ein nicht-leerer affiner Schnitt dieser Punkte. Folglich gibt es
eine Translation ¢ € 7, die diese k Punkte auf die jeweils zugehorigen Punkte
aus Do abbildet, die den affinen Punkt @ enthalten. Da nach Konstruktion
Do 2 D gilt und D nach Voraussetzung LGDD ist, gibt es genau einen Block
B genau eines inneren DDs D; von Do, der aus diesen k Punkten besteht.
Daher enthélt das innere DD Dj_t nach Konstruktion den Block B~¢, der aus
den Punkten Py, ..., P, besteht. Die Punkte waren beliebig gewéhlt, daher
ist D vollstandig. Es bleibt die Frage nach dem Index. Nach Satz 3.2.4 erhal-
ten wir als Index von D: A = ¢" 2% (da nach Voraussetzung A = 1). Dieser

52(s. Def. auf S. 6)
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Index ist genau dann gleich 1, wenn n — 2 —d = 0 gilt. Dies gilt fir die inne-
ren DDs von D ebenfalls, d.h. deren Index ist jeweils entsprechend gleich 1. O

Betrachten wir nun folgendes einfache Beispiel:

Sei D ein LGDD(2,2,ws;w{s}) und setzen wir P = PG(1,q), ¢ > ws — 1,
dann gilt n = 1 und d = (—1) und somit n — 2 —d = 0. Damit ist Bedingung
(ii) aus Lemma 3.2.40 erfiillt. Da sich je zwei Geraden der bei Konstruktion
(A) verwendeten affinen Ebene AG(2,q) schneiden, ist auch Bedingung (i)
dieses Lemmas erfiillt. Das mit Konstruktion (A) erstellte DD D ist somit
ein LGDD(2,2, wsq; w{sq}).

In Abschnitt 2.3 wurden zuletzt Konzepte zur Zerlegung von DDs vorgestellt,
die keine Block-Zerlegbarkeit darstellen. An dieser Stelle soll nun das Konzept
der Zerlegung von Differenzenmengen behandelt werden, da wir auch hier
durch Konstruktion (A) DDs erhalten, die eine starke innere Strukturierung
aufweisen.

3.2.3.8 Das Starter-Design sei ein symmetrisches Design D =dev D

Sei D = dev D = (P,B,S) ein symmetrisches Design, wobei D = SR ei-
ne wie in Proposition 2.3.7 (vgl. S. 30) konstruierte Differenzenmenge ist.
D enthélt damit nach Proposition 2.3.8 eine Partition in ,stark induzierte
symmetrische Unterdesigns“, die paarweise isomorph zu S = dev S sind.

Verwenden wir D als Starter-Design und betten es in eine projektive Ge-
rade P = PG(1, q) ein, wobei ¢ wie gewohnt eine geeignete Primzahlpotenz
ist, so erhalten wir durch Konstruktion (A) ein DD D, welches nach Lemma-
ta 3.2.14 und 3.2.12 block-zerlegbar ist, wobei die | 7| inneren DDs paarweise
isomorph zu D sind. Damit lassen sich auch diese in Designs partitionieren,
die ihrerseits wiederum alle isomorph zu S sind. Da S selbst ein Design ist,
wissen wir, dass mit unserer Konstruktion S7 ebenfalls ein DD ist und glei-
ches auch fiir die Orbits unter 7 aller zu S isomorphen Designs von D gilt.
Auflerdem sind diese Orbits alle paarweise isomorph zueinander. Wir erhal-
ten somit ein DD, ndmlich D, bei dem sich die Blocke so zerteilen lassen,
dass diese ,,Bruchstiicke® die Blocke von S7 und den dazu isomorphen DDs
bilden. D weist demnach ein &hnliche innere Strukturierung wie D auf, ist
allerdings ebenso wie seine ,inneren Designs“ kein ,, Development® einer re-
lativen Differenzenmenge. Wir wissen nadmlich nach Korollar 3.2.9, dass die
Anzahl der Punkte und Blocke unterschiedlich sein muss, da deren Anzahl
in D bzw. S jeweils identisch waren.
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Wir haben in diesem Abschnitt feststellen konnen, dass wir mit Konstruk-
tion (A) ein Werkzeug an der Hand haben, mit welchem wir aus gegebenen
Designstrukturen gezielt groflere ebenfalls stark strukturierte divisible Desi-
gns erzeugen konnen.



