Kapitel 3

Vergleich zwischen
Kriimmungsfluss und
Eikonalfluss

In diesem Kapitel werden wir rechtsgewundene asymptotisch Archimedische
Spiralwellen fiir Eikonalfliisse und Kriimmungsfliisse in der Kinematischen
Theorie vergleichen. Wir nehmen abermals eine konstante (D = 0) oder
affin-lineare (D > 0) Kriimmungsabhéngigkeit der Normalengeschwindigkeit
U an

U =c— Dk, c>0 (3.1)

und erlauben eine Tangentialgeschwindigkeit G > 0 in der Spitze. In diesem
Kapitel werden alle Systemparameter zeitunabhéngig angenommen.

Wir werden im néchsten Abschnitt auf die Rotationsfrequenz der Spiral-
wellen fiir die Eikonal- und die Kriimmungsgleichung eingehen. Dabei stoflen
wir auf eine approximative Gleichung, die bereits in [YN93], [MDZ94] und in
[GLT04] untersucht worden ist. Im darauf folgenden Abschnitt werden einige
Ergebnisse zu dieser approximativen Gleichung zusammengefasst. Schliellich
erfolgt ein Vergleich des Far-Fields dieser drei Modelle.

3.1 Anmerkungen zur Rotationsfrequenz

Unsere Annahme zeitunabhéngiger Kontrollparameter liefert x, = 0. Mithilfe
von (3.1) vereinfacht sich die kinematische Gleichung (2.5) zu

Dy = (,{ /O T nle— Dﬁ)da)s + Gks. (3.2)

ol



Wie bereits in (2.64), bezeichnen wir den negativen Tangentenwinkel mit
w(t,s) und den Tangentenwinkel in der Spiralspitze mit «(t), d.h. es sei
Zy(t,s) = e”™®) und a(t) = —w(t,0). In der Rechnung (2.69) zeigten wir:

. d d
— Wy = &U — Zt Ny = &U — /@Zt . Zs. (33)
Die Rotationsfrequenz —wy(t) der Spiralwelle zum Zeitpunkt ¢ ist natiir-
lich s-unabhéngig, was man z.B. nach Differentiation von (3.3) nach s sieht:

d2
—Ws = ——5U — Zys - ng — 2y - g
wt d52 t n t n (34>
(2:8),(2.10) Z... 1 (2.9) E—
Es gilt folglich:
d
a ds|,_, i ‘S:O o

Wir betrachten zunéchst Eikonalfliisse ohne Tangentialgeschwindigkeit
in der Spiralspitze, also den Fall G = 0 und D = 0. Wie in Abschnitt 2.3
gezeigt, wird fiir s — oo die Kriimmung singuldr, x(s) — +o0, aber es gilt
ck(s) [y wdo = w fiir die einzige nicht-triviale Losung. Es folgt dann:

_hsls) _ e fiir alle s > 0. (3.6)
w

Hierbei ist w wieder die Rotationsfrequenz, denn mithilfe von (2.14) er-
halten wir aus (3.3)

(2.20)

—y = —KZy-ZLs=c H(S)/ rdo (3.7)

0

Nun untersuchen wir den Eikonalfluss (D = 0) mit positiver Tangential-
geschwindigkeit in der Spiralspitze (G > 0). Wir zeigten, dass G > 0 eine
Moglichkeit ist die Singularitédt der Kriitmmung x(s) in s = 0 zu beheben.
Die Rotationsgeschwindigkeit ist nach (3.5) durch

oy = —KZy - Z5|S:0 = GKy (3.8)

gegeben. Somit erhalten wir nach (2.52) wieder

- =5 fiir alle s > 0. (3.9)

k(s)? " Gro w
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Schliefllich wenden wir uns dem Kriimmungsfluss (D > 0) mit G = 0 zu.
Wir erwéahnten bereits, dass die positive Wahl von D eine weitere Moglichkeit
bietet die Kriimmung k(s) zu regularisieren. Spiralwellen-Losungen erhalten
wir laut Theorem 1 nach der Wahl einer Rotationsfrequenz w > 0 nur fiir

41 K(s) = —% und eine endlichen Anzahl an Werten fiir ro. Ist w zu
S

grof}, existieren keine Spiralwellen-Losungen. Die Losungen liegen, wie in
Abschnitt 2.4 dargestellt, auf einer eindimensionalen Zentrumsmannigfaltig-
keit. Die Taylor-Entwicklung dieser Zentrumsmannigfaltigkeit (2.36) liefert
die Far-Field-Asymptotik

I ‘
im — =—.
s—t+oo K(8)?P w

(3.10)

In [YN93, MDZ94, GLT04] wird neben dem Eikonalfluss auch eine ap-
proximative Gleichung fiir den Kriimmungsfluss mit U = ¢ — Dk, D > 0,
und Tangentialgeschwindigkeit G = 0 untersucht. Diese approximative Glei-
chung wird dadurch erhalten, dass man in (3.2) den Koeffizienten D nur im
Integranden 0 setzt, aber nicht vor ,s. Dadurch vereinfacht sich (3.2) zu

Dkgs = (01{/ lidO') . (3.11)
0 s

Integration von (3.11) iiber die Bogenlinge s ergibt:

Ks = %/{/0 rkdo — % (3.12)

Die Integrationskonstante w = —D#k,(0) ist dabei wieder die Rotationsfre-
quenz. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 2.4 erhalten wir durch Sub-
stitution des Integralterms in (3.11) durch (3.12) eine singulére gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die mithilfe eines Euler-Multiplikators
regularisiert werden kann. Die Spiralwellen-Losungen liegen wieder auf einer
eindimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit, mit derselben Far-Field-Asym-
ptotik wie in (3.10).

Nach Einfiihrung des negativen Tangentenwinkels w(t, s) = [ x(t,0)do
erhalten wir dhnlich wie in Abschnitt 2.5

c w
Wss = Ewws D

w(0) = 0 (3.13)

ws(0) = Ko



In [YN93] und in [MDZ94] wurde erkannt, dass (3.13) mit gegebenen Pa-
rametern ¢, D, ko genau dann eine rechtsgewundene, linksrotierende asym-
ptotisch Archimedische Spiralwellen-Losung besitzt, wenn die Rotationsfre-

quenz w, durch
w = nu\/cDkK3  mit n, ~ 0.69 (3.14)

gegeben ist. Diese und weiterfithrende Aussagen wurden mathematisch rigo-
ros in [YN93] und in [GLT04] bewiesen. Aus (3.14) folgt mit w = —Dr(0)
insbesondere

=S~ 0475, (3.15)
w

Dadurch motiviert, stellt sich die Frage, ob eine dhnliche Relation wie
(3.14) fiir die nicht-approximative kinematische Gleichung mit D > 0 und
G = 0 fiir starr rotierende Spiralwellen-Losungen gilt. Es stellt sich aber
heraus, dass der Quotient —2— nicht konstant ist. Die Parameter w, ¢, D,

3
CLRq

ko sind durch (2.38) gegeben, also durch die Forderung, dass die Losung
auf der eindimensionalen w-abhéngigen Zentrumsmannigfaltigkeit liegt und

dass w = —DL|  K(s) gilt. Die Parameter werden also einen komplexeren

Zusammenhang aufweisen als (3.14).

3.2 Approximative Kriimmungsgleichung

Das Randwertproblem (3.13) stellt, wie oben erldutert, eine Approximation
der Kritmmungsflussgleichung (3.2) dar, indem der Koeffizient D nur im Inte-
granden 0 gesetzt wird. Wir gaben fiir (3.13) bereits zwei Randbedingungen
an, doch die Suche nach Spiralwellenlosungen erfordert zusétzlich, dass die
Kriimmung fiir s — 400 verschwindet:

lim w,(s) =0. (3.16)

s§—+00

Wir werden nun Ergebnisse von [YN93] und [GLT04] zusammenfassen.
Zunichst wenden wir eine Koordinatentransformation an, wie in [MDZ94,
GLT04] vorgeschlagen:

e= /s, o) = [pute). 1= ve SRR

Diese Koordinatentransformation tiberfithrt (3.13) in

Teg = TTg — 1)
2(0) =0 (3.18)
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Die zusétzliche Bedingung limg_.; o z¢(€) = 0, die (3.16) entspricht, ldsst
uns bereits vermuten, dass eine Losung nur fiir ein bestimmtes 7, existiert.
In [MDZ94] wurde dieser Wert numerisch mit 0.685... angegeben.

In [GLT04] wurde bewiesen, dass ein 7, existiert, so dass fiir alle > 7, ei-
ne globale Losung x(€) existiert, die genau einen kritischen Punkt besitzt und
lime oo 2(§) = —00, limg_o 2¢(§) = 0 erfiillt. Bei diesen Losungen wechselt
die Kriimmung genau einmal das Vorzeichen und wir erhalten linksgewun-
dene, linksrotierende asymptotisch Archimedische Spiralwellen. Fiir n = n,
erhalten wir eine positive, monoton wachsende Losung mit limg_.., 2(§) = oo,
lime_ oo z¢(§) = 0. Diese Losung entspricht einer rechtsgewundenen, linksro-
tierenden asymptotisch Archimedischen Spiralwelle. Fiir < 7, erhalten wir
monoton wachsende, nicht global existierende Losungen, die einen Blow-up
aufweisen.

In [YN93] wurde (3.18) analytisch gelost und das kritische 7, angegeben.
Wir préasentieren kurz die Herleitung der Losung. Die Cole-Hopf-Transfor-
mation wird auf (3.18) angewandt. Mit

y(€) = em3 Jo = (3.19)
ergibt sich
1 1/1,
Yee = (_§$9)5 =5\ 5% ~ )Y (3.20)

Wird (3.18) iiber £ integriert und der Klammerausdruck in (3.20) ersetzt,
so erhdlt man:

1
vee =5 (M€~ 1)y
ye(0) =
Zwei linear unabhingige Losungen der Gleichung y.,(z) = zy(z) sind

durch die Airy-Funktionen Ai(z), Bi(z) gegeben, sieche [AS64]. Man sieht

leicht ein, dass damit
[ nE—1
n(§) = Ai (21/3—772/3>

) -1
y2(§) = Bi (27753—772/;3)

linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung (3.21) ohne Beachtung
der Randbedingungen sind.

(3.22)
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Die Wronski-Determinante Ai(z)Bi'(z) — Bi(z)Ai'(z) von Ai(z) und Bi(z)
ist konstant, da die Differentiation nach z null ergibt. Die Konstante lautet
1/m, siehe [AS64]. Die Losung Y (&;n) des Randwertproblems (3.21) lautet
daher ([YN93]):

21/3n2/3 ,
V(&) = ((3(0)5(0) = 2(0)e(0)) - 1 (€)
(3.23)
+ (= 11(0)y(0) + 11 (0)e(0)) - 2(6) ).
was nach Einsetzen der Randbedingungen Folgendes ergibt:
. 1 ) E—1
rem = ”(Bl (~am) 4 (37
(3.24)
. 1 ) E—1
- () 9 () )
Die Losung X (&; 1) von (3.18) ist nach (3.19) folglich:
Y'(&5m)
X(&n) =-2 . 3.25

Umkehrung der Transformation (3.17) liefert als Losung W(s;n) von

(3.13):
W (i) = ~2/ 20 ;( ng)) (3.26)

Wir sehen, dass die Nullstellen von Y eine besondere Rolle spielen. Nach
(3.21) gilt Y(0; ) = 1 fiir alle n > 0. Wenn Y (§;n) < 0 fiir ein £ > 0 negativ
ist, liegt ein Blow-up fiir X vor. Betrachten wir nun (3.24). Fiir 2 — oo
ist Ai(z) exponentiell gegen 0 fallend, wahrend Bi(z) exponentiell wéchst.

Das Vorzeichen von A’ (—W) in (3.24) bestimmt also das Verhalten
der Losung Y (&;n) fiir £ — oo.
Sei 7, die groBte Nullstelle von A1 (—W) Fiir n ein wenig kleiner als

Ny ist A1/ (—m) negativ und Y'(&;n) fillt exponentiell gegen —oo, muss
also eine Nullstelle aufweisen. Somit ergibt sich ein Blow-up.
Fiir n = n, ergibt sich:

. 1 & —1
. J— / — -
Y(&n.) = nBi ( 21/3773/3> Ai (21/3775/3) : (3.27)
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Fiir £ > 0 besitzt Y (&;7,) keine Nullstellen und die Losung X existiert
global. Damit stimmt das als Nullstelle gewéhlte 7, mit dem weiter oben
erwahnten kritischen 7, aus [GLT04] {iberein. Nach (3.26) lautet die Losung
als negativer Tangentenwinkel geschrieben:

|Dro Y' (/52 s;
W(s;n) = —2 no VW p's 7]). (3.28)
¢ V(5 sm)

Zusammenfassend wurde also in [YN93, GLT04] gezeigt: Nur wenn die
Rotationsfrequenz w den Wert w, annimmt, besitzt die approximative zeit-
unabhéngige Kriimmungsflussgleichung (3.13) eine Losung, die einer rechts-
gewundenen, linksrotierenden Spiralwelle entspricht. Die Losung lautet

A~/ x4/ CZO s—1
D/ﬁ)o 1(

w(s) = —22/377% il
c Aj (mﬂ?s—l)

21/3773/3

mit n, ~ 0.687632.

3.3 Vergleich der unterschiedlichen kinema-
tischen Modelle

Die Kinematische Theorie fiir Spiralwellen zerfillt in Kriimmungsfliisse und
Eikonalfliisse, je nachdem ob eine Kriimmungsabhéngigkeit der Normalenge-
schwindigkeit angenommen wird oder nicht. In den beiden obigen Abschnit-
ten untersuchten wir auch eine approximative Kriitmmungsgleichung (3.11).
Es stellt sich die Frage, inwiefern sich diese drei Modelle unterscheiden. Dabei
interessiert uns in diesem Abschnitt insbesondere das Far-Field-Verhalten.
Weiterhin werden wir in diesem Abschnitt starr rotierende Spiralwellen be-
trachten.

Wir werden sogleich feststellen, dass der Quotient —5=8) i alle drei

K(s)
Modelle eine besondere Rolle spielt. Wieder sei w(s) = [; #(0)do. Wenn wir
beriicksichtigen, dass die Evolution der Kurve Z(t,s) eine starre Rotation
ist, legt Z(s) = Z(0,s) die geometrische Gestalt fest. Ohne Einschrankung
konnen wir annehmen, dass der Tangentenwinkel in der Spitze zum Zeitpunkt
t = 0 verschwindet. Wir erhalten dann nach (2.64)—(2.67)

Z(s) = zy +/ e g, (3.29)
0
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Die Anfangsposition zp = Z(0) spielt fiir die Geometrie der Kurve na-
tiirlich auch keine Rolle, wir werden aus gleich ersichtlichen Griinden zy =
Hio i + < wihlen. Nach partieller Integration erhalten wir aus (3.29):

1 *hs(o) .
A _ zw(s) s zw(a)d
R TRl e A

ZZZ(S) :=Z5(s)

Fiir die in Polarkoordinaten gegebene Kurve Z(s) = r1(s)e™1() gilt:

drq % K
E = da = = (3.31)
1 ds

In den drei untersuchten Modellen — Eikonalfluss, Krﬁmmungsﬂuss und
approximativer Kritmmungsfluss — gilt stets lim, o —=2) = < giehe Ab-
schnitt 3.1. Daher is Z; jeweils eine asymptotisch Archlmecilsche Spiralwelle.

Betrachten wir nun die Kurve Z,. Fiir den Eikonalfluss (I), den Kriim-
mungsfluss (IT) und den approximativen Kriitmmungsfluss (IIT) weist (s) fiir
s — oo verschiedene Entwicklungen auf:

ro(s) = ==n(s)" (D

Ks(s) = —U—Cjn(s)g’ +0- k() +0-k(s)’ + QS;D k()% 4 - (II)

Ks(s) = —5%(8)3 + g ck(8) 0 k() + 22)231) k()0 4 (I1I)
(3.32)

Die drei Modelle unterscheiden sich also in dieser Far-Field-Entwicklung
von K in k. Die Entwicklung fiir den approximativen Kriitmmungsfluss (I1I)
in (3.32) erhalten wir analog zu der des Kriimmungsflusses (II), indem wir
die eindimensionale Zentrumsmannigfaltigkeit des erweiterten Systems ent-
wickeln.

Wir zeigten bereits in (2.53)—(2.55), dass aus

Ks(8)

0<l< _5(3)3

< L fur Konstanten [, L (3.33)

die Abschétzung
1 1

[ Z I{(S) Z -
1 1
V 0 \/ 0

folgt. Damit ist r(s) - s2 beschréinkt und (3.32) liefert eine Entwicklung von
ks in Potenzen von s72.

(3.34)
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Die erste nicht verschwindende Ordnung der Asymptotik in (3.32) moti-
viert (3.30) weiter umzuformen:

Z(s) = \(%8) i+ 5) e"'w(siJr /0 k(o) (5 + :(SD ie_iw(a)d(i' (3.35)

g

::2;(5) :=Z4(s)

Fiir Eikonalfliisse erhalten wir nach (3.32):

Z(s) = (L i+ 5) e (), (3.36)

K(S) w

Diese Gleichung bedeutet bereits, dass Z(s) die Evolvente eines Kreises ist.

Die Kurve Z, ist also gerade ein Maf} fiir die Abweichung von der Geo-
metrie einer Evolvente. Die Entwicklung (3.32) gepaart mit der Abschétzung
fir die Kriimmung (3.34) liefert fiir die Kurve Z; im Kriimmungsflussfall
einen Langenzuwachs der Ordnung % fiir grofle s. Demgegeniiber ist der
Léngenzuwachs der Kurve Z, fiir den approximativen Kriitmmungsfluss sogar
der Ordnung log s.

Entfernt vom Spiral Core sind damit sowohl der Eikonalfluss, als auch der
approximative Kriimmungsfluss gute Naherungen fiir den Kriimmungsfluss,
siche Abbildung 3.1. Die Spiralwellenlosungen des Eikonalflusses (schwarz)
und des approximativen Kriimmungsflusses (blau) sind in der Abbildung 3.1
praktisch ausserhalb einer sehr kleinen Umgebung der Spiralspitze deckungs-
gleich.

Ferner sehen wir in Abbildung 3.1, dass der approximative Kriimmungs,-
fluss dem Eikonalfluss viel mehr dhnelt als dem Kriimmungsfluss. Das ist
jedoch nicht weiter iiberraschend, wenn wir uns die zeitunabhéngige Kriim-
mungsgleichung (3.2) ansehen (die Tangentialgeschwindigkeit G spielt bei
dieser Betrachtung keinen Rolle):

Dkgs = (/{/ /{(C—D/{)da) + Grs.
0 s

Diese Gleichung geht nach Integration iiber die Bogenlinge s und Substitu-
tion des Integralterms — wie bereits in Abschnitt 2.4 gesehen — iiber in

Dkgsk = DRy — wks + ¢k — Di*. (3.37)

Fiir D > 0 ist (3.37) die Kriitmmungsflussgleichung, fiir D = 0 die Eikonal-
gleichung. Die approximative Kriimmungsgleichung erhalten wir aus (3.37),
wenn wir D nur vor dem Term x* auf Null setzen. Doch die Terme k43
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Abbildung 3.1: Vergleich von Spiralwellenlosungen des Kriimmungsflusses
(rot), des Eikonalflusses (schwarz) und des approximativen Kriimmungsflus-
ses (blau) mit c=1, D=1, G =0, w=1/5.
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und kg, die auch den Koeffizienten D besitzen, sind fiir grofie s weniger
dominant. Insofern ist die approximative Kriimmungsgleichung keine wirk-
lich bessere Anndherung an die volle Kriitmmungsgleichung. Ein Vorteil der
Eikonalgleichung ist, dass sie sich selbst im zeitabhéngigen Fall gut untersu-
chen ldsst, wie wir in dieser Arbeit gesehen haben. Dabei lassen sich viele im
Experiment beobachtete Phanomene wiederfinden.
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