Kapitel 4

Mehrstufige Losgrof3enplanung mit
Kapazitatsbeschrankungen

In diesem Kapitel werden unterschiedliche Modellformulierungen fur das dynamische mehrstufi-
ge kapazitierte LosgroRenproblem, im Folgenden MLCLSP?, dargestellt. Das MLCLSP lésst sich
folgendermaRen beschreiben: Eine dynamisch auftretende Nachfrage d%; "™ nach | P| Produkten
ist in den nachsten 7" Perioden so zu decken, dass die zur Nachfragedeckung notwendigen Kosten
minimiert werden. Zur Produktion der Endprodukte werden Vorprodukte benétigt, die wiederum
andere Vorprodukte bendtigen konnen. Bei der Produktion fallen die Produktionskosten c,, flr
eine Mengeneinheit p in der Periode ¢ an. Die unverderblichen End- und Vorprodukte kénnen
gelagert werden, wobei die Lagerkosten in jeder Periode £, betragen. Die Produktion der Pro-
dukte erfordert die Ressourcen m, welche nur in beschrankter Hohe C,,,; in jeder Periode ¢ zur
Verfugung stehen. Neben dem Ressourcenverbrauch a,,, von Ressource m je produzierter Men-
geneinheit von Produkt p kénnen Ristzeiten s,,,,, notwendig sein, um Produkt p mit der Ressource
m herstellen zu konnen. Bei der Auflegung eines Loses von Produkt p entstehen die Ristkosten
[, Vorlaufverschiebungen, die sich durch Durchlaufzeiten oder durch eine geschlossene Produk-
tion ergeben, konnen auf Grund der GroRe der betrachteten Perioden vernachléssigt werden. Die
Anfangslagerbestande v, und die Endlagerbestande am Ende des Planungshorizontes 7" sind fiir

alle Produkte p vorgegeben.

Fur dieses Problem werden in den folgenden Abschnitten unterschiedliche Modellformulierun-
gen dargestellt. Im ersten Abschnitt wird auf die Besonderheiten von mehrstufigen Erzeug-
nisstrukturen eingegangen, bevor in Abschnitt zwei die Standardmodellformulierung fur das
MLCLSP angegeben ist. Im dritten Abschnitt werden Varianten des Modells fir das MLCLSP

1 Multi Level Capacitated Lot-Sizing Problem
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4. Mehrstufige LosgréRenplanung mit Kapazitatsbeschrankungen 45

beschrieben und im vierten Abschnitt Modellverscharfungen und zusétzliche Ungleichungen.
Im funften Abschnitt werden Reformulierungen der Variablen von der einstufigen LosgréRen-
planung auf das MLCLSP (bertragen.

4.1 Mehrstufige Erzeugnisstrukturen

Im dritten Kapitel wurden einstufige Erzeugnisstrukturen betrachtet. Einstufige Erzeugnisstruk-
turen treten in der arbeitsteiligen Industrie relativ selten auf. Ein bedeutender Ansatz, bei dem
eine einstufige Erzeugnisstruktur betrachtet wird, ist der Master Production Schedule, bei dem
auf aggregierter Datenbasis flr die Endprodukte eine Grobplanung gemacht wird. Die meisten
Produktionsprozesse, wie beispielsweise die Montage eines PKW’s, die Trennung von Rohol
in seine unterschiedlichen Fraktionen oder die Bearbeitungsschritte zur Herstellung eines Tur-
binenlaufrades, sind mehrstufig, da das Endprodukt tiber mehrere Vorproduktstufen hergestellt
und/oder aus mehreren Vorprodukten zusammengefugt wird.

Mehrstufige Erzeugnisstrukturen werden mit Hilfe von Produktionskoeffizienten? r,, beschrie-
ben. Sie geben an, wie viele Teile von Produkt ¢ direkt in das Ubergeordnete Produkt p eingehen.
Bezuglich der Struktur der Mehrstufigkeit unterscheidet man serielle, konvergierende, divergie-
rende und generelle Erzeugnisstrukturen,® wobei im Folgenden nur zyklenfreie Erzeugnisstruk-
turen betrachtet werden. Die Erzeugnisstruktur kann in Dispositionsstufen St,, untergliedert wer-
den. Die Dispositionsstufe der Endprodukte betragt null, St,, = 0. Fur ein Vorprodukt ergibt sich
die Dispositionsstufe als der langste Weg zu einem Endprodukt

St, = max (St,) +1,
p = max (St,)

wobei mit N (p) die Menge aller direkten Nachfolger des Produktes p bezeichnet ist.

Die Abbildung einer mehrstufigen Erzeugnisstruktur kann graphisch, tabellarisch oder iber Ma-
trizen erfolgen. Eine graphische Darstellungsform der Mehrstufigkeit ist der Gozintograph.*
Beim Gozintographen werden die Erzeugnisse durch Knoten und deren Beziehungen unterein-
ander durch Pfeile reprasentiert. Die mengenméligen Beziehungen kénnen durch die Produkti-
onskoeffizienten an den Pfeilen dargestellt werden.®

2 Die Begriffe Produktions- und Direktbedarfskoeffizient werden synonym verwand.
3 vgl. Abbildung 4.1.

4 vgl. [Vaz62], S. 385.

5> Vgl. Abbildung 4.1.
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Dtliso?q%m- seriell konvergierend divergierend allgemein

3 AR YA

Abbildung 4.1: Gozintograph einer seriellen, konvergierenden, divergierenden und allgemeinen
Erzeugnisstruktur

Die tabellarische Darstellung der Erzeugnisstruktur kann in Stiicklisten und Gozintolisten er-
folgen. Eine Stuckliste ist ein mengenmaRiges Verzeichnis der in ein Produkt p eingehenden
Produkte ¢.° Die Gozintoliste ist eine tabellarische Darstellung der Pfeile des Gozintographen
durch die Produkte, die durch den Anfangs- und den Endknoten représentiert sind, und die Pro-
duktionskoeffizienten.

Eine Darstellung der Erzeugnisstruktur als Matrix, ist die Direktbedarfsmatrix. Sie ergibt sich
aus allen Produktionskoeffizienten r,,, wobei der Zeilenindex ¢ durch die untergeordneten Pro-
dukte und der Spaltenindex p durch die Gbergeordneten Produkte gebildet wird. Geht kein Teil
g in das Produkt p ein, dann ist der Direktbedarfskoeffizient null. Eine weitere Darstellung als
Matrix ist die Verflechtungsbedarfsmatrix. Sie besteht aus den Verflechtungsbedarfkoeffizienten
und gibt an, wie viele Mengeneinheiten von Produkt ¢ in ein Produkt p insgesamt eingehen. Die
Verflechtungsbedarfskoeffizienten r;, konnen wie folgt bestimmt werden:’

Top = Z Tkp Tgk
keVip)
wobei V) die Menge aller Produkte % ist, die in p direkt eingehen und deren Produktionskoeffi-
zient ry, > 0.

Im Folgenden wird zwischen Endprodukten und Vorprodukten unterschieden. Endprodukte sind
Produkte, fur die es nur einen Primérbedarf, d.h. eine extern determinierte Nachfrage gibt. Sie
gehen in keine anderen Produkte ein. Vorprodukte sind Produkte, die zur Herstellung anderer
Produkte notwendig sind. Fur Vorprodukte kann zusatzlich Primérbedarf existieren. Der externe
Primarbedarf flir das Produkte p in der Periode ¢ wird mit dﬁ’;im bezeichnet. Der Sekundérbedarf

d,¢, der Bedarf an Produkt p, der durch den Bedarf der Ubergeordneten Produkte ¢ induziert

wird, berechnet sich aus den LosgroRen z,, der tibergeordneten Produkte ¢ multipliziert mit dem

6 Zu den unterschiedlichen Stiicklisten vgl. [Tem99], S. 111 ff.
" Die Verflechtungsbedarfsmatrix kann auch Gber die Invertierung der Technologiematrix ermittelt werden, wobei
die Technologiematrix sich aus der Differenz von Einheits- und Direktbedarfsmatrix ergibt.
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Produktionskoeffizienten:®
d;ic = Z Tpq " Tqt

9EN(p)

wobei N, die Menge aller Produkte ist, in die p direkt eingeht. Da der Sekundarbedarf von den
Produktionsentscheidungen z, der tibergeordneten Produkte abhangig ist, kann er erst bestimmt
werden, wenn die LosgroRen der tibergeordneten Produkte festgelegt wurden.

Der gesamte Bedarf nach einem Produkt p in einer Periode ¢ ist der Bruttobedarf dj;°*, welcher

sich in dem hier betrachteten Fall aus der Summe von Primér- und Sekundarbedarf ergibt:
dg:oss — dz:lm + d}s):,c .

Der Nettobedarf d;s* nach einem Produkt p in Periode ¢ ist der Bruttobedarf abzuglich des An-
fangslagerbestandes v, ;:°
dret = max (0, d% % — yp1) - (4.1)

) Ypt

Da der Sekundarbedarf von den Produktionsentscheidungen z,, der Gbergeordneten Produkte ab-
héangig ist, konnen auch Brutto- und Nettobedarf erst bestimmt werden, wenn die LosgréRen der
ubergeordneten Produkte festgelegt wurden und der Anfangslagerbestand bekannt ist. Verwendet
man sie in einem Modell, sind sie Variablen.

Fur eine scharfe Modellformulierung benétigt man im mehrstufigen Fall gute Obergrenzen fir
die LosgroRen, welche ex ante bestimmbar sein mussen. Im einstufigen Fall lieBen sich diese
Obergrenzen M]’,’[k"d bzw. M5 " aus dem Nettobedarf und einer zu beriicksichtigenden Kapazitat
ableiten. Da der Nettobedarf im mehrstufigen Fall nicht ex ante bestimmbar ist, benétigt man ein
anderes Konzept, mit dem Obergrenzen im voraus bestimmt werden kénnen.

Analog zum Bruttobedarf wird der systemweite Bruttobedarf d7; als die Menge definiert, die von
einem Produkt p in einer Periode ¢ bendtigt wird, um den Priméarbedarf nach allen Endprodukten
q zu befriedigen:

4 |P] . .
doi = g™+ g dar " =A™ Y g g
q=1 q€N(p)
Analog zum Nettobedarf definiert man den systemweiten Nettobedarf 7 als die Menge, die von
einem Produkt p in einer Periode ¢ bendtigt wird, um den Primarbedarf nach allen Endproduk-
ten ¢ unter Berticksichtigung der Anfangslagerbestande aller Produkte in der ersten Periode des

8 \erbrauchsorientierter Bedarf und Zusatzbedarf werden vernachlassigt.
9 Ausstehende Bestellmengen, Vormerkungen und Sicherheitsbestande werden hier nicht beriicksichtigt.
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Planungszeitraumes v, zu befriedigen:*°

dp = max(0, dﬁim + > T iyt — Ypt) (4.2)
aEN(p)
mit
t—1
y;t = max (0, Yo — Z dpmm + Z T'pq dne
k=1 qEN(p)

Mit dem systemweiten Bruttobedarf d; und dem systemweiten Nettobedarf a7 lassen sich Ober-
grenzen fir die LosgroRen bestimmen, da sie ex ante bestimmbar und somit fur eine Modellfor-
mulierung Parameter sind. Dies wird in Kapitel 4.4 erlautert.

4.2  Modellformulierung flr das MLCLSP

Fur das MLCLSP gibt es verschiedene Modellformulierungen und Varianten, welche in die-
sem und in den folgenden Abschnitten vorgestellt werden. Die in diesem Abschnitt dargestellte
Standardformulierung benutzt die LosgroRenvariablen x,,, die Rustvariablen z,, und die Lager-
bestandsvariablen y,, und ist die intuitivste der vorgestellten Modellformulierungen. Sie wird in
der angegebenen Form bzw. mit geringen Abweichungen u.a. in [Der95] und [Sta97] benutzt. !

Modell MLCLSP

[Pl T
min ) tzl(hp Ypt + Cpt Tpt + fp Zpt) (4'3)
p=11i=
St Ypt—1 + Tpr — > Tpi Tit — dﬁ;im = Ypt Vp,t (4.4)
i€NG)
|P|
> (Spm Zpt + Qpm Tpt) < Cpg Vm, t (4.5)
p=1
Tpt — 2pe M <0 Vp, t (4.6)
zp € {0,1} Vp, t (4.8)

Durch die Zielfunktion (4.3) werden die tber alle Produkte und Perioden aufsummierten Lager-,

10 vgl. [Sta96], S. 563.

1 Stadtler [Sta97, S. 562] bezeichnet diese Modellformulierung als 1&L Modell (Inventory and Lotsize Model),
wobei in Stadtlers Formulierung Uberstunden auf den Ressourcen erlaubt sind, welche mit entsprechend hohen
Kosten in der Zielfunktion beriicksichtigt werden.
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Produktions- und Rustkosten minimiert, wobei die Produktionskosten nur relevant sind, wenn
sie sich im Zeitablauf andern. Die Lagerbilanzgleichungen (4.4) verhindern das Auftreten von
Fehlmengen. Die Kapazitatsrestriktionen (4.5) verbieten, dass mehr Ressourcen fur die Produk-
tion verwendet werden, als Kapazitat vorhanden ist. Die Rlstbedingungen (4.6) sorgen dafr,
dass immer dann, wenn produziert wird, auch gertstet werden muss, wobei M eine hinreichend
groBe Zahl bezeichnet.!? Durch die Gleichungen (4.7) sind die Produktionsvariablen z,; nach
unten beschrénkt, so dass sie nicht negativ werden konnen. Die binaren Rustvariablen z,, neh-
men durch (4.8) nur die Werte null oder eins an. Ein vorgegebener Endlagerbestand am Ende des
Planungszeitraumes ist in der Endnachfrage in der letzten Periode berticksichtigt.

4.3 Varianten des Standardmodells fur das MLCLSP

Zur Bericksichtigung von Lagerkosten in der Zielfunktion und zur Verhinderung von Fehlmen-
gen wurden in der Standardformulierung fir das MLCLSP Variablen fir den physischen La-
gerbestand y,, eingeflihrt. Weitere Moglichkeiten sind die Formulierung mit dem systemwei-
ten Lagerbestand e,, oder eine Formulierung ohne Lagerbestandsvariablen. Beide Konzeptionen
werden in den folgenden Unterabschnitten dargestellt.

4.3.1 Der systemweite Lagerbestand

Unter dem systemweiten Lagerbestand e, (echelon stock)!® versteht man alle Teile eines Pro-
duktes im Produktionssystem unabhangig davon, ob sie noch als Vorprodukt vorhanden oder
bereits in Gbergeordneten Produkten aufgegangen sind.'* Bei den Endprodukten entspricht der
systemweite Lagerbestand dem physischen Lagerbestand (e,; = y,), da die Endprodukte nichtin
andere Produkte eingehen. Fir die Vorprodukte ergibt sich der systemweite Lagerbestand aus der
Summe des physischen Lagerbestandes und der Anzahl an Teilen, die bereits in die Uibergeord-
neten Produkte eingegangen sind. Letztere berechnet sich aus dem systemweiten Lagerbestand
aller Nachfolger multipliziert mit den Produktionskoeffizienten

ept = ypt + Z 7A]oq eqt vpat . (410)
9E€Np)

12 Die Formulierung mit M ergibt keine scharfe Restriktion. Verbesserungen, die das M so klein wie méglich
machen, werden in den folgenden Abschnitten diskutiert.

13 vgl. [CS60], S. 475-490.

14 vgl. [BWO1], S. 996-997.
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Setzt man den systemweiten Lagerbestand nach Gleichung (4.10) in die Lagerbilanzgleichung
(4.4) ein, erhalt man

ept — Ept—1 — Tpt = pmm 4 Z Tpq (€qt — €qt—1 — Tqt) Vp,t. (4.11)
9€N(p)
Fur die Endprodukte p € E vereinfacht sich Gleichung (4.11), da kein Sekundarbedarf auftritt,
d.h. die Summation Gber die Nachfolger entfallt

ept = epr1 + 1y —di™  Vp € E,t. (4.12)

Betrachtet man ein Produkt auf der 1. Dispositionsstufe, d.h. die Produkte gehen lediglich in
Endprodukte ein, dann kann der rechte Faktor in der Summe (e, — e,:—1 — z4) von Gleichung
(4.11) durch Gleichung (4.12) ersetzt werden, so dass dann in der Summe die Endnachfrage
multipliziert mit dem Produktionskoeffizienten steht

Ept — Ept—1 — Tpt = —dﬁim - Z T'pq dzq);im :
qeE
Fur die Produkte der 2. und der weiteren Dispositionsstufen kann der Bedarf der Endprodukte so
einfach nicht eingesetzt werden. In der Gleichung fir Produkte der 2. Dispositionsstufe kann der
rechte Faktor in der Summation (e, —e,:—1 —,:) durch die Gleichung fiir die 1. Dispositionsstufe
eingesetzt werden

prim p'rzm pmm
ept = Ept—1 — Tpt = —dpy  — Z T'pq (Z Tqi dit > .

qGN(p) i€E

Der systemweite Lagerbestand der 1. Dispositionsstufe kann aus den Gleichungen flr den sy-
stemweiten Lagerbestand der 2. Dispositionsstufe eliminiert werden, indem er durch den Pri-
mérbedarf aller nachfolgenden Produkte multipliziert mit dem Direktbedarfskoeffizienten ersetzt
wird. Durch Umformen erhalt man

ept — Ept—1 — Tpt = p”m -> g;zm = —dj; . (4.13)
qeP

Fur die weiteren Dispositionsstufen kann auf dieselbe Art und Weise die Bilanz fir den system-

weiten Lagerbestand ermittelt werden. Fir die weiteren Dispositionsstufen ergibt sich ebenfalls

Gleichung (4.13), so dass sie flr alle Produkte gultig ist.

Da die systemweiten Lagerbestéande in dieser Formulierung unabhé&ngig voneinander sind, wer-
den durch Gleichung (4.13) keine Fehlmengen verhindert. Dazu muss zusétzlich gefordert wer-
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den, dass der systemweite Lagerbestand mindestens so grof? sein muss, wie die Anzahl an Kom-
ponenten, die bereits in die direkten Nachfolger eingegangen ist

ept > Z Tpq Eqt Vp,t. (4.14)
qEN(p)
Mit den Gleichungen (4.14) und (4.13) kann der systemweite Lagerbestand in das MLCLSP
aufgenommen werden. Die Echelon-Lagerkosten &g fUr den systemweiten Lagerbestand erhalt
man aus®®

he =hy— > T hyg.

a€V(p)

Die gesamten Lagerkosten, welche in der Zielfunktion (4.3) angesetzt werden, ergeben sich dann

aus
|P| T

Zzh;‘fpt’

p=1t=1

Der Vorteil der Formulierung mit dem systemweiten Lagerbestand liegt darin, dass die Gleichun-
gen fiir die Lagerbestéande (4.13) die einfache Struktur der Einproduktgleichung (3.2) haben, so
dass sich durch diese Formulierung die Ungleichungen fur den Einproduktfall auf den Mehrpro-
duktfall Gbertragen lassen.*®

4.3.2 Formulierung der Lagerbilanzen durch Ungleichungen

Statt der Lagerbilanzen (4.4) kénnen Ungleichungen formuliert werden, welche das Auftreten
von Fehlmengen verhindern. Dazu muss fir jedes Produkt p bis zu jedem Zeitpunkt ¢ die Summe
der akkumulierten Lagerzugange groRer oder gleich der Summe der akkumulierten Lagerabgén-
ge sein
t t
Ypo + Z Tpr 2 Z(dzr—zm + Z Tpi IiT) : (415)
T=1 T=1 iGN(p)

Der Lagerbestand in einer Periode ¢ fur ein Produkt p berechnet sich dann tber die Summe der
Zugénge bis zur Periode ¢ vermindert um alle Lagerabgénge bis zur Periode ¢

t

t
ypt = ypO + Z 'TpT - Z(dgzzm + Z rpi xif) . (416)

=1 =1 iGN(p)

Setzt man y,, in die Zielfunktion (4.3) und die Fehlmengenrestriktion (4.15) fir die Lagerbi-
lanzgleichung (4.4) in das Modell MLCLSP ein, werden keine Variablen fiir den Lagerbestand

15 \/gl. [CS60].
16 \/gl. [BWO1], S. 996-997.
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benotigt. Der Term fiir die gesamten Lagerkosten in der Zielfunktion (4.3) ergibt sich durch

1P| T
Z hp Z ypt
p=1 t=1
|7 T t 4
- E hp Z Ypo + E Tpr — E dz:zm + ) Z T'pi Tir
p=1 t=1 T=1 1E€EN(p)
P [T (4.17)
= (Z h Ypo + Z E h' Tpr—
p=1 \t=1 t=171=1

T t
S5 S hyriae =X 2 hy dg:“”) |

t=171=1 iGN(p> t=171=1

Fur ein Produkt p ergeben sich die Lagerkosten durch die Lagerkosten, die entstehen, wenn

es keine Lagerabgdnge gabe Z hy ypo + Z Z h, x,., vermindert um die Lagerkosten,
t=1r1=1

die auf Grund von Primér- und Sekundarnachfrage nicht entstehen Z Z > hy Ty i +
t=171=1 iGN(p>

T [Pl T [Pl T
3 Z hy dgfm DerTerm >° > hpypo— 2. > Z hy, dg:’m ist konstant und wird im Folgenden
t=1r=1 p=11t=1 p=1t=17=1
mit F bezeichnet

|P| T [Pl T ¢

F= —12 pypo—Eltzl Zlhpdgim
z‘>P| . IIP\ . . (4.18)
= Z pyp0_zz< _t‘i‘l)hpdzt :
p=1t=1 p=1t=1

P T t
Der Ausdruck > > 3> 3 h, r,; x;, lasst sich weiter vereinfachen.!” Betrachtet man fur
p=1t=17=14iEN,)

ein Produkt p den bis zum Zeitpunkt ¢ aufgetretenen Sekundérbedarf, ergibt sich dieser durch
t
> Y. 7 xir. Diese von p aus dem Lager entnommene Menge muss der bei den Nachfolgern
=1 iGN(p>
t t
i angekommenen Menge entsprechen: >° > 1y, z; = > > 71, xir. Die Verminderung
T=1 iEN(m T=1 ’L':pe‘/(i)

der Lagerkosten von Produkt p durch den Abgang muss mit dem Lagerkostensatz £, bewertet
werden. Summiert man Uber alle Zeitpunkte ¢ und alle Produkte p, erhélt man folgenden Aus-
druck fir die Verminderung der Lagerkosten durch die Sekundéarnachfrage

Pl T ¢ Pl T ¢
1 tzl Zl ' zzv: i T ir = 1 tzl Zl ZV i T ir
p= = =11€ ( ) 1= =1 7= pe (i)
o e (4.19)

T
= ZZ Z hiripxpﬂ"

=1t=17=1i€V,

17 vgl. [Der95], S. 70-73.
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Setzt man (4.18) und (4.19) in die Gleichung (4.17) ein entsteht folgender Ausdruck fir die
Lagerkosten

Pl T [Pl T ¢ T ¢
thypt = (ZthxpT—ZZ > hirpixpT)_F
p=1t=1 p=1 t=171=1 t=171=1 iE‘/(p)
[Pl T ¢
=2 X X xpT(hp_,E hirpi)_F
p=1t=171=1 1€V(p) (420)
[Pl T ¢
= Z Z Z -Tpfhle) - F
p=1t=17=1
Pl T
= Y (T —t+ Day he— F
p=1t=1

Das Modell, in dem die Lagerbilanzgleichung durch die Fehlmengenrestriktion (4.15) ersetzt
wurde und in dem die Lagerkosten in der Zielfunktion nach Gleichung (4.20) bertcksichtigt
sind, wird im Folgenden mit MLCLSPx bezeichnet.'® Das Modell MLCLSPx ist fiir das Lo-
sungsverfahren durch Lagrangemultiplikation von groRer Bedeutung.*®

4.4 \erscharfungen und Ungleichungen flr das MLCLSP

Je besser eine Modellformulierung die konvexe Hille des Losungsraumes approximiert, um so
geringer ist die Dualitatsliicke und um so leichter ist es in der Regel, das Problem zu lésen. In
diesem Abschnitt werden Mdglichkeiten dargestellt, durch Obergrenzen und zusétzliche Unglei-
chungen die Modellformulierung fir das MLCLSP zu verbessern. In den ersten beiden Unterab-
schnitten wird auf die Berechnung von Obergrenzen fir die LosgréRenvariablen eingegangen. Im
dritten Unterabschnitt wird gezeigt, wie Ungleichungen fir den einstufigen Fall auf das MLCLSP
ubertragen werden kénnen. Im vierten und flinften Unterabschnitt werden weitere Ungleichun-
gen vorgestellt.

4.4.1 Die maximale Produktion

Die Obergrenze fur die maximale Produktion M in der Rustrestriktion (4.6) hat Einfluss auf die
Gute der Formulierung, da durch Kleinere Obergrenzen die Formulierung des MLCLSP scharfer
wird. Die Obergrenzen dirfen aber nicht so klein gewahlt werden, dass sie zuldssige Losungen
abschneiden. Wird fir jede Periode gesondert die maximale Produktion M, berechnet, muss fir

18 vgl. [BMT86], S. 992 und [Der95], S. 73
19 vgl. Kapitel 5.1.
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Ungleichung (4.6)
Tpt S Mpt Zpt Vp,t (421)

geschrieben werden.

Beim MLCLSP ist die Produktion zum einen durch die Kapazitaten der zur Produktion von
Produkt p bendtigten Ressourcen m beschrankt. Zum anderen beschrankt die Nachfrage in den
Perioden ¢ bis T" die Losgrofen, da maximal der gesamte Bedarf dieses Zeitraumes in ¢ produziert
werden kann?°

M, = min( min <M> ZT: ",‘:) Vp,t. (4.22)

Miapm >0 Apm ’k::t p ’
Berechnet man die maximale Produktion in jeder Periode nach Gleichung (4.22), entspricht M,
so lange der Kapazitat, wie die kumulierte Nachfrage der folgenden Perioden groRer ist als die
Kapazitat. Danach entspricht A/, der kumulierten Nachfrage der folgenden Perioden, da die
kumulierte Nachfrage der folgenden Perioden bis zum Planungshorizont in jeder weiteren Pe-
riode abnimmt. In dieser Berechnung ist nicht der Ressourcenverbrauch von anderen Produkte
berucksichtigt.

4.4.2 LP basierte Verscharfungen fr die maximale Produktion

Eine Mdglichkeit, den Bedarf und den Ressourcenverbrauch von anderen Produkten bei der Be-
rechnung der maximalen Produktion M, zu bertcksichtigen, ist die Losung eines Linearen Pro-
gramms, in dem die maximal in ¢ von p produzierbare Menge bestimmt wird. Das Lineare Pro-
gramm besteht aus den Restriktionen des MLCLSP und einer Zielfunktion, die die Losgrole
maximiert.?

M, = max T gk (4.23)
Pl T
s.t. 21 tzl(hp Ypt + Cpt Tpt + [ 2pt) < 2765 (4.24)
p: =
(4.4), (4.5), (4.7, (4.9), (4.21)
0<z; <1 Vp, t (4.25)
Zgk = 1

20 vgl. [Sha93], S. 375.
21 Die in den folgenden Unterabschnitten dargestellten Ungleichungen konnen zusatzlich dem Linearen Programm
hinzugefiigt werden, um moglichst kleine Obergrenzen zu erhalten.
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Dieses Lineare Programm (LP) berechnet die maximal produzierbare Menge vom Produkt p in
der Periode ¢. Zur Berechnung aller M, muss das LP flr jedes Produkt ¢ in jeder Periode & gelost
werden. Zusétzlich ist die maximale Produktion durch die Kosten einer bekannten ganzzahligen
Losung zb¢s* beschrankt (4.24), da eine Produktionsmenge flr Produkt p in Periode ¢, welche
hohere Gesamtkosten als 2" verursacht, nicht optimal ist. z**** ist durch die Kosten der besten
bekannten zulédssigen Losung gegeben, welche z.B. durch die in Kapitel 5 und 6 dargestellten
Heuristiken berechnet werden kann. Da im LP Ristzeiten und Ristkosten nur linear approximiert
werden, ist die maximale Produktion grofer als bei einer ganzzahligen Berticksichtigung der
Rustzeiten und Rustkosten. Die Bestimmung der maximal produzierbaren Mengen mit Hilfe von
bindren Rustvariablen ist an sich schon ein so komplexes Problem, dass lediglich die Relaxation
berechnet werden kann. Bei grofRen Problemen mit vielen Produkten und Perioden kann die
Berechnung der LP’s zu zeitaufwendig sein. Eine weitere Methode, durch die der Bedarf und
der Ressourcenverbrauch der anderen Produkte bei der Bestimmung der maximalen Produktion
berucksichtigt wird, wird im Unterabschnitt 4.4.5 angegeben.

4.4.3 Ubertragung der Ungleichungen fur die einstufige LosgréRenpla-
nung auf das MLCLSP

Die Ungleichungen fir einstufige LosgréfRenprobleme kénnen tber den systemweiten Lagerbe-

stand e,; und den systemweiten Nettobedarf 477 auf den mehrstufigen Fall Gbertragen werden. In

den Untersuchungen im Kapitel 6 werden die speziellen (1,S)-Ungleichungen 3.29 und die MIR-

Ungleichungen 3.33 in der Heuristik verwendet, weshalb sie im Folgenden fur den mehrstufigen
Fall dargestellt sind. Fir die (1,S)-Ungleichungen ergibt sich im mehrstufigen Fall

l
epr—1 > dpg = > die -z (4.26)
k=t
Berlicksichtigt man zusétzlich Kapazitatsrestriktionen erh&lt man

!
ept—1 = dpy — Z min (M, d;‘,fl) © Zpk - (4.27)
k=t

Die MIR-Ungleichungen 3.33 konnen fir den mehrprodukt Fall mit AZ5? =
maxy— i (min(M,y, dyf;)) folgendermafien geschrieben werden

>(dzzz _{dzzz D({d}—z> @28
Srprod — “rprod Srprod Srprod pt ’ '
My My My My i=k
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4.4.4 Zusatzliche Ungleichungen fur die Ristvariablen

Im einprodukt Fall kann eine minimale Ristanzahl R, d.h. die Mindestanzahl an Perioden
zwischen der ersten Periode und der Periode ¢ in denen geristet werden muss, einfach berechnet
werden??

, d
Ry — { cﬂ , (4.29)

wobei C' durch mMaxXyci. ¢ Cta‘tst gegeben ist. Sind mehrere Produkte zu berticksichtigen, welche
um eine Ressource m konkurrieren, erhalt man auf diese einfache Art keine guten Untergrenzen
flr die minimale Ristanzahl Rg}m eines Produktes p, da der Ressourcenverbrauch der anderen
Produkte nicht beruicksichtigt wird. In diesem Fall kénnen die minimalen Ristanzahlen R;f;"”
durch ein LP ermittelt werden, welches die Anzahl an Ristvariablen von der ersten bis zur Peri-

ode £ minimiert.

R = min Lél zpk] (4.30)
st (4.4, (4.5), (4.7), (4.9), (4.21), (4.24), (4.25)

Mit der minimalen Rustanzahl R;}m kénnen Ungleichungen formuliert werden, die die Summe
der Ristvariablen zwischen der ersten Periode und der Periode ¢ nach unten beschranken

t
>z = R (4.31)
k=1
Fugt man diese Restriktionen dem Modell MLCLSP ;. 5?3 hinzu, kann dadurch der Wert der Lo-

sung erhoht und die Ganzzahligkeitsliicke verringert werden, worauf in den numerischen Unter-
suchungen im Kapitel 6 genauer eingegangen wird.

22 \/gl. Abschnitt 3.2.4.
23 Das Modell MLCLSP, p erhalt man, indem man Gleichung 4.8 im Modell MLCLSP auf Seite 48 durch Gleichung
4.25 ersetzt.
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4.4.5 Aus den Kapazitatsrestriktionen abgeleitete Ungleichungen

Die grundlegende Idee fiir die Ableitung von Ungleichungen durch die Kapazitatsbeschrankung
liegt darin, dass in jeder Periode ¢t = 1..T" fiir jede Ressource m eine Restkapazitat C'%, berechnet
werden kann. Sind RUstzeiten nicht zu berticksichtigen, gibt die Restkapazitat C'%, an, wie viel
von der bis zum Zeitpunkt ¢ bereitgestellten Gesamtkapazitat tbrig ist, nachdem die bis zum
Zeitpunkt ¢ aufgetretene externe Nachfrage befriedigt wurde

t

Cl =" Couk = > aym - 3 Vm, t .
k=1 peEP

Sollen Rustzeiten berticksichtigt werden, ist die Restkapazitat C'%, eine obere Schranke fiir die

Kapazitat, die genutzt werden kann, um fur den externen Bedarf in ¢ + 1..7" zu produzieren, da

oOfter als die minimale Ristanzahl R;;”’” geristet werden kann

Cl = Etj (ka = > pm - d;;g) = Spmx R Vmit.

k=1 peP peP
Mit Hilfe der Restkapazitat wurden von Maes et al.?* Ungleichungen abgeleitet. Maes et al. be-
ricksichtigen bei der Berechnung der Restkapazitat nur die externe Nachfrage, nur eine Kapazitat
und keine Rustzeiten. Hier werden die Ungleichungen flir mehrere Kapazitaten mit Ristzeiten
und dem Nettobedarf 4 dargestellt. Der Kapazitatsverbrauch von Kapazitat m infolge der Pro-
duktion des Nettobedarfes df, ; von Produkt p in Periode ¢ + 1 in einer Periode vor ¢ + 1 ist
Apm, dgf+l.25 Die Menge Q,,; sei die maximale Menge von Produkten, deren gesamter Bedarf
in ¢ + 1 bereits vor ¢ + 1 mit der Restkapazitat C'Z, produziert werden kann. Sie ergibt sich, in-
dem man die Produkte in aufsteigender Ordnung nach ihrem Kapazitatsverbrauch in die Menge
aufnimmt, solange der gesamte Kapazitatsverbrauch der in der Menge @,,.; enthaltenen Produkte
kleiner als die Restkapazitat ist, wobei Produkte mit einem Kapazitatsverbrauch von null mitge-
zahlt werden. Damit erhalt man folgende zuldssige Ungleichung:

Theorem 4.4.1 Eine zuléssige Ungleichung fiir das MLCLSP ist?®

Z Zpt+1 > ’P| - |th’ vmvt : (432)

peP

24 \/gl. [MMVW91], S. 138-139.

% Rustzeiten werden hier nicht beriicksichtigt, da in der Produktionsperiode vor ¢ 4 1 bereits fiir das Produkt p
gerustet worden sein kann.

26 \/gl. [MMVW91], S. 139.



58 4. Mehrstufige LosgroRenplanung mit Kapazitatsbeschrankungen

Weitere Ungleichungen lassen sich mit Hilfe der Restkapazitat ableiten. Die in einer Periode
zur Verfligung stehende Restkapazitat kann genutzt werden, um den Bedarf von Produkten in
den auf ¢ folgenden Perioden zu produzieren. Somit ist die Menge, die in den Perioden 1..t
fur die Perioden ¢ + 1..7" produziert werden kann, durch die Restkapazitat beschréankt. Wenn
die Restkapazitat in ¢ — 1 nicht ausreicht, um den Bedarf von ¢ bereits in den Perioden vor
t zu produzieren, dann muss fir das Produkt p in ¢ gerlstet werden. Es ergibt sich folgende
Ungleichung
> pm dpt - (1= 2p) < Corioa vm,t

peP
bzw.
D pm Ay 2 > Y A - iy — CE | Vm,t . (4.33)

peEP peEP
Die Ungleichungen (4.33) beschranken den Ldsungsraum nur, wenn die rechte Seite der Unglei-
chung positiv ist, d.h. nicht alle Produkte vor ¢ produziert werden kénnen. Ist die rechte Seite
negativ, kdnnen die Bedarfe von mehreren aufeinander folgenden Perioden betrachtet werden.
Die Ungleichung nimmt dann folgende Form an

K K

Z Z Apm, * dgi “Zpt 2 Z Z Apm * dZ/? - C’n}Et—l Vm, t (4.34)

k=t peP k=t peP
mit .

K = min{g:ZZapm-dgg—Cﬁt_l >0} .
g=t-T k=t peP

Betrachtet man den gesamten Ressourcenverbrauch eines Produktes, dann lasst sich dieser durch
den eigenen Ressourcenverbrauch und den gesamten Ressourcenverbrauch aller eingehenden
Produkte multipliziert mit dem Direktbedarfskoeffizienten angeben

Al = Qpm + > Tap - G Vm, p .
qeP

Analog zur Gleichung (4.33) kann fir die Produkte p einer Produktionsstufe i (p € St;) mit den
Gesamtverbrauchskoeffizienten eine Ungleichung abgeleitet werden. Reicht die Restkapazitat
der Vorperiode nicht aus, um den gesamten Ressourcenbedarf der Produktion der Produkte einer
Dispositionsstufe zu decken, dann muss fur mindestens so viele Produkte der Dispositionsstufe
geriistet werden, dass die Restkapazitat ausreicht, um den Ressourcenbedarf der Produkte zu
decken, fur die nicht gerustet wurde

Moals dly oz > Y ale - diy —CR,_ Viom,t. (4.35)

pm
peSt; peESt;
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Durch die Gleichungen (4.35) kénnen im Vergleich zu (4.33) schérfere Restriktionen generiert
werden, wenn die selben beschrénkten Ressourcen zur Produktion auf mehreren Produktionsstu-
fen bendtigt werden. Im gesamten Ressourcenverbrauch ag:" ist dann der Ressourcenverbrauch
der Vorprodukte beriicksichtigt. Ist die rechte Seite von Gleichung (4.35) negativ, kdnnen die auf
t folgenden Perioden miteinbezogen werden

K K

D> A dppe s =) > ajndi— Gy Viom,t (4.36)

k=t peSt; k=t peSt;
mit .

K= min{gzz Z aggf-d;}g—(?ﬁt_l >0} .
g=t-T k=t peSt;

Eine dritte Ungleichung mit Hilfe der Restkapazitét ergibt sich fur ein Produkt. Es kann angege-
ben werden, wie viele Perioden die Restkapazitat ausreicht, um den Bedarf dieses Produktes zu
produzieren

K K
Sades o dr > > ales Ay — CR,_ Vp,m,t (4.37)
k=t k=t

mit

g
— 1 . ges . gqne __ R >
K g_tl%{g : kZ:tapm e —CE_ >0} .

Zusétzlich zu der Ungleichung von Maes lassen sich somit drei weitere Ungleichungen fir die
Restkapazitat finden:
e Ungleichungen, die die Ressourcenverbrauche aller Produkte berticksichtigen (4.34),

e Ungleichungen, die die Gesamtressourcenverbrauche aller Produkte einer Produktionsstu-
fe berticksichtigen (4.36) und

e Ungleichungen, die die Gesamtressourcenverbrduche eines Produktes berlcksichtigen
(4.37).

Allgemein konnen diese Ungleichungen (4.34),(4.36),(4.37) mit den Parametern g, g; > 0, den
Rechten Seiten RHS; > 0 und den binéren Variablen z; folgendermafen beschrieben werden

Sgi-(l—2z)=>g;-% <RHS,. (4.38)

jeJ jeJ

Ungleichungen von Typ (4.38) stellen eine Knapsackrestriktion dar. Flir Knapsackrestriktionen
kdénnen Cover-Cuts abgeleitet werden, die durch eine Lift-Prozedur weiter verscharft werden
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konnen.?” Die Cover-Cuts kann man entweder a priori oder in einem Branch&Cut Algorithmus
erzeugen. Alternativ ist es moglich, die origindren Ungleichungen dem Programm hinzu zu fi-
gen, damit die Optimierungssoftware selbstandig Cover-Cuts erzeugt.

Die Restkapazitat kann zudem auch genutzt werden, um die maximale Produktion zu berechnen.
Die Menge, die in einer Periode ¢ produziert wird, lasst sich unterteilen in die Menge die fiir den
Bedarf der Periode ¢ und die Menge die fiir den Bedarf der auf ¢ folgenden Perioden hergestellt
wird. Fir den Bedarf der Periode ¢ kann maximal die systemweite Nettonachfrage hergestellt
werden. Die Produktion fur auf ¢ folgende Perioden ist durch die Restkapazitat begrenzt. Somit
ergibt sich die maximale Produktion zu

: ne : Cﬁt : Cmt — Spm = ne
My =min | djy + min | —z5 |, min | ———— ,Z dpi | - (4.39)
m:agfﬁ>0 apm m:apm>0 apm k—t

Berechnet man die maximale Produktion mit Gleichung (4.39), ergeben sich fast dieselben Wer-
te, die man durch die Lésung des LP’s in Abschnitt 4.4.2 erhélt. Aus diesem Grund wurde die
maximale Produktion im Folgenden mit der Gleichung (4.39) bestimmt.

4.5 Reformulierungen der Variablen flr das MLCLSP

Im vorigen Abschnitt wurden Moglichkeiten zur Verscharfung der Modellformulierung flr das
MLCLSP durch kleinere Obergrenzen fur die LosgroRenvariablen und durch zusatzliche Un-
gleichungen beschrieben. Eine weitere Mdglichkeit den Losungsraum schérfer zu formulieren,
ist die Reformulierung der Variablen. In diesem Abschnitt werden die Variablenreformulierun-
gen vom einstufigen Fall auf den mehrstufigen Fall bertragen. Zuerst wird die Formulierung
des MLCLSP in Anlehnung an das Simple-Plant-Location Problem, im Anschluss daran die
Krzeste-Wege-Formulierung fir das MLCLSP vorgestellt.

27 \/gl. [Wol98], S. 147-155.
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45.1 Formulierung des MLCLSP in Anlehnung an das Simple-Plant-
Location-Problem

Die Formulierung von einstufigen LosgroRenproblemen als Simple-Plant-Location-Problem geht
auf Krarup und Bilde zuriick.?® Rosling?® und Maes et al. * benutzen diesen Ansatz fiir mehr-
stufige LosgréRenprobleme mit konvergierender Produktionsstruktur. Stadtler3! untersucht das
Losungsverhalten dieser Formulierung im Vergleich zu anderen Modellformulierungen und be-
nutzt den Ansatz in einer Heuristik.?

ne
dyr

@ -

Abbildung 4.2: Darstellung des LosgrofRenproblems fiir ein Produkt p der mehrstufigen Erzeug-
nisstruktur als Standortplanungsproblem

Bei der Simple-Plant-Location Formulierung® des MLCLSP wird jeder mogliche Produktions-
zeitpunkt pt als Standort einer Fabrik gesehen. Jeder mogliche Nachfragezeitpunkt pk wird als
Standort eines Kunden interpretiert. Wenn eine Fabrik am Standort pt gebaut wird, kdnnen von
dieser Fabrik pt alle Kunden pk, fir die k > ¢ ist, beliefert werden3. Jeder Kunde pk fragt den

28 \/gl.[KB77] und Abschnitt 2.1.2.2.

29 vgl. [Ros86].

30 vgl. [MMVW91], S. 137-138.

31 vgl. [Sta96], S. 568-569.

32 vgl. [Sta00b].

33 Zum Simple-Plant-Location Problem vgl. [Mar99], S. 17-18.

34 Bei den Lieferungen von Fabrik pt zu den Kunden pk, mit & = 1..t — 1, wiirde es sich um Nachlieferungen
handeln.
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systemweiten Nettobedarf d7; nach. Die LosgroRe eines Produktes p in einer Periode ¢ ergibt
sich aus den Lieferungen von Fabrik pt an die Kunden pk, wobei z, die in Periode ¢ flr Pe-
riode £ von Produkt p produzierte Menge ist. Dies ist in Abbildung (4.2) fur ein Produkt p der
mehrstufigen Erzeugnisstruktur graphisch dargestellt. Die in der Abbildung (4.2) dargestellten
Restriktionen gelten fiir jedes Produkt. Sie sind durch Fehlmengenrestriktionen und Kapazitats-
restriktionen gekoppelt.

Der Anteil, der in ¢ produzierten Menge zur Bedarfsdeckung in Periode & von Produkt p sei
®pre UNd ergibt sich aus ¢, = xptk/dz’};. Die Produktion in jeder Periode ¢ ist durch die Ka-
pazitat C,,; der Ressource m beschrankt. Da die einzelnen Produkte die selben Kapazitaten zur
Produktion benétigen, sind die Standortplanungsprobleme fiir die einzelnen Produkte p Gber die
gemeinsamen Kapazitatsrestriktionen gekoppelt. Zudem ergeben sich die Nettobedarfe fir die
Vorprodukte aus den tatsachlichen LosgroRen der nachfolgenden Produkte, so dass Mehrstufig-
keitsrestriktionen eingefuihrt werden missen, die dafuir sorgen, dass keine Fehlmengen entstehen.
Mathematisch lasst sich das MLCLSP als Standortplanungsproblem folgendermafen formulie-
ren:%

Modell MLCLSPSPL

Pl T [T
min ) tZ:l (};t(cpt + (k’ — t) h;) Cbptk: dgg + fp Zpt> +F (440)
p=1t= =
t T
St Ypo + X X0 pik dpp;
1=1k=l
! prim t. I
Z Z dpk + Z Z rpq ¢qlk: dgli Vp,t (441)
k=1 qu(p) I=1k=l
|P| P T
Z Spm Zpt + Z Z apm ¢ptk dZ]i S Cmt Vm,t (442)
p=1 p=1 k=t
t
> fpe =1 Vp.t (4.43)
0 S gbptk: S Zpt vpa t) k (444)
2 € {0,1} vp, t (4.45)

Durch die Zielfunktion (4.40) werden die Produktions-, Lager- und Rustkosten minimiert, wobei
sich die Konstante F' durch die Anfangslagerbestdnde zu Beginn des Planungshorizonts ergibt

t

|P| T
F = Z Z he, - max (0, epo — Z dg;) ) (4.46)
p=1t=1

k=1

3% Die hier angegebene Formulierung weicht von der bei [Sta96] auf Seite 570 angegeben Formulierung bei der Be-
rechnung der Konstanten in der Zielfunktion ab, da die Formulierung bei Stadtler lediglich Anfangslagerbesténde
bei den Endprodukten zul&sst.
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Die Mehrstufigkeitsrestriktionen (4.41) verhindern Fehimengen. Die Ungleichungen (4.42) sind
die Kapazitatsrestriktionen. Die Restriktionen (4.43) sorgen dafir, dass in den Perioden bis ¢,
der gesamte durch die Endnachfrage erzeugte Nettobedarf d;; nach Produkt p in ¢ produziert
wird. Die Restriktion ergibt sich aus der Mengenbilanz um die Knoten & in Abbildung (4.2).
Zudem kann in Periode ¢ Produkt p nur produziert werden, wenn gerlstet wird (4.44). Diese
Restriktionen mussen fur jedes Produkt p, jede Periode ¢ und jede Periode k& = ¢..T aufgestellt
werden, was zu | P|- T'(TF!) Restriktionen fiihrt. Alternativ kann man auch die Restriktionen fir
jedes Produkt p und jede Periode ¢ aggregieren, so dass lediglich | P| - T" Restriktionen notwendig
sind . .

> bprdpy < zpe Y dig Vp,t . (4.47)

k=t k=t

Verwendet man die aggregierten Ristrestriktionen (4.47) anstatt der disaggregierten Ristrestrik-
tionen (4.44), verliert die Modellformulierung an Scharfe. Verwendet man hingegen die disaggre-
gierten Rustrestriktionen (4.44) erhoht sich die Anzahl der Restriktionen betrachtlich, wodurch
sich die Losungsdauer der einzelnen Linearen Programme im Losungsverfahren erhoht.

Ersetzt man die Summe >=;_, d”¢ auf der Rechten Seite von Gleichung (4.47) durch die maxi-
male Produktion A7, so ist es moglich die Formulierung der Restriktion zu verbessern. Bertick-
sichtigt man nun beide Rustrestriktionen in der Modellformulierung gleichzeitig, kann dadurch
der LP-Wert des Modells MLCLSP5”L gesteigert werden.*® Da die Anzahl der disaggregier-
ten Rustrestriktionen quadratisch mit dem Planungshorizont 7" wéachst, kann es sinnvoll sein,
nur eine Teilmenge der Restriktionen dem Modell hinzuzufiigen. Dies hat zur Folge, dass die
Modellierung des Losungsraumes schérfer wird, die Anzahl der Restriktionen aber nur moderat
steigt.

4.5.2 Reformulierung des MLCLSP in Anlehnung an das Kiirzeste-\Wege-
Problem

Eppen und Martin® entwickelten die Kiirzeste-Wege-Formulierung fiir das CLSP.%® Hierzu de-
finieren sie die Variablen w,,, die den Anteil der Produktion in Periode ¢ am akkumulierten
Nettobedarf d;)5; von Periode ¢ bis zur Periode k darstellen. Die Variablen w,, kdnnen nur Werte
zwischen null und eins annehmen. In der Abbildung (4.3) ist die Formulierung eines Kirzesten-
Wege-Problems fir die Losgréflien eines Produktes p graphisch dargestellt. Die Knoten entspre-

% Alternativ zur Beriicksichtigung von beiden Rustrestriktionen, kann auch die Anzahl der Flussvariablen ¢
beschréankt werden, indem jede Flussvariable ¢, fur die gilt, dass Zf:t dpi > My — dpi, auf null fixiert wird.

37 vgl. [EM8T], S. 842 ff.

38 In der Originalformulierung werden mehrere Produkte, aber keine mehrstufige Produktionsstruktur beschrieben.
Eine Formulierung, die die Mehrstufigkeit beriicksichtigt, ist bei [Sta96],S. 571-572 zu finden.
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Wp1t

Abbildung 4.3: Darstellung des Losgroéfienproblems fiir ein Produkt p als Kirzestes-Wege-
Problem

chen dem Endzeitpunkten einer Periode. Die Betrachtung beginnt am Anfang der ersten Periode
zum Zeitpunkt null und endet am Ende des Planungshorizontes T. Da die Variablen w,,;, auf den
Perioden definiert sind, bildet ein Pfeil zwischen Zeitpunkt ¢ — 1 und dem Zeitpunkt & die Varia-
ble w,,, ab. Zur einfacheren Darstellung wird der kumulierte Nettobedarf flr Produkt p zwischen
den Perioden ¢ bis k mit dzg, = Y1, dif mit k > ¢ bezeichnet.

In der Periode ¢ wird die Menge d¢ >°; w,y fir die Periode & produziert. Diese Menge muss
(k—t) Perioden gelagert werden, so dass die Echelon-Lagerkosten fir die in Periode ¢ fir Periode
k produzierte Menge (k — t) hy, d; S°1 . wpy betragen. Damit ergeben sich die Lagerkosten im
Planungshorizont

T T T

YD (k-1 h;, dyy. > wpn -

t=1 k=t =k
Zusatzlich werden noch Lagerkosten durch die Anfangslager y,, zu Beginn des Planungshori-
zonts erzeugt. Diese stimmen mit der Konstanten F aus Gleichung (4.46) Uberein. Die Formulie-
rung des MLCSP in Anlehnung an ein Kurzestes-Wege-Problem kann damit wie folgt beschrie-
ben werden:

Modell MLCLSPSE

|P| T T T
min Y, > (fp Zpe + 2 (b —1t) by dpp - wptl> +F (4.48)
p=1t=1 k=t 1=k
t T
s.t. Ypo + l; kz_:l dek Wplk >
¢ prim t I
>odpe T X X 3 Tpg Ay Wik Vp,t (4.49)
k=1 qu(p) 1=1k=l
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|| P T
22 Spm Zpt T 22 2 pm Ay Wik, < Cht  VYm,t (4.50)
p=1 p=1k=t
T
t; Wy = 1 Vp (4.51)
t T
Z Wpkt = Z Wpt+1k Vp,t <T (452)
k=1 k=t+1
T
kX_:t Wyt < Zpt Vp, t (4.53)
Wy, > 0 Vp,t, k>t (4.54)
ze € {0,1} Vp, t (4.55)

Durch die Zielfunktion (4.48) werden die Rust- und Lagerkosten minimiert. Die Restriktio-
nen (4.49) verhindern Fehlmengen und die Ungleichungen (4.50) beschrénken die Produktion
durch die Kapazitat C,,,;. Die Gleichungen (4.51) und (4.52) sind die Knotenbilanzen. Durch die
Rustrestriktionen (4.53) kann nur produziert werden, wenn auch gerstet wurde.

Stadtler®® vergleicht unterschiedliche Modellformulierungen fiir das MLCLSP. Fiir die Berech-
nungen verwendet Stadtler ein Pentium mit 60 MHz. Dabei ergeben sich durch die SPL- und die
SR-Formulierung &hnlich gute Werte fur die LP-Relaxationen, welche deutlich tber der Losung
des Modells MLCLSP, » liegen. Die Losungsdauern fir die SPL-Formulierung liegen auf Grund
der hoheren Anzahl an Restriktionen weit ber den Lésungsdauern der SR-Formulierung. Aus
diesem Grund untersucht Stadtler das Losungsverhalten des Modells MLCLSP*"~ nur fiir kleine
Probleme. Fir grélere Probleme findet Stadtler mit dem Modell MLCLSP wesentlich mehr zu-
lassige Losungen als mit dem Modell MLCLSP*%. Dabei kénnen durch das Modell MLCLSP in
16 Minuten fir fast alle Testprobleme zuléssige Lésungen gefunden werden, fiir 68% der Test-
probleme gelingt dies mit dem Modell MLCLSP*# in 30 Minuten nicht. Die mit dem Modell
MLCLSP gefundenen Ldsungen weichen im Durchschnitt nur 3% von den besten bekannten
Losungen ab. Diese Ergebnisse zeigen, dass die besten Untergrenzen durch eine LP-Relaxation
der SR-Formulierung und SPL-Formulierung berechnet werden kénnen. Fir die Losung des ge-
mischt ganzzahligen Problems eignet sich am besten das Modell MLCLSP in der Standardfor-
mulierung.*

39 \/gl. [Sta96].
40 \/gl. [Sta96], S. 579.





