Kapitel 3
Schiatzen der Parameter

In dieser Arbeit wird die Maximum-Likelihood-Schétzung angewendet. Mit der Einfiih-
rung der unbeobachteten Indikatorvariablen Z kann die vollstindige Likelihoodfunktion
bestimmt werden. Z gibt an, zu welcher Unterpopulation ; gehort (z;; = 1 i-te Studie ge-
hort zur j-ten Unterpopulation, sonst ist z;; = 0). Die Likelihoodfunktion besitzt folgende
Gestalt o
L(y, P, z) = HH (vi,07)q;)7 , (3.1)
i=1 j=1

Die entsprechende Log-Likelihoodfunktion ist

Iy, P, z) Z Z zijlog(f(yi, 0;)) + 25 log(q;)] - (3.2)

=1 j=1

Der Vorteil dieser Form liegt darin, dass die Gewichte und das Effektmafl getrennt von-

einander maximiert werden konnen. Die geschéitzten Gewichte sind

Z (3.3)

Dieser Schitzer fiir die Gewichte gilt in allen drei Modellen. Der Effektschétzer wird nun
fiir jedes Modell aus der Log-Likelihoodfunktion abgeleitet.

?vlr—'
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28 KAPITEL 3. SCHATZEN DER PARAMETER

3.1 Parameterschitzung im Normalverteilungs-
Modell

Die vollstéindige Log-Likelihoodfunktion im ND-Ansatz ist:

kK m

1 (yi — log6;)?
l LU = E E 25 log( — i~ 4 2 log(q; 3.4
ND y g ¥ g \/_’ﬂ'O'Z J 26_2 J g(qj) ( )

Zur Maximierung von (3.4) wird die Ableitung nach 6, gebildet, mit

Olnp(y,¥) - (yi —logh;) 1 e Zijyi log
90; - sz 526, ~ Y, ; Z pol (3.5)

i=1 J —

Durch Nullsetzen der Ableitung ergibt sich fiir den Schitzer des Relativen Risikos folgende

Formel:
z’L] Yi

k
Zz 1
k Zzz
PN

QNDj =e

Damit ist der Schitzer fiir das logarithmische Relative Risiko ein gewichteter Mittelwert.

Die Gewichte sind als die Inverse der Varianz definiert.

3.2 Parameterschitzung im Profil-Likelihood-

Ansatz

Die vollstéindigen Log-Likelihoodfunktion ist im PL-Ansatz
k m
Lpoi(z, W) Z Z zij(x] log(0;) — x;log(n] 0; + n)) + 2 In(g;) (3.6)

i=1 j=1

Die Ableitung von (3.6) nimmt folgende Form an:

alpm'(l', \Il) . F Zigd; ZZJIZHzT
893' N Z (9j _Znng+nC
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Leider ist fiir den Schéitzer @j keine geschlossene Losungsform zugéinglich, da die nullge-

setzte Ableitung die Form besitzt:

A Mozl
QAZM (3.7)

J Zk Zijmin;
= T). (e
=1 ng 0j+n;

Moglich ist aber eine Fixpunktiteration, mit

k T, C(, T Cc\—1
Lz ng (n: 0 4+ ns
OpyvrE; = 22_1 & zc ZT( ZT FMLES ZC) - = I'(@prre)) (3.8)
Zi:l Zij Ly T (n Opmre; + 1 )~

Es kann gezeigt werden, dass die Losung von I'(0parrg;) eindeutig und immer ein Ma-
ximum ist. Das besondere an dieser Iteration ist die Ahnlichkeit mit dem wohlbekann-
ten Mantel-Haenszel-Schitzer. Wird die Iteration im Homogenitétsfall mit eins gestartet,

dann ist das Ergebnis des ersten Iterationsschritts (3.9) sogar der exakte Mantel-Haenszel-

Schétzer. .
T(1) = =" = Oun (3.9)

Yory A
i—1 7T 1.,C
i=1 nf 4nf

Unter anderem rechtfertigt diese wichtige Eigenschaft die Untersuchung dieses PL-Ansatzes.

3.3 Parameterschitzung im Multi-Level-Modell

In diesem Modell werden zwei Varianten betrachtet. Einmal unter der Annahme, dass die
Beobachtungen binomialverteilt sind und zum anderen, dass die Beobachtungen Poisson-
verteilt sind. Unter der ersten Annahme ergibt sich folgende vollstéindige Likelihoodfunk-

tion:
kE m

Latrp,(P) = [T T (@5far250n (05, B,)0) ™ (3.10)

i=1 j=1

Der parameterabhéingige Log-Likelihood von (3.10) ist

kK m

WL (P) = Z Z zijlog(gr) + 2i5(x5 a; — nf log(1 + %)

i—1 j—1
+z] (o + B;) — nl log(1 4 e*15i)) (3.11)
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Die Schétzer fiir ;; und 3; leiten sich aus den Nullgesetzten partiellen Ableitungen her,
mit
8ZML m(P) b nzreafrﬁj |
;ﬁj - Zzij T = 5 =0
i=1

k
o tB; D ie1 ZZJ:I:ZT
Siy zig (n] —aT)

alMLBm (P) c T niceo‘j nzTeaj+5j |
aaj__zzij T, +x; — - — —p =0

Z
> ie1 Zij (nzc - %C)

. > i 7yt
&; = log (Zk — ) (3.12)

i=1 7ij (n§ — a5

k k
B' — log (Zi_l Zzyfsz > im1 Zij (nlc Ly )) (3.13)
Zf:l wazc Z?:l Zij (nz“ T; )

Nun kann anhand der Schitzer fiir & und  das Relative Risiko 6 ermittelt werden, mit

k TNk c
0. — D im1 ZiTi D i ZiTh
;=

k Tk c’
D i1 ZigTi D i Zij T

Unter Poissonverteilten Beobachtungen nimmt die vollstéindige Log-Likelihood folgende

Form an:

k. m
ZMLPoi(P) = HH QJfMme )z” .

i=1j=1

Analog ist die parameterabhéngige Log-Likelihood

kK m
birea(P) = )Y zlog(ar)

=1 j=1
+zij (—e®n{ + 2oy — e Pin] 4zl (o + B;) (3.14)
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Daraus lassen sich nun folgende Schétzer ableiten:
k O
a; = log <%> (3.15)
i=1~ij T
kool Sk nC
/6] — log <Zi=1 lexl Zl:l Zl]nl ) ) (316)

k T k C
D i1 2 D i Zig Ty

Eine Eigenschaft dieser zwei ML-Ansétze ist, dass sie unter Homogenitit den gleichen

Schiitzer fiir das Relative Risiko liefern. Unter Heterogenitit treten geringe Unterschiede
auf. Dabei gilt die Aussage, je kleiner die Baselineparameter p¢ und p! in der multizen-
trischen Studie sind, desto @hnlicher sind sich die Schétzer fiir das Relative Risiko. Wiire
die Zentrenzugehorigkeit bekannt und miisste nicht geschitzt werden, wiirden die zwei

ML-Ansétze wieder die gleichen Ergebnisse liefern.

3.4 EM-Algorithmus bei einer Mischverteilung

Der EM (Expectation Maximization)-Algorithmus wurde in dem Artikel von Dempster
[12] eingefiihrt und benannt. Neben dem Artikel beinhaltet das Buch von McLachlan and
Krishnan [27] eine umfassende Darstellung der Entwicklung und Weiterentwicklung des
EM-Algorithmus.

Die vollsténdige Log-Likelihoodfunktion (2.3) enthélt die unbeobachtete und unbe-
kannte Indikatorvariable Z. Im EM-Algorithmus besteht nun der E-Schritt darin, die
Indikatorvariable durch den Erwartungswert E(Z) zu ersetzen. Dieser ist E(z;;|yi, q) =
P,(Z;; = 1|Y; = y;). Die Anwendung des Bayesschen Theorems fiihrt zu

P(Ziy = 1Y =y;)
Py(Yi = yil Zyy = 1) Py(Zy; = 1)
Zj* Pq(Yi = yz‘|Zij* - 1)Pq(Zij* =1)
f Wi, 05)q
> F iy 054)as
= ey (3.17)

Das Austauschen der Indikatorvariable Z durch e;; fithrt zu der erwarteten vollstandigen
Log-Likelihoodfunktion

kK m

E(l(y, ) => > ey log(f(y,05)) + ei;log(q)] - (3.18)

i=1 j=1
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Die Maximierung der Funktion (3.18) fiihrt zum M-Schritt. Die Losung fiir die Anteils-

werte ¢; ist in jedem der drei Modelle gleich, mit

oo L 1
kg ZZ fy“ ) (3.19)

Die Schitzung fiir das Relative Risiko ist je nach Modell folgend aufgefiihrt.

e ND-Modell: i
Yin
Onpj = — 52— (3.20)
Dot 3E
e PL-Ansatz: i .
i 0 !
OpnvirE; = ZZ 1 e (] Oy + )" (3.21)
D i ey ] (nf Opaiey +nf) !
e ML-Modell (Binomial-Likelihood und Poisson-Likelihood):
k k
O = D i1 €] >ic eij”io (3.22)
J — .

k k
D i €T D eynl
Die Struktur des Algorithmus ist in Kurzfassung gegeben als:

Schritt 0: ¢ und 0 (o und g fiir das ML-Modell) sind die Startwertvektoren
Schritt 1: Berechne den E-Schritt nach (3.17)

Schritt 2: Berechne den M-Schritt nach (3.19), welcher zu ¢ fiihrt und je nach Modell
(3.20, 3.21 und 3.22), welcher zu 6™ fiihrt

Schritt 3: Setze ¢ = ¢"*¥ und 0 = 0"". Gehe zum Schritt 1.

3.5 Eigenschaften nichtparametrischer

Mischverteilungen

Bei der Maximierung treten zwei Probleme auf. Die eine Schwierigkeit besteht in dem
Vorkommen mehrerer lokaler Extremwerte. Der EM-Algorithmus konvergiert immer zu

einem lokalen Maximum, das aber nicht gleichzeitig das globale Maximum darstellt. Dies

'Ein entsprechendes Abbruchkriterium ist im Schritt 3 notwendig.
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héingt von der Wahl der Startwerte ab. Das zweite Problem besteht darin, dass die Anzahl
der Mischungskomponenten unbekannt ist. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Losung dieser
Probleme ist die Gradientenfunktion mit dem allgemeinen Maximum-Likelihood Satz iiber
Mischverteilungen. Mit der Gradientenfunktion kann iiberpriift werden, ob die Anzahl der
Mischungskomponenten ausreichend ist und ob die Losung ein globales Maximum ist. Im

nichsten Abschnitt werden die Gradientenfunktion und danach der ML-Satz eingefiihrt.

3.5.1 Gradientenfunktion

(2 ist die Menge aller diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen. P und @ sind zwei dis-
krete Wahrscheinlichkeitsfunktionen aus €2. Die Richtungsableitung der Log-Likelihood-
funktion /(P)? nach P in Richtung @ und kann geschrieben werden als

((1-—a)P+aQ)—1(P) 0

(P, Q)_(llli% = = %l((l—a)P%—aQ) )
i N o _ i, Q) — fyi P)
6&1((1 JP+aQ) =0 ; f(yi, P)
Sge e

Gewohnlich wird die Richtungsableitung durch k geteilt. Die Gradientenfunktion d(f, P)

leitet sich aus der Richtungsableitung her, mit
ae,pP) : =

mit@g = (f)

Je nach Modell hat die Gradientenfunktion folgende Form:

e ND-Modell:

d(@,P):%Z ¢ (3.24)

2U(P) = 327 log f(yi, P)
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e PL-Ansatz: .
0%i

T3

L Temd)T
Z

2 Ty ey

wlr—‘

e ML-Modell (Binomial-Likelihood):

e%i (x+ar (a+pB)

1 F (14e2)™ 1 +ﬁ)"'c
" * - “+ex z +€a K3

m 611 aJ+7“ (a +ﬁJ) .
23:1 (11e" J) (1+6 ]+,5J) o rollfy

e ML-Modell (Poisson-Likelihood):

k
f oy Ie o™
d(9*, P*) = kZ o)

g(P*) _ Zefeajnic (eaj)xic efeajJrﬁjnZT (eajJr,B]-)z’iT q]

a1 ... Oy
mit ¥* = (g) und P* = | B, ... B,

(3.25)

(3.26)

(3.27)

3.5.2 Der allgemeine Maximum-Likelihood Satz von Mischver-

teilungen

In der Theorie der nichtparametrischen Verteilungsmodelle wird iiblicherweise folgende

wichtige Definition verwendet.

Definition 1 Jedes p, welches die Log-Likelihoodfunktion [(P) maximiert, wird Nicht-

Parametrischer-Maximum-Likelihood-Schatzer (NPMLE) genannt.

Der folgende allgemeine Maximum-Likelihood Satz von Mischverteilungen (Bohning

[8]) ist ein wichtiges Konstrukt in der nichtparametrischen Mischverteilungsstatistik.

Lemma 1 P und Q) sind diskrete Verteilungsfunktionen. Es gilt

(P, Q) = U(Q) - I(P)

Beweis. [(P) ist eine konkave Funktion (Béhning [8], Seite 36-37). m
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Satz 2 P ist NPMLE dann und nur dann, wenn gilt
A Lo fyi Qo)
d(9, P) = EZ— <1

fiir alle 0 im Parameterraum.

Beweis.
1. ,—*
Wenn P NPMLE ist, dann ist

(1= )P+ aQ) — I(P)

- < 0 fir alle a € [0,1] und alle Q €

— ®(P,Q) <0
) Qg ist in der Menge Q enthalten.
2. ”ﬁ 14

Wenn ®(P,Qy) < 0 fiir alle 0 aus dem Parameterraum

— 0= sup®(P,Qp)™* = sup B(P, Q) = sup(Q) — I(P) (3.28)
0 Q Q

da supl(Q) —I(P) > 0, folgt aus der Ungleichung 3.28, dass P nur der NPMLE sein
Q

kann und

0 =sup ®(P,Qy) = sup ®(P,Q).
0 Q

ok )

O(P,Q) = q;®(P,Qy) <D g sup ®(P, Qy) = sup (P, Qo)
J J

diese Ungleichung gilt fiir jedes @ aus 2, speziell auch fiir das QQ welches ®(P, Q)

mazimaert.

Damit endet der Beweis. m

Mit Hilfe dieses Satzes kann nun ein Algorithmus entwickelt werden, der als Ab-
bruchkriterium priift, ob der NPMLE erreicht ist. Zwei Algorithmen mit globaler Konver-
genz sind bei Bohning [8, 9] enthalten, zum einen der VDM (Vertex Direction Method)-
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Algorithmus und zum anderen die VEM-Methode (Vertex Exchange Method). Der Vor-
teil dieser Algorithmen liegt in der globalen Konvergenz. Nachteilig ist die kiinstliche
Aufblihung der Komponentenanzahl. Die Anzahl der Komponenten kann aber iiber ei-
ne Clusterbildung wieder reduziert werden. Ist der NPMLE erreicht, so gibt dieser auch
gleichzeitig die Anzahl der Mischungskomponenten an. Damit sind theoretisch die zwei

Probleme (Anzahl der Mischungskomponenten und globales Maximum) gelost.

3.6 EM-Algorithmus mit Gradientenfunktions-
Update

3.6.1 EM-Algorithmus mit Gradientenfunktions-Update bei be-

kannter Anzahl der Komponenten

In der Publikation von Bohning [9] wird ein Algorithmus mit Gradientenfunktions-Update
(EMGFU) mit bekannter Anzahl der Mischungskomponenten vorgeschlagen. Die Idee be-
steht darin, den EM-Algorithmus mit der Gradientenfunktion zu kombinieren. Im Folgen-
den wird der EMGFU in Kurzfassung aufgefiihrt:

Schritt 0: Wihle die Anzahl der Komponenten m und den Startwertvektor
0, ... 0,
p=|" :
qg - Qdm
Schritt 1: Berechne mit dem EM-Algorithmus Pg,,
Schritt 2: Bestimme 0,,.y, indem d(0, Pgys) in 0 maximiert wird.

Schritt 3: Bestimme 0, so dass [( Peys + Pey (Omin) [Qo

in der Menge

—Qy,...|) das grofite Element

U(Pey + Pen(0)[Qopmax — Qo)) | 7 =1,...m}
ist.

SChI’itt 4: P = PEM + PEM(HminHQG
Schritt 1, sonst Stopp.

— Qo). Wenn [(P) > I(Pgy), dann gehe zu

max

Bemerkung 1 Die inhaltliche Bedeutung von P+ P(Omin) Qo — Qo,...] i5t, dass in dem

Vektor P das Element 0., durch 0.5 ersetzt wird.



3.6. EM-ALGORITHMUS MIT GRADIENTENFUNKTION 37

Da die Anzahl der Komponenten im Allgemeinen unbekannt ist, kann der EMGFU
nur im Spezialfall verwendet werden. Es gibt aber die Moglichkeit den EMGFU fiir den

allgemeinen Fall geeignet zu modifizieren.

3.6.2 EM-Algorithmus mit Gradientenfunktions-Update bei un-
bekannter Anzahl der Komponenten (gEMGFU)

Die Idee ist, dass zuerst der homogene Fall betrachtet wird. Das heifit es gibt nur eine
Komponente. Der Startwert fiir § kann beliebig gewéihlt werden. Danach wird mit dem
EM-Algorithmus Pi,, berechnet. Wie im Schritt 2 beim EMGFU wird 0,.x bestimmt.
Ist d(Omax, Piys) < 1 kann der Algorithmus abgebrochen werden, da der NPMLE er-
reicht ist. Schritt 3 wird vom EMGFU unverindert iibernommen. Der Schritt 4 wird
ebenso beibehalten und erweitert. Zuerst wird der Austauschschritt durchgefiihrt, was
zu einem P fiihrt. Ist I(PL,,;) > I(PL,,), dann war der Austauschritt erfolgreich und
es wird zu Schritt 2 gesprungen. Wenn [(PL,,) < I(P%,,), dann konnte keine Verbes-
serung durch den Austausch erreicht werden. Im Schritt 5 wird nun eine Komponente
hinzugefiigt. Das erfolgt nach dem Prinzip des VEM-Algorithmus. Dazu folgende Illus-
0, 6y 05
@1 G2 @3

tration: P3 = ), Omax = 04 und Oy = 0y. Opax wird nun zu P2 hin-

0, 02 0s 0,

a (I-a)e ¢ ag
eins aufsummieren miissen, wird das Gewicht von 6, in (1 — «)gs und in agy geteilt.

zugefiigt. Somit entsteht P* = > Da sich die Gewichte zu

Die neu hinzugefiigte Komponente erhilt das Gewicht ags und 6., erhilt das Gewicht
(1 — a)qe. Fiir die Schitzung von « gibt es zwei Vorschliige. Eine Moglichkeit besteht
darin, [(P'+ Pla(0min)[Qe,... — @s,...]) in o zu maximieren. Alternativ kann die Approxi-
mationsformel von Bohning [9] verwendet werden. Sie lautet
O = 25:1 9(%‘7 Omax; P) (3'29)
Zi:l g(yiu O max; P)2
[, 0) — [y, P)
fly, Py

mit g(y, 0, P) =

Zusammenfassend ist nachstehender Algorithmus entstanden:

0
Schritt 0: Wihle den Startwertvektor P! = ( . )

Schritt 1: Berechne mit dem EM-Algorithmus PL,,
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Schritt 2: Bestimme 0.y, indem d(6, P%,,) in § maximiert wird.

Schritt 3: Bestimme 0, so dass [(Phy; + Pl (Omin) Qe — Q6. ) das groBte Element

in der Menge
{l(Pgas + Peas(0)[Q0pa — Qo)) | 7 =1,..0m}

ist.

Schritt 4: Bestimme P = PL,, + Phy(Omin) Qo — Qo |- Berechne mit EM-Algorith-
mus PL,,. Ist I(PL,,) > [(PL,,), dann PL,, = PL,, und gehe zu Schritt 2

Schritt 5: Bestimme a nach (3.29), und bestimme P'*! = PL, + aPL,(Omin)[Qo,.... —
Qo,...]. Gehe zu Schritt 1

Fiir diesen Maximierungsalgorithmus kann kein Konvergenzbeweis angegeben werden.
Da sich der gEMGFU-Algorithmus aus dem EM-Algorithmus und der global-konvergenten
Vertex Fxchange Methode zusammensetzt, liegt die Vermutung einer globalen Konver-
genz des gEMGFU sehr nahe. In den spiter folgenden Simulationsexperimenten und bei
den hier vorgestellten multizentrischen Studien konvergierte der Algorithmus in jedem
Fall zum nichtparametrischen Maximum-Likelihood-Schétzer. Ein wichtiger Vorteil des
gEMGFU gegeniiber dem EM-Algorithmus ist, dass keine expliziten Startwerte notwen-
dig sind. Einen weiteren Vorteil stellen die Zwischenergebnisse dar. Es zeigte sich, dass in
den hier dargestellten Zwischenergebnissen der multizentrischen Studien die Likelihood-
funktion in derselben Dimension nicht weiter verbessert werden konnte, auch wenn der
nichtparametrische Maximum-Likelihood-Schitzer noch nicht erreicht ist. Das heift, die
Likelihoodfunktion kann nur verbessert werden, wenn eine weitere Komponente hinzu-
gefiigt wird. Ein Nachteil besteht in der langsamen Konvergenzgeschwindigkeit des EM-
Algorithmus, der im gEMGFU in jedem Durchlauf neu angewendet wird.

3.7 gEMGFU in FORTRAN

Als Programmiersprache zur Schiitzung der Parameter wird FORTRAN benutzt. FORT-
RAN benotigt fiir numerische Rechenoperationen sehr wenig Zeit. Fiir besonders aufwen-
dige Berechnungen, wie in unserem Fall ist diese Programmiersprache besonders gut ge-
eignet. Doch die veraltete MS-DOS Umgebung des Programms wirkt sich nachteilig aus,
da PC-Nutzer heutzutage mit Maus und Meniisteuerung arbeiten. In der FORTRAN-
Entwicklungsumbebung FORTRAN PowerStation 4.0 sind Programmroutinen integriert,

wie zum Beispiel QuickWin, mit deren Hilfe leicht ein meniigesteuertes Programm erstellt
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werden kann. Dennoch sind die Moglichkeiten fiir die Entwicklung eines benutzerfreund-
lichen Programms sehr begrenzt. Fiir komplexere Programme wird der Programmierer
schnell an die Grenzen von FORTRAN stoflen und auf die Programmiersprache C oder

C++ zuriickgreifen miissen.

In diesem Abschnitt wird die Umsetzung von bestimmten Teilen des Algorithmus in
FORTRAN beschrieben. Besonderes hervorgehoben werden zum einen die numerische
Stabilitéit der einzelnen Berechnungsschritte und zum anderen die Maximierung der Gra-

dientenfunktion.

3.7.1 Numerische Stabilitiat

An vielen Stellen kommt es im gEMGFU vor, dass die Dichte oder der Log-Likelihood
der Mischverteilung berechnet werden muss. Als Beispiel dient der E-Schritt (3.17) im
EM-Algorithmus. Beim PL-Ansatz hat der E-Schritt folgende Form

eij = BRLRE . (3.30)

Es kann vorkommen, dass Nenner und Zihler von (3.30) sehr klein sind, wie zum Beispiel
beim 4. Zentrum in der Beta-Blocker-Studie (Tabelle 1.1 mit 21 = 102; 2§ = 127; nl =
1533; n{ = 1520). Mit zwei Mischungskomponenten (f; = 0.7685; 0 = 1.128979; ¢; =
0.905401; g = 0.094591) ergeben sich fiir den Zihler und den Nenner bei ey4; folgende
Werte:

T
Ty
—01 qQ1
n{ +nlo,
T T
Ty Ty
0, 0y

_|_
ng +nlb, N n{ + nlo, ©

= 3.8x10778

= 3.813278 x 10778

FORTRAN rundet diese kleinen Zahlen ab, so dass am Ende das Programm versucht 0/0

zu berechnen. Das fiihrt zu einem Fehler. Durch folgende Umformungen der Formel (3.30)
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kann dieses Problem vermieden werden.

a””iT
J - q
epL . (nzc+an0]) © 1]
CA 9?”2’T
J*

m
2 (nCnT0,. ) "

-1
i nd +nlo; s Q-
— (Z exp (xz log (W) + ok logeij + log qi> .

J

Fiir den ND-Ansatz ergibt sich die Formel

2
(s,
1 262 )
ND __ Vorg: ' 4

7 2
’ (vi-1080;+)

m 1 252 )
Zj*:l 1/Qﬂ—(}ie ‘ qj

m 2 2 -1
_ (Z exp (y: —log¥,) 2A2(yz log¥,.) +log qi> ’
0;

4;

=1

und fiir das ML-Modell ist

oo oy oot (o +8;) '
a0 < T 4
MLp (14e%9)

1+eaj+5j> %
i m %1 %g* ez;(o‘j*ﬂi]’*)
Dt ol X
()"

“j

(1+eaj* +8 % )”zT s

m —1
= (Z exp (tl +t9 + tg)) , mit

=1

h = xzc (aj —aj) + x?(%* + B —a; — 5]')

1+ e% 1+ e%ths
ty = nYlog (%) +n! log <L)

1 + e+ +Ps
t3 = log (@)
4j
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yin e (e e ()
e.. =
1) ij* 16_@0(]*”10 (e ; )xz % _ea]-*JrBj*nz" (eO‘j*JﬁB]’*)xlT « qj*
—1
= (Z exp (t1 + to —I—t3)>
=1
t1 = nS(e™ —e¥) +ni (eo‘jwﬂ' — ea1*+ﬂj*)

la = %C (e — ) +33,ér (041'* + B —aj — ﬁj)

ts = log <q3>
qj

Wie im ND-Ansatz kénnte es auch im PL— und MIL-Modell passieren, dass bei be-
stimmten Konstellationen durch Null geteilt wird. Beim PL-Modell tritt dieser Fall ein,
wenn im Homogenitétsfall im Kontrollarm in jedem Zentrum keine Fiille beobachtet wor-
den sind. Dieser Fall ist zwar rein hypothetisch, kann aber in einer Simulationsstudie
durchaus vorkommen. Im Heterogenititsfall kann, selbst wenn nur in einem Zentrum im
Kontrollarm kein einziger Fall aufgetreten ist, ebenfalls durch Null geteilt werden. Dies
tritt ein (siche 3.8), wenn alle e;; = 0 sind und das e,; = 1 (n ist das Zentrum wo
¢ = 0). Das heifit, das n-te Zentrum wird als einziges zu einer Mischungskomponen-
te zugewiesen. Auch wenn im Behandlungsarm in einigen Zentren keine Fille auftraten,
konnten diese einer Mischungskomponente zugewiesen werden, welche ein Relatives Risi-
ko von Null schétzt. Ein Relatives Risiko von Null ist aber nicht interpretierbar, so dass
auch dieser Fall ausgeschlossen werden muss. Um diese Fehlerquellen zu beseitigen wird
in jedem Modell zu jeder Zelle % addiert, wenn x; = 0. Zusétzlich zu den beschriebenen
Fehlerquellen, kann es im ML-Modell vorkommen, dass bei n; = x; durch Null geteilt wird
(siehe 3.12 und 3.13). Daher wird im ML-Modell, wenn z; = 0 oder n; = z; zu jeder Zelle
1 addiert. Im ND-Ansatz (nur bei binomialverteilten Beobachtungen) tritt bei 27 = n!
und z¢ = n{ der Fall ein, dass die geschiitzte Varianz im i—ten Zentrum gleich Null
ist. Da die Gewichte des Schétzers fiir das Relative Risiko aus dem Inversen der Varianz
gebildet werden, darf diese Konstellation nicht auftreten. Somit wird in dem Fall wieder
% zu jeder Zelle addiert. Diese Verfahrensweise birgt in sich den Nachteil, dass besonders
wenn sehr hiufig die Konstante addiert wird, ein Bias hinzugefiigt wird. Als Beispiel dazu
dienen die beiden Abbildungen 3.1 und 3.2. Die Bilder stammen aus der Simulation 5
unter Homogenit#t. An verschiedenen Punkten im Intervall von 0.01 bis 0.99 ist der Bias
vom Relativen Risiko des ML~ und PL-Ansatzes berechnet worden. Als Grundlage dieser
Bootstrapsimulation wird die CALGB-Studie verwendet. Die Funktionsweise der Simula-

tion wird in einem spéteren Kapitel noch genau beschrieben. Deutlich ist im Bild 3.2 zu
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Abbildung 3.1: CALGB-Studie (Bias vom Relativen Risiko-Schétzer wurde an 30 Stel-
len gleichverteilt im Intervall [0.01;0.99] berechnet, die generierten x7, 2¢- Werte sind
binomialverteilt, additive Konstante ist 0.00000001)

erkennen, wie sich der Bias hauptséichlich bei kleineren Relativen Risiko-Werten erhoht
hat. Es stellt sich hier die Frage, warum wird die Konstante 0.5 und nicht 0.00000001 ge-
wihlt. Die Antwort liegt in der Modellierung der unbeobachteten Heterogenitiit. Bei einer
Konstanten mit einem Wert von 0.00000001, bekéimen die Zentren mit x; = 0 einen sehr
starken Einfluss und wiirden einer separaten Komponente zugeordnet. Diese Komponente
héitte dann extreme Werte. Entweder sie strebt gegen Null oder gegen unendlich. Beson-
ders wiirde es beim PL-Modell in der Komponentenanalyse 5.2 auffallen, weil dort dann
die erste Komponente stark unterschiitzt und die letzte Komponente stark iiberschétzt
werden wiirde. Um dies zu umgehen wird die Konstante mit dem Wert 0.5 gewéihlt.

Wird im ND-Modell zu einem Zentrum eine Konstante addiert, dann &ndert sich auch
die Formel der Varianzschétzung. Die vollstdndige Varianzformel ist binomialverteilten
Beobachtungen bei #7 = 0 und 2§ > 0 (entsprechend bei 27 > 0 und 2% = 0 oder bei

I =0 und 2¢ = 0)
0.5n]

Var(y) = m

1 1
— — —= 3.31
oo (331)
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Abbildung 3.2: CALGB-Studie (Bias vom Relativen Risiko-Schétzer wurde an 30 Stel-
len gleichverteilt im Intervall [0.01;0.99] berechnet, die generierten x7, 2¢- Werte sind
binomialverteilt, additive Konstante ist 0.5)

und bei 27 = n! und 2§ = nf

0.5n (0.5 +nl) 0.5n¢ (0.5 + n¢)

V) = s T+ )P 05+l n0)P

(3.32)

Im Falle von Poissonverteilten Beobachtungen gilt bei #7 = 0 und z¢ > 0 (entsprechend

bei 27 > 0 und 2§ = 0 oder bei 27 = 0 und 2¢ = 0 ) die veréinderte Varianzformel

050 (14 n])

. 1
Var(z]) = 05+ nl)? ek (3.33)

3.7.2 Die Maximierung der Gradientenfunktion

Ein wichtiger Punkt im gEMGFU ist die Berechnung des globalen Maximums der Gra-
dientenfunktion. Da die Gradientenfunktion mehrere lokale Maxima besitzt, ist es nicht
leicht, den globalen Extremwert zu finden. Durch die Daten der Studie ist das Intervall
gegeben, in der die Losung enthalten sein muss. Im ND- und im PL-Ansatz ist das Inter-

T,C
vall [a,b] definiert durch die untere Grenze a = min,(~—+) und durch die obere Grenze

EZZ;) (bei ¢ > 0 fiir i = 1,..., k). Die Idee besteht nun darin, das Intervall zu

b = max;(
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splitten. Danach wird in jedem Teilintervall [a;, b;] gepriift, ob das Vorzeichen der Ablei-
tung der Gradientenfunktion Zd(6, P) wechselt. Die Ableitung der Gradientenfunktion

ist:
e ['iir den ND-Ansatz

 (y;—log)?
252 (yi—log0)
2

0 52
_d 0, P) k Z  (wi—og6)?
2
Z] 1 e 2 q]

e Fiir den PL-Ansatz

%d(gp_ T

€T~

0 1< nl0z§ + nf )Q_IHZ'T (nTO + ng)~t-wi
- Z

m o)

FEin lokales Maximum ist dann in dem Intervallstiick enthalten, wenn gilt, dass

0

0

; >
d(a;, P) > 0 und 20

Nachdem alle interessanten Intervallstiicke gefunden worden sind, wird in diesen das je-
weilige lokale Maximum mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode berechnet. Damit sind
alle lokalen Maxima bestimmt. Das globale Maximum 6., ist dann der grofite Wert
von d(0;pr, P), mit 0, als Vektor aller lokalen Maxima. Beim ML-Modell kann dieses
Verfahren nicht angewendet werden, da die Gradientenfunktion in dem Fall von 2 Varia-

blen abhingt. Das Intervall, in dem die Losung enthalten sein muss, ist gegeben durch

[Qmins Omax] X [Brins Bimax] € R?, mit

C C
_ . i _ L
Ompin = 1mMiNn - | Omax — Max -
) nz’ ) nz‘
T,C T.,,C
B = min i 1 5. = max i I
min i xzanT ) max i ZL‘,LC’H,?

mit: = 1,... k.

Uber ein Rastergitter auf dem Intervall aus 100 x 100 Punkten wird der grofte Wert

max max

OML ( Qmax ) der Gradientenfunktion gesucht. 02 stellt damit eine grobe Niherung
max
des globalen Maximums dar. Um den globalen Extremwert moglichst gut zu schitzen,

QML

max it Hilfe des Newtonverfahrens verbessert. Das Newtonverfahren ist definiert

wird
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als

l,n—H = " — f’(l‘n)_lf(l’n>
mit f(z) = w1, e2) und
ey = ()

f(.f) B Ux1(x17m2) U$2(x1’$2>

/ ( Ug, (T1,T2)  Ug,y (71, T2) )

Mit dem Newtonverfahren wird die Nullstelle von der Ableitung der Gradientenfunkti-

9 q P
%CKO" 5, P

0
0

—d<a75 P)
d IHML — daa
und f(677) 5 d(a. 5, P)

) berechnet. Damit ist f(#*%) = ae%d(GML,P)

)
)
9_d P
3/3 (@5, P) . Das Inverse einer 2 x 2 Matrix A =
%d(av 57 P)

a;n a
( e ) kann mittels folgender Formel bestimmt werden
Q21 Q22

A1 1 aga  —a12
11022 — Q21012 —ag1 411

Daraus folgt, dass

f’(@ML)_l i 1
sZd(a, B, P)%Bd(a,ﬂ, P) — %d(a,ﬁ, P)?
( %d(a’ﬁ’ P _?Lﬁd(“’ﬁ’m ) (3.34)
GBad(Oé7ﬁ7 P) 8aad(aaﬁ7 P)

Zur vollstindigen Bestimmung von f(#"%) und f'(6**) sind alle einzelnen Ableitungen

im Anhang angegeben.
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