Kapitel 6
Potentialtheoretischer Anhang

In diesem Kapitel wird auf die mathematisch-potentialtheoretischen Aspekte dieser
Arbeit eingegangen, und die verwendeten Methoden zur Berechnung des integralen

Zusammenhangs zwischen Normalableitung ®.(x) und Grenzpotential ®q(x)
. (z) = Sh(z) Po(z) + / Ho(w,2') (®0(2') & @o(2)) do’
AE

werden kurz skizziert. Dabei beschrankt sich die Darstellung auf die im Hauptteil
verwendeten Kopplungsfunktionen; so wird aus Platzgriinden auf die Erorterung
von vorliegenden Ergebnissen zur Kopplungsfunktion in zwei Raumdimensionen
Hyp(x,2',y,y") (d. h. beispielsweise der radialen und azimutalen Koordinate auf
der Scheibenelektrode) verzichtet. Da in dieser Abhandlung fast durchgehend 3D-
Modelle diskutiert werden, liegt hier auch der Schwerpunkt dieser Darstellung; zu
den Kopplungsfunktionen in zweidimensionalen Elektrolyt-Geometrien erfolgte be-
reits eine langere Darstellung des Autors (1996, [178]); insofern sollen an dieser Stelle

nur die priméren Ergebnisse erwédhnt werden.

6.1 Potentialtheoretisches in 2D

6.1.1 Unendlich ausgedehnte Elektroden

Bei dieser in Kap. 1.3 betrachteten Geometrie erhélt man fiir die zweidimensionale
Potentialverteilung ®(x, z) nach einer Fourier-Transformation (methodisch gleiches

findet sich in [229])

. 17 . 20
O(u,z):= E / O(x,z) e da als Laplace-Glg. g? sSu’d =0

mit der allgemeinen Losung — ®(u,z) = g1(u)e"? + ¢g2(u) €77 . Durch die Gegen-
elektrode bei z =w liegt die Randbedingung ®(z,w)=0 und somit auch ®(u,w)=0
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vor, also folgt

gu) e +gu)e™ =0 = gu) =<g(u) gt
= D(u,z) = gr(u)e” (e“(Z_w) <:>e_“(z_w)) .

Wird nun ®q(x) =: f(x) bei z = 0 vorgegeben, so gilt mit

flu) = %_{o F@) e de und F(u) = B(u,0) = g1(u) + go(u)

flu) flu) e

_ — 2uw —
= qi(u) = I oezuw g2(u) = €gi(u) e | eczuw
N N u(z—w) —u(z—w) N :
o) = ) e ] e _ of(u) smh‘[u (z ©w)] 7
emuY Setw sinh[u w]
und durch Ricktransformation erhilt man
1 sinh[u (z ©w)]
@ — / TuUxr d
(l’,Z) = /_27'[' I f(u) sinh[u w] € u
Das Einsetzen der Randtransformierten liefert dann
T I Ciua sinh[u (z ©w)]
(I) , — / / ! Tux d ! : Tux d
(@2) V2 [ V21 s Jl) e ! sinh[u w] ‘ "

= <:>L 7f(:1?/) [ 7 v (o= sinhlu (= &w)] du] dx’'

7T - sinh[u w]

2
/ f(2") Gz &', 2) da’ = / Oo(2') Gz &', 2) da,

folglich ist die Greensche Funktion dieser Geometrie gegeben durch

0o . s 7w (z—w)

1 ’ sinh[u (z ©w)] 1 sm{ w }
G(6y,2) = &— / cttds : du = &— 6.1
( ) 2 . sinh[u w] 2w COS{M} + cosh{ } (61)

(tabelliertes Integral aus [242]); durch Ableiten ergibt sich
oG w1+ Cos[7r o)) cosh[Z2
0z 2w? [ COS[W( W] 4 cosh[Z2

1}2’

und im Limes z — 0 folgt somit

I | oG 7 14 cos[en] cosh[ 2] T l& COSh[”j ]
o = llm— = =
30 0z 2w? {co [©n] + cosh[Z2 ]}2 2w? {<:>1 + cosh[Z ]r
T cosh[Z%] &1 o 1
2w [ COSh[ijm] @1]2 2 w? cosh[7r 2] &1
1 s T oG 1
- o dw? sinh?[Zl] (:ZE%_ 9: T w
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Folglich wird die Normalableitung ®.(z) bestimmt durch

.(e) = lim aa—fcpo( ) de’ = lim aac; (®o(2') € ®o(x) + Do(x)) da’
= eh®x /HO o &) (®o(a) @0(2)) do’. (6.2)

Die Differentialdarstellung der Kopplungsfunktion entsteht durch Einsetzen einer
Taylor-Entwicklung des Grenzpotentials in Glg. 6.2

Oo(2') ©Pg(z) = (x'@x)aa%

. s l’ <:>$) apq)o
B Z:: OxP

xr

O.(x) = ©hdy(z /HO o a']) (Bo(2') ©B(x)) da’

< 1 9*®
> ufa) = ehbo(e)+ 3 o /HO (Je 2']) (' Sa)? do’
p=1
= Shdy(x Z axpo Cp(w) , p gerade ,
zusammen mit
ord 0Pu ,
Oo(z) = Fosulx), 8:1:170:@67 und i, =<0 d,
[oe] ap
= Imig(x) = oh(Fysu) —I—Z D, P mr D, =0C,(w) .
p=2

Die Ableitungskoeffizienten ergeben sich zu

2 7 2 7 7 y?
Colw) = }? /Ho(y) v da' = }? 4 w? / s1nh2[z_] o
0 0

2w 2w\"t T s 7
= — <—) /#ds, Si=y —
pldw? \ 7 , sinh*[s] 2w

1
= 2 () i) = T

pl 4w? T p!

@

wobei B, die Bernoulli-Zahlen darstellen (By = 1, By = 1/6, By = 1/30, Bg = 1/42,

wie auch obiges s-Integral in [240] zu finden); also sind die ersten Koeffizienten durch

. 0*u Sty %u
imig(x,t) = ah(Eo<:>u)—|—D2a 2—|-D4 8:1;4+D6%+"'
D22ﬂ7 D4:0-w3 7 D6:20'w5
3 45 945

gegeben, und im Limes w — 0 dominiert die (aber ebenfalls verschwindende)

Diffusionskopplung.
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Die Potentialverteilung im Elektrolyten bei der Randverteilung von Glg. 1.39
ergibt sich aus Glg. 6.1 zusammen mit der Substitution y := expla x| und [238] zu

oo 112
O(x,z) = / Gz &a') Op(2) d' = @ wjz & dd / Gz <a') da'’
—00 —1/2
dx a <1 b
/a—l- cosh[b 7] bm atan [7\/W tanh l 5 H + C.

:>/G(u) du = ( Sin[W(Z@w)/w]) 7T|Sm[(:>2w

2w 7T(Z<:>w)/w]|>I<

oton | LSS [20])

= <:>l atan COS,[W (wez)fw] <1 tanh [M] +C
7T sin [7 (w &z)/w] 2w
+i/2 z+1/2
= [ Gz ) dd! = G(u) du =
_/2 x—l//2
z+1/2
= <:)>l atan [ COS,[W (w &2)/w] &1 tanh [W—”
T sin [7 (w <2)/w] 2wl ,_iy
COS‘[TI' (w &z)/w] <1 ~ o (wez) e - o w
sin [7 (w < z)/w] 2w
+/2
P (x4 1/2) (v el/2)
= / Glr ') d’ ~ 3 (tanh lT] & tanh [T
_i/2
_ e o(x,w,l) .
w

Fiir grole Abstdnde x oder kleine Distanz der GE w und damit generell grofies
Argument des tanh[z] folgt durch Entwicklung

sinh[z] " ©e™  1&e?”

tanh[z] = _ _
anhle] cosh[z]  e?+e@ 1 4e20
= (lee?)(lee?te e rle2e
/2 1/2
w

[ <x+z/2] [ x@l/Q]

= @p(r,w,l) = exp

- ol ool )

[
= o(z,w,l) = 2exp [@Z—x] sinh [;—w] .
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No-Flux-Bedingung bei z = w

Liegt bei z = w keine Gegenelektrode mit ®(x,w) = 0, sondern eine Isolatorbedin-

gung 0®/dz|__, =0 vor,so gilt

mit & = g (u)e*” + ga(u)e ™

od
5z = 0 = ula@e entue)
= gi(u) = g)e?" = &):292(11)6_““ coshfu (z ©w)];

und zusammen mit der unteren Randbedingung

% L coshfu (z ©w)]

=J(w) = ®&=](u

2=0 cosh[w u]

folgt nach der Riicktransformation (dem Faltungsintegral)

o0

O(x,z) = /G(:I: ') 2) (CI)O(:L") <:><I)0(:1;)) dx’'
G(or,2) = 1 cos[= (w <z)] cosh[Z8Z] 7

w cos[Z (w ¢2)] + cosh[Z8Z]

jus
w

und durch Ableiten im Limes z — 0 erhilt man

oG T Cosh[ﬂl’] T COSh[m]
1 — 2w — H (S 5
0 92 82 22 cosh[”ﬂil’] o1 4w? Slﬂh?[wi] olom)

somit ist der Integralzusammenhang hier durch

< x  cosh e
. (z) = / ( el e )}) (®0(a’) & @0(2)) do’

4w? ginh? { (xS )}

gegeben, bei dem die lokale Funktion verschwindet (h = 0) und ebenfalls eine Loka-
lisierung im Limes w — 0 auftritt, da die doppelt so grofie Kopplungslange

1 )
i = 15 (o) (b o] = o2

ebenfalls linear von w abhangt. Mathematisch ist diese Geometrie equivalent zu

einer Elektrodenanordnung mit einer Gegenelektrode bei z = 2w und exakt glei-
chem Randverlauf @5 (x,2w) = $o(x) und dhnelt der elektrophysiologischen Axon-
Geometrie (man rotiere den Elektrolyten um die Gerade z =w), bei der allerdings

die 3D-Laplace-Gleichung

82_@ L 1 8@ ORL
d0z2 =z 82 Jz?

gelost werden miifite (z spielt hier die Rolle der radialen Koordinate); aufgrund des

=0

zweiten Terms ist obige Kopplungsfunktion qualitativ, aber nicht quantitativ auf den

Axon-Fall zu iibertragen. Eine elektrochemische Realisation besteht in deutlicher
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Néherung bei Experimenten, bei denen sich nur eine geringe Elektrolyt-Héhe ober-
halb der Arbeitselektrode befindet (z. B. um die AE optisch besser beobachten zu
konnen); da durch die Phasengrenze Elektrolyt/Luft kein Strom durchtritt, besteht
hier bei z=1w eine nahe No-Flux-Randbedingung in z. Nach obigen Ausfithrungen
sollte ein geringerer Wasserstand ("w’) zu einer kleineren Starke und Reichweite der
rdumlichen Kopplung fithren; entsprechende experimentelle Untersuchungen stehen

noch aus.

6.1.2 2D-Elektrolyt mit Rand

Bei Systemen mit Rand bietet sich eine Raumskalierung auf die Lange der AE (L)
an; d. h. beschrénkt man sich auf den Fall einer Gegenelektrode bei z = w und

No-Flux-Bedingungen am Rand, so wird das mathematische Problem durch

¢ =®(x,2,t) , AdP=0 |, xE[O,l],ZE[O,’y],’y::w

L
o e
ox ox

by = ®o(x) , @ _, =0, =0

r=0 =1

beschrieben. Die Kopplungsfunktion ergibt sich in diesem Fall als diskrete unendliche

Summe, die aus dem Modenansatz abzuleiten ist

¥ jﬂ“ N i an(t) sinhlk, (y ©2)] cos|k, 2] (6.3)

O(x,2,t) = aolt)

= Og(x,t) = aolt) + Z an(t) sinh[k,v] coslk,x], k,=nm
n=1

1 1

= alt) = / Bo(',1) da’ , an(t) = m / Bo(',1) cos[k, '] da’. (6.4)

Fiir die Normalableitung ergibt sich aus Glg. 6.3

o

O, (2,t) =< ét) <:>i_o: an(t) ky, coshlk, v] coslk, «], (6.5)

und durch Einsetzen in die Dynamik-Gleichung
Oru(x,t) = 0y (Ey &0y) = 0, Po(x,t) = i.(u) Srd.(,1)

erhdlt man in der Modendarstellung (sinngemé&f s. [156]) die Amplituden-Glgn.

i [u(x,t)] de & q
v

2

o

Il
O

k, cosh[k, 7]

1
a, = 2 O/Zr[u(:z;,t)] COS[kn l‘] dz & Slnh[kn 7] o
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an denen abgelesen werden kann, dafl die Dampfungsdifferenz zwischen der ersten

inhomogenen Mode und der homogenen Mode mit ky = 7

h 1
d=k M 2 =k coth[rv] &— (6.6)
sinh[m 7] ~y ~y

betrigt. Die Kopplungsfunktion ergibt sich durch Einsetzen von Glg. 6.4 in Glg. 6.5

und Vertauschen der Reihenfolge von Integration und unendlicher Summation

1
1
P, (x) <:>—/<I)0:1;td:1;—|—
7%

1

/ !
<:>Z ( Sinh[k / cosk, 2’| d:z;) k, cosh[k, ] cos|k, ]

1
0/ 2 1) (<:>— nZ:: 21{815?2 kﬁy]ﬂ coslk, x| cos[k, :1;’]) dz’

v
, 1 & kn cosh[k, 7] /
Ho(x,2") = <:>; <:>nZ::1 bl (cos[k (x &a')] + cos[ky, (¢ + )]) )

wobei die diskrete Variable k, der kontinuierlichen Integrationsvariablen u in Glg.
6.1 entspricht und die KF ausschlielich vom Verhéltnis w/L = + abhangt. Im Limes
sehr kleiner Elektroden oder grofier Abstande der GE (d. h. v > 1) 148t sich die
unendliche Summe durch Verwendung komplexer geometrischer Reihen geschlossen

angeben

1 7 1 1
>1: Hy(z,2") ~ &+ — + , 6.7
! of ) v 4 ( sin? {% (x <:>:1;’)} sin® {% (x + :1;’)} (6.7)
welche im Limes ¥ —oo0 v-unabhéngig wird. Fiir den Fall von periodischen Rand-

bedingungen reduziert sich die KF auf

s

(6.8)

1
>1: H N ~ .
T= ol v &) @; + sin?[m (z &a')]

Der umgekehrte Limes sehr groflier Elektroden oder sehr kleiner Abstande der GE
(d. h. v = w/L — 0) fithrt mit der Verwendung der Mac-Laurinschen Formel [236]

wiederum zum Kontinuums-Limes (Glg. 6.2)

1 T
7 =0 Hy(le e2]) = —; T
49% ginh {J—ZM }

welches den diffusiven Limes beschreibt; die Art der Randbedingung spielt hier keine
Rolle. Alle KF besitzen die gleiche y-unabhéngige Singularitét
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Um einen analytischen Ausdruck fiir die zwischen [0, 1] in einem Isolator eingebettete
Arbeitselektrode zu erhalten (s. Kap. 4.2.1), 148t sich die Geometrie bei No-Flux-
Randbedingungen durch die konforme Abbildung [193]

11
F:C—=C w=a+1z IT)—}F(U)):§<:>§ cos[m w]

in eine Isolatorgeometrie abbilden, wobei die bei + = 0 und = = 1 liegenden No-
Flux-Rander nun bei z = 0 und x € [©00,0] bzw. © € [1, o0] liegen. Transformiert

man ebenfalls die Kopplungsfunktion 6.7, so erhédlt man

Ho(x, ") e @xi\/x, — (% n g %) (6.9)
h(z) = ’W\/ﬁ (6.10)
bei weit entfernter Gegenelektrode v > 1.
6.2 Potentialtheoretisches in 3D
Die Potentialverteilungen im 3D-Elektrolyten werden durch die Laplace-Glg.
A@z%—l—%%—fﬁ-%%—k%:o (6.11)

zusammen mit den Randbedingungen bestimmt. Im Vergleich zu den zweidimen-
sionalen Potentialproblemen verkomplizieren zwei Sachverhalte die theoretische Be-
handlung deutlich. Zum einen liegt schon bei axialsymmetrischen Problemen in der
entsprechenden Laplace-Glg.
9?0 1900 90

AP = — +

o o T2 =

durch den 1/r-Term ein anderer Gleichungstyp vor, der durch Partikularlésungen
von Bessel-Funktionen Jo(kr) gelost wird [235]. Im Gegensatz zu den einfachen
Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen im 2D-Fall kénnen insbesondere unendliche Sum-
men von Bessel-Funktionen selten analytisch berechnet werden; des weiteren kann
das Potentialproblem nicht durch die Verwendung von konformen Abbildungen be-
handelt werden, da sich deren Anwendungsgebiet auf die kartesische 2D-Laplace-Glg.
beschréankt. Zum anderen liegt durch die Finbettung der Elektrode in eine Isolator-
Ebene ein gemischtes Randwertproblem vor; dies gilt auch fiir das mathematisch
equivalente Problem einer frei im Elektrolyten schwebenden Elektrode, falls man
diese als unendlich diinn ansieht und eine identische Potentialverteilung auf beiden
Seiten der Elektrode annimmt. Im Fall der Scheibe vereinfacht sich das Problem

etwas, da nur zwei Gebiete mit unterschiedlicher Randbedingung bei z=0
O<r<l: ®=04(r,0,t), I<r<oco: ¢,=0

zusammen mit ® — 0 fir r? 42?2 = o
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vorliegen; zu dieser Geometrie sind in den letzten 150 Jahren viele Untersuchun-
gen erfolgt und einige analytische Ergebnisse erzielt worden ([215]-[220]), die im
folgenden angedeutet werden. Bei Elektroden mit innerem Isolatorbereich (z. B.
Ring-Elektroden) liegt indes ein dreifaches Randwertproblem vor; dadurch werden
die Betrachtungen sehr kompliziert (s. z. B. [227]), und die wenigen analytischen
Resultate sind eher als formale Losungen zu betrachten. Fiir diese Geometrie wie
auch fiir die Streifen-Geometrie kénnen die Kopplungsfunktionen durch die Verwen-
dung einer zentralen Idee numerisch berechnet werden (s. Kap. 6.2.3); dieses recht
einfache Verfahren wurde letztlich auch bei der Scheibe verwendet (s. Kap. 6.2.2).

6.2.1 Analytisches zur Scheibe

Ein Lésungsansatz des gemischten Randwertproblems geht von der Partikularlésung
(A cos[m0] + B sin[m#)]) e=** J,,,(ru) mit me N,

der Laplace-Gleichung 6.11 aus, wobei A, B und u beliebige Konstanten sind. Wegen
der Gegen-Elektrode-Bedingung ® — 0 fiir 7? + 22 — oo reduziert sich die

Losung auf
(A cos[mb] + B sin[m#]) e ** J,(ru) mitme N .

Durch Superposition erhalt man die Gesamtlosung (s. auch [233])

OOOO

(r,0,2) = > /6_” o (ur) (Am(u) cos[mb]| + B, [u] sin[m@]) du  (6.12)

m=0 0
und fiir die beiden Funktionen bei z =

Oo(r,0) = i /Jm(ur) (Am(u) cos[mb] + B, [u] sin[m@]) du

m=0

d.(r,0) = &> /qu(ur) (Am(u) cos[mb] + B, [u] sin[m@]) du . (6.13)
m=0 0
Schreibt man die beiden Grenzfunktionen als Fourier-Reihe

Oo(r,0) = Co(r)+ i (Cm(r) cos[mb] + D,,(r) sin[md

Py )
)

S.(r,0) = Fo(r)+

(EE;) - %/ @233) @ (g:E;) %/@EZ;) cosfmt] 4o,

—~
Cry
3
S
Q
2
El
=
-+
ﬁ

sin[mé



so gelten dann fiir jedes m die Gleichungs-Paare

Conlr) = / A () J(ur) du ,  Bn(r) = / w Ay () Ty (ur) du
und Dy, (r) = /Bm(u) I (ur) du ., Fo(r) = <:>/uBm(u) o (ur) du.

Fiir den hier diskutierten Fall mit Isolatorbedingung £, (r) = F,.(r) =0 fir r > 1

resultiert somit m-mal das Gleichungspaar

7Am(u) Jp(ur) du = Cp(r) firr<1 (6.14)
7u Ap(u) Jp(ur) du = 0 firr>1, (6.15)

0

welches als 'duale Integralgleichung’ bezeichnet wird und bei bekanntem ®q(r, §)
bzw. Cp(r) nach A, (u) aufgelost werden muf (analog mit B,,(u) und D,,(u)).
Ist A, (u) bzw. By, (u) ermittelt, folgt das Potential im Raum durch Einsetzen in
Glg. 6.12 bzw. die Normalableitung durch Glg. 6.13.

Duale Integralgleichungen

Fiir das allgemeine Problem der dualen Integralgleichung

o0

/uaA(u)Jm(ru) du = C(r) 0<r<l

7121(u) Jm(ru) du =

bei der C'(r) bekannt und A(r) gesucht wird, erhalt J. Titmarsh (1937, [231]) durch
Mellin-Transformation [243] bzw. . Busbridge (1938, [219]) fiir o < 0 die Losung

jam)

r>1,

N 2—a/2 u—

Alu) =

1
m { ultes? Jimtasa(u) /wm+1 (1 <:>w2)a/2 C(w) dw
’ 0

1
+/vm+1 (1 ev?)/?
0

/IC(U w) (ww) 2 s (uw) dw] dv }

Wihlt man nun A(u) = u A, (u) und o = <1, so folgt als Losung von Glg. 6.14

Ap(u) =

3|0

{fjm Lol /ljfﬁiwz Con(w) dw

1
/ U2
0

/ICm (vw) (uw) 32 g m1/2(uw) dw] dv }
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Im einfachen Fall eines konstanten Potentials Co(r)=®o, Cy(r)=0, m > 1 berech-

nete J. Titmarsh

2 sin|u
Ao(U) = (I)O — [ ]
T u
= 0(rz) = [ dolur) Ao(u) du = 2% [ e dotur) sinfe] g,
) T u
20 2
= 0 arcsin = grs(r,z) Pg
™ \/(r<:>1)2—|—22—|—\/r—|—12—|—22

¢.(r) = @/ujo(ur) Ao(u) du = 2(1)0 /Jo (ur) sinfu] Ao(u) du

2 1
= &fy— .
T V1 &r?

(6.16)

Ansatz liber Kobayashi-Potentiale

Kobayashis equivalente, aber etwas elegantere Losung ([220], zu finden in [228])
geht ebenfalls von Glg. 6.12 bzw. von Glg. 6.14 aus. Die Idee besteht dann in der
Entwicklung der A,,(u), By, (u) nach bestimmten Bessel-Funktionen

) = o Yt Ty (10 Bl = e b gy (0] (017)

da durch die Eigenschaft dieses Weber-Schafheitlin-Integrals ([241], [243])

%] ﬁ(m—l—n)! P 1 22
/\/Ejm(ur)JerszrL(U) du = { Tlnt1/2]m! Ji—r2 Fulm+zm+1Lr7) 0<r <1
0

0 r>1

nach Einsetzen von Glg. 6.17 in Glg. 6.15 die Isolatorbedingung automatisch erfiillt
ist; die Funktionen F,,(a,b; x) bezeichnen Jakobi-Polynome, die auch durch die hy-
pergeometrische Reihe (z. B. [244])

Foula,byx) = sFi(em,a+m;b: )

gegeben sind. Das Potential im Raum folgt dann durch Uberlagerung

O(r, 0, z) ZZWmn 0/ \_/ﬁ o (ur) Jm_l_%_l_%(u) du (6.18)
mit Wi (0) = apn cos[mb] + by, sin[mé], (6.19)

wobei die Integralterme auch als Kobayashi-Potentialfunktionen bezeichnet werden.

Verwendet man ein weiteres Weber-Schafheitlin-Integral

1
—,m+1;r2), r<l1

oo1 : 1
0

m-|—2n-l— ( )du = ﬂm'n’
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zusammen mit der Notation
1

z=7r" und fo.(x) = F.(m+ ™M + 1),
so gilt also auf der Elektrode bei 2z =0, r <1

oz, 0) = iiwm(a) %xm/2fnm(x) (6.20)

(m +n)!
o L)

Durch die Orthogonalitatsbeziehung der Jakobi-Polynome

¢,(x,0) = 22 Fam (). (6.21)

B , [n+ %] (m!)?*n!

xm
[ s e o) = o T e
folgt bei bekannten ®q(x, ) nach entsprechender Multiplikation aus Glg. 6.20

(anm) V2 (m+n)(m+2n + 1) )

brm Wm!,(n—l—%)
rCiks coslmt]\ o ) o s
O/O/ = funl )(Sm[ ])cbo(x,e)dx db

27 1

n’(Qn—I_ ! ! ! !
o= //¢_fn0( ') ®o(, 0') da’ db) .

Durch Einsetzen der Koeffizienten in Glg. 6.21 und nach Vertauschung von Summa-

tion und Integration folgt dann die Kopplungsfunktion zu

2

1
O.(z,0) = //HQDx,x,G@Q)QO(x 0y o' dz
0 0

mit Hyp(z, 2,0 &0) = 2 ()™M cos[m(0 <0')] x

l &z \/— Z
Porsmya fnm(l"))

2 (m42n+1/2) (m4n)! \?2
und C,,, = ™ (m!r[n+1/z]) m # 0
(2n4+1/2) n!? m=0

™ In+1/2]?
und durch Addition und Subtraktion von ®q(x,8) folgt

1 27

®.(x,0) = <h(x) Bo(x, 0) + //HQD (', 2,0,0") (Do, 0') Sz, 0)) dO" da.

Fiir ein axialsymmetrisches Potential ®g = ®g(x) vereinfacht sich die KF zu

1

O.(x) = ©h(x)Po(x) —I—/Ho(x’,x)(q)o(:z:’) &0y(x)) da’

2m
\/—\/—choan fn0( )
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und bei einem konstanten Potential @y ergibt sich zusammen mit

1
foo(l‘) = 1, Cp= @ﬁ
1
(I)Z(x) 4 Coo 2
= Hy(2' da’ = = =: &h .
P, / 0(:1; 7$> ¢ VA=Y T 1 & (:1;)

0

6.2.2 Storungstheoretischer und numerischer Ansatz zur
Scheibe

Bei der Verwendung von Glg. 6.22 treten in der Praxis numerische Implemen-
tierungsschwierigkeiten auf, da die zur Verfliigung stehenden Algorithmen fiir die
Jakobi-Polynome [237] schlecht bei hoheren Moden konvergieren; dies macht sich
insbesondere in Singularitdts-Ndhe &' — « bemerkbar. Im Verlauf der Untersuchung
ergab sich indes eine zweite und einfachere Methode zur Berechnung der Kopp-
lungsfunktion, welche die Proportionalitat zwischen Normalableitung und induzier-
ter Flachenladungsdichte verwendet; dieser Zusammenhang wurde bereits bei meh-
reren Untersuchungen auch in der Elektrochemie ausgenutzt (s. u). Wie allgemein
aus Potentialproblemen der Elektrostatik oder Gravitation bekannt (s. z.B. [233]),
wird das Poissonsche Problem einer durch eine Raumladungsdichte o (%) bedingten
Potentialverteilung A® = <47 o, () durch den integralen Ausdruck

04(7")
|7 &
J

&>z’

B(F) =

gelost. Im Falle einer Flachenladungsdichte o, (2”) folgt analog

. o, (")
O(7) = / W;ﬂ 'z’ ; (6.22)
Flache

somit erfiilllt obiger Ausdruck mit einer Flachenladungsdichte bei z = 0 die drei-
dimensionale Laplace-Gleichung wie auch die Gegen-Elektroden-Bedingung & — 0
fiir r? + 22 — oo , da das Potential fiir grofie Abstinde durch das Monopolmoment

einer Multipolentwicklung der Ladungsverteilung approximiert werden kann [235]

— NQ_ Q — R TAY L /
(I)(x)N|J—/3|_\/m ” Q Aé/ q( 7y)d dy7

und folglich mit dem klassischen inversen Abstands-Gesetz abféllt. Das Potential
verhilt sich stetig beim Durchgang durch die Ladungsschicht, die Normalkompo-
nente des Feldes & = &V ® indes springt unstetig, d. h. &£ besitzt zwei unter-
schiedliche Werte im Limes z — +0 bzw. z — <0; quantitativ formuliert, folgt aus
dem Gaufischen Satz [233]

Er,y,z = +0) &E.(v,y,2 = <0) = dmo,(x,y).
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Liegen keine weiteren Ladungen im Elektrolyten bei z > 0 vor, so ergibt sich aus

der Symmetrie ®(x,y,+2) = ¢(z,y, <2)
Er,y,z = <0) = &€ (2v,y,2 = 4+0) = 2&(v,y,z— +0)=47mo(x,y)

oder equivalent (s. auch [228])

od od
o Ndrm = e4moy(z,y)
~ z2—40 ~ z2——0
od
= &, = £ = &&= 271o(r,y).
z2—40

Setzt man diesen Ausdruck in die Integralbeziehung Glg. 6.22 ein, ergibt sich der

generelle Integralzusammenhang

1 e | . (a'y
() = &— / — (:1;_3 d*r = &— // (@y) dx' dy'
27 A |7 <2 27 A \/(:1; )2 + (y oy')? + 22
— //FQD(:L' s’ yey,z) O.(a,y") da' dy (6.23)
AE

1

FQD = 5
27 \f(x )2 + (y Sy)? + 22

gleichzeitig wird so auf einfache Weise die Isolatorbedingung erfiillt
O.(z",y)=0 fir (2,y') ¢ AE ,
und es folgt als Spezialfall der Beziehung Glg. 6.23

Oo(z,y) = //FQD(5x75y7O) O, (2, y") da'dy .
AE

Somit ist eine Beziehung zwischen ®; und ®, unter Beriicksichtigung aller Bedin-
gungen aufgestellt, allerdings ist hier ®q als integrale Funktion von ®. gegeben und

nicht umgekehrt. Diese grundsétzliche Integral-Beziehung aus der Potentialtheorie
Bo(z) = / Fz,2') ®.(') do’ (6.24)
148t sich durch die Relation i,,,,(2) =<0 ®.(x) in den EC-Kontext umschreiben
Bo(z) = % / Fe, o) imiy(2)) de’, (6.25)
AE

und alle Berechnungen der Potentialtheorie kénnen so auch bei gemischten Rand-
wertproblemen fiir die Elektrochemie verwendet werden. Obige Relation wurde be-
reits von C. Wagner (1951, [193]) zu einer storungstheorischen Berechnung der stati-
ondren Loésungen in einem 2D-Elektrolyten mit linearem Reaktionsstrom verwendet
(s. u.), auch J. Newman verweist in (1992, [201]) darauf, dal bei bekannter Migra-
tionsstromdichte ¢,,;,(x) aus Glg. 6.25 der Potentialverlauf ®q(x) berechnet werden

kann.
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Die Fredholmsche Niherung

C. Wagner wahlte fiir das Problem der stationdren DIL-Aufladung beim linearen

Reaktionsstrom als Ansatz den Integralausdruck 6.24

Ul =i & pu=s00:(d) o (b o)) = s (i)

= EO@/ F(2,3) 0:(3) di' = &7 @:(7)
AE "

in der in dieser Abhandlung verwendeten Notation. Nach einer Ortsskalierung

x=3/L, z=Z2/L ergibt sich folglich

Eo @0/ Flz,2") ®.(z) do’ = @g o.(x), o) = ’ffzj(j)
= p(r) = 1‘|‘% /F(:I?,:I?/) o(a') da' (6.26)

eine Fredholmsche Integralgleichung der zweiten Art fiir die Normalableitung @, (),
die Wagner fiir den 2D-Fall (dann F(z,2') = <lIn|z <a’| /(27) ) numerisch 16ste
[222]. Wie in Glg. 6.26 zu erkennen, bestimmt die inverse Wagnerzahl die Inhomoge-
nitét der skalierten Normalableitung ¢(); im Limes groBer Wagnerzahlen (y/x —0)
verschwindet der Beitrag des Integrals, und man erhélt eine homogene Stromvertei-
lung ¢(x) = 1. Fiir groBe, aber endliche Wagnerzahlen wiirde sich der erste storungs-
theoretische Beitrag nach Einsetzen der nullten Ordnung ergeben
1 1
plx)=1 —I—% /F(:z;,:z;') da’ = 1<:>% flz), flx):= <:>/ F(x,2") da'.
0 0
Eine deutlich bessere Approximation der Losung von Glg. 6.26 ergibt sich aber durch

eine Differenzbildung
1

ple) = 145 [ Fla,a) (o) @p(@) + olo)) da
0

= 1+ % o(x) /F(:z;,:z;') da' + % /F(:z;,:z;') (c,o(:z;') <:><,o(:1;)) dz'. (6.27)

Diese Differenzbildung ist mathematisch nicht zwingend erforderlich, da F'(x, ')
auch in drei Raumdimensionen (im Gegensatz zur Kopplungsfunktion Hy(xz,2’)) im
Limes x — 2’ eine logarithmische und damit integrable Singularitat besitzt. Weil
aber durch den singulédren Anstieg der priméare Beitrag zum Integral in Glg. 6.26
im Bereich 2’/ — 2 entsteht und somit im Differenz-Integral fehlt (da |p(2) ()]
bei @’ — = aufgrund der Stetigkeit naturgeméaf verschwindet), ist der primédre An-
teil des Gesamt-Integrals durch das erste Integral in Glg. 6.27 gegeben. Da gleich-

zeitig bei groflerer Wagnerzahl eine homogenere Verteilung vorliegt, verschwindet
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hier generell die rdumliche Variation von (), so dafl das Differenz-Integral wegen
(p(2') ©p(x)) ~ 0 klein wird. Deshalb wird insbesondere bei grofier Wagnerzahl das
Gesamt-Integral in Glg. 6.26 gut durch

/F(:z;,:z;') o(2') da’ = () | F(z,2) do’ —I—/F(:I;,:I;’) (c,o(:l;') <:><,9(:1;)) da’

2
5
=

approximiert. Dieser Nédherungs-Ansatz ist unabhéngig von der Form des Reakti-
onsstroms und 14t sich somit auch fiir nichtlineare Reaktionsstrome verwenden; im

linearen Fall erhdlt man aus Glg. 6.26

= d T T T —71
oe) = 10k ool = o) =
N Ly D) = Mo

dieses Ergebnis wurde auch bereits von Wagner als moglicher analytischer Néhe-

rungsausdruck im 2D-Fall bei groflen Wagnerzahlen angegeben.

Die Invertierung

Eine zweite Anwendung der exakten Integralbeziehung Glg. 6.24 besteht in der
Méglichkeit, die funktionale Abhangigkeit zu invertieren, um somit die Migrati-

onsstromdichte ¢,,,,(x,t) als Funktion des Grenzpotentials ®q(x, ) zu beschreiben

Bo(r) = &f(x)D.(x)+ / Fle.2') (®.(2) &0, (x)) do’

o O.(x) = <:>h(:1;)<1)0(:1;)—|—/H0(:1;,:1;’) (®0(«) & @0(2)) do.

Technisch gelingt diese nur einmal fiir jede Elektroden-Geometrie durchzufithrende
Operation durch eine Diskretisierung der Funktion F'(2/,x) zu einer symmetrischen
Matrix F;; = F(x;,@;), die dann numerisch invertiert [237] werden kann; als Re-
sultat ergibt sich die Kopplungsfunktion Hy(x,2') in der gewiinschten raumlichen

Auflésung Ho;; = Ho(x;,x;). Fir den Fall der Scheiben-Elektrode fithrt Glg. 6.23

in Zylinderkoordinaten auf

P di o




1 27

Oo(r,0) = //FQD(T,T',0<:>(9’,O) Q. (r', 0" r dr' db’
00

1 1
Fop(r,r',0 &0',0) = <— )
21 2 2 s g coslf <0']

Mit der radialen Transformation x = r? folgt dann

1
Oo(2,0) = [ [ Fap(e,a',060,0) 0.(,0)de' d0' = &f() D.(2,0) +
0 0

1
[ [ el a0 0,0) (0.(21,0) 0. (2,0)) da’ 4O
0

1

\/:1; + 2’ &2\ x 1! cos[f &
und die lokale Funktion f(x) ergibt sich zu

0
1
]751) = <
T

fle) = <:>/17FF2D(:1:,:1;’,(9<:>(9’,0)d:1;'d(9’
_ % F[e] v <1 (6.28)
LAl ) -

und héangt somit von der radialen Koordinate x ab, die benétigen Integrale sind
in [240] zu finden, und die vollstandigen, elliptischen Funktionen K[z], E[z] werden
hier in der Definition von Abramowitz/Stegun [239] verwendet, d. h.

/2 1 /2
K[z] = / 4t Eld] :/ | ow sin[l] di .
0 /1 & sin?[t]

0
Die oben definierte Funktion f(x) beschreibt gleichzeitig den Verlauf des Grenz-

Potentials ®o(x) bei konstanter Migrationsstromdichte
O, ()=, =const. =  Po(z)=f(x) 9.,

wie auch in [208] bereits dargestellt wurde. Fiir eine nur von der radialen Koordinate
abhéngige Normalableitung folgt der Integralzusammenhang

1

Bo(r) = of(z)d.(c)+ / Fle.2') (®.(2)) ©0.(x)) do’ (6.30)
0
o K| —/es’
1 l(ﬁ+ﬁ) ]
Fle,z) = /F 0l 0) do = e LT ] 6.31
02) = [ Fae, 20 0000 a0 = &~ S22 (631
der nach Inversion auf die radiale Kopplungsfunktion der Scheibe fiithrt
1
2
O, (x) = ©h(x) Bo(z) —I—/Ho(x,x’) (Po(a') &®o(2)) da’ , h(z) = ——.
/ TV1 &2
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Da die lokale Funktion h(x) bereits analytisch bekannt ist, 1afit sich die Qualitét
des numerischen Invertierungsverfahrens durch den Vergleich mit dieser Gréfle kon-
trollieren. Die Funktion F(x,2’) (Glg. 6.31) besitzt im Limes 2’ — = wiederum eine
logarithmische Singularitiat, welche aber bei der Invertierung durch die Differenzfor-

mulierung in Glg. 6.30 keine numerischen Probleme verursacht.

6.2.3 Der dicke Ring

Bei ringartigen Elektrodengeometrien liegt im Zentrum ein weiterer Isolatorbereich,

so daff nun ein dreifach-gemischtes Randwert-Problem vorliegt (s. Abb. 1.10)
O<r<A: ¢&,=0, A<r<l: ®&3=4r,0,t), r>1: &, =0
bzw. mit 2 = r? und a = A?
O<az<a: &,=0, a<az<l: ®g=Py(x,0,t), az>1: &, =0.

Der Bessel-Funktions-Ansatz fithrt analog zum Gleichungs-Paar 6.14 und 6.15 auf
nun drei gekoppelte Integralgleichungen [227], die simultan zu 16sen sind. Indes
kann schon im einfachsten Fall eines konstanten Grenzpotentials keine analytisch-
geschlossene Losung angegeben werden; somit ist auch die lokale Funktion A(x) im
Bereich @ <2 <1 unbekannt. Der invertierte Integralzusammenhang bleibt allerdings

bis auf die Veranderung der Elektroden-Grenze erhalten
o(x) = +/FH (a) 0. () da'.

Die lokale Funktion f(x) kann fiir stérungstheoretische und numerische Zwecke ana-
lytisch berechnet werden

1 27

fla) = <:>//F2D:1;:1; 0 =0',0)de’ db’

- 2ot (e[ (2 K2} oot

diese ergibt sich durch Kombination von Glg. 6.28 und Glg. 6.29 als Differenz zwi-
schen einer homogen geladenen Scheibe mit Radius 2 = 1 und einer Scheibe mit
Radius © = a. Durch den inneren Isolatorbereich entsteht ein zweiter Rand, der zu
einer erhohten Normalableitung bei @ & « fithrt; die numerisch bestimmte lokale
Funktion h(x) besitzt folglich neben der Singularitdt am Rand bei @ = 1 nun eine
weitere Singularitat am inneren Rand (s. Abb. 6.1, 1i). Auch in der radialen KF tritt

nun auch bei ' = a eine Singularitidt auf (s. Abb. 6.1, re).
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2.0 100

1/h(y)
1 & [~~_A=0 (Scheibe) 801
o~ 601
A=0.5 =
1.0 e
3
T 401
0.5 ,
A=0.9 (duenner Ring) 20
0.0 T T 0 T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.25 0.50 0.75
Innenrand radiale K. y Aussenrand X’

Abb. 6.1: Inverses der lokalen Funktion h(z) (links); als x-Achse wurde fiir die verschiede-
nen Ringbreiten eine linear gestauchte Koordinate verwendet y = (2 — a)/(1 — a), so daB
der innere Rand (z = a = A?%) bei y = 0 und der duflere Rand bei = y = 1 liegt. Die
rechte Abb. stellt die radiale KF bei A = 0.5 (e = 0.25) fiir die Punkte 2 = 0.4/0.6 dar.

Allerdings ist der Stromzuflufl bei kleinerem inneren Isolatorbereich am &uBeren
Rand deutlich besser (das System verhalt sich naturgeméaf stetig im Scheibenlimes
a — 0), so daf} die Doppelschicht hier starker aufgeladen ist als an dem innerem
Rand (s. Abb. 6.2, 1i). Wird das innere Isolatorgebiet vergroert, tiberlagern sich drei
Effekte. Zum einen nimmt die Asymmetrie im Limes ¢ — 1 ab; zum zweiten steigt
bei sonst konstanten Parametern die generelle DL-Aufladung, da durch die Verklei-
nerung der Elektrodenfliche die Stromdichte steigt. Aufgrund der potentiostatischen

Verquickung wird die Verteilung damit gleichzeitig homogener.

e o et
o8| o

031A=0.8

u,(Y)/E,
u,(Y)/E,

|1A=0.5

0.11 047 ]
A=0
O-O T T T T 0-2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6
radiale K. y radiale K. y

Abb. 6.2: Stationdre DL-Aufladung bei linearem Reaktionsstrom und mittlerer Wagnerzahl
(k/p = 0.1, links). Die rechte Abb. vergleicht die radiale Aufladung beim diinnen Ring
(A=0.9) mit dem Ergebnis des rein azimutalen Niherungsansatzes (gestrichelt), der iiber
radiale Abhdngigkeit mittelt. Bei x/p = 0.1 weichen die Mittelwerte <u>, bzw. <iy;;>,
um 0.4 Prozent ab, bei k/u = 1 betrigt die relative Abweichung 0.1 Prozent.

0.8 1.0
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6.2.4 Der diinne Ring

Bei einem sehr diinnen Ring (A — 1) ist die radiale Systemlange (1 < A) deut-
lich kiirzer als der Umfang des Ringes (27). Deshalb liegen in radialer Richtung
die stationdren Zustdnde schneller vor als in azimutaler Richtung. Ignoriert man
einen radialen Transienten und vernachlassigt die radiale Variation, gelangt man
zu einer eindimensionalen Beschreibung der azimutalen Musterbildung. Werden die

Potentialgroflen als Superposition aus Mittelwert und radialer Variation beschrieben

Oo(r,0) = <Po>.(0)+0Po(r,0), D.(r,0) = <P.>.(0)+09.(r,0)
1
[ ®o(r,0)r dr 5 1
. A _ _
<®g>,(0) = 1 - =5 /cbo(r,e)r dr ., <6®>,=0,
[rdr A
A

so folgt fiir den radialen Mittelwert <®¢>,.(9)

1 27

Bo(r,0) = / / Fap(r,r', 0 &0,0) (<®.>,0(0) + 50,0, 0) ) ' dr' dt/
A0

1 27

<®o>, (0) = / / < Fap(r,',0 £0,0)>, (<., (0) +50.(",0) ) r' dr' dbf
A0
2

-

1
/ < Fop(r,r', 0 <0',0)>, dr’] <®.>,. (0") do’
A

1 27

[ [ <Fanlrr 0 80,005, 60.(7,0)" i’ do'.
A0

Wird nun die radiale Variation von ®, vernachlassigt (d. h. 69.(r,0) ~ 0), folgt ein

eindimensionaler Integralzusammenhang zwischen den Mittelwerten

2 1
<®o>, (0) = / [/<F(r, ' 0 0>, v dr'] <®.>,.(0") do".

0 A

Wechselt man die Notation und fithrt @ =0/(27) als azimutale Koordinate ein, gilt

Qo(z) = <Pp>,(0=2mz), P.(v) :=<b.>.(§=272), €][0,]1]
= Bo(z) = /F(|:1; o) d.(!) do’

1

— ofs 0.(2) —|—/F(|:1; sal]) (0.(2') 5 0.(x)) do’

0

1
Flz &' = 27T/<F2D(r,r’,27r(:1: <a'),0)>, r' dr
A
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rr

11
2
= S // dr,dr
kAT e2r cos[2m (v <a')]

1
fa = <:>/F(:1;<:>:1;') da’ .
0

Das obige Doppelintegral kann analytisch berechnet werden (mit dz := 27 (2 <a'))

A& cos[dx] + \/1 &2 A cos[dx] + A? ]
1 & cos[dz] + \/2 (1 & cos[dz])

(5:1;) 1 (1 &A% = &cos[ér] In

1 <A cos[dx] + \/1 &2 A cos[dx] + A?
A (1 & cos[dx] + \/2 (1 & cos[dz]) )

oA?

cos[dz] In

+(1+ AS) \/2 (1 & cos[dx]) & (1 + Az) \/1 &2 A cos[dx] + A2

wie auch die lokale, nur von A abhéangige Konstante

1

fa = <:>/F(:1;<:>:1;') dz' =

0

8 (1 + A3 & (1 + A% E[AY]

ym oA +K[A2]) , (6.32)

die zusammen mit der skalierten Leitfahigkeit den Elektrolyt-Widerstand des Rings
bestimmt (gee = fa/k = fa L/o, s. Abb. 2.13). Im Limes sehr kleiner Ringbreiten

erhdlt man ein logarithmisches Verschwinden

Ahr{l_ fa = @ { ! (1 S A? 4 (1<A)(A<3) Az) + (1 <:>A2)2 In [ﬁ] }
_ @;iw (1A) [l &A] = +0

4 4 1A 1sA?
mit K[A%] ~ ln[ ] < o4

— =
V1 & A2 V1&e A2 2 4

Um die Kopplungsfunktion zu erhalten, kann wiederum numerisch invertiert werden

] , B[A%] ~ 1—|—1nl

Bo(z) = ofs & —|—/F:z;(:>:z; () =6, (x)] do’

= &.(z) = ©h Doz +/Hox<:>x o(2') = Po(2)] de’;

(s. Abb. 2.14), wobei die lokale, ortsunabhangige Konstante h mit h = 1/ f4 analy-
tisch bekannt ist und nicht numerisch berechnet werden muf}, wie man bei homogener

Strom- und damit auch Grenzpotential-Verteilung

q)OZ@qu)zv P, = <h P
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sofort erkennt. Des weiteren sind aus Symmetriegriinden auch die Mittelwerte (in

azimutaler Richtung) iiber f4 bzw. h miteinander verkniipft, da

F(x 2", (2") da’
-]

[&fa] .(2') da' = &fs <P.> bzw. <P.> = ch <Pp> .

o
(o)
S
=
S—’
I
_ O~

1
/F (v &) d:z;] ®.(z') da’
0

Fir den Gesamtstrom erhalt man dadurch

L 27r 1 27
I, = //— d@-@aL//CD 0) " dr' df
L 7 L
= e (1(:>A2)/<I>Z(0) W = & (1A 27 <0.(0)>
0
= @% LP(1eA)r <®,(x)> = exFap <®.(v)>
)
= rkhFug <<I)0(:1;)> = FAE<;& . Fup = T L2 (1 <:>A2),
ele

und fiir das Potential einer symmetrisch im Elektrolyten positionierten RE folgt

1 1
TRE = (0,0,ﬁ) = FQD(T7T/70<:>0/7 ) —

o i
2 1

é@RE:@%/!%drdﬁ @—/(I) d@Zﬁdr
_ @[ +{32<:>\/A2+[32] <b.(2)> = grp(f) <®o(x)>
gre(8) = h W1 +[32<:>\/A2+[32] (6.33)

6.2.5 Die Streifenelektrode

Bei einer Streifenelektrode im 3D-Elektrolyten (s. Kap. 4.2), die bei
Z=0 liegt und zwischen & €[0,L] und gy € [&B/2,B/2]

im Isolator eingebettet ist (s. Abb. 4.25), kann sinngemaf} &hnlich vorgegangen wer-
den. Wird die x-Lange der Elektrode L als charakteristische Langengrofie verwendet,

so erhdlt man nach einer Raumskalierung aus Glg. 6.23
r=z3/L , y=yg/L , z=Z2/L , b:=B/L
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1
1 P, oo
= Oeyz) = e [ ',y da’ dy’
T
0

2 o \/(:1; )2+ (y oy')? + 22
1 b/2
= / / Faop(dx,dy,z) @.(a',y") da' dy
0 b2
mit dx = x &', dy = y y'. Fir das Potential bei z = 0 folgt dann
1 b/2
Do(w,y) = / / Fop(8z,6y,0) @.(2',y ) dz' dy' = Sfep(z,y) O.(z,y)
0 —b/2
1 b/2
-I-/ / Fayp(dx,dy,0) ( 2y @q)z(x,y))dx’dy’
0 b2
1 b/2
foley) = & [ [ Fa(da,00.0)de’dy', fale,y) = fonle.y,8). (6.34)
0 b2

Im linearen Bereich des Reaktionsstroms (i.[u] = pu) folgt als Fredholm-Gleichung
fiir die stationdren Losungen analog
0 = Su(FyeP(r,y)) <rd.(z,y)
K K
> Foo= ol Ofn,y)+ Boln,y) = <00 (0,y) & hale,y) O:(2,y)

1 b/2

n / / Fan(62,8y,0) (0.(2', yf) =b. (2, y) ) da’ dy

0 —b/2

<:>Z ®.(z,y) < fap(z,y) D.(z,y),

%

wobei die Niaherung wiederum nur bei £/p > 1 quantitativ sinnvoll ist. Die zwei-

dimensionale Aufladung der DL folgt dann elementar zu

Fy . r By
P (z, = S = lmiglT, = & O (2, = T
( y) §‘|‘f2D($7y) 9( y) ( y) §‘|‘f2D($7y)

EO fQD(xvy)
ﬁ—l' fZD(xvy) 7

Diese Rechnungen wurden sinngeméfl bereits im Spezialfall einer quadratischen Elek-
trode (b = 1/2) durchgefiihrt [195], wobei die Funktion faop(a,y) schlieBlich durch

eine numerische Behandlung des zweidimensionalen Integrals Glg. 6.34 berechnet

Eo

by z, .
(=9) 1+ £ fop(z,y)

u(:z;,y) =

(6.35)

wurde. Dies tiberrascht etwas, da fyp(x,y) im allgemeinen Fall (und somit auch fiir
quadratische AE) durch Kombination von tabellierten Integralen aus [240] und [238]

analytisch zu berechnen ist
27 fop(e,y) = J(Xo, Vo) &J(X1,Y2) + J( X1, Y1) ©J (X3, V1)
JX0Y)) = J(X V) 45V, X0, jluv) i=u Info+ V? 402

b b
X1:<:>5E,X2:1<:>:1:,Y1:<:>§<:>y,1/2:§<:>y,

308



insofern kann durch Einsetzen in Glg. 6.35 die stationdre Aufladung der DL in
Fredholm-Naherung analytisch angegeben werden. Betrachtet man einen Streifen
mit kleiner Breite (b < 1/2 & B < L) und vergleicht die Migrationsstromdichte
im Zentrum (z,y) = (1/2,0) und die der beiden Kanten (z,y) = (1/2,b/2) und
(x,y) = (1,0), so zeigt sich, dal die Variation entlang der y-Koordinate im Limes
b — 0 starker abnimmt (s. auch Abb. 4.26)

'1+\/1+—62] mleF\/lJr—bQ]

2 1/2,0) = bln|— Y- 10 B s
™ fap(1/2,0) "o vize e vize

b+ VITT
27 fon(1,0) = bln TVe T ]

b
S IR RO B A
_@2+\/4+62] * n[@b+\/4+62

[ 1+ V1 +402
2 1/2,6/2) = bl oln |26+ V14462,
L R e P E e

so dafl bei sehr diinnen Streifen (b < 1) die rdumliche Variation und somit die

réaumliche Musterbildung in y-Richtung eher zu vernachlassigen ist. Analog zur Ar-
gumentation bei der azimutalen Musterbildung beim diinnen Ring kann dann in
diesem Grenzfall durch die Ndherung ®.(x,y) = ®.(x) der diinne Streifen als quasi

eindimensionale Geometrie behandelt werden.

Der diinne Streifen

Fiir das Potential im Elektrolyten folgt mit obiger Annahme

1
O(x,y,2z) = /F(5x,y,z) O, (') da’ (6.36)
0
b/2 b b 2 21 .2
1 s &y +/(5 T y)? 4 0rt 4 2
F((vayvz) - / FZD((va(Sva) dy/ =—1In 2 d \/(2 y)
by 2 b eyt /(5 eyt + a4 22

wobei die Integralbeziehung Glg. 6.36 auch zur Untersuchung der Riickkopplung
einer beliebig positionierten RE verwendet werden kann. Bei groflem Abstand von

der AE ergibt sich wieder der bei dreidimensionalen Potentialproblemen

|Z| =0

1
lim ®(¥) = /F(5x,y,z) O.(z") da' ~ &—— <P, (2')>

0

bL

A

= = <6(a')> = == <o(a’)> =

Fap=1LB

charakteristische 1/r-Abfall im Elektrolyten. Das Grenzpotential ®¢(z, y) folgt eben-
falls aus der Integralbeziehung Glg. 6.36

1
Oo(z,y) = P(x,y,0) = /F(5x,y,0) O, (z') da’
0

1

— ofn(t,y) G.(z) —|—/F(5:1;,y,0) (®.(2') &b, (2)) de';

0
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®o(x,y) hangt trotz Vorgabe einer nur x-abhingigen Normalableitung weiterhin
von y ab. Da die y-Variation vernachléassigt werden soll, kann nun entweder ®q(x,y)
durch ®g(x) := Pg(x,y = 0) ersetzt werden, was auf die eindimensionale Integralbe-

ziehung
1

Bo(z) = Sfap(z,0) b.(2) + / F(82,0,0) (9.(') @.(2)) do’

fithrt, oder man verwendet wie beim Ring eine Mittelung

b/2

Oo(x) = <Po(ax,y)>, = % / Oz, y) dy
_b/2
1
= Bylx) = efylz)d.(2)+ / Fy(z &) (0.(2)) £0.(2)) do,
b/2 b/2 ’ b/2
mit Fy(dx) := % / /FQD((S:I;,(Sy,O)dy'dy :% /F(5x,y,0) dy
—b/2 —b/2 —b/2

1 b [€b+ Vb + a2
— 2 2 —
= = (\/b + 02? &|dx| + 5 ln[ Y ey ] ) (6.37)

1
und  fx(z) = <:>/FX(:1; &) da', (6.38)
0
die dann invertiert werden kann
1
P.(z) = <:>h(:1;)<1>0(:1;)—|-/H0(:1;,:1;') (®0(a’) &®(x)) da’
0

und eine eindimensionale Beschreibung der raumzeitlichen Dynamik
1
O u = <i[u] + kh(z) (Ey Su) + & /Ho(:z;, ) (u(e') Su(x)) da’, wi=ofL
0
beim diinnen 3D-Streifen ermoéglicht. Bei beiden oben angefithrten Modellie-
rungsmoglichkeiten ergeben sich im Limes b— 0 quantitativ sehr dhnliche Resultate;
da die Mittelungsargumentation eine etwas bessere Ubereinstimmung mit der zwei-
dimensionalen Fredholm-Néaherung (Glg. 6.35) bei der Berechnung globaler Grofien
wie z. B. dem Gesamtstrom zeigt, wird die Mittelungsargumentation zur Berechnung
der KF verwendet. Die sowohl bei der Invertierung wie auch zu stérungstheore-

tischen Zwecken zu verwendende lokale Funktion fx(x) ergibt sich aus Glg. 6.37

und Glg. 6.38 zu
b+ /b2 + 522

27b fx(x) = (5:1;|5:1:|<:>5:1; b2 + §2? <bsx In +
b+ /b2 + 5z?
Sr=1—=z
+ b ln[(s:zj + /b2 + 622 ] )
Sr=—zx
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= (Qler)+le(lesr) b+ (ler)? seViE4a? +

+ b2 1n[1¢>x+ ~62+(1<:>:1;)2 ] @bxln[@b—l_ b2+$2]

e + /0% 4 2 b+ b? 4+ 22

IV GENTR=E ] 639)
b+ /b2 +(1ex)? | '

an dem abzulesen ist, da} die Inhomogenitéit in x-Richtung bei breiteren Streifen-

Elektroden zunimmt (s. Abb. 6.3, 1i). Zur Berechnung des globalen Widerstandes

& b(lea)n

fy = /le(:L') dx = <:>/1/1FX(:1; &) dr da’

erweist sich eine Variablen-Transformation als giinstig
utv o, U <v
o= e——

2 7 2
(2,2) € ([0,1],0,1]) = (u,v):([@l,l],[O,Q]),dxdx’:%dudv

! !
U:=rsr ,vi=x+a = T =

11 1/ 2—u 1
= //FX(:L' ') ded' = /( / dv) Fx(|u]) du =2 /FX(|U|) du
0 0 0 v=u 0
2 b
2m=— (1 1+02 466> V1+ b2 2bIn| ———F——=
= fo 27 36((:)\/ + 024+ b0 02 V1 + )@ n[1+\/1+—62]

- 6.40
b+ V1 +0b? ( )

und der Gesamtwiderstand ist durch
1 2
Ry = 28 _ by fy {—(1@\/1+b2+b3@62\/1+b2)

Fin ®BL oB 2rn0B)3b
b sh+ 1462
0 |en |V (6.41)
14+ 1+ b2 b+ 1+ b2

gegeben. Obiger Widerstand 148t sich mit einer anderen Berechnung ([204], [205])

vergleichen, bei der eine Stromdichteverteilung angenommen wird
b 1 / 1 1
Zng(l’,y)zlm Y S S— = R = In |2 14+ =4+ -
B 2 wol b2 b

bei der die Variation entlang der langeren x-Achse vernachlassigt wird und als Vertei-

l<:>b—|-\/1—|-b2 ]
Sln

<:>Zbln[

. (6.42)

lung entlang der kleineren y-Achse die elektrostatische Stromdichte-Verteilung des
2D-FElektrolyt-Modells (sinngemaf Glg. 6.10) verwendet wird. Dies ist zum einen
problematisch, da die Ausfithrungen zur zweidimensionalen Aufladung zeigten, daf
die rdumliche Variation entlang der kiirzeren (y-)Achse immer kleiner als die Varia-
tion entlang der x-Achse ist und somit obiger Ansatz nur im pathologischen Grenz-

fall L = oo sinnvoll ist. Zweitens werden in obiger Annahme die besonders hohen
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Stromdichten an den Eckpunkten nicht beriicksichtigt, was zu einer Unterschatzung
der gemittelten Stromdichte baw. Uberschitzung des Widerstandes fithrt. Trotzdem

zeigt sich eine akzeptable Ubereinstimmung beider Ausdriicke, deren Abweichung

in der gleichen Gréfienordnung wie im Scheibenfall zwischen gz und o™ liegen (s.

Abb. 6.3, re).

0.41
f, /7
/
/
4
4
v
0.2 4
—— b=0.01
—-——- b=0.05
0.6 — b=0.20
‘ ‘ ; ; 0.0 : ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 -3 -2 -1 0
X lg[B/L] =lg[b]

Abb. 6.3: Rdumliche Variation der lokalen Fredholm-Funktion fx(z) (Glg. 6.39 und 6.40),
die bei groBerer Breite zunimmt (links). In der rechten Abb. sind die geometrischen Bei-
trige fy = R/(k Fag) zum Widerstand des Streifens dargestellt; die relativen Abweichun-
gen zwischen Glg. 6.41 (dick) und Glg. 6.42 (diinn) bzw. Glg. 6.43 (gestrichelt) betragen
bei (b=1) 6 %, bei (b=0.1) 4.8 bzw. 1 % und bei (b =0.01) 4 % bzw. 0.06 %.

Fiir praktische Zwecke 1a8t sich im Limes kleiner Streifenbreiten durch Taylor-

Entwicklung aus Glg. 6.40

b
b<l = fim oo (14+2h2]e2mp) , Re= - (6.43)

2
ermitteln; f, wird im Limes b — 0 vom Term
b In[b] 1 L
T ~ RF_O'T[‘L m[E]

dominiert, der im formalen Grenzfall ebenfalls verschwindet

b—0 = fb%

b—-0 = fi =0 = 1,—=00 ; Rp—o00 = [,=0,
hier divergiert wiederum die Stromdichte, wéhrend der Gesamtstrom naturgeméf
verschwindet. Die Randeffekte verdeutlichen sich nochmals bei einem Vergleich von
Streifen und Scheibe. Wahlt man eine quadratische Elektrode (b = 1) mit spezifi-
schem Fredholm-Widerstand
V2 el

2
fr=1 = —hl{\/ﬁ—l-l} &

T 3
so ist der Migrationsstrom hier fast doppelt so grofl wie bei der Scheibe
(<f>=28/(3m) ~ 0.848) bei gleicher Fliache beider Elektroden. Dies erklart sich
durch den groferen Rand des Quadrates Randguee = /7 /2 &~ 1.13Randscpeine

wie auch durch den besonders guten Stromantransport an den vier Ecken der

~ 0.4732,

quadratischen Elektrode.
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