
Kapitel 3

Musterbildung mit zwei Variablen

Nach den Darstellungen zur streng bistabilen Musterbildung wird im folgenden die

raumzeitliche Musterbildung von elektrochemischen Oszillatoren (Kap. 1.2.2) be-

trachtet, bei denen die Potential-Variable durch eine zweite und chemische Variable

('c') erg�anzt wird. Eine ausf�uhrliche Diskussion erfolgt beim NDR-Oszillator; auf die

abweichenden Aspekte der Musterbildung eines HNDR-Oszillators wird in Kap. 3.2

eingegangen.

3.1 Der NDR-Oszillator

Zun�achst wird die raumzeitliche Dynamik auf d�unnen 3D-Ring-Elektroden beim

NDR-Oszillators untersucht, dessen oszillatorischer Charakter durch den Verbrauch

der reaktiven Spezies vor der Elektrode entsteht (s. Glg. 1.22, 1.23)

_u = �c ir[u]�
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�z ;
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_c = �c ir[u] +

D
~� ~k0

(1� c) :

Insofern ist die Edukt-Konzentration nicht mehr raumzeitlich konstant (c = 1),

sondern eine Funktion sowohl von Raum als auch Zeit (d. h. c = c(x; t)). Um die

Diskussion bequemer zu gestalten, werden beide Gleichungen mit dem dimensions-

losen Faktor ~� ~k0=D multipliziert, und zusammen mit den De�nitionen

k[u] :=
~�

D
~k0 ir[u] ; �neu = �

~� ~k0
D

; � =
�neu
L

f�uhrt dies auf die Standard-Form des NDR-Oszillators (s. z. B. [155])

_u = �c k[u]� � �z ; _c = �
�
�c k[u] + 1� c

�
:

Da sich der mathematische Oszillationsmechanismus nicht sonderlich von den ande-

ren in der Einleitung erw�ahnten Modellen unterscheidet, kann der NDR-Oszillator
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als robuster und generischer Prototyp-Oszillator angesehen werden. Die zweite

Variable c wird in dieser Abhandlung als rein lokale Ober
�achenspezies verwen-

det, die in erster Ordnung durch den Reaktionsterm in der aktiven Phase abgebaut

und in der passiven Phase in erster Ordnung wiederum aufgef�ullt wird. Stellt die

zweite Variable explizit die Edukt- oder Protonen-Konzentration an der Phasen-

grenze dar, treten zus�atzlich r�aumliche Kopplungen (Migration und Di�usion) in c

auf. Allerdings sind in diesem Fall Migrations-Di�usions-Konvektions-Gleichungen

im gesamten 3D-Elektrolyten zu l�osen, welches die Betrachtung zum einen erheblich

verkompliziert. Zum anderen verliert die Untersuchung ihren generellen Charak-

ter, deshalb werden auch wegen � � D r�aumliche Kopplungen in c vernachl�assigt

und ausschlie�lich die Potential-Kopplung ber�ucksichtigt. Damit erfolgt der �Uber-

gang zur Beschreibung von Zwei-Variablen-Systemen einfach durch die Ersetzung

der Migrationsstromdichte
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�z(x; t) = �h (�m(t)� u)�

1Z
0

H0(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0

) @t u(x; t) = �c k[u] +
E0 � u

%tot
+ �

1Z
0

HB

�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0

=: f(u; c) + �

1Z
0

HB(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0
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�
�c k[u] + 1 � c

�
=: � g(u; c) ;

bei der sich an der Potentialkopplung naturgem�a� nichts �andert und lediglich eine

Ankopplung an die zweite und lokale Variable erfolgt.

3.1.1 Fronten bei komplex-bistabiler Dynamik

Abb. 3.1, li stellt die unterschiedlichen Parameter-Gebiete des Zwei-Variablen-

Modells dar. Bei sehr kleinem Wert der Geschwindigkeitskonstante der zweiten Va-

riable �! 0 und somit langsamer negativer R�uckkopplung liegt in Kuspen-N�ahe das

�uber Hopf-Bifurkationen entstehende Oszillationsgebiet. Bei gr�o�eren Widerst�anden

hinter der Kuspe existiert auch im Zwei-Variablen-Fall ein bistabil-station�ares Ge-

biet, welches bei kleinemE0 durch die untere sn-Bifurkation begrenzt wird. Die Lage

dieser station�aren Bifurkation h�angt nicht von �, sondern nur vom (adiabatischen)

Reaktionsstrom ab

_c = 0 ) c0 =
1

1 + k[u0]
) c0k[u0] =

k[u0]

1 + k[u0]
=: iAdiar [u0 ]

_u = 0 ) imig =
E0 � u0

%tot
= iAdiar [u0 ] ;
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aus dem zum einen generell die station�aren Fixpunkte (u0; c0) zu berechnen sind.

Zum anderen beschreibt der adiabatische Reaktionsstrom den Ein-Variablen-Limes

� ! 1, bei dem die Dynamik der zweiten Variable adiabatisiert werden kann und

somit wiederum der streng bistabile Fall in u (s. Kap. 2) vorliegt.

Eine langsame zweite Variable manifestiert sich im bistabilen Bereich wie auch bei

anderen kreuzf�ormigen ('cross-shaped') Bifurkations-Diagrammen ([56], [134], [127])

in einer �Uberschneidung der beiden Hopf-Linien hinter der Kuspe. Oberhalb der in

Abb. 3.1, li dargestellten Hopf-Bifurkation im bistabilen Bereich wird der aktive

Zustand �uber eine Hopf-Bifurkation instabil, so da� de facto das Bistabilit�atsgebiet

hier bereits endet. Die zweite Hopf-Bifurkation liegt sehr dicht oberhalb der unte-

ren sn-Bifurkation (graphisch nicht zu erkennen) und bewirkt eine Instabilit�at des

passiven Fixpunktes kurz vor dessen Verschwinden. Der minimale Unterschied l�a�t

sich jedoch bei gr�o�eren Widerst�anden vernachl�assigen, so da� die untere sn-Linie

quasi das Bistabilit�atsgebiet abschlie�t.
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Abb. 3.1: Bistabilit�atsgebiet und Hopf-Bifurkationen (hb) bei � = 10�4 (links); die un-

tere Grenze des doppelt-metastabilen Bereiches (dm) ist dick eingezeichnet. Die Grenze

wurde numerisch bestimmt, indem die Elektrode auf den aktiven Fixpunkt (u0
1
; c0

1
) zusam-

men mit einem Passiv-Keim der relativen Breite lnuk bei (u0
3
; c0

1
) gesetzt wurde. Liegt die

kritische Keimgr�o�e unterhalb von lnuk < 0:5, existieren Passiv-Fronten, und die lokale Dy-

namik ist folglich doppelt-metastabil. Das Bistabilit�atsgebiet (und damit das dm-Gebiet)

endet an der oberen (sichtbaren) Hopf-Bifurkation. Die rechte Abb. stellt die Isoklinen

bei (E0 = 320; %ele = 250) dar; die durchgezogenen Pfeile visualisieren die Potential-

�Uberg�ange und die gestrichelten Pfeile die langsame Relaxation in c auf die Fixpunkte

(u0i ; c
0

i ). Als Reaktionsstrom wird die kubische Kinetik mit b0 = 10�5 verwendet.

Bei dynamischen Vorg�angen entsteht bei einem sehr kleinen Wert von � eine Ent-

kopplung von Potential- und Edukt-Prozessen. Be�ndet man sich bei Parametern

in N�ahe der streng bistabilen (� = 1) Equistabilit�ats-Linie (s. z. B. Abb. 3.1, re),

so f�uhrt eine �uberkritische passive homogene Potential-St�orung des aktiven Fix-

punktes (u0
1
; c0

1
) zu einem Passiv-�Ubergang in u, w�ahrend sich die langsame Variable
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c zun�achst kaum ver�andert (c � c0
1
). Erst nachdem der Potential-�Ubergang abge-

schlossen ist, bewegt sich die Trajektorie auf der oberen u-Isokline auf den passiven

Fixpunkt (u0
3
; c0

3
) zu. Wird dieser passive Fixpunkt nun aktiv gest�ort, tritt ein fast

reiner Potential-�Ubergang auf die untere u-Isokline auf; d. h. beide Fixpunkte sind

metastabil ('doppelte Metastabilit�at'). Somit entsteht durch die langsame Zeitskala

der zweiten Variable zusammen mit der negativen R�uckkopplung eine Aufspaltung

(oder Verbreiterung) der streng bistabilen Equistabilit�ats-Linie, wie auch aus an-

deren Untersuchungen zu RD-Modellen mit �ahnlicher lokaler Dynamik bekannt ist

(s. z. B. [63]). Durch die Entkopplung beider Prozesse lassen sich die r�aumlichen

Potential-�Uberg�ange im strengen Limes �! 0 durch die bistabile Dynamik-Glg.

@t u � �c
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E0 � u
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+ �
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�
u(x0)� u(x)

�
dx0

beschreiben, bei der die konstante Fixpunkt-Konzentration c0i die lokale Dynamik

in gleicher Form wie der Widerstand bestimmt
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Anders ausgedr�uckt, stellt die u-Isokline die station�aren L�osungen im Ein-Variablen-

Fall bei Variation des Widerstandes dar; der passive Fixpunkt be�ndet sich aus die-

sem Blickwinkel nahe der unteren sn-Bifurkation E1

sn (gro�er 'Widerstands'-Faktor

c0i %ele) und ist deshalb metastabil; umgekehrtes gilt f�ur den aktiven Fixpunkt in

N�ahe der oberen sn-Bifurkation.
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Abb. 3.2: Reine Potential-Fronten (� = 0) bei E0 = 320; %ele = 250 und lnuk = 0:1;

links ist der Passivierungs-�Ubergang (Tmax = 2000), rechts der Aktivierungs-�Ubergang

(Tmax = 450) in equidistanten Zeitschritten dargestellt. Die (konstanten) Fixpunkt-

Konzentrationen liegen bei c0
1
= 0:048532 und c0

3
= 0:696205 (s. auch Abb. 3.1, re) und

unterscheiden sich somit um den Faktor � 15.
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W�ahrend bei lokaler Kopplung im doppelt-metastabilen Gebiet keine wesentlichen

Unterschiede zwischen den Aktiv-Fronten (bei c � c0
3
) und den Passiv-Fronten (bei

c � c0
1
) auftreten, f�uhrt die nichtlokale Potential-Kopplung zu einer deutlichen

Asymmetrie.Wie in Kap. 2.1 ausgef�uhrt wurde, h�angt die e�ektive globale Kopplung

vom Verh�altnis der Kopplungsst�arke zur Gr�o�e des Reaktionsstroms ab, in diesem

Fall deshalb auch vom Verh�altnis �=c0i (s. auch Glg. 3.1). Da Aktiv-Fronten vom

passiven Fixpunkt ausgehen und demnach bei gro�em Konzentrations-Vorfaktor c0
3

auftreten, ist die e�ektive globale Kopplung klein; deshalb sind Aktiv-Fronten eher

frontartig bzw. unged�ampft und schnell (s. Abb. 3.2, re). Bei Passiv-Fronten ist die

Konzentration klein; also wird die Form des �Uberganges durch eine gro�e globale

Kopplung bestimmt (s. Abb. 3.2, li).

Dies gilt insbesondere f�ur die Nukleationsproblematik; durch die instabile Nullstelle

in der mittelwertsabh�angigen Frontgeschwindigkeits-Beziehung c(<u>) sind gro�e

Passiv-St�orkeime erforderlich, um einen �Ubergang in die passive Phase zu induzieren

(s. Abb. 3.3, li). Aufgrund der gro�en e�ektiven Kopplung erfolgt der �Ubergang dann

eher homogen (s. Abb. 3.2, li, 'kopplungsdominanter �Ubergang', s. Kap. 2.1). Da im

formalen Limes c0
1
! 0 die Lage des instabilen Fixpunktes u0

2
(c0

1
) den kritischen Nu-

kleationskeim bestimmt, f�uhrt die Ber�ucksichtigung der Konzentrations-Dynamik

zu einer weiteren Modi�zierung der Keimgr�o�e. Durch die sehr langsame Potential-

Dynamik bei Beginn des �Uberganges (in N�ahe der Nullstelle) steigt im St�orbereich

die Konzentration leicht an. Deshalb verschiebt sich u0
2
zu h�oheren Werten, welches

wiederum eine Relaxation der Passiv-St�orung auf den aktiven Fixpunkt bewirkt;

folglich steigt bei endlichem � die kritische Keimgr�o�e (s. Abb. 3.3, li).
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Abb. 3.3: Kritische Nukleationskeime bei Passiv-Fronten im dm-Gebiet (%ele = 250, links).

Die rechte Abb. stellt das Inverse der �Ubergangszeiten der reinen Potential- �Uberg�ange

dar; um zum einen wohlde�nierte Gr�o�en zu ermitteln und zum anderen die deutlich

langsamere und homogene Relaxation in c auszuschlie�en, wurden die Simulationen bei

� = 0 durchgef�uhrt (lnuk = 0:1; %ele = 250).
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Im Gegensatz dazu unterscheiden sich die Aktivierungs-�Uberg�ange bei � = 10�4

nicht von den formal entkoppelten streng bistabilen Fronten bei � = 0; die kri-

tischen Keimgr�o�en lagen im gesamten E0-Intervall bis zur Hopf-Bifurkation in bei-

den F�allen unterhalb der numerischen Au
�osungsgrenze (lnuk < 1=400). Durch die

instabile Nullstelle treten bei �xierter Nukleationsgr�o�e die Passivierungs-�Uberg�ange

nur im oberen Teil des doppelt-metastabilen Gebietes auf (s. Abb. 3.3, re). Selbst

kurz vor der Hopf-Bifurkation (die zwangsl�au�g das doppelt-metastabile Gebiet be-

grenzt) sind die Aktivierungs-�Uberg�ange schneller als die Passivierungs-�Uberg�ange.

Eine relevante Konsequenz der Asymmetrie betri�t die strukturellen Defekte. Da

die kritischen Keimgr�o�en bei der Aktivierung deutlich kleiner sind, entstehen Ak-

tivierungs�uberg�ange auch einfacher an strukturellen Defekten auf der Elektroden-

ober
�ache, w�ahrend Passivierungs-�Uberg�ange sehr viel unemp�ndlicher sind.

Die Unterschiede in Front-Form und Nukleationskeim-Gr�o�e sind auch in fast

allen bisherigen Experimenten beobachtet worden und k�onnen nun durch obi-

ge Ausf�uhrungen verstanden werden. So sind die Passivierungs-Fronten bei der

Peroxodisulfat-Reduktion [156] bei komplex-bistabiler Dynamik auf dem Ring zum

einen schlecht anzuregen und zum anderen derartig ged�ampft, da� sich die Experi-

mente auf die frontartigeren und leichter zu erzeugenden Aktivierungsfronten kon-

zentrierten. Auf der Scheibe konnte eine Aktivierungsfront beobachtet werden, die

von einem lokalisierten Defekt am Rand erzeugt wurde [158]. �Ahnliches wurde von

der Kobalt-Au
�osung auf der Scheibe berichtet [172]; w�ahrend die Aktivierungs-
�Uberg�ange immer von Defekten ausgingen, verliefen die Passivierungsfronten un-

gest�ort und symmetrisch ab. Auch bei der Eisenau
�osung ([166]-[168]) manifestiert

sich diese Asymmetrie in deutlich langsameren und beschleunigteren Passivierungs-

fronten; im Vergleich dazu sind die Aktivierungs-�Uberg�ange schnell (und deshalb

optisch schlecht zu beobachten).

3.1.2 Pulse bei nichtlokaler Kopplung

Pulse im FHN-Modell

Neben den Fronten existieren bei zwei Variablen die Pulsl�osungen ([47], [43], [57])

als zweite lokalisierte raumzeitliche Struktur. Diese k�onnen bei anregbarer lokaler

Dynamik auftreten, d. h. wenn eine �uberkritische St�orung des Systemzustandes im

monostabilen Fixpunkt zu einer gr�o�eren Exkursion der Trajektorie im Phasenraum

f�uhrt und erst asymptotisch wieder den Fixpunkt erreicht. Die Anregbarkeit des in

Kap. 1 erw�ahnten klassischen FHN-Modells [112] (welches sich mechanistisch kaum

vom NDR-Modell bei Vertauschung von c durch v unterscheidet, s. u.)

_u(t) = u�
u3

3
� v ; _v(t) = � (u+ b� a v) (3.2)
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erkennt man an Abb. 3.4, li; ist bei v = v0 und � ! 0 die Auslenkung in u gr�o�er

als der als Anregungsschwelle fungierende mittlere u-Isoklinenast, bewegt sich die

Trajektorie schnell auf die obere u-Isokline (I, vergleichbar mit einem Passivierungs-
�Ubergang beim NDR-Modell). Auf der oberen u-Isokline steigt der Wert von v (II);

da im Gegensatz zur bistabilen Dynamik dort kein weiterer stabiler Fixpunkt vor-

liegt, springt die Trajektorie nach der 'sn'-Bifurkation auf die untere u-Isokline (III)

und relaxiert dort langsam auf den monostabilen Fixpunkt zur�uck ('Refrakt�arphase',

IV), der somit anregbar ist.
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Abb. 3.4: Isoklinen des FHN-Modells und schematischer Anregungszyklus der homogenen

Dynamik (links, FHN-Parameter a = 2; b = 0:5). In der rechten Abb. ist die korrespondie-

rende r�aumliche Pulsl�osung bei rein lokaler Kopplung dargestellt (DL = 10�6; � = 10�3).

R�aumlich existiert deshalb bei kleiner di�usiver Kopplung und periodischen

Randbedingungen eine lokalisierte Pulsl�osung (s. Abb. 3.4, re), die aus einer

Vorderfront (I, 'VF'), einer Phase im angeregten Zustand (II), der R�uckfront auf

die untere u-Isokline (III, 'RF') und der Refrakt�arphase (IV) besteht und die sich

formerhaltend mit konstanter Geschwindigkeit bewegt (s. z. B. [47], [18]).

Die Pulsgeschwindigkeit cp wird von der Vorderfront bestimmt, die wiederum im

Limes �!0 als streng bistabile Front mit v � v0 zu betrachten ist. Da die R�uckfront

bei einer konstanten Breite des Pulses die gleiche Geschwindigkeit besitzen mu�,

tritt diese asymptotisch vor der 'sn' bei einemWert von v auf, bei der die R�uckfront

betragsm�a�ig die gleiche Geschwindigkeit wie die Vorderfront besitzt. Die Zeitkon-

stante � bestimmt in diesem Limes lediglich die r�aumliche Breite der angeregten

Phase (II) �xp = cp=O(�) bzw. die L�ange der Refrakt�arphase (IV), nicht aber

die Geschwindigkeit der Vorderfront und damit die Pulsgeschwindigkeit. Auch die

Systeml�ange beein
u�t im allgemeinen weder Pulsform noch Pulsgeschwindigkeit;

lediglich bei sehr gro�en (relativen) Pulsbreiten (im Limes L ! 0 oder � ! 0 bei

L = const:) gilt dies nicht, da hier die VF aus der eigenen Refrakt�arphase star-

tet und eine Abh�angigkeit der Pulsgeschwindigkeit von L und � auftritt (s. z. B. [71]).
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Eine nichtlokale Kopplung modi�ziert diese klassischen Ergebnisse; vergleich-

bar zur streng bistabilen Frontl�osung kann ein Puls generell nicht mehr als

lokalisierte Struktur aufgefa�t werden, da durch die Inhomogenit�at (d. h. prim�ar

der angeregte Bereich) zusammen mit der Nichtlokalit�at der Kopplung alle Punkte

des Systems ver�andert werden. Wird die lokale Kopplung durch einen globalen

Kopplungsanteil erg�anzt (GL-KF)

@t u(x; t) = u�
u3

3
� v + Dg (<u> �u) +DL

@2u

@x2

@t v(x; t) = � (u+ b� a v) ; x 2 [0; 1] ; DL = ~DL=L
2 ;

bewirkt der durch die Pulsstruktur gegebene r�aumliche Mittelwert <u> 6= u0

insbesondere eine Verschiebung der Lage des monostabilen Fixpunktes u0. Da

diese Lage die Frontgeschwindigkeit cp = cp(< u >) und somit wiederum die

Pulsbreite bestimmt, ver�andert sich folglich ebenfalls der r�aumliche Mittelwert

und somit wiederum die Lage des Ruhezustandes. Asymptotisch existieren auch

bei globaler Kopplung (Dg 6= 0) formerhaltende Pulsl�osungen mit konstanter

Geschwindigkeit; diese sind aber als raumzeitliche L�osung des gesamten Systems

aufzufassen und h�angen von allen Parametern wie z. B. der Systeml�ange L und

der Zeitkonstante � in nichttrivialer Weise ab. Die prim�aren Ver�anderungen k�onnen

allerdings recht einfach durch die Modi�kation der Vorderfront verstanden werden;

bei einer positiv-globalen Kopplung f�uhrt ein kleiner angeregter Bereich zu einer

Verlangsamung der Frontgeschwindigkeit (aufgrund der positiven Steigung bzw.

der instabilen Nullstelle in c(<u>), s. Kap. 2.1). Dadurch verringert sich ebenfalls

die Pulsbreite, und der �Ubergang erfolgt noch n�aher an der instabilen Nullstelle;

beide E�ekte bewirken somit bei positiv-globaler Kopplung eine Abnahme der

Pulsgeschwindigkeit und Pulsbreite (s. Abb. 3.5).

Wird die globale Kopplung erh�oht, verst�arken sich beide E�ekte und die Vorderfront

liegt nun in unmittelbarer N�ahe der instabilen Nullstelle. Durch die gleichzeitig

erfolgende Verringerung der Pulsbreite verschwindet die Pulsl�osung oberhalb einer

kritischen Kopplungsst�arke bereits vor der instabilen Nullstelle, da beliebig kleine

Pulsbreiten von der endlichen lokalen Kopplung zerst�ort werden.

Bei negativ-globaler Kopplung treten ebenfalls beide Mechanismen auf; nun aller-

dings mit unterschiedlichem Vorzeichen: bei kleiner Pulsbreite ist die Vorderfront

aufgrund der negativen Steigung von c(<u>) schneller als bei rein di�usiv-lokaler

Kopplung. Je schneller die Vorderfront ist, desto breiter wird der Puls; dies bewirkt

indes eine Abnahme der Pulsgeschwindigkeit, da sich der Mittelwert nun n�aher an

der stabilen Nullstelle be�ndet. Durch �Uberlagerung dieser beiden gegenl�au�gen

E�ekte bildet sich ein Maximum in der Pulsgeschwindigkeit aus. Bei gro�er

negativer Kopplung liegt bei sehr breiten Pulsen (�xp � 0:5) der Mittelwert in
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N�ahe der stabilen Nullstelle der Geschwindigkeitsrelation, und die Pulse gehen

letztlich in die station�aren Domainen (sD) �uber.
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Abb. 3.5: Geschwindigkeit (links) und Pro�le (rechts) der Pulse im FHN-Modell als Funk-

tion der globalen Kopplung Dg bei zwei Werten der Zeitkonstante �; sonstige Parameter

a = 2; b = 0:5 und DL = 10�6.

Ein Unterschied zu RD-Pulsen besteht auch in der Relevanz der Zeitkonstante � : da

ein kleineres � eine gr�o�ere Pulsbreite bewirkt, sind die breiteren Pulse bei positiv-

globaler Kopplung schneller als die bei gr�o�erem � (und damit d�unnerem angeregtem

Bereich) und n�ahern sich der instabilen Nullstelle erst bei gr�o�erer Kopplungsst�arke

Dg. Bei negativ-globaler Kopplung gilt das Umgekehrte; der breitere Puls (z. B.

� = 0:001 in Abb. 3.5) ist langsamer als der d�unnere Puls (� = 0:003). Auch tritt

beim breiteren Puls das Maximumbei kleinerenWerten von jDgj auf, weil der Mittel-

wert schon n�aher an der stabilen Nullstelle liegt. Lediglich in N�ahe der station�aren

Domainen sind die Pulse mit � = 0:003 langsamer: da die sD im Limes � ! 0

�uber die sogenannte 'translatorische' Instabilit�at [18] in die Pulsl�osungen �uberge-

hen, treten umgekehrt argumentiert die sD (mit 'cp = 0') bei h�oheren Werten von �

(� = 0:003) bereits bei kleineren negativen Kopplungsst�arken auf, w�ahrend die Pulse

bei � = 0:001 hier noch eine endliche Geschwindigkeit besitzen.

Im Gegensatz zu den RD-Pulsen beein
u�t bei globaler Kopplung auch die System-

l�ange L bzw. DL die Pulsl�osungen. Da bei einer Erh�ohung von L der Beitrag der

Pulsbreite (II) bei der r�aumlichen Mittelwertsbildung naturgem�a� abnimmt, redu-

ziert sich ebenfalls die f�ur die Modi�kation des Ruhezustandes verantwortliche Dif-

ferenz Dg (<u> �u0). Folglich verschwinden die nichtlokalen E�ekte im Limes

L ! 1, und trotz endlicher globaler Kopplung sind die L�osungen als RD-Pulse

zu beschreiben. Hier unterscheiden sich Pulsstrukturen von den streng bistabilen

Front�uberg�angen, bei denen die Systeml�ange bzw. die Gr�o�e DL nicht die Form

des �Uberganges bestimmt, da die Abweichung des Mittelwerts vom metastabilen

Fixpunkt <u> �u0
3
w�ahrend eines �Uberganges zwangsl�au�g ansteigt.
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EC-Pulse beim NDR-Modell

Auch beim NDR-Modell gibt es Parametergebiete mit anregbarer lokaler Dynamik.

Wie in Abb. 3.6, li zu erkennen, liegt bei Werten von E0 oberhalb der HB im

bistabilen Bereich als einziger stabiler Fixpunkt der passive und anregbare Fixpunkt

(u0
3
; c0

3
) vor, bei dem eine �uberkritische aktive St�orung zu einem Aktivierungs-Puls

f�uhrt. Dies wurde bereits von M. Koper diskutiert [155], der die nichtlokale Kopplung

durch eine lokale Di�usions-Kopplung ersetzte (s. Kap. 1.3.2)

�

1Z
0

H0 (u(x
0)� u(x)) dx0 ! DL

@2u

@x2
; DL � 1

und dann die f�ur RD-Modelle typischen Pulse bei anregbarer Dynamik beobachtete.

Verwendet man die nichtlokale EC-KF, so ergeben sich im Vergleich zu den Pul-

sen bei global/lokaler Kopplung im FHN-Modell keine wesentlichen Unterschiede;

aufgrund der Verquickung von lokaler Dynamik, globaler und lokaler Kopplung

bzw. dem nichtlokalen Abfall der KF sind die unterschiedlichen E�ekte bei gleich-

zeitig kleiner Zeitkonstante indes schlechter voneinander abzugrenzen. Die gene-

rellen Modi�kationen bleiben aber erhalten; bei asymptotisch-potentiostatischer

Versuchsf�uhrung werden die Pulsl�osungen durch den positiv-globalen Kopplungsan-

teil zum einen verlangsamt und zum zweiten d�unner, da sich der anregbare Fixpunkt

als L�osung der Gleichung

c k[u] = iAdiar [u ] =
E0 � u

%tot
+Dg (<u> �u):

(in globaler Approximation) verschiebt. In Abb. 3.6, li ist dies an der leichten Ver-

schiebung des monostabilen FP zu kleineren Werten von c zu erkennen, der folglich

auch schlechter anzuregen ist. Die R�uckfront erfolgt deshalb bei h�oherem c, welches

wiederum eine kleinere Pulsbreite bedeutet. �Uberlagert wird die kopplungsbedingte

Modi�kation durch die Endlichkeit der Ringgeometrie; bei der hier untersuchten

Zeitkonstante von � = 10�4 ist bei der erneuten Aktivierung die Refrakt�arphase

noch nicht vollst�andig abgeschlossen, so da� die Vorderfront schon deshalb bei klei-

nerem c auftritt.

Wird der Widerstand verringert (bzw. � erh�oht), verst�arken sich beide E�ekte. Zum

einen nimmt die Abbremsung durch die Refrakt�arphase zu, da der Puls schneller

und breiter wird (DL � �) und demnach die erneute Anregung fr�uher und damit

st�arker in der Refrakt�arphase eintritt. Zum anderen nimmt die Gr�o�e der globalen

Kopplung zu (Dg � �); beide E�ekte verhindern die Ausbildung von Pulsl�osungen

im Kuspenbereich (s. Abb. 3.6, re), w�ahrend sich im Limes � ! 0 bzw. %ele ! 1

das Existenzgebiet deutlich vergr�o�ert; somit liegen bei sehr gro�en Elektroden oder

kleiner Leitf�ahigkeit quasi RD-Pulse vor.

170



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
c

0

100

200

300
u−Isokline
c−Isokline

VFt

u

0 100 200 300 400 500
ρele

200

300

400

500

600
hb
sn
Pulse

dm

P.
E0

Abb. 3.6: Isoklinen beim NDR-Modell bei anregbarer Parameterlage (links, E0 = 410,

%ele = 250). Neben der schematischen Lage der Vorderfront ist f�ur B = 0 der Anregungs-

zyklus der r�aumlichen Pulsl�osung (u(xi; t); c(xi; t)) als lokale Zeitserie eingezeichnet. Die

rechte Abb. stellt das Existenzgebiet von Pulsl�osungen (P.) bei asymptotischer Ver-

suchsf�uhrung (B = 0) dar (vgl. Abb. 3.4).

Die Asymmetrie zwischen Aktiv- und Passiv-Fronten manifestiert sich ebenfalls bei

den Pulsl�osungen; wie bereits bei den Front�uberg�angen er�ortert, ist die Vorder-

front beim Passiv-Puls (Passivierungs-�Ubergang) durch den kleinen Konzentrations-

Vorfaktor deutlich �uberd�ampfter als die Vorderfront beim Aktiv-Puls (Aktivierungs-
�Ubergang mit gro�em Vorfaktor). Folglich tritt die instabile Nullstelle bei der VF

des Passiv-Pulses bereits bei deutlich kleinerer globaler Kopplungsst�arke auf. An-

ders ausgedr�uckt, favorisiert die globale Kopplung eher die Ausbildung von Aktiv-

Pulsen; im Falle des hier untersuchten NDR-Oszillators treten sogar ausschlie�lich

nur Aktiv-Pulse auf (s. Abb. 3.6, re).

Bei Verwendung einer nahen RE (d. h. B < Bc) wird der Ruhezustand zu gr�o�eren

Werten von c verschoben. Folglich sind die Pulse wiederum schneller und breiter als

bei weit entfernter RE (B = 0). Auch unterst�utzt eine nahe RE die generelle Aus-

bildung von Pulsl�osungen, da sich die Anregbarkeit verbessert. Die unterst�utzende

Wirkung des negativ-globalen Kopplungsanteils nimmt bei gr�o�eren Werten von �

zu, so da� sich insbesondere im Kuspenbereich das Existenzgebiet von Pulsen bei

einer nahen RE deutlich vergr�o�ert (man vergleiche Abb. 3.6, re mit Abb. 3.11, re).

Somit ist bei asymptotisch-potentiostatischer Versuchsf�uhrung das Pulsgebiet beim

NDR-Oszillator durch die positiv-globale Kopplung deutlich verkleinert; bei der ex-

perimentellen Untersuchung dieser Fragestellung emp�ehlt sich ebenfalls die Ver-

wendung gro�er Ringelektroden und kleiner Leitf�ahigkeit wie auch eine Parameter-

lage am unteren Rand des monostabil-passiven Bereiches oder die Verwendung einer

nahen RE.

Neuere Experimente zu Pulsen bei nichtlokaler Kopplung liegen bis auf die bei der

Kobaltau
�osung ([175], s. auch Kap. 3.1.4) zur Zeit nicht vor. Ein ungew�ohnlicher

171



und interessanter E�ekt wurde allerdings von R. Lillie im Jahre 1928 bei der Ei-

senau
�osung [143] beobachtet: die Oszillationen entstehen hier ausschlie�lich bei

passiv-anregbarer Dynamik durch einen durchgehend aktiven Bereich am Rand des

Eisendrahtes, der als Schrittmacher periodisch Pulse ausl�ost. W�ahrend bei di�usi-

ver Kopplung die Periode dieser raumzeitlichen Oszillation prim�ar von der lokalen

Wechselwirkung zwischen Schrittmacher und benachbartem Raumbereich und von

der Zeitdauer der Refrakt�arphase abh�angt, beobachtete R. Lillie eine deutliche Ab-

nahme der Frequenz bei Erh�ohung der Drahtl�ange. Er vermutete zu Recht eine

Wechselwirkung zwischen passiver und aktiver Phase, bei der eine Vergr�o�erung

der Drahtl�ange (d. h. Vergr�o�erung der passiven Phase) zu einer verschlechterten

Aktivierung in N�ahe des Schrittmachers f�uhrt1. In der Tat manifestiert sich bei die-

sem Experiment die Nichtlokalit�at der Kopplung in zweierlei Form. Zum einen sinkt

bei Erh�ohung von L der Beitrag des aktiven Defektes zum Mittelwert (die relative

Breite nimmt ab), so da� generell und insbesondere in N�ahe des Schrittmachers die

Doppelschichtau
adung bei passiveren Werten liegt und somit schlechter anzuregen

ist. Zum anderen verringert sich die Kopplungsst�arke �, welches ebenfalls zu einer

langsameren Aktivierung f�uhrt.

3.1.3 R�aumliche Oszillationen

Bei der Untersuchung von Oszillationen im Gebiet um die Kuspe ist zuerst zu beach-

ten, da� auf dem hier betrachteten 3D-Ring die Elektroden-Geometrie zusammen

mit der Leitf�ahigkeit neben der Kopplungsst�arke wiederum auch die lokale Dynamik

bestimmt. Da die Oszillationen nur in einem endlichenWiderstands-Intervall auftre-

ten, bildet sich dieses Intervall auf die geometrischen Gr�o�en wie L�ange und Breite

ab; d. h. bei konstanter Leitf�ahigkeit k�onnen Oszillationen nur in einem beschr�ank-

ten L�angen- oder Breiten-Intervall beobachtet werden (%tot � L). Da sich das

Oszillationsgebiet bei kleineren Widerst�anden be�ndet, liegt hier auch gleichzeitig

eine st�arkere r�aumliche Kopplung (� � 1=%tot) als im komplex-bistabilen Gebiet vor.

Im Gebiet der Oszillationen stellt sich bei r�aumlichen Modellen prim�ar die

Frage nach deren homogener Stabilit�at, da es zu einer kopplungsbedingten r�aum-

lichen Instabilit�at des homogenen Grenzzyklus (GZ) kommen kann, wie aus einer

Vielzahl von Untersuchungen bei RD-Modellen bekannt ist (s. z. B. [18], [66]).

Eine diesbez�ugliche Untersuchungsm�oglichkeit besteht durch die Abbildung der

lokalen Dynamik in unmittelbarer N�ahe der Hopf-Bifurkation auf die komplexe

Ginzburg-Landau-Gleichung (CGL-Glg., [52], [41]), bei der wiederum die r�aumliche

Stabilit�at analytisch berechnet werden kann. Da zum einen die so ermittelten

1Diese Vermutung einer nichtlokalen Kopplung scheint laut R. Lillie bereits im Jahre 1836 von

Sch�onbein, Philos. Mag. 6, angestellt worden zu sein.
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Stabilit�atsaussagen nur in Hopf-N�ahe gelten und zum anderen die Abbildung auf

die CGL-Glg. im allgemeinen (und in Fall des NDR-Oszillators) nur numerisch

gelingt und somit der analytische Vorteil der CGL-Glg. verschwindet, h�alt der

Autor die Verwendung einer linearen r�aumlichen Stabilit�atsanalyse (z. B. [64]) f�ur

g�unstiger.

Lineare Stabilit�atsanalyse des GZ

Bei dieser Untersuchung spaltet man wie im streng bistabilen Fall die Variablen auf

u(x; t) = um(t) + �u (t; k) cos[k x] ; c(x; t) = cm(t) + �c (t; k) cos[k x]

�u (t; k); �c (t; k)� 1

und linearisiert f�ur die inhomogenen Abweichungen die Dynamik-Glg.

_�u = fu
h
um(t); cm(t)

i
�u + fc

h
um(t); cm(t)

i
�c � d(k) �u

_�c = gu
h
um(t); cm(t)

i
�u + gc

h
um(t); cm(t)

i
�c ; fu :=

@f

@u

�����
u=um; c= cm

um den homogenen GZ, wobei die D�ampfungsdi�erenz d durch die r�aumliche Kopp-

lung in u entsteht (s. Kap. 2.4). In Matrix-Schreibweise folgt f�ur die Abweichungen

d

dt

 
�u
�c

!
= L(t)

 
�u
�c

!
; L =

0
@ fu � d fc

gu gc

1
A ; L(t) = L(t+ Tp) (3.3)

ein lineares Gleichungssystem, deren Koe�zienten periodisch mit der Oszil-

lationsperiode des homogenen Grenzzyklus Tp oszillieren. Aufgrund der Linearit�at

und Periodizit�at der Matrix L h�angen die Stabilit�atseigenschaften des GZ von der

Wiederkehr-Abbildung Qw ab, die eine stroboskopische L�osung von Glg. 3.3 liefert

 
�u(t+ Tp)

�c(t+ Tp)

!
= Qw

 
�u(t)

�c(t)

!
; Qw = Qw(d(k)) ;

und die sich aus der Matrix-Gleichung

_Q = L(t)Q ; Qw = Q(Tp) = exp

2
64

TpZ
0

L(t0) dt0

3
75Q(0) ; Q(0) = E

mit E als Einheits-Matrix berechnen l�a�t [53]. Aus den Eigenwerten folgen dann die

beiden sogenannten Floquet-Multiplikatoren mF;1;2 (s. z. B. [49])

2 mF;1;2 = tr[Qw]�
q
tr[Qw]2 � det[Qw] ;
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welche �uber die Ab- bzw. Zunahme der St�orungen entlang den beiden Eigenvektoren

der Wiederkehr-AbbildungQw entscheiden.Mit jmF1j > jmF2j undmF := mF1 folgt

f�ur die Zeitentwicklung entlang dem ersten Eigenvektor

A(t+ Tp) = mF A(t) ) A(nTp) = mn
F A(0) =: exp[n�F ]A(0)

) A(t) = exp

"
�F

t

Tp

#
A(0) ; �F := ln[mF ] ; (3.4)

die demnach abnimmt, wenn der gr�o�ere Floquet-Multiplikator innerhalb des kom-

plexen Einheitskreises liegt: jmF j < 0 , �F < 0 ; wobei der Floquet-Exponent �F

auch �uber ~�F = ln[mF ]=Tp , A(t) = exp
h
~�F t

i
A(0) de�niert werden kann, wel-

ches bei Vorzeichenbetrachtungen naturgem�a� zu gleichen Ergebnissen f�uhrt. Da in

die Betrachtungen neben der lokalen Dynamik bzw. dem homogenen GZ die D�amp-

fungsdi�erenz d eingeht, erh�alt man bei �xierter lokaler Dynamik f�ur jeden Para-

meterpunkt (E0; %tot) eine Floquet-Kurve �F (d), welche die Stabilit�at bzgl. r�aum-

licher St�orungen mit unterschiedlichen Wellenl�angen beschreibt. Obige Di�erenz-

Formulierung ist bewu�t gew�ahlt und ber�ucksichtigt zun�achst nicht die spezi�sche

Form der r�aumlichen Kopplung in u; ist die ausschlie�lich von der lokalen Dynamik

bestimmte Floquetkurve �F (d) bekannt, lassen sich durch die Abbildungen

d = Dg +DL 4�
2 n2 (G-L) oder d =

B �Bc

gA %tot
(EC ; n = 1)

die Ergebnisse f�ur die Global-Lokal-Kopplung oder die EC-KF verwenden. Der

Fall d= 0 stellt die homogene Stabilit�atsanalyse des Grenzzyklus dar; da der hier

betrachtete Oszillator homogen stabil ist, liegt der gr�o�ere Floquet-Multiplikator

bei d = 0 auf dem Einheitskreis (d. h. jmF j = 1; �F (0) = 0) und beschreibt die

marginale Stabilit�at des GZ bzgl. Verschiebungen der Phasenvariable.

Bei r�aumlichen St�orungen (d 6= 0) treten unterschiedliche Kurvenverl�aufe auf.

Ist die r�aumliche Kopplung positiv und beliebig gro� (d ! 1), sind die homo-

genen Oszillationen immer stabil (d. h. �F (1) < 0). Dies wird am Beispiel eines

RD-Systems

@t u = f(u; c) +DL

@2u

@x2
; @t c = g(u; c) ; d = DL 4�

2 n2 (3.5)

im Limes einer unendlich gro�en Di�usionskonstante oder kleiner Systeml�ange

(DL = ~DL=L
2) sofort klar, da jegliche Inhomogenit�at verschwindet. Sind die Os-

zillationen auch bei kleinerer, aber positiver D�ampfungsdi�erenz stabil und somit

�F (d) im gesamten positiven Bereich negativ, wird im folgenden in Anlehnung an

eine equivalente Analyse in der CGL-Glg. von einem BF-stabilen (Benjamin-Feir-

stabilen) Grenzzyklus [50] gesprochen (d. h. in N�ahe der Hopf-Bifurkation w�are
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der Phasendi�usionskoe�zient [51] positiv), wobei diese Klassi�zierung f�ur jeden

Grenzzyklus und damit f�ur alle Parameterwerte (E0; %tot) im Oszillationsbereich je-

weils durchgef�uhrt werden mu�. Da die Floquet-Kurve bei d = 0 verschwindet, liegt

sie bei BF-Stabilit�at aus Stetigkeitsgr�unden bei negativer D�ampfungsdi�erenz zu-

mindest in einem kleinen Intervall bei nun positiven Werten (was den singul�aren

Ber�uhrungsfall �0F jd=0 = 0 gedanklich ausschlie�t).
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Abb. 3.7: Floquet-Kurve als Funktion der D�ampfungsdi�erenz (links); fast �uberall liegt

der BF-stabile Fall vor (dicke Linie, hier bei E0 = 225; % = 40), bei dem alle r�aumlichen

St�orungen mit positivem d abklingen. Der instabile Fall (Kreise, hier E0 = 223; % = 30)

tritt nur in einem kleinen Parametergebiet auf (grauer Bereich in der rechten Abb.).

Bei einem BF-instabilen Grenzzyklus liegt bei d = 0 eine positive Ableitung �0F > 0

vor, was in einem endlichen Bereich 0 < d < dcrit zu einem positiven Floquet-

Exponenten f�uhrt (s. Abb. 3.7, li). Dies impliziert aber nicht eine instantan auftre-

tende r�aumliche Instabilit�at der homogenen Oszillation; vielmehr mu� die kopp-

lungsabh�angige D�ampfungsdi�erenz d im Instabilit�atsgebiet liegen und damit klei-

ner sein als die durch die lokale Dynamik bestimmte zweite Nullstelle der Floquet-

Kurve dcrit. In obigen RD-Modell (Glg. 3.5) liegt dieser Fall bei hinreichend gro�er

Systeml�ange vor, d. h. wenn

d < dcrit , 4�2
~DL

L2
< dcrit , L > Lcrit =

vuut4�2 ~DL

dcrit
(3.6)

und somit die erste inhomogene Mode (n = 1; d = 4�2DL) die Instabilit�atsbe-

dingung erf�ullt; bei noch gr�o�erer Systeml�ange sind die homogenen Oszillationen

auch instabil bzgl. h�oherer Moden, wobei sich deren inhomogene Amplituden mit

Glg. 3.4 nach n = ln[2]=�F Oszillationsperioden in linearer N�aherung verdoppeln.
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Beim hier diskutierten NDR-Oszillator mit langsamer zweiter Variable (� = 10�4)

zeigt eine numerisch recht zeitintensive Untersuchung, da� fast �uberall im Para-

meterraum (E0; %tot) BF-stabile Grenzzyklen und somit homogene Oszillationen

vorliegen. Allerdings wurde auch ein sehr kleines Parametergebiet mit BF-instabilen

Eigenschaften gefunden (s. Abb. 3.7), welches der im Verlauf der Untersuchung

entwickelten Vermutung widersprach, da� aufgrund der relativ einfachen und fast

symmetrischen Struktur des NDR-Oszillators bei diesem Typ grunds�atzlich nur

BF-stabile Grenzzyklen existieren. Innerhalb dieses Instabilit�atsgebietes w�urden

folglich bei hinreichend kleiner Kopplung d < dcrit die homogenen Oszillationen

instabil werden; d. h. wird die EC-KF wie im Koperschen Ansatz durch eine

Di�usionskopplung ersetzt, tritt unter Ber�ucksichtigung der Bedingung Glg.

3.6 ein mit anderen RD-Modellen zu vergleichender �Ubergang zu raumzeitlich

inhomogenen Oszillationen auf, der im Limes L ! 1 zur (chemischen) Turbulenz

f�uhrt ([41], [58], [59], [74]). So zeigen auch Untersuchungen von N. Mazouz beim

NDR-Oszillator [162] bei kleiner und quasi lokaler Kopplung und Vergr�o�erung

der Systeml�ange einen derartigen �Ubergang bei wohl BF-instabiler lokaler Dynamik.

Bei der nichtlokalen EC-KF tritt indes wiederum die Verquickung von lokaler

Dynamik und r�aumlicher Kopplung auf, da Widerstand und D�ampfungsdi�erenz

%tot =
fA +B

�
; d =

B �Bc

gA %tot

im Falle der asymptotischen Versuchsf�uhrung

B = 0 ) %tot = %ele =
fA
�

; d = �

 
1

fA
�

1

gA

!
> 0 ; � =

�

L

nicht unabh�angig voneinander variiert werden k�onnen. F�ur den in Abb. 3.7, li dar-

gestellten instabilen Fall erh�alt man

dcrit = 0:0023 aber d = 0:0174 ;

demnach liegt die D�ampfungsdi�erenz um knapp eine Gr�o�enordung au�erhalb

des instabilen Bereichs, und die homogenen Oszillationen sind r�aumlich stabil. Die

D�ampfungsdi�erenz k�onnte durch Verringerung der Leitf�ahigkeit oder Vergr�o�erung

des Ring-Radius um den Faktor 10 verkleinert werden, gleichzeitig vergr�o�ert sich

dadurch aber auch der Elektrolyt-Widerstand um den Faktor 10, und die lokale

Dynamik liegt bereits au�erhalb des Oszillationsgebietes. Auch andere numerische

Untersuchungen durch Variation der Form des Reaktionsstroms wie der Zeitkon-

stante � f�uhrten zu �ahnlichen Ergebnissen; jedesmal lag die D�ampfungsdi�erenz bei

d � 10 dcrit. Somit liegen bei allen untersuchten Parametern beim NDR-Oszillator
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bei weit entfernter RE und GE homogene Oszillationen vor; aufgrund des nume-

rischen Charakters der Floquet-Untersuchung ist das Auftreten von inhomogenen

Oszillationen zwar mathematisch nicht streng ausgeschlossen, aber unwahrschein-

lich. Die bisher vorliegenden Ring-Experimente unterst�utzen diese Hypothese; so

wurden bei dieser Geometrie bei der Peroxodisulfat-Reduktion keine inhomogenen

Oszillationen beobachtet.

3.1.4 Nahe Positionierung der Referenz-Elektrode

Wird indes bei potentiostatischer Versuchsf�uhrung eine nah positionierte RE ver-

wendet, so �andert sich das raumzeitliche Verhalten drastisch. Be�ndet sich die RE

auf der Symmetrieachse unterhalb des kritischen Abstandes �c oder gilt generell

B < Bc , d =
B �Bc

gA %tot
< 0 ;

so liegt die nun negative D�ampfungsdi�erenz d der ersten Mode links von der Null-

stelle bei d = 0 und bei BF-stabiler Dynamik demnach bei positiven Werten des

Floquet-Exponenten, d. h. � < �c ) �F > 0 . Deshalb kommt es bei einer nahen

RE zu einer zwingenden Destabilisierung der homogenen Oszillation, welches nicht

nur innerhalb, sondern auch au�erhalb des Oszillationsgebietes zu einem reichhalti-

gen Spektrum an raumzeitlichen Strukturen f�uhrt.

Lineare Stabilit�atsanalyse des FP

Bevor auf die Musterbildung eingegangen wird, soll die lineare Stabilit�atsanalyse

durch eine Untersuchung des monostabilen Fixpunktes au�erhalb des Oszillations-

gebietes komplettiert werden. In einer mit der streng bistabilen Untersuchung in

Kap. 2.4 verwandten Analyse ergibt sich die homogene Stabilit�at des Fixpunktes

(u0; c0) aus den Eigenwerten der Jakobi-Matrix

Jh =

0
@ fu fc

gu gc

1
A =

0
@ �c0 k0[u0]� 1=%tot �k[u0]

�� c0 k0[u0] �� (1 + k[u0] )

1
A ;

und die homogene Hopf-Bifurkation (HB) tritt mit

ah
1
= �tr[Jh] =

k0

1 + k
+

1

%tot
+ � (1 + k) ; c0 =

1

1 + k[u0]

bei ah
1
< 0 , � < �hb =

1

1 + k

 
�k0

1 + k
�

1

%tot

!
> 0

ein (s. auch [129]), welches grunds�atzlich nur bei Lage des Fixpunktes im negativ-

di�erentiellen Bereiches mit �k0 > 0 m�oglich ist. Des weiteren mu�

ah
2
> 0 ; ah

2
= det[Jh] = � (1 + k)

 
k0

(1 + k)2
+

1

%tot

!
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gelten, da sonst unabh�angig von ah
1
ein instabiler Sattelpunkt vorliegt. Wird der

Fixpunkt indes r�aumlich gest�ort, folgen die Stabilit�atseigenschaften aus

Ji =

0
@ fu � d fc

gu gc

1
A =

0
@ �c0 k0 � 1=%tot � d �k

�� c0 k0 �� (1 + k)

1
A

bzw. aus

ai
1

=
k0

1 + k
+

1

%tot
+ � (1 + k) + d

ai
2

= � (1 + k)

 
k0

(1 + k)2
+

1

%tot
+ d

!
:

W�ahrend bei B > Bc und somit d > 0 keine neuen Instabilit�aten auftreten, f�uhrt

der Fall d < 0 bei

ai
2
< 0 , d < �

k0

(1 + k)2
�

1

%tot

zu einer sattelpunktartigen Instabilit�at, die mit der r�aumlichen Instabilit�at im streng

bistabilen Fall korrespondiert und somit in linearer Sichtweise auf die Turing-�ahn-

lichen station�aren Domainen f�uhrt. Ist diese Bedingung nicht erf�ullt, wird der Fix-

punkt bei

ai
1
< 0 , �d > ah

1
, jdj >

k0

1 + k
+

1

%tot
+ � (1 + k) (3.7)

�uber eine r�aumliche Hopf-Bifurkation in oszillatorischer Manier instabil. Da sich

dadurch in u und c mit

u(x; t) = u0 + �u(t) cos[ 2� (x� '0)] ; �u(t) = �u(t+ Tsw)

in den inhomogenen Amplituden �u(t); �c(t) ein GZ entwickelt, w�ahrend die homo-

genen St�orungen au�erhalb des Oszillationsgebietes abklingen, liegt hier aus linearer

Sicht eine stehendeWelle (sw) mit zwei �xierten Knotenpunkten und beliebiger, aber

konstanter Phase '0 vor. Diese Stehende-Wellen-Instabilit�at tritt vor der homogenen

Hopf-Bifurkation auf bzw. ist, wie in Glg. 3.7 zu erkennen, direkt auf der HB

ah
1
= 0 , aii = ah

1
+ d = d < 0 (3.8)

bei negativem d bereits eingetreten. Fixiert man die lokalen Parameter und somit

den Fixpunkt (u0; c0), ergibt sich das in Abb. 3.8 dargestellte lineare Bifurkations-

diagramm zusammen mit dem Ergebnis der Floquet-Analyse als �Uberlagerung der

kopplungsbedingten r�aumlichen Instabilit�at mit der lokalen, zeitlichen Instabilit�at.

178



0.000 0.003 0.006 0.009
     ε

−0.09

−0.06

−0.03

0.00

0.03

B
−

B
c  

(=
 d

 g
A
 ρ

to
t )

sD

sw

hom. Osz.
inhom. Osz.

monostabil

εhb

TH

hb

Abb. 3.8: Lineare Bifurkationen vor der Kuspe (E0 = 235; %tot = 43) als Superposition der

r�aumlichen (d! �1 bzw. B ! �1) und zeitlichen (�! 0) Instabilit�at. Der Grenzzyklus

ist BF-stabil und wird deshalb bei B < Bc r�aumlich instabil; bei A = 0:9 und � = 0 liegt

die Di�erenz bei B � Bc � �0:036.

Man erkennt im Vergleich zu �ahnlichen Ausf�uhrungen in Kap. 2.5, da� im Gegen-

satz zu Zwei-Variablen-Modellen mit einem Turing-Hopf-Bifurkationspunkt (TH)

der Kodimension 2 (s. Glg. 2.43) nun drei derartige Schnittpunkte existieren, bei

denen drei bzw. vier Gebiete unterschiedlicher Musterbildung aufeinander tre�en.

Neben dem Turing- bzw. sD-Bereich und dem Oszillationsbereich tritt als dritter

und vorgelagerter Bereich das sw-Gebiet auf, welches bei gro�em � (kleinerer zeitli-

cher Instabilit�at) erst bei gr�o�erer r�aumlicher Instabilit�at (gr�o�eres jdj, negativeres

B) beginnt.

Ein derartiges zus�atzliches sw-Gebiet existiert auch in RD-Modellen mit allerdings

mindestens 3 Variablen, wie bereits von A. Turing [45] gezeigt wurde (s. auch [77]-

[79]). Angesichts der in Kap. 2.5. dargestellten Diskussion zum Vergleich der Turing-

�ahnlichen Instabilit�at im bistabilen Fall und den klassischen Turing-Strukturen

in RD-Modellen mit zwei Variablen �uberrascht diese Parallelit�at zwischen EC-

Systemen mit naher RE und und zwei Variablen und RD-Systemen mit drei Va-

riablen nicht sonderlich; analog zum bistabilen Fall kann auch hier mit

@u

@t
= ~f(u; c; v) +DL

@2u

@x2
; ~f (u; c; v) = f(u; c) +Dg (v � u)

@v

@t
= �v (u� v) +Dv

@2v

@x2
;

@c

@t
= � g(u; c)

ein RD-Modell angegeben werden, welches im Limes Dv ! 1; �v � 1 � � und

Dg < 0 auf obiges lineares Bifurkationsdiagramm f�uhrt; die r�aumliche Instabilit�at

entsteht wiederum durch raumzeitlich schnelle negative R�uckkopplung der Variable

v auf u, w�ahrend die langsame, rein lokale und negative R�uckkopplung der Edukt-
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Variable c die zeitliche Instabilit�at bewirkt (bzw. zu einem nichtverschwindenden

Imagin�arteil des instabilen Eigenwertes von Ji f�uhrt). Demnach ist die oszillato-

rische Musterbildung in elektrochemischen Systemen mit naher RE vergleichbar mit

der in RD-Systemen mit drei Variablen und zwei R�uckkopplungsschleifen im obigen

Sinne und Limes. Allerdings k�onnen aufgrund der unendlich schnell angenommenen

Reaktionszeit des Potentiostaten (�v� 1) echte 3-Variablen-E�ekte wie homogen-

chaotisches Zeitverhalten oder Mixed-Mode-Oszillationen grunds�atzlich nicht auf-

treten.

Dominante Strukturen der Musterbildung

Da in elektrochemischen Untersuchungen im allgemeinen das externe Potential E0

neben dem Elektrolyt-Widerstand als Kontrollparameter fungiert, wird die Zeit-

skala im folgenden auf den kleinen Wert von � = 10�4 �xiert, die RE auf der

Elektroden/Isolator-Ebene bei � = 0 positioniert und die Musterbildung im Pa-

rameterraum (E0; %tot) diskutiert.

Auch bei naher RE gelten die gleichen Aussagen zur Abh�angigkeit der Kopp-

lungsst�arke; d. h. bei gro�en Widerst�anden im komplex-bistabilen Gebiet ist so-

wohl die lokale (und positive) Kopplung wie auch die nun negativ-globale Kopplung

klein, w�ahrend beide Gr�o�en bei kleinerem Widerstand betragsm�a�ig anwachsen.

F�ur die Musterbildung im Oszillationsgebiet ergibt sich durch die hier herrschende

gro�e Kopplung eine leichte Vereinfachung. Da die D�ampfungsdi�erenz der ersten

Mode bei B < Bc ein negatives Vorzeichen besitzt, liegt diese bei kleinerem %tot bei

gro�en negativen Werten (jdj � 1=%tot); demnach werden Inhomogenit�aten in der

ersten Mode stark verst�arkt (�F (d) � 0). Umgekehrtes gilt f�ur die h�oheren Mo-

den; aufgrund des positiven Vorzeichens und des gro�en Widerstandes liegt deren

D�ampfungsdi�erenz hier bei positiven und gro�en Werten, welches zu einer starken

D�ampfung f�uhrt (�F (d) � 0). Deshalb wird die Musterbildung bei naher RE und

gro�em Widerstand durch die Wechselwirkung der homogenen Mode mit der ersten

inhomogenen Mode dominiert.

Abb. 3.9 zeigt das homogene Oszillationsgebiet zusammen mit dem vorgelagerten

sw-Gebiet, welches als inhomogene Hopf-Bifurkation die homogene Hopf-Bifurkation

nach Glg. 3.8 umh�ullt. Beginnt man die Betrachtung bei kleinem E0 und �xiertem

mittlerem Widerstand (z. B. %tot = 40), so entsteht nach �Uberschreiten der unte-

ren sw-Grenze, wie in linearer Theorie vorausgesagt, eine stehende Welle mit zwei

Knoten (s. Abb. 3.10, li und Abb.3.12, a), deren Amplitude stetig von Null aus bei

gr�o�eren Werten von E0 anw�achst. Durch die endliche Amplitude ver�andert sich das

raumzeitliche Verhalten leicht, da der inhomogene Grenzzyklus durch die nichtlinea-

re Kinetik in die linear stabilen Moden ausstrahlt (d. h. diese antreibt) und demnach

die stehenden Wellen bei gr�o�erem Abstand vom Bifurkationspunkt keinen rein si-
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Abb. 3.9: Homogene Hopf-Bifurkation (hb), Wellen-Bifurkation (sw) und sn-Bifurkationen

bei � = 10�4; � = 0 und A = 0:9.

noidalen Charakter mehr besitzen. Da nicht nur die h�oheren Moden, sondern auch

die homogene Mode angeregt wird, existieren bei endlicher Amplitude im Gegensatz

zur linearen Theorie (die von beliebig kleinen Amplituden ausgeht und deshalb die

nichtlinearen Terme der Entwicklung von f; c vernachl�assigt) keine exakt �xierten

Knotenpunkte mehr. Folglich tritt auch im Gesamtstrom oszillatorisches Zeitverhal-

ten auf (s. Abb. 3.13, re), wobei die Amplitude mit dem Abstand zur sw-Bifurkation

w�achst.

St�arkere Abweichungen treten auch bei gr�o�erem Widerstand auf. Aufgrund der

schw�acheren D�ampfung der h�oheren Moden bestimmen diese das raumzeitliche

Verhalten deutlicher als bei kleinerem Widerstand. Die Asymmetrie zwischen

Passivierungs- und Aktivierungs-�Uberg�angen manifestiert sich auch hier in einer

unterschiedlichen D�ampfung; w�ahrend die Aktivierung der einen Elektroden-H�alfte

eher frontartig verl�auft (bestehend aus sehr vielen Moden), ist die gleichzeitig er-

folgende Passivierung der anderen H�alfte st�arker ged�ampft. In dem in Abb. 3.10, re

dargestellten Fall besteht die Passivierung aus der �Uberlagerung der ersten und der

dritten Mode (n = 3). Deshalb tritt die Passivierung nicht zuerst in der Mitte der

Elektroden-H�alfte (bei x = 0:5), sondern an zwei Stellen gleichzeitig auf, die n�aher

an den nur schwach variierenden Knotenpunkten liegen (s. auch Abb. 3.12, b).

Beim �Uberqueren der homogenen Hopf-Bifurkation ver�andert sich das raumzeitliche

Verhalten qualitativ nicht, da die homogene Oszillations-Amplitude ebenfalls bei

Null beginnend anw�achst und somit die Dynamik der homogenen Mode in unmit-

telbarer HB-N�ahe weiterhin durch die nichtlineare Wechselwirkung mit der deutlich

gr�o�eren Amplitude der ersten inhomogenen Mode bestimmt wird. Formal liegt nun

allerdings keine stehende Welle, sondern eine 'r�aumlich modulierte' Oszillation vor,

deren raumzeitliches Verhalten sich erst bei gr�o�erem Abstand von der HB deut-
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licher von den stehenden Wellen unterscheidet. Aufgrund des Anwachsens der Am-

plitude der homogenen Oszillation existieren dann zwei Grenzzyklen mit gr�o�erer

Amplitude, die durch die nichtlineare Kinetik miteinander wechselwirken und deren

Phasenbeziehungen und Amplituden von der lokalen Dynamik bestimmt werden.
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Abb. 3.10: Fast sinoidale stehende Welle bei kleinerem Widerstand (E0 = 201; %tot = 40,

Tmax = 900, links) und moduliertere stehende Welle bei gr�o�erem Widerstand (rechts,

E0 = 239; %tot = 125; Tmax = 2400); der jeweilige Wert des monostabilen Fixpunktes u0

wurde abgezogen, korrespondierende x-t-Darstellungen in Abb. 3.12, a und Abb. 3.12, b.

Bei der hier betrachteten Ring-Geometrie existiert noch eine weitere L�osungsform,

da wegen der periodischen Randbedingungen zwei r�aumliche Moden mit gleichem

D�ampfungsverhalten vorliegen

u(x; t) = �u0(t) + �cu(t) cos[2� x] + �su(t) sin[2� x] (3.9)

= �u0(t) + �u1(t) cos[2� (x� '(t) )] : (3.10)

W�ahrend bei achsensymmetrischen Anfangsbedingungen wie der Plateau-St�orung

(Glg. 2.1) nur eine r�aumliche Mode angeregt wird (mit entsprechend verschobener,

aber konstanter Phase '0), bewirkt eine unsymmetrische St�orung die Anregung bei-

der Moden. Dadurch entsteht bei r�aumlicher Instabilit�at ein Grenzzyklus, an dem

beide Moden beteiligt sind und die inhomogene Amplitude periodisch zwischen der

Kosinus- und der Sinus-Mode oszilliert. Beschreibt man dieses raumzeitliche Ver-

halten durch eine Phasenvariable '(t) � ! t, so erkennt man an Glg. 3.10 eine

entstehende Rotation, bei der sich mit quasi konstanter Amplitude �u1 Potential-

maximum und Potentialminimum in pulsartiger Manier �uber die Ring-Elektrode

bewegen (s. Abb. 3.12, c).

Diese auch als Phasen-Pulse (im Oszillationsgebiet, [18]) oder als 'laufende' Wel-

len (im Instabilit�atsgebiet, [45]) zu bezeichnenden Strukturen unterscheiden sich

von den stehenden Wellen oder modulierten Oszillationen durch ihren translato-

rischen Charakter und entstehen bzw. enden nicht zwingenderma�en an der sw-
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Instabilit�ats-Grenze. Da die lokale Dynamik au�erhalb des Oszillationsgebietes bei

gr�o�eren Widerst�anden anregbar ist und die negativ-globale Kopplung die Ausbil-

dung von echten Pulsen unterst�utzt (s. Kap. 3.1.2), beobachtet man einen 
ie�enden
�Ubergang von laufenden Wellen (im Instabilit�atsgebiet) zu echten Pulsen bei anreg-

barer Dynamik au�erhalb des Instabilit�atsgebietes.
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Abb. 3.11: Puls-Formen bei %tot = 40 (links); sinoidaler 'Passiv'-Puls im unteren sw-Gebiet

(E0 = 200), Phasen-Puls im Oszillationsgebiet mit �uber-passiver Phase (E0 = 220) und

Aktiv-Puls oberhalb des Instabilit�atsgebietes (E0 = 266). Die rechte Abb. stellt die Exi-

stenzgebiete der Pulsl�osungen und der alternierenden Domainen ('aD', s. u.) im bistabilen

Bereich dar.

Auch bei den Pulsen beein
u�t die Asymmetrie die Puls-Form. Pulse in N�ahe

der unteren E0-Grenze im monostabil-aktiven Bereich sind als Passiv-Pulse zu

charakterisieren, wegen des kleinen Konzentrations-Vorfaktors stark ged�ampft

und bestehen deshalb eher aus der ersten Kosinus- und Sinus-Mode mit kleiner

Amplitude (s. Abb. 3.11, li). Auch liegt die Grenze des Existenzgebietes dieser

Pulse zwar au�erhalb, aber in N�ahe der unteren sw-Grenze (s. Abb. 3.11, re); die

Abweichung nimmt bei gro�er Kopplung zu, so da� bei kleinerem Widerstand

beide Grenzen fast �ubereinstimmen. Dies korrespondiert zu dem Existenzgebiet

der station�aren Domainen im streng bistabilen Fall (s. Kap. 2.4); auch hier wird

das Existenzgebiet bei kleinem Widerstand durch das r�aumliche Instabilit�atsgebiet

bestimmt. Im Gegensatz dazu besitzen die Phasen-Pulse im Oszillationsgebiet

und insbesondere die Aktiv-Pulse im monostabil-passiven Bereich (bei gro�em E0)

eine klassische Pulsform. Das Existenzgebiet der Aktiv-Pulse oberhalb der oberen

sw-Grenze wird durch die negative Kopplung stark vergr�o�ert und endet wegen

der kleineren e�ektiven Kopplung im Gegensatz zu den Passiv-Pulsen erst deutlich

oberhalb der sw-Grenze.

Beim Phasen-Puls manifestiert sich die negativ-globale Kopplung in einer �uber-

passiven Au
adung der DL; wie in Abb. 3.11, li zu erkennen, liegt u(x; t) im passiven

Bereich (hier bei x = 0) oberhalb des externen Potentials E0. Zu unterscheiden sind
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die Phasen-Pulse von den echten Pulsen durch Variation des potentiostatischen

Faktors B. Da die Phasen-Pulse bei B > Bc stetig in die homogenen Oszillationen

�ubergehen, beobachtet man hier bei Erh�ohung von B eine Zunahme der Puls-

geschwindigkeit, da die Phasendi�erenz abnimmt; bei B = Bc verschwindet die

Phasendi�erenz, und die homogenen Oszillationen entsprechen Phasen-Pulsen mit

unendlicher 'Pulsgeschwindigkeit'.

Die Pulsl�osungen im sw-Gebiet bzw. im Oszillationsgebiet koexistieren im

allgemeinen mit den nichttranslatorischen Strukturen. Allerdings bewirkt eine

�uberkritische unsymmetrische St�orung der stehenden Wellen bzw. der modulierten

Oszillationen durch die Anregung der zweiten Mode immer einen �Ubergang auf

die Pulsl�osung; diese stellt demnach generell das stabilere Muster dar. Bei hinrei-

chend gro�er inhomogener Amplitude der stehenden Welle oberhalb der unteren

sw-Grenze beobachtet man einen �Ubergang auf die Pulsl�osung; d. h. die stehenden

Wellen werden instabil. Die Transientenzeit bis zum �Ubergang nimmt mit dem

Abstand zur sw-Bifurkation ab, da die inhomogenen Amplituden anwachsen. Somit

existieren asymptotisch stehende Wellen nur in einem kleinen Parameter-Gebiet,

welches bei � = 10�4 fast �uberall bereits vor der homogenen Hopf-Bifurkation

endet. Dadurch k�onnen oberhalb der unteren HB asymptotisch keine modulierten

Oszillationen beobachtet werden (s. Abb. 3.15), da die Amplituden der sw bereits

vor der HB zu stark angewachsen sind. Bei deutlich gr�o�eren Werten von � im

Bereich der Kodimensions-Punkte (s. Abb. 3.8) sind die sw-Amplituden kleiner,

so da� hier neben Pulsen antiphasische Oszillationen auch asymptotisch auftreten

k�onnen (s. Abb. 3.12, f). Au�erhalb der homogenen HB beobachtet man hier auch

eine �Uberlagerung von stehenden Wellen und Pulsen, welches zu einer Rotation

der sw f�uhrt (s. Abb 3.12, e); d. h. der Vorfaktor �u1(t) in Glg. 3.10 oszilliert nun

ebenfalls.

Abb. 3.12: x-t-Darstellung der Musterbildung bei � = 0 (A = 0:9, im allg. � = 10�4, die

aktive Phase ist hell und die passive Phase ist dunkel dargestellt):

a): sinoidale stehende Welle bei %tot = 40; E0 = 201

b): schw�acher ged�ampfte stehende Welle bei %tot = 125; E0 = 239

c): Phasen-Puls bei %tot = 40; E0 = 220

d): Target Pattern bei %tot = 40; E0 = 230

e): rotierende stehende Welle in N�ahe des Turing-Hopf-Punktes (s. Abb. 3.8,

%tot = 43; E0 = 235) vor der homogenen HB bei � = 0:005

f): Antiphasen-Oszillation hinter der HB bei � = 0:004; sonstige Parameter s. e).
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Eine zweite, nichttranslatorische Struktur tritt in Koexistenz zu den Pulsen bei

gro�em E0 in N�ahe der oberen HB auf. Da der homogene GZ hier stark relaxations-

artig ist, liegt u in der aktiven (passiven) Phase auf der unteren (oberen) u-Isokline

(s. auch Abb. 1.5 in Kap. 1.2.2), wobei c als langsam variierender Parameter ange-

sehen werden kann. Wie in Kap. 3.1.2 ausgef�uhrt wurde, entspricht dies quasi einer

autonom erfolgenden Variation des Elektrolyt-Widerstandes im bistabilen Fall. Folg-

lich treten auch hier in N�ahe der beiden 'sn'-Bifurkationen die autonomen �Uberg�ange

(s. Kap. 2.4.2) in leicht modi�zierter Form auf.

W�ahrend sich die homogene Mode bis zum Ende des 'bistabilen' Gebietes bewegt,

wird gleichzeitig zum Ende hin die Amplitude der ersten Mode durch die r�aum-

liche Instabilit�at verst�arkt. Be�ndet man sich in der passiven Phase des GZ, ent-

steht durch diese phasen-lokalisierte Verst�arkung der inhomogenen Amplitude mit

�cu(t) < 0 ; �su = 0 in Glg. 3.9 eine verfr�uhte Aktivierung bei x = 0:5, w�ahrend die

Aktivierung bei x = 0 entsprechend erst sp�ater eintritt; raumzeitlich wirkt dies so,

als ob bei x = 0:5 zwei Aktivierungsfronten emittiert werden, die den Raumbereich

bei x = 0 erst nach einer Zeitverz�ogerung erreichen (s. Abb. 3.12, d). Ist die ge-

samte Elektrode aktiviert, wird die inhomogene Amplitude auf der unteren Isokline

stark ged�ampft, und die fast homogene DL-Au
adung n�ahert sich durch die Edukt-

Verarmung der zweiten 'sn'-Bifurkation (bei kleinem 'Widerstand'). Im Gegensatz

zu den streng bistabilen Ergebnissen ist die hier auftretende r�aumliche Instabilit�at

deutlich geringer als beim Aktivierungs-�Ubergang, da aufgrund der kleineren Kon-

zentration der f�ur die Instabilit�at verantwortliche Faktor (c k0[u] < 0) geringer ist.

Deshalb erfolgt die Passivierung fast homogen; der zuerst aktivierte Elektroden-

Bereich bei x = 0:5 beh�alt aber einen minimalen Phasenvorsprung. Dies f�uhrt wie-

derum zu einer Verst�arkung der inhomogenen Amplitude mit gleichem Vorzeichen

am Ende der folgenden passiven Phase, die somit wieder durch zwei Aktivierungs-

Fronten bei x = 0:5 beendet wird.
�Ahnliche Strukturen sind bereits von A. Zhabotinsky et al. [77] bei der Untersu-

chung eines RD-Modells mit 3 Variablen gefunden und als 'Target Pattern' (TP)

bezeichnet worden; diese Notation soll im folgenden �ubernommen werden. Die TP

unterscheiden sich von den stehenden Wellen auch durch eine Symmetriebrechung;

die zuerst aktivierende Elektroden-H�alfte wird im Zeitmittel von einem h�oheren

Strom durch
ossen.

Somit treten bei langsamer zweiter Variable bei naher RE drei dominante Mu-

ster auf; neben den prim�ar aus der ersten Mode bestehenden stehenden Wellen

bei kleinen Werten von E0 existieren im gesamten Instabilit�atsgebiet (und auch

au�erhalb) die Pulsl�osungen (s. Abb. 3.13, li). Als Spezialfall der r�aumlich modu-

lierten Oszillationen treten am oberen Ende die 'Target Pattern' auf, die prim�ar

durch die homogene Mode bestimmt werden und bei denen die zwingenderma�en

auftretende Inhomogenit�at nur kurz bei der Aktivierung zum Vorschein kommt.
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Abb. 3.13: Stromdichten der raumzeitlichen Strukturen bei %tot = 40; in den nichtsta-

tion�aren F�allen (sw, TP) sind in der linken Abb. die Maxima und Minima als leere Sym-

bole eingezeichnet. In der rechten Abb. sind die globalen Zeitverl�aufe bei einem sw, einer

transienten r�aumlichen Oszillation (o�set= 1:5) und bei einem TP (o�set= 3) dargestellt.

Die TP koexistieren mit den Pulsen; im Gegensatz zu den TP und den stehenden

Wellen sind die Pulse formerhaltend und besitzen deshalb einen konstanten Gesamt-

strom. Da die stehenden Wellen bei gr�o�eren Werten von E0 in die Puls-L�osung

�ubergehen (s. auch Abb. 3.15), verkleinert sich das global me�bare Oszillations-

gebiet deutlich. Bei gro�em E0 entsteht eine Hysterese zwischen den Pulsen und

dem homogen-passiven Zustand zusammen mit den TP.

Strukturen bei kleinem und gro�em Widerstand

Neben den dominanten Strukturen existieren bei sehr kleinem Widerstand und

demnach sehr gro�er lokaler und negativ-globaler Kopplung zwei weitere Muster

(s. Abb. 3.14, li). Zum einen kommt es im Bereich der TP zu einer raumzeit-

lichen Periodenverdopplung. Der zuerst aktivierte Bereich (bei x = 0) wird

beim Passivierungs-�Ubergang aufgrund der erh�ohten negativen Kopplung vom

verz�ogerten Bereich (bei x = 0:5) in der noch aktiven Phase zus�atzlich passiviert;

dadurch �uberholt der zweite Bereich w�ahrend der passiven Phase auf der oberen

u-Isokline den zuerst aktivierten Bereich. Folglich wird die inhomogene Amplitude

mit umgekehrtem Vorzeichen bei der Aktivierung verst�arkt und die Aktiv-Fronten

gehen nun von x = 0:5 aus (s. Abb. 3.16, a). Dieses als 'alternierendes Target

Pattern' (aTP) zu bezeichnende raumzeitliche Muster besitzt somit eine ver-

doppelte Gesamt-Periode, und tritt insbesondere bei hohen Werten von E0 auf,

bei denen die aktive Phase sehr kurz ist. Interessanterweise spielt die Lage der

homogenen HB f�ur die TP bzw. aTP keine Rolle; d. h. diese existieren im Bereich

der Wellen-Instabilit�at auch au�erhalb des homogenen Oszillationsgebietes.
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Bei kleinen Werten von E0 treten als einzige raumzeitliche Muster Pulse mit unter-

schiedlich starker Modulation auf (s. Abb. 3.16, b); hierbei scheint es sich um eine

Mischform von stehenden Wellen und Pulsen zu handeln, bei der die Kosinus- und

die Sinus-Mode in Glg. 3.10 keinen einfachen GZ ausbilden k�onnen. Eine m�ogliche

Erkl�arung liegt in der hier gro�en lokalen Kopplung, welche frontartige Potential-

Verteilungen verhindert und zum Verschwinden der formerhaltenden Pulse f�uhrt.

Die gleichzeitig ebenfalls gro�e negativ-globale Kopplung verhindert eine komplette

Homogenisierung und bewirkt wiederum ein kurzfristiges Anwachsen beider Moden.

Da diese modulierten Pulse wie auch die aTP und TP keine r�aumlich konstante

Form besitzen, oszilliert der Gesamtstrom somit bei sehr kleinem Widerstand bzw.

sehr kleinen Ring-Elektroden im gesamten Instabilit�atsgebiet in komplexer, aber

periodischer Weise.
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Abb. 3.14: Raumzeitliche Strukturen bei kleinem Widerstand (links); im aTP-Gebiet liegen

weitere sehr kleine disjunkte TP-Gebiete, die numerisch nicht aufgel�ost wurden. Die rechte

Abb. stellt bei %tot = 200 im bistabilen Bereich die Migrationsstromdichte der passiv-

homogenen (p) und der aktiv-homogenen L�osung (a) dar, die bereits vor der homogenen

HB r�aumlich instabil wird und auf eine alternierende Domaine f�uhrt (aD), von der das

Strom-Minimum eingezeichnet ist.

Auch im doppelt-metastabilen Bereich bei gro�em Widerstand beobachtet man an-

haltende raumzeitliche Oszillationen. Wie in Abb. 3.14, re angedeutet und in Abb.

3.9 zu sehen, wird der aktive Fixpunkt im bistabilen Bereich ebenfalls unterhalb

der homogenen HB (die hier nicht auf einen GZ f�uhrt) r�aumlich instabil; d. h. bei

einer langsamen Erh�ohung von E0 bewirkt die negative Kopplung eine r�aumliche

Instabilit�at des aktiven Fixpunktes, bei der eine beliebig kleine Amplitude der

ersten Mode in oszillatorischer Manier zunimmt und es letztlich zur Ausbildung

von zwei Passiv-Fronten kommt. Durch diesen mit den autonomen �Uberg�angen im

streng bistabilen Fall in sn-N�ahe zu vergleichenden Mechanismus (s. Kap. 2.4.2)

entstehen asymptotisch zwei unterschiedliche Zust�ande: in N�ahe der Kuspe bewirkt

die gr�o�ere negative Kopplung ein Abbremsen der entstehenden Passiv-Fronten
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(s. Abb. 3.16, c); gleichzeitig steigt im passivierten Bereich die Konzentration, so

da� es zu einer abrupten Umkehr der Frontausbreitung kommt und der passivierte

Bereich nun mit deutlich h�oherer Geschwindigkeit (aufgrund der gr�o�eren Kon-

zentration) wieder aktiviert wird. Durch die negative Kopplung induziert diese

Aktivierung auf der gegen�uberliegenden Seite der Elektrode (in Abb. 3.16, c bei

x = 0 bzw. x = 1) die Ausbildung einer Passiv-Phase, die sich ebenfalls durch

letztlich anhaltende Passiv-Fronten auf der Elektrode verbreitert; asymptotisch

treten somit im bistabilen Bereich anhaltende raumzeitliche Oszillationen auf.

Die relativen Gr�o�en der aktiven und passiven Phase h�angen von E0 ab; bei

hohen Werten von E0 nimmt die maximale Breite der passiven Phase zu, und die

anhaltenden Oszillationen verschwinden, wenn die gesamte Elektrode passiviert

wird und keine Frontl�osungen mehr vorliegen. Umgekehrtes gilt bei kleinem E0;

da diese 'alternierenden' Domainen auch au�erhalb des Instabilit�atsgebietes und

somit in Koexistenz zur passiven und aktiv-homogenen L�osung auftreten (s. Abb.

3.14, li und Abb. 3.15), verschwinden die Oszillationen, wenn bei zu kleinem E0

eine aktiv-homogene und stabile Phase vorliegt. Die alternierenden Domainen

verschwinden auch, wenn die Passivierungs-Fronten nicht stark genug abgebremst

werden; be�ndet man sich bei zu gro�en Widerstands-Werten (d. h. kleinere

negative Kopplung), tritt lediglich ein r�aumlich inhomogener �Ubergang auf den

homogenen passiven Fixpunkt auf (s. Abb. 3.16, e).

Eine mechanistisch sehr �ahnliche raumzeitliche Oszillation beobachtet man

auch bei deutlich gr�o�eren Werten von �. Die im streng bistabilen Limes � ! 1

auftretenden koexistierenden station�aren Domainen (s. Kap. 2.4) werden bei

kleinerem � instabil. Neben der auf Pulse f�uhrenden 'translatorischen' Instabilit�at

erfolgt insbesondere in Equistabilit�ats-N�ahe der �Ubergang in oszillatorischer Weise.

In RD-Modellen mit 3 Variablen wird dies als 'breathing instability' [18] bezeichnet;

bei der in Abb. 3.16, d dargestellten 'atmenden' Domaine f�uhrt die zu langsame

zweite Variable zu einer Oszillation der beiden Front-Interface-Bereiche um die

station�aren Positionen, wobei deren Schwankungsamplitude bei Verkleinerung von

� w�achst.

Diese raumzeitliche Modulation w�are insofern bei h�oherem Widerstand die erste

oszillierende Struktur, die man bei den experimentell beobachteten station�aren

Domainen beim NDR-Oszillator (s. Kap. 2.4, [179]) bei Verringerung der Rotations-

frequenz der AE (d. h. bei Verringerung von �) erwarten w�urde; bei kleinerem

Widerstand au�erhalb des Bistabilit�atsgebietes sollten zuerst Pulse (nach besagter

'translatorischer' Instabilit�at) sowie stehende und rotierende Wellen (s. Abb. 3.12,

e und Abb. 3.8) zu beobachten sein.
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Abb. 3.15 fa�t die Gebiete der oszillatorischen Musterbildung bei � = 10�4 zusam-

men. Im Grenzgebiet zwischen den Target Pattern, den stehenden Wellen und den

alternierenden Domainen (im komplex-bistabilen Gebiet) treten im homogenen Os-

zillationsgebiet bei gro�em Widerstand komplexe, aber periodische raumzeitliche

Oszillationen auf (s. Abb. 3.16, f), die nicht in einfacher Weise zu verstehen sind.

Zwischen dem sw-Gebiet und dem TP-Gebiet liegen asymptotisch ausschlie�lich

Pulse vor (angedeutet in Abb. 3.15 durch '!P'); ansonsten koexistieren die

Pulsl�osungen mit konstantem Gesamtstrom (s. Abb. 3.11, re) mit den raumzeitlich

oszillierenden Strukturen.
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Abb. 3.15: Parametergebiete mit asymptotisch-oszillatorischer Musterbildung bei gr�o�e-

rem Widerstand und � = 10�4. Zwischen den stehenden Wellen (sw) bei kleinem E0, den

Target Pattern (TP) bei gro�em E0 und den alternierenden Domainen (aD) bei gro�em

Widerstand tritt im mit M bezeichneten Gebiet komplexes raumzeitliches Verhalten auf.

Abb. 3.16: x-t-Darstellung der Musterbildung bei naher RE:

a): alternierendes Target Pattern (aTP) bei %tot = 21; E0 = 224

b): modulierter Puls bei %tot = 20; E0 = 222

c): alternierende Domaine (aD) bei %tot = 200; E0 = 290

d): atmende Domaine bei � = 0:004 ; %tot = 200; E0 = 330

e): autonomer Passiv-�Ubergang bei %tot = 225; E0 = 320

f): komplexe r�aumliche Oszillationen bei %tot = 125; E0 = 255:
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Vergleiche

W�ahrend bis zum Zeitpunkt des Schreibens dieser Zeilen noch keine r�aumlichen Ex-

perimente zur Musterbildung des NDR-Oszillators bei langsamer zweiter Variable

und naher RE vorliegen, sind mittlerweile Experimente in zwei anderen elektro-

chemischen oszillierenden Reaktionen durchgef�uhrt worden.

Bei der Untersuchung der Kobaltau
�osung auf einem (leicht deformierten) Ring

[177] wurde von R. Otterstedt in �Ubereinstimmung mit obigen Ausf�uhrungen bei

einer nahen und symmetrischen Positionierung der RE die Ausbildung von Phasen-

Pulsen beobachtet [180]. Wird das externe Potential E0 erh�oht, erahnt man ebenfalls

in den Me�daten die Ausbildung eines TP-Musters. Bei noch h�oherem Potential tritt

eine Puls-Instabilit�at auf, die bei der Kobaltau
�osung auch bei anderen Elektroden-

Geometrien und weit entfernter RE beobachtet wurde [175]; die Ursachen f�ur diese

Instabilit�at sind bislang nicht aufgekl�art. Da diese Puls-Instabilit�at bei theoretischen

Untersuchungen zum NDR-Oszillator nicht auftritt, unterscheiden sich in diesem

Punkt die experimentellen und theoretischen Ergebnisse; bei der Kobaltau
�osung

�uberlagert sich die dem NDR-Oszillator �ahnliche Musterbildung bei mittlerem E0

im Oszillationsgebiet mit der Puls-Instabilit�at im passiv-anregbaren Bereich. Mi�t

man bei den Pulsen vor der Instabilit�at die lokalen Zeitserien, so �ndet man auch

hier im Passiv-Maximum eine DL-Au
adung, die gr�o�er als das externe Potential ist

[180]; dies kann als experimentelle Best�atigung der negativen Verschiebung in der

KF durch eine nahe RE gewertet werden. Nach R�ucksprache mit dem Autor wurden

zus�atzliche Experimente mit externem Widerstand durchgef�uhrt; wie zu erwarten,

verschwanden die inhomogenen Strukturen oberhalb eines kritischen Widerstands-

Wertes (B > Bc) und homogene Oszillationen traten auf. Somit konnte auch die

positiv-globale Verschiebung in der KF durch einen externen Widerstand experi-

mentell best�atigt werden, welches aber aufgrund des streng mathematischen Cha-

rakters der theoretischen Ableitung (s. Kap. 2.3.1) nicht �uberraschen sollte.

W�ahrend die Kobalt-Experimente mit den hier dargestellten NDR-Strukturen bei

mittleremE0 grob �ubereinstimmen, beobachtete P. Strasser mittlerweile bei der Oxi-

dation von Ameisens�aure [183] unter oszillatorischen Bedingungen bei naher RE die

Entstehung einer stehenden Welle ([182], s. Abb. 3.17), die nach obigen Ergebnissen

bei kleinemE0 vor der homogenen HB auftreten sollte. Bei diesemExperiment zeigte

sich auch ein deutlich nichtsinoidaler Passivierungs-�Ubergang insbesondere bei der

Passivierung der rechten Elektroden-H�alfte in Abb. 3.17, die �ahnlich wie in Abb.

3.10, re nicht zuerst in der Mitte, sondern in N�ahe der beiden Knotenpunkte passi-

viert. Auch hier f�uhrte die Verwendung eines externen Widerstandes zu homogenen

Oszillationen. Bislang kann noch keine mit den theoretischen Ausf�uhrungen zu ver-

gleichende experimentelle Bifurkationsstruktur konstruiert werden; entsprechende

weiterf�uhrende Untersuchungen werden aber zur Zeit vorbereitet.
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Abb. 3.17: Experimentell beobachtete stehende Welle von P. Strasser/FHI (aus [183]) auf

einer Ring-Elektrode bei naher RE; die sehr scharfen Pro�le entstehen aus der diskreten

Datenaufnahme, da das Potential nur an 11 equidistanten Punkten gemessen wurde.

Dabei ist aber zu betonen, da� ein diesbez�uglicher Vergleich stillschweigend von

der Robustheit der NDR-Ergebnisse ausgeht und reaktionsspezi�sche Unterschiede

vernachl�assigt werden, die insbesondere bei komplizierten raumzeitlichen Struk-

turen zum Vorschein kommen sollten. Allerdings scheinen die prim�aren Muster

wie die stehenden Wellen, die Pulse und die TP robust zu sein; in einer in dieser

Abhandlung nicht diskutierten Untersuchung zu einem HNDR-Oszillator (s. Kap.

3.2) auf dem Ring bei potentiostatischer Versuchsf�uhrung und naher RE treten bei

kleinerem Widerstand in gleicher E0-Abfolge ebenfalls die stehenden Wellen, Pulse

und TP auf. Insbesondere das in Abb. 3.8 dargestellte lineare Bifurkationsdiagramm

ist naturgem�a� sehr robust, da bei der Berechnung mathematisch lediglich von der

Existenz eines elektrochemischen Oszillators ausgegangen wird und es demnach

bei naher RE zwingenderma�en zu einer sw-Instabilit�at vor der homogenen HB

kommen mu�.

Die elektrochemische Musterbildung bei oszillatorischer Dynamik und naher

RE kann analog zu den Betrachtungen bei streng bistabiler Dynamik (s. Kap. 2.5)

wiederum in zweierlei Form mit der Musterbildung bei Gasphasenreaktionen

verglichen werden. Zum einen wurde bei �xierter mittlerer Temperatur bei der

Propylen-Oxidation von G. Philippou et al. ([92], [97]) auf einem Draht ein

Hochtemperatur-Bereich beobachtet, der w�ahrend des Experiments in pulsartiger

Manier auf dem Draht hin- und herwanderte. Dieser durch die negativ-globale
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Kopplung entstehende Phasen-Puls konnte in einem Modell reproduziert werden

(U. Middya et al. [93]); bei diesen theoretischen Untersuchungen wurde auch

eine Reihe von anderen Strukturen wie station�are und atmende Domainen sowie

Antiphasen-Oszillationen beobachtet.

Zum anderen bestehen �Ahnlichkeiten zu oszillatorischen Reaktionen, bei de-

nen die Gasphase als globale und negative R�uckkopplung auftritt; im Gegensatz

zur elektrochemischen Musterbildung bei naher RE l�auft diese R�uckkopplung

aber nicht unendlich schnell ab, so da� hier zus�atzliche Freiheitsgrade vorliegen.

Experimentell wurde bei der Wassersto�-Oxidation auf einem Nickel-Ring die

Ausbildung eines Hochtemperatur-Pulses beobachtet (S. Lane et al. [94]), welches

von den Autoren durch die negativ-globale R�uckkopplung der Gasphase erkl�art

wurde; bei zunehmender r�aumlicher Inhomogenit�at des Ringes w�ahrend der Expe-

rimente konnte auch eine alternierende Domaine beobachtet werden [95]. In einem

vereinfachten Zwei-Variablen-Modell mit global/lokaler Kopplung und periodischen

Randbedingungen (U. Middya et al. [96]) traten neben station�aren und atmenden

Domainen, normalen und modulierten Pulsen auch Target Patterns (hier als

'Quellenpunkte', 'source points' bezeichnet) und komplexere Muster auf.

Auch bei oszillatorischen Reaktionen auf Einkristallen im UHV ([27], [28]) spielt

die Gasphase als synchronisierende oder desynchronisierende globale Kopplung eine

wichtige Rolle. Zum einen liegt hier im Vergleich zur Elektrochemie eine durch die

Adsorbat-Di�usion entstehende wesentlich kleinere und lokale r�aumliche Kopplung

vor, so da� das Auftreten von globalen Oszillationen z. B. in der Umsatzrate

von der Synchronisation aller lokal oszillierenden Ober
�achenbereiche durch die

Gasphase abh�angt (s. z. B. [60]). Zum anderen wurde bei der CO-Oxidation

auf Pt(110) eine stehende Welle [37] beobachtet; beides motivierte eine Reihe

von theoretischen Untersuchungen zur Auswirkung von globaler Kopplung auf

die Musterbildung bei RD-Systemen. Bei einer Untersuchung der CGL-Glg. mit

globaler Kopplung (F. Mertens et al. [88], [87]) f�uhrte bei BF-stabilem Grenzzyklus

eine positiv-globale R�uckkopplung zur Unterdr�uckung von Phasenwellen, die von

Defekten ('Pacemaker') ausgehen; bei negativ-globaler Kopplung traten wie im

elektrochemischen Fall modulierte Oszillationen mit maximalerWellenl�ange (n = 1)

auf. Auch das Auftreten von zellul�aren Strukturen bei der CO-Oxidation [75] k�onnte

auf die Gasphasen-Kopplung zur�uckzuf�uhren sein, da diese Muster ebenfalls bei

einer zweidimensionalen Untersuchung zur global/lokalen CGL-Glg. gefunden wur-

den [76]. R�aumlich inhomogene Oszillationen ergaben sich auch bei Modellen mit

adiabatischer Gasphase [85] und bei Ber�ucksichtigung des CO-Partialdruckes ([86],

[64]); mittlerweile liegen aber auch theoretische Betrachtungen vor, welche die expe-

rimentell beobachteten stehenden Wellen durch Bildung von 'subsurface'-Sauersto�

und somit durch eine dritte, lokale Variable erkl�aren (S. Kr�omker [78], [79]).
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3.2 Musterbildung eines HNDR-Oszillators

Als zweites Beispiel eines elektrochemischen Oszillators wird im folgenden auf

die bereits in der Einleitung (Kap. 1.2.2) andiskutierte Nickelau
�osung einge-

gangen. Diese Untersuchung wurde durch zwei Aspekte motiviert; zum einen gilt

das von D. Haim et al. entwickelte ODE-Modell [128] f�ur die lokale Dynamik

als typisches Beispiel eines HNDR-Oszillators, dessen r�aumliche Musterbildung

generell von Interesse ist. Zum anderen entstand die Motivation dieser Unter-

suchung durch den 1988 in Nature ver�o�entlichten experimentellen Befund von

modulierten, d.h. r�aumlich inhomogenen Oszillationen [152] bei der Nickelau
�osung.

Diese h�au�g zitierten und bekannten Experimente wurden sp�ater von der gleichen

Gruppe auch numerisch modelliert [154], wobei als Instabilit�ats-Mechanismus der

galvanostatische Kontrollmodus angegeben wurde, der nach Ansicht der Autoren

eine negative Kopplung darstellt. Aufgrund dieser scheinbar einfachen Erkl�arung

zusammen mit dem interessanten experimentellen Beobachtungen setzte sich in der

Folgezeit auch in anderen Arbeitsgruppen der Eindruck fest, da� bei galvanosta-

tischer VF bzw. bei externem Widerstand die r�aumliche Kopplung negativ sei und

deshalb inhomogene Potentialstrukturen auftreten. Dies mag auf den ersten Blick

plausibel klingen, da lokale Oszillationen mit variierender Stromdichte imig(x; t)

die Bedingung einer konstanten Gesamtstromdichte <imig(x; t)> = im nur durch

antiphasisches Verhalten erf�ullen k�onnen. Durch die Entkopplung von lokaler

Dynamik (s. Glg. 1.26) und Kopplungsfunktion wird jedoch klar

@t u(x; t) = �c ir(u) + im + �

1Z
0

Hgal(x; x
0)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0

@t c(x; t) = �
�
�c g1(u) + (1� c) g2(u)

�
;

da� der galvanostatisch-lokale Oszillator bei konstanter Stromdichte im oszilliert

und somit obige Argumentation in die Irre f�uhrt; bei homogener Doppelschicht-

Au
adung u(x; t) = u(t) verschwindet das Kopplungsintegral und r�aumlich homoge-

ne Oszillationen liegen vor. Des weiteren wurde in Kap. 2.3.1 bereits dargestellt und

bewiesen, da� sich die galvanostatische KF von der asymptotisch-potentiostatischen

KF H0 durch den additiven (und positiven) Term h unterscheidet (Hgal = H0 + h)

und somit der galvanostatische Kontrollmodus eine Erh�ohung des positiv-globalen

Kopplungsanteils bewirkt. Folglich m�ussen die erw�ahnten Experimente zur Nickel-

au
�osung [152] anders erkl�art werden.
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Lokale Dynamik und Benjamin-Feir-Instabilit�at

Abb. 3.18, li stellt das lokale Bifurkationsdiagramm bei galvanostatischer VF als

Funktion der Stromdichte im und � als Zeitkonstante der Oxid-Dynamik dar; das

Oszillationsgebiet wird bei kleiner Stromdichte im wie auch bei schneller zweiter Va-

riable �!1 durch eine Hopf-Bifurkation begrenzt. Bei gro�en Stromdichten ober-

halb der unteren sn-Bifurkation koexistiert der Grenzzyklus mit dem passiv-stabilen

Fixpunkt und dem instabilen Sattelpunkt; bei einer Reduktion von � vergr�o�ert sich

der Grenzzyklus (s. Abb. 3.18, re) und dieser kollidiert an der Sattel-Schlaufen-

Bifurkation (saddle-loop, 'sl') mit der stabilen Mannigfaltigkeit des Sattelpunktes;

die Periode der Oszillation divergiert bei Ann�aherung an die sl-Bifurkation.
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Abb. 3.18: Galvanostatisches Bifurkationsdiagamm (links, man vergleiche mit Abb. 1.6);

die Hopf-Bifurkation (HB, hb) endet zusammen mit der sl-Bifurkation an dem Takens-

Bogdanov-Punkt (TB), der auf der oberen sn-Bifurkation liegt. Die sl-Bifurkation n�ahert

sich im Limes �! 0 der unteren sn-Bifurkation und endet hier bei � = 0:012 an einem zwei-

ten TB-Punkt (nicht eingezeichnet); die dort entstehende HB f�uhrt bei negativen Werten

von � auf die untere HB. Im grauen Bereich des Oszillationsgebietes ist der Oszillator BF-

stabil, sonst instabil. Die rechte Abb. stellt bei im = 1:3 die Isoklinen zusammen mit zwei

lokalen Grenzzyklen in HB-N�ahe (� = 130) bzw. in sl-N�ahe (� = 95) dar; der Sattelpunkt

ist durch S.P. gekennzeichnet.

Einen deutlichen Unterschied zum NDR-Oszillator bemerkt man bei der r�aumlichen

Floquet-Analyse der lokalen Dynamik. Wie in Abb. 3.18, li eingezeichnet, liegt in

gro�en Parameterbereichen eine BF-Instabilit�at des Grenzzyklus vor; d.h. bei belie-

big kleiner, aber positiver D�ampfungsdi�erenz werden die r�aumlichen Abweichungen

vom homogenen Grenzzyklus verst�arkt (s. Abb. 3.19). Folglich erwartet man auch

bei positiver Kopplung das Auftreten von r�aumlich modulierten Oszillationen, falls

die (kopplungsabh�angige) D�ampfungsdi�erenz d kleiner als die durch die lokale Dy-

namik bestimmte Nullstelle dcrit der Floquet-Kurve ist. Die Oszillatoren in N�ahe der

HB sind durchgehend instabil. Auch in N�ahe der sl-Bifurkation tritt die r�aumliche
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Instabilit�at auf, wobei sich das Instabilit�atsgebiet bei Verringerung von � verkleinert

und im Limes � ! 0 verschwindet. Somit ist der Grenzzyklus bei kleinen �-Werten

nur in N�ahe der unteren HB, bei mittleren Werten (z. B. � = 50; 75) auch in N�ahe

der sl-Bifurkation und bei schneller zweiter Variable (z. B. � = 120) im gesamten

im-Bereich BF-instabil.
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Abb. 3.19: Floquet-Kurven in sl-N�ahe bei � = 75 (links). Die rechte Abb. stellt die Lage der

Nullstellen dcrit als Funktion von im bei drei Werten von � dar (o�set=0.1 bzw. o�set=0.2).

Au��allig sind die quantitativen Unterschiede zwischen den kritischen D�ampfungs-

werten dcrit(im) in Hopf- und sl-Bifurkations-N�ahe (s. Abb. 3.19, re); bei Ann�aherung

an die sl-Bifurkation steigt dcrit monoton an und liegt direkt an der Bifurkation bei

deutlich gr�o�eren Werten als im Instabilit�atsgebiet in N�ahe der HB. Die an der

sl-Bifurkation auftretenden gro�en Werte von dcrit sind durch die Ann�aherung der

Trajektorie an den Sattelpunkt zu verstehen, bei dem kleine Abweichungen durch

die instabile Mannigfaltigkeit verst�arkt werden: eine etwas aktivere Trajektorie in

der passiven Phase wird durch die instabile Mannigfaltigkeit schneller aus dem Be-

reich des Sattelpunktes und in die aktive Phase transportiert, w�ahrend eine leicht

passivere Trajektorie n�aher an der stabilen Mannigfaltigkeit liegt und somit l�anger

hier verbleibt; folglich wird eine Phasendi�erenz bzw. eine r�aumliche Modulation

verst�arkt. Im Gegensatz dazu sind die kritischen D�ampfungswerte an der HB deut-

lich kleiner; also treten bei �xierter r�aumlicher Kopplung modulierte Oszillationen

eher in N�ahe der sl-Bifurkation auf.

Des weiteren korreliert die Lage der Nullstelle grob mit dem Maximum der Floquet-

Kurve; d. h. eine inhomogene Abweichung im Bereich der sl-Bifurkation wird deutlich

schneller verst�arkt als in N�ahe der HB. So erh�alt man beispielsweise bei � = 50 und

im = 1:25 eine maximale Verst�arkung von �max
F = 0:3 und somit eine Verdopplung

der inhomogenen Amplitude nach 2.3 Oszillationsperioden (s. Glg. 3.4), w�ahrend im

Hopf-Bereich bei im = 0:38 mit �max
F = 0:006 eine Verdopplung erst nach mindestens

120 Oszillationsperioden zu beobachten ist.
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2D-No
ux-Geometrie und potentiostatische Modi�kationen

Als Elektrolyt-Geometrie wurde in der von D. Haim [154] durchgef�uhrten Model-

lierung das in der Einleitung dargestellte 2D-Modell mit No-Flux-Randbedingungen

(Abb. 1.7) verwendet, da im Experiment zwei parallel gespannte Nickeldr�ahte imAb-

stand w als AE und GE vorlagen. Die Dr�ahte der L�ange L waren an den R�andern

bei ~x = 0 und ~x = L direkt an zwei senkrechten Isolatorebenen eingespannt, welches

durch die No-Flux-Bedingungen @�=@x = 0 f�ur x = 0; L und ~z 2 [0; w] ber�ucksich-

tigt wurde. Verwendet man eine Raumskalierung auf die L�ange der Dr�ahte x = ~x=L

und de�niert als Geometrieparameter 
 := w=L, so erh�alt man durch unendliche

Aufsummation der Fourier-Moden (s. Kap. 6.1) f�ur die Migrationsstromdichte bei

asymptotisch-potentiostatischer Versuchsf�uhrung

imig(x; t) = �h (E0 � u) + �

1Z
0

H0 
(x; x
0) (u(x0)� u(x)) dx0 ; � =

�

L
; h =

1




=
E0 � u

%ele
+ �

1Z
0

H0 
(x; x
0) (u(x0)� u(x)) dx0 ; %ele =

1

�

=

w

�
;

wobei die KFH0 
(x; x0) von 
 und damit vomAbstand der GE abh�angt. Wie bereits

in Kap. 1.4 ausgef�uhrt wurde, f�uhrt eine nahe und planare GE zu einer Lokalisierung

der KF (s. Abb. 3.20, li und Abb. 1.8), und im Limes w ! 0 bzw. 
 ! 0 liegt eine

di�usive Kopplung mit


 ! 0 : imig(x; t) = �h (E0 � u) + �



3

@2u

@x2
= �h (E0 � u) +

� w

3

@2u

@x2

vor. Auch die D�ampfungsdi�erenz d zwischen erster inhomogener und homogener

Mode h�angt von 
 ab; nach Glg. 6.6 erh�alt man bei dieser Geometrie

d = �

 
� coth[� 
]�

1




!
= � (� coth[� 
]� h) :

Die potentiostatischen Modi�kationen folgen aus dem in Kap. 2.3 entwickelten For-

malismus. Eine nahe RE bewirkt bei dieser Geometrie grunds�atzlich eine asym-

metrische R�uckkopplung (s. Kap. 2.6), weil keine RE-Position mit gleichem Ab-

stand zu allen Ober
�achenpunkten existiert. Die Modi�kation durch einen externen

Widerstand wird wiederum mit

FAE = L ; %g := Rg FAE ; B = � %g > 0

beschrieben, welches zu einer Vergr�o�erung des Gesamt-Widerstandes, des global-

positiven Anteils in der KF und der D�ampfungsdi�erenz f�uhrt

imig(x; t) =
E0 � u

%ele + %g
+ �

1Z
0

 
H0
(x; x

0) +
h2B

1 + hB

!
(u(x0) � u(x)) dx0
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d = �

 
� coth[� 
]� h+

h2B

1 + hB

!
: (3.11)

Der galvanostatische Kontrollmodus ergibt sich ebenfalls im Limes %g !1

(d. h. B !1) und E0 = im %g

B !1 ,
h2B

1 + hB
! h ) d = �� coth[� 
] (3.12)

) imig(x; t) = im + �

1Z
0

�
H0 
(x; x

0) + h
�
(u(x0; t)� u(x; t)) dx0:
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Abb. 3.20: Potential-KF H0 
(x; x
0) bei 
 = w=L = 1 f�ur zwei Punkte (x=0.25/0.5); f�ur

x = 0:5 ist ebenfalls die lokalisiertere KF bei 
 = 0:1 eingezeichnet (links). Die rechte Abb.

stellt die galvanostatische KF Hgal(x; x0) = H0 
(x; x0)+h = H0
(x; x0)+1=
 bei x = 0:5

dar; bei einer Verringerung von 
 lokalisiert der Potential-Kopplungsanteil, gleichzeitig

erh�oht sich die globale Kopplung.

Die �Uberlagerung von Potential-Kopplung und potentiostatisch bedingter positiv-

globaler Kopplung f�uhrt bei kleinem Abstand der GE zu einer Vereinfachung der

Gesamt-Kopplungsfunktion; da die Potential-Kopplung im Limes 
 ! 0 in eine

lokale Kopplung �ubergeht (s. o.), liegt in diesem Grenzfall und B > 0 die in Kap. 2.1

behandelte global/lokale Kopplung vor


 ! 0 : imig(x; t) =
E0 � u

%ele + %g
+ DL

@2u

@x2
+ Dg (<u> �u)

DL =
�w

3
; Dg = �

h2B

1 + hB
;

und bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung ergibt sich mit B !1

imig(x; t) = im +
�w

3

@2u

@x2
+ �h (<u> �u) ; �
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Folglich existiert auch eine elektrochemische Realisierung der global/lokalen Kopp-

lung, bei der im Limes w ! 0 eine verschwindend kleine di�usive Kopplung

DL = � w=3 ! 0 und eine divergierende globale Kopplung Dg = �=w ! 1 vor-

liegt (s. Abb. 3.20, re) und bei der somit alle f�ur DL ! 0 dargestellten analytischen

Resultate zur Frontbeschleunigung (s. Kap. 2.1) auch quantitativ richtig werden.

Allerdings ist anzumerken, da� die Modellierung zweier paralleler Dr�ahte im drei-

dimensionalen Elektrolyten durch die 2D-Geometrie einen deutlichen N�aherungs-

charakter besitzt, da beispielsweise der Durchmesser des Drahtes eine �ahnliche Rolle

spielt wie die Breite der Ring-Elektrode (1 � A) und somit in quantitativer Form

sowohl die lokale Dynamik wie auch die generelle H�ohe der KF bestimmt. Dem-

nach sollte die 2D-Geometrie die Potentialverteilungen in diesem Experiment zwar

qualitativ richtig, sicher aber nicht quantitativ exakt beschreiben. Werden indes

Experimente mit zwei parallelen Elektroden-Ebenen im Abstand w durchgef�uhrt,

ist in diesem Fall n�aherungsfrei im Limes w ! 0 die r�aumliche Kopplung f�ur die

dann zweidimensionale Doppelschichtau
adung u(x; y; t) durch obige global/lokale

Kopplung gegeben.

R�aumliche Musterbildung

Beschr�ankt man sich in dieser Darstellung auf die prim�are Musterbildung bei

mittleren �-Werten und �xiert � bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung auf den

in [154] angegebenden Wert von � = 50, beobachtet man erwartungsgem�a� das

Auftreten von inhomogenen raumzeitlichen Oszillationen (s. Abb. 3.22, a-e) in

den BF-instabilen Parametergebieten (s. Abb. 3.19, re). Falls hier die Bedingung

d(� ; 
) < dcrit(im) erf�ullt ist, liegt die D�ampfungsdi�erenz d zwischen erster und

homogener Mode (Glg. 3.12) links von der Nullstelle dcrit (s. Abb.3.19, re), und

die Amplitude der ersten Mode �1(t) cos[� x] wird folglich verst�arkt. Asymptotisch

bildet sich eine feste Phasen- und Amplituden-Beziehung zwischen den beiden

Moden heraus, bei der die homogene Oszillationsdynamik von der kleinamplitudigen

Dynamik der ersten Mode �uberlagert wird. Da die so auftretenden modulierten

Oszillationen grob mit den experimentell beobachteten Strukturen ([152], [153])

�ubereinstimmen, stellt die BF-Instabilit�at des HNDR-Oszillators eine recht plausi-

ble Erkl�arung der experimentiellen Befunde dar.

Bei den von der gleichen Arbeitsgruppe angestellten numerischen Untersuchungen

[154] traten ebenfalls �ahnliche modulierte Oszillationen auf. Allerdings wurde

anscheinend bei der numerischen Implementierung die Zeitdynamik der inho-

mogenen Moden nicht ber�ucksichtigt; diese wurden also de facto adiabatisch

behandelt. F�ur das generelle Auftreten der Modulation ist die Vernachl�assigung

dieser Freiheitsgrade aber ohne Belang; die homogene Oszillation bleibt weiterhin

instabil, und die erste Mode nimmt nun instantan einen durch die homogene Mode
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bestimmten Wert ein. Allerdings unterscheiden sich Phasenbeziehung, Amplitude

und insbesondere naturgem�a� die transiente Dynamik der inhomogenen Moden

von der raumzeitlichen Dynamik bei korrekter Implementierung; man stelle sich

eine mechanische erzwungene Schwingung vor, bei der die Masse und damit die

zweite Zeitableitung vernachl�assigt wird. Somit d�urften die in [154] ver�o�entlichten

modulierten Oszillationen ebenfalls durch die BF-Instabilit�at des Oszillators

entstanden sein und �ahneln trotz fehlerhafter numerischer Behandlung grob den

experimentellen Beobachtungen.

Die Erkl�arung der Strukturen (durch den galvanostatischen Kontrollmodus) ist

indes inkorrekt; im Gegenteil spielt die genaue Form der durchgehend positiven

Kopplungsfunktion beim Auftreten dieser oszillatorischen Instabilit�at keine we-

sentliche Rolle, solange die Instabilit�atsbedingung d < dcrit erf�ullt ist. Folglich

beobachtet man auch bei rein di�usiver Kopplung modulierte Oszillationen, wenn

in diesem Fall die Bedingung d = �2 ~DL=L
2 < dcrit bei gro�en Systeml�angen oder

kleiner Di�usionskonstante erf�ullt ist. Auch zeigten sich bei einem durchgef�uhrten

Vergleich der Musterbildung bei lokaler Kopplung und bei galvanostatischer KF

keine gravierenden Unterschiede; d. h. bis auf die elektrochemisch bestimmte lokale

Dynamik sind die wesentlichen Aspekte der oszillatorischen Musterbildung mit der

bei RD-Modellen mit BF-instabilem Oszillator (z. B. [66]) zu vergleichen.

Bei den modulierten Oszillationen lassen sich in Theorie und Experiment ei-

nige interessante Aspekte beobachten. W�ahrend im Bereich der HB die homogene

Mode und die erste Mode mit kleiner Amplitude sinoidal oszillieren (s. Abb. 3.22,

a, b und Abb. 3.21, li), bemerkt man in N�ahe der sl-Bifurkation den Ein
u� des

Sattelpunktes. Bewegt sich die homogene Mode in der passiven Phase auf den

Sattelpunkt zu, werden die r�aumlichen Abweichungen deutlich verst�arkt, so da�

die Amplitude der ersten Mode bei Beginn der Aktivierung hier maximal wird

(s. Abb. 3.21). Dadurch tritt die Aktivierung an einem der beiden Elektrodenr�ander

zuerst auf, w�ahrend der zweite Rand maximal versp�atet aktiviert. Das Muster ist

folglich mit dem 'Target Pattern' bei naher RE zu vergleichen, bei dem ebenfalls

die r�aumliche Inhomogenit�at w�ahrend der Aktivierung maximal wird; raumzeitlich

wirkt es so, als ob Aktiv-Pulse von einem Rand periodisch emittiert werden (Abb.

3.22, c). Wie auch bei den TP durch
ie�t die zuerst aktivierende Elektrodenh�alfte

im Zeitmittel eine h�ohere Stromdichte (das wurde auch im Experiment beobachtet);

diese Symmetriebrechung verschwindet in N�ahe der HB.

Wird bei �xierter Kopplung die Stromdichte im weiter erh�oht und somit der GZ

noch n�aher an die sl-Bifurkation gebracht, vergr�o�ert sich aus linearer Sicht sowohl

die generelle H�ohe der Floquet-Kurve �F (d) wie auch die Lage ihrer Nullstelle dcrit.

Die Amplitude der ersten Mode nimmt zu (diese korreliert grob mit der linearen

Verst�arkungsrate �F (d)); gleichzeitig k�onnen auch h�ohere Moden instabil werden.
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Abb. 3.21: Zeitliche Entwickung der homogenen (dick) und ersten Mode (gestrichelt) bei

einer n = 1-Modulation (links). Im oberen Fall a) ist die harmonische Dynamik in N�ahe

der HB dargestellt (im = 0:38; � = 0:002, x-t-Darstellung s. Abb. 3.22, a); im Fall b) in

N�ahe der sl-Bifurkation (im = 1:25; � = 0:01; islm = 1:257) erkennt man w�ahrend der Akti-

vierungsphase eine drastische Erh�ohung der Inhomogenit�at (x-t-Darstellung s. Abb. 3.22,

c). In beiden F�allen wurde aus optischen Gr�unden der Langzeitmittel << u(x; t) >x>t

von der homogenen Mode abgezogen und im Fall a) ein y-o�set von +8 verwendet.

In der rechten Abb. ist die zeitliche Entwicklung der DL-Au
adung im Fall b) w�ahrend

der Aktivierung dargestellt, das entsprechende Zeitintervall �t ist in der linken Abb. mar-

kiert. Sonstige Parameter: � = 50; 
 = 1.

Eine �ahnliche Abfolge erh�alt man bei �xierter lokaler Dynamik und Verkleinerung

von � und damit d; Abb. 3.22, d stellt eine modulierte Oszillation mit n = 2 dar.

Hier aktiviert zuerst das Zentrum, w�ahrend beide R�ander erst phasenversetzt

aktivieren; eine derartige n=2-Struktur konnte ebenfalls im Experiment beobachtet

werden. Bei einer weiteren Verringerung der Leitf�ahigkeit be�nden sich noch h�ohere

Moden im instabilen Bereich der Floquet-Kurve, und die r�aumlichen Oszillationen

werden komplexer; diese Abfolge h�angt deutlicher von der Form der r�aumlichen

Kopplung ab, da sich die Abst�ande der D�ampfungsdi�erenzen der h�oheren Moden

unterscheiden. Letztlich liegen asymptotisch bei sehr kleinen Werten von � turbu-

lente Oszillationen vor (s. Abb. 3.22, e).

Abb. 3.22: x-t-Darstellung der Musterbildung beim HNDR-Oszillator (
 = 1; � = 50):

a): modulierte Oszillation (n = 1) in HB-N�ahe bei im = 0:38; � = 0:002

b): imig(x; t)-Darstellung der Musterbildung von a); im hellen Bereichen ist imig maximal

c): modulierte Oszillation (n = 1) in sl-Bifurkations-N�ahe bei im = 1:25; � = 0:01

d): modulierte Oszillation (n = 2) bei im = 1:25; � = 0:005

e): turbulente Oszillation bei im = 1:25; � = 0:0002

f): nichtlokale Puls-Instabilit�at bei � = 30; im = 1:32; � = 0:0023.
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Des weiteren trat bei den Experimenten im Bereich der sl-Bifurkation ein interessan-

ter �Ubergang vom oszillatorischen zum passiven Zustand auf; hier wurde w�ahrend

einer Messung der Migrationstrom stetig �uber die sl-Bifurkation verschoben und der

Oszillationsbereich somit verlassen. W�ahrend des �Uberganges wurde eine deutliche

und ungew�ohnliche Verst�arkung der ersten Mode beobachtet ([153], s. auch [163]);

der E�ekt d�urfte auf die starke Erh�ohung des Floquet-Exponenten bei Ann�aherung

an die sl-Bifurkation zur�uckzuf�uhren sein: die erste Mode wird entweder bei der letz-

ten Aktivierungsphase vor �Uberschreitung der sl-Bifurkation durch die sehr kleine

Entfernung zum Sattelpunkt drastisch verst�arkt, oder es kommt (je nach Phasen-

lage) w�ahrend der Aktivierungsphase zur �Uberschreitung der sl-Bifurkation; dann

hat die zuerst aktivierende Elektrodenh�alfte bereits den Sattelpunkt-Bereich verlas-

sen und bewegt sich nochmals durch den aktiven Bereich, w�ahrend die nachfolgende

Elektrodenh�alfte schon auf den passiven Fixpunkt relaxiert. Auch dieser E�ekt l�a�t

sich also ohne negativ-globale Kopplung erkl�aren und k�onnte gleichfalls bei RD-

Systemen auftreten.

Potentiostatische Versuchsf�uhrung und nichtlokale Puls-Instabilit�at

Experimente wurden auch bei potentiostatischer Versuchsf�uhrung mit gro�em

externen Widerstand durchgef�uhrt; im Gegensatz zur galvanostatischen Musterbil-

dung wurde von Pulsen berichtet, die periodisch von einem Rand der Elektrode mit

einer Geschwindigkeit von cp = 4:5 m/s emittiert wurden [153]. Der Unterschied

ist leicht �uberraschend, da in Kap. 2.3.1 er�ortert wurde, da� sowohl die lokale

Dynamik bei potentiostatischer VF (mit E0 = im %tot) wie auch die KF stetig im

Limes %g!1 und damit %tot !1 in den galvanostatischen Fall �ubergehen; folglich

verh�alt sich auch die Musterbildung stetig.

Der scheinbare Unterschied zwischen galvanostatischer und potentiostatischer

Musterbildung entsteht beim Experiment durch die Beobachtung der 'falschen'

Gr�o�e. Wie bereits bei der Frage des Vorzeichens der globalen R�uckkopplung

wurde o�ensichtlich die Migrationsstromdichte imig(x; t) als Variable (und nicht

als nachfolgende Gr�o�e) angesehen und deren raumzeitliche Dynamik dargestellt.

Da die modulierten Oszillationen prim�ar aus homogener und erster Mode zu-

sammengesetzt sind, beobachtet man im galvanostatischen Kontrollmodus bei

Betrachtung von imig(x; t) naturgem�a� nur die Dynamik der ersten Mode (d. h.

die reine r�aumliche Modulation), da der Mittelwert von imig(x; t) und somit die

homogene Mode �xiert ist (<imig(x; t)>= im). Folglich erscheinen die modulierten

Oszillationen als stehende Wellen (s. Abb. 3.22, b). Erst bei potentiostatischer

Versuchsf�uhrung erkennt man die �Uberlagerung mit der homogenen Mode, da

nun ebenfalls im oszilliert. Anders ausgedr�uckt, liegt in beiden F�allen in der Dop-

pelschichtau
adung u(x; t) (welche die urs�achliche Variable darstellt) das gleiche
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raumzeitliche Muster in Form einer modulierten Oszillation vor. Die beobachteten

Puls-Strukturen k�onnen auch als Phasen-Pulse bezeichnet werden und entstehen

durch die r�aumlich verteilte Phasendi�erenz der lokalen Oszillatoren. Auch die hohe

'Puls'-Geschwindigkeit kann dadurch verstanden werden. Bei einer Erh�ohung der

D�ampfungsdi�erenz oder einer Verkleinerung von dcrit nimmt die Phasendi�erenz

ab (der 'Puls' wird schneller), und bei homogenen Oszillationen verschwindet die

Phasendi�erenz ('unendliche' Pulsgeschwindigkeit). Das raumzeitliche Verhalten ist

somit mit den Phasen-Pulsen auf dem Ring bei naher RE zu vergleichen; auch bei

diesen Strukturen divergiert die Geschwindigkeit, wenn der f�ur die Phasendi�erenz

verantwortliche Instabilit�atsmechanismus (hier B < Bc) verschwindet.

Abb. 3.23, li dokumentiert die Stetigkeit der lokalen Dynamik im �Ubergang

zur potentiostatischen VF. Das externe Potential der lokalen Dynamik wurde mit

imig =
E0 � u

%tot
; E0 := im %tot ; %tot = %g + %ele

�xiert und die lineare Stabilit�at des Grenzzyklus als Funktion des Widerstandes %tot

untersucht; bei 1=%tot = 0 liegt der galvanostatische Grenzfall vor. Der Oszillator

bleibt auch bei gro�em Widerstand instabil, die positive Nullstelle der Floquet-

Kurve dcrit verringert sich aber bei kleineren Werten von %tot. Unterhalb eines kri-

tischen Widerstandes ist der GZ bis zur Begrenzung des Oszillationsbereichs durch

die Hopf-Bifurkation bei kleinemWiderstand (s. auch Abb. 1.6, re) wie fast �uberall

im NDR-Fall BF-stabil.

W�ahrend dcrit ausschlie�lich vom Gesamt-Widerstand %tot bestimmt wird, h�angt die

D�ampfungsdi�erenz von der r�aumlichen Kopplung und somit auch von der Zusam-

mensetzung des Gesamt-Widerstandes %tot ab. Wird ein hoher Gesamt-Widerstand

durch die Verwendung eines externen Widerstandes %g erreicht, f�uhrt die Verrin-

gerung von %g bei konstantem Elektrolyt-Widerstand %ele zu einer Verkleinerung

der D�ampfungsdi�erenz d (s. Kap. 2.3.1 bzw. Glg. 3.11). In Abb. 3.23, li sind f�ur

die 2D-No-Flux-Geometrie zwei derartige F�alle eingezeichnet; bei einem gr�o�erem

Elektrolyt-Widerstand (1=%ele = 0:04) liegt sowohl im galvanostatischen Fall wie

auch im potentiostatischen Fall die D�ampfungsdi�erenz unterhalb von dcrit(%tot).

Durch die gleichzeitige Abnahme von dcrit und d treten somit in beiden F�allen raum-

zeitlichmodulierte Oszillationen auf. Im zweiten Fall liegen bei kleineremElektrolyt-

Widerstand aufgrund der h�oheren Kopplungsst�arke � � 1=%ele = 0:07 bei galvano-

statischer Versuchsf�uhrung homogene Oszillationen vor, und erst bei kleinerem %g

tritt bei d < dcrit inhomogene Musterbildung auf.

F�ur den quantitativen Verlauf von d = d(%ele; %g) spielt naturgem�a� auch die

Geometrie des Elektrolyten (
 bzw. beim 3D-Ring �; L und A) eine wesentli-

che Rolle, so da� das Auftreten von inhomogener oszillatorischer Musterbildung
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Abb. 3.23: BF-Instabilit�at bei potentiostatischer VF (links); bei im = 1:24; � = 50 und

E0 = im %tot wurde die Nullstelle der Floquet-Kurve dcrit numerisch berechnet, der GZ

ist im Bereich 1=%tot 2 [0; 0:082] BF-instabil und bei kleinerem Widerstand bis zur HB

BF-stabil. Ebenfalls eingezeichnet ist die D�ampfungsdi�erenz d bei Variation des ex-

ternen Widerstandes im Intervall %g 2 [0;1] f�ur zwei konstante Werte des Elektrolyt-

Widerstandes (2D-No-Flux-Geometrie mit 
 = 0:1 und � = 0:004=0:007). Die rech-

te Abb. stellt zu drei Zeitpunkten die r�aumliche DL-Au
adung bei einem Aktiv-Puls

w�ahrend einer Neuanregung am Ende der Refrakt�arphase dar (o�set +13 bzw. +26;

im = 1:32; � = 0:0023; �= 30; 
 = 1, s. auch Abb. 3.22, f).

bei d(�; �;A) < dcrit(E0; %tot) von verschiedenen Faktoren in auch komplexer Weise

abh�angt. Wird beispielsweise beim 3D-Ring ausschlie�lich die Position der RE �

ver�andert, k�onnten beim HNDR-Oszillator zwei unterschiedliche Musterbildungs-

gebiete auftreten. Bei kleinem Abstand ist der Gesamt-Widerstand klein (d. h.

in N�ahe der HB von Abb. 3.23, li); gleichzeitig entstehen durch die negativ-

globale Kopplung bei BF-stabiler Dynamik zwingenderweise inhomogene Struktu-

ren (s. Kap. 3.1.4). Bei gro�em Abstand und somit gro�em Widerstand treten bei

BF-instabiler lokaler Dynamik und positiv-globaler Kopplung ebenfalls modulierte

Oszillationen auf, die bei intermedi�arem Abstand � verschwinden.

Auch bei asymptotisch-potentiostatischer Versuchsf�uhrung (� = 1; %g = 0) kann

es zu inhomogenen Oszillationen kommen, wenn die Leitf�ahigkeit hinreichend klein

oder die Elektrode hinreichend gro� gew�ahlt wird. In beiden F�allen liegt die Kopp-

lungsst�arke � = �=L und damit die D�ampfungsdi�erenz d bei kleinen Werten; auf-

grund der potentiostatischen Verkn�upfung bedingt dies gleichzeitig einen gro�en

(Elektrolyt)-Widerstand, bei dem die lokale Dynamik BF-instabil sein k�onnte. Auch

bei anderen Parametern (E0 = im %; �) zeigte sich in Untersuchungen eine Verklei-

nerung der BF-instabilen Parametergebiete bei Verringerung des Widerstandes; da

aber auch beim NDR-Oszillator ein (wenn auch sehr kleiner) BF-instabiler Bereich

bei kleinem Widerstand gefunden wurde, kann keine grunds�atzlich geltende Bezie-

hung zwischen Instabilit�at und Widerstand abgeleitet werden.
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Interessanterweise wurden k�urzlich auch von J. L. Hudson et al. [171] inhomogene

Oszillationen bei der Eisenau
�osung auf einer ringartigen AE bei weit entfernter RE

beobachtet. Im Bereich der schnellen Oszillationen bei kleinem externen Potential

(d. h. eher in N�ahe der unteren HB der Abb. 3.18, li) wurde eine �Uberlagerung

der Dynamik der homogenen Mode durch die erste Mode festgestellt; bei einer

r�aumlichen Fourier-Zerlegung erhielt man f�ur beide Moden ein zu Abb. 3.21, li

sehr �ahnliches Zeitverhalten. Bei leichter Variation der Parameter konnten auch

h�ohermodige Modulationen und turbulente Oszillationen beobachtet werden. Als

m�ogliche Erkl�arung wurde in [171] die nichtlokale Kopplung erw�ahnt; mir scheint

auch hier ein BF-instabiler Grenzzyklus vorzuliegen, bei dem es bei hinreichend

schwacher positiver Kopplung unabh�angig von der Nichtlokalit�at der KF zur

Ausbildung von modulierten Oszillationen kommt.

Da dem Autor dieser Zeilen keine weiteren Experimente auch im Bereich der

Ober
�achenreaktionen bei di�usiver Kopplung bekannt sind, bei denen eindeutig

ein r�aumlich instabiler Grenzzyklus vorliegt, sind sowohl die Experimente zur

Nickelau
�osung wie auch wahrscheinlich die zur Eisenau
�osung meiner Ansicht

nach die bisher einzigen experimentellen Beispiele zur klassischen BF-Instabilit�at in

der Chemie; dies mag fast kurios erscheinen, da diese Instabilit�at eben nicht durch

die Besonderheiten von elektrochemischen Systemen (3-Elektroden-Geometrie bzw.

Kontrollmodus und nichtlokale KF) entsteht, sondern nur durch die (nat�urlich auch

elektrochemisch bedingte) lokale Dynamik.

W�ahrend die Nichtlokalit�at der KF bei obig diskutierter Musterbildung im

Oszillationsgebiet keine wesentliche Rolle spielt, f�uhrt die langreichweitige Potenti-

alkopplung zusammen mit der sl-Bifurkation bei anregbarer Dynamik zu einem echt

nichtlokalen E�ekt. Wie in Abb. 3.18, li dargestellt, ist bei galvanostatischer VF bei

kleinem � und hohen Stromwerten jenseits der sl-Bifurkation der passive Fixpunkt

anregbar. Bei kleiner Di�usions-Kopplung existieren folglich Aktiv-Pulse, bei denen

die Breite der Refrakt�arphase bei gr�o�erem � abnimmt (s. Kap. 3.1.2).

Nun wird bei positiv-nichtlokaler Kopplung der aktiv-angeregte Bereich des Pulses

leicht ins Passive verschoben, w�ahrend der passive Zustand bei etwas aktiven

Werten liegt; dies betri�t insbesondere auch die Refrakt�arphase, bei der die

DL-Au
adung sich unterhalb der oberen u-Isokline auf den passiven Fixpunkt

zu bewegt. Kommt die lokale Trajektorie zum Ende des Anregungszyklus bei zu

aktiver DL-Au
adung in den Ein
u�bereich des Sattelpunktes (und liegt unterhalb

der stabilen Mannigfaltigkeit), erfolgt eine erneute Anregung im Raumbereich

hinter dem ersten Puls (s. Abb. 3.23, re), bei der sich zwei weitere Pulse in beide

Raumrichtungen ausbilden. Asymptotisch kann es so durch fortgesetzte nichtlokale

Puls-Anregung zu anhaltender Puls-Turbulenz kommen (s. Abb. 3.22, f). Diese

Puls-Instabilit�at wird durch den Abfall in der Potential-KF deutlich verst�arkt,
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da eine global/lokale Kopplung den aktiveren Mittelwert auf das gesamte System

verteilt und somit der sensible Bereich am Ende der Refrakt�arphase nur bei sehr

kleiner Systeml�ange gen�ugend aktiviert wird. Im Gegensatz dazu wird bei einer

abfallenden KF insbesondere der passive Raumbereich um den Puls leicht aktiviert;

deshalb tritt die erneute Anregung bei der Potential-KF einfacher auf (�ahnlich wie

beim negativen Fernz�unden in Kap. 2.4.2).

Die einzigen Experimenten zu elektrochemischen Pulsen in den letzten Jahrzehnten

wurden von R. Otterstedt bei der Kobaltau
�osung ([175], [176]) durchgef�uhrt. Hier

wurde eine Puls-Instabilit�at beobachtet, die m�oglicherweise durch die nichtlokale

Potential-Kopplung zu verstehen ist. Angesichts der eher unklaren lokalen Dynamik

ist diese Vermutung aber recht spekulativ, und die experimentell auftretende

Instabilit�at k�onnte auch durch andere Mechanismen entstehen; auch in den �alteren

Untersuchungen ([142]-[145]) wurde von einem derartigen Fernz�unden von Pulsen

nicht berichtet. Ein �ahnlicher E�ekt wurde bereits von M. B�ar bei theoretischen

Untersuchungen zur CO-Oxidation in einem RD-Modell bei anregbarer Dynamik

([63]-[65]) gefunden; hier verschwindet bei sehr gro�em � der Refrakt�arbereich des

Pulses, so da� die Ausbildung eines zweiten Pulses in die andere Raumrichtung

nicht verhindert wird ('Back�ring'). Dieser �-abh�angige E�ekt tritt aber nur in

einem kleinem Parametergebiet vor der sl-Bifurkation auf (auch bei durchgef�uhr-

ten Untersuchungen beim HNDR-Oszillator mit Di�usions-Kopplung), w�ahrend

die nichtlokale Puls-Instabilit�at durch die r�aumliche Kopplung entsteht und

auch bei langsamerer zweiter Variable insbesondere in N�ahe der sl-Bifurkation

zu beobachten ist. Somit liegt hier eine zweite Form der Modi�kation von Pulsen

bei nichtlokaler Kopplung vor; w�ahrend prim�ar der anregbare Fixpunkt vor der

Vorderfront des Pulses vom angeregtem Bereich ver�andert wird (s. Kap. 3.1.2),

entsteht diese Instabilit�at durch ein nichtlokales Einwirken auf den Raumbereich

hinter dem Puls.

In diesem Zusammenhang l�a�t sich noch eine dritte nichtlokale Wechselwirkung

bei anregbarer Dynamik erw�ahnen; liegt wie beim FHN-Modell (s. Abb. 3.4)

die Refrakt�arphase bei deutlich niedrigerem Wert als der Ruhezustand (oder ist

beim elektrochemischen Aktiv-Puls die Refrakt�arphase deutlich passiver als der

passive Ruhezustand), so beobachtet man bei kleiner Systeml�ange oder langsamer

Zeitkonstante einen invertierten Fernz�undungs-E�ekt: nach einer Front-Induzierung

kompensiert die Refrakt�arphase nach deren Entstehung die aktive Verschiebung

des Mittelwertes. Folglich sinkt die Geschwindigkeit der Vorderfront, w�ahrend die

der R�uckfront zunimmt; letztlich bleibt die Vorderfront stehen und der Puls ver-

schwindet. Diese transient-ged�ampften Pulse entstehen somit durch die nichtlokale

Einwirkung der Refrakt�arphase auf die Raumbereiche vor der Vorderfront des

Pulses und �ahneln den 'Regentropfen'-Mustern bei der CO-Oxidation auf Pt(110)

bei h�oheren Dr�ucken [67].
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