
Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einf�uhrung in die nichtlineare Dynamik

Die Entwicklung der nichtlinearen Dynamik ([1]-[3]) in diesem Jahrhundert

f�uhrte zu wesentlichen und paradigmatischen Ver�anderungen in den naturwissen-

schaftlichen Disziplinen ([4]-[7]). Am deutlichsten manifestieren sich nichtlineare

Zusammenh�ange in der Natur zum einen in chaotischem Zeitverhalten und zum

anderen in der raumzeitlichen Muster- oder Strukturbildung, deren Auftreten in

der Elektrochemie in dieser Abhandlung er�ortert wird.

Als ein wesentlicher Unterschied zu den linearen Systemen (wie z. B. dem

harmonischen Oszillator) kann das in nichtlinearen Systemen m�ogliche Auftreten

von instabilen station�aren Zust�anden angef�uhrt werden, die den Phasenraum sepa-

rieren und in deren N�ahe Fluktuationen massiv verst�arkt werden. Dies verdeutlicht

sich bereits beim Stab-Pendel in der klassischen Mechanik; stellt man es auf den

Kopf, so entscheidet in dieser instabilen Lage eine beliebig kleine Ortsverschiebung,

zu welcher Seite das Pendel f�allt. Wird die Systemdynamik durch die Ankopplung

eines weiteren Freiheitsgrades wiederholt in den Instabilit�atsbereich getrieben (wie

z. B. beim Doppelpendel [8]), tritt deterministisches Chaos ([10], [11]) auf, da leichte

Abweichungen zwischen zwei Trajektorien im Verlaufe der Zeit drastisch zunehmen.

Diese sensible Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen (popul�arwissenschaftlich

als 'Schmetterlings-E�ekt' bekannt) wurde von H. Poincar�e [9] bereits 1892 bei einer

verwandten Fragestellung (dem 3-K�orper-Problem der Himmelsmechanik) entdeckt

und �au�ert sich beispielsweise auch in der Komplexit�at von Mandelbrot-Mengen

('Apfelm�annchen') in der fraktalen Geometrie [15].

W�ahrend die paradigmatische Bedeutung der Chaostheorie durch die Existenz

von komplexem Verhalten selbst bei scheinbar h�ochst einfachen Modellen wie dem

Doppelpendel oder der logistischen Abbildung [16] entsteht, besch�aftigt sich das
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Gebiet der Musterbildung ([17]-[19]) mit dissipativen Nichtgleichgewichtssystemen,

bei denen es trotz unendlich vieler Freiheitsgrade zur spontanen Ausbildung von

koh�arenten raumzeitlichen Strukturen auf makroskopischer Ebene kommt.

Wird durch Energie- oder Materialzufuhr ein hinreichender Abstand zum ther-

modynamischen Gleichgewicht aufrechterhalten, kann der station�ar-homogene

Zustand durch nichtlineare, autokatalytische Prozesse destabilisiert und durch eine

selbstorganisierte 'dissipative' Struktur ([12], [13]) ersetzt werden. Aufgrund der

Dissipation wirkt sich die Instabilit�at zun�achst aber nur auf wenige makroskopische

Dynamik-Moden aus, so da� die entstehenden raumzeitlichen Strukturen in

Instabilit�atsn�ahe mit wenigen Variablen zu beschreiben sind. Diese �Ahnlichkeit

zu den Ordungsparametern bei Gleichgewichts-Phasen�uberg�angen wurde von H.

Haken ('Synergetik', [14]) insbesondere am Beispiel der Selbstorganisation des

Lasers diskutiert, dessen koh�arentes Licht durch die selbstverst�arkende Wirkung

der erzwungenen Emission bei hinreichender Pumprate entsteht. Auch in der

Biologie treten instabile Schwellenzust�ande und selbstverst�arkende Prozesse auf.

Das wichtigste Beispiel dieses 'Alles-oder-Nichts'-Prinzips �ndet man in der Elek-

trophysiologie: eine �uberkritische Depolarisation der Axon-Membran verursacht

durch die �O�nung der Ionenkan�ale einen weiteren Abfall der Potentialdi�erenz

[110]; diese Anregung setzt sich im Medium fort und erm�oglicht dadurch im Axon

und im Herzmuskel eine r�aumliche Signalfortp
anzung [111].

Ein besonders reichhaltiges Spektrum an nichtlinearen E�ekten tritt in der

Chemie auf, da aufgrund der nichtlinearen Reaktionskinetik insbesondere bei

autokatalytischen Teilreaktionen dynamische Instabilit�aten entstehen k�onnen ([20],

[21]). Wird gleichzeitig durch Zufuhr frischer Edukte der Nichtgleichgewichtszustand

gewahrt, kann es zu anhaltendem bistabil-station�aren, anregbaren, chaotischen oder

oszillatorischen Zeitverhalten kommen, wobei letzteres bereits Mitte des letzten

Jahrhunderts bei elektrochemischen Reaktionen beobachtet wurde ([121], [140]).

Ein bekannteres Beispiel stellt die BZ-Reaktion dar, deren oszillatorischer Charakter

von B. Belousov [23] im Jahre 1951 entdeckte wurde, dieses aber in der stark

von der Gleichgewichtsthermodynamik beherrschten wissenschaftlichen Welt kaum

zur Kenntnis genommen wurde [24]. Erst sp�atere, best�atigende Experimente von

A. Zhabotinsky [25] und A. T. Winfree [26] f�uhrten zusammen mit der Erweiterung

der Thermodynamik auf Nichtgleichgewichtszust�ande durch I. Prigogine [22] zu

einem wachsenden Interesse an oszillierenden chemischen Reaktionen. Oszillationen

wurden in der Folgezeit auch bei heterogenen Reaktionen auf katalytischen Ober-


�achen gefunden ([27]-[29]); neben nichtisothermen Oszillationen bei hohem Druck

[30] wurde im UHV insbesondere bei der CO-Oxidation auf Einkristall-Ober
�achen

oszillierendes Zeitverhalten in der globalen Umsatzrate beobachtet [31] und

anschlie�end systematisch untersucht ([32]-[34]) .
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Zur theoretischen Beschreibung der Dynamik der Konzentrationen ui(t) lassen sich

aus der Massenwirkungskinetik gekoppelte, gew�ohnliche Di�erentialgleichungen

dui
dt

= fi(~u; p) ; ~u(t) = (u1(t); u2(t); : : : ; un(t)) 2 IR n+; (1.1)

ableiten, bei denen die 'lokale Dynamik' ~f (~u ) als bistabil (n � 1), oszillatorisch

oder anregbar (n � 2) oder chaotisch (n � 3) klassi�ziert werden kann. Eine

derartig einfache Beschreibung ist allerdings nur bei r�aumlich homogener Verteilung

m�oglich, welche bei obigen Reaktionen selten vorliegt. So beobachtete bereits

J. P. Joule im Jahre 1844 w�ahrend der Au
�osung einer Kupfer-Scheibenelektrode

begleitende r�aumlich-inhomogene Strukuren [140]; auch die Untersuchungen von

H. Heathcote (1901, [142]), R. Lillie (1918, [143]) und K. Bonhoe�er (1941,

[144]) konzentrierten sich auf Pulsstrukturen bei der Metallau
�osung aufgrund

der �Ahnlichkeit zu elektrophysiologischen Pulsen. Auch bei der BZ-Reaktion

tritt raumzeitliche Musterbildung in Form von Zielscheiben-Mustern [25] und

Spiralen [26] auf, falls die Ausbildung von r�aumlichen Inhomogenit�aten nicht durch

R�uhrung in der L�osung verhindert wird. �Ahnliche Strukuren konnten ebenfalls

bei den oszillierenden Ober
�achenreaktionen im UHV festgestellt werden; durch

die Entwicklung des Photoemissions-Elektronenmikroskops (PEEM) gelang es, die

adsorbatabh�angige Austrittsenergie abzubilden und dadurch Fronten und Spiralen

in der Adsorbatbedeckung auf der Katalysatorober
�ache zu beobachten ([35]-[37]).

Theoretisch kann diese raumzeitliche Musterbildung durch die �Uberlagerung

von lokaler Dynamik (Glg. 1.1) und r�aumlichen Transportprozessen verstanden

werden, die als r�aumliche Kopplungen bei inhomogenen Verteilungen u = u(x; t) im

Medium auftreten. Sowohl in der BZ-Reaktion wie auch bei den Ober
�achenreaktio-

nen entsteht die r�aumliche Kopplung zwischen benachbarten Raumbereichen durch

Di�usion, da nach dem Fickschen Gesetz ein endlicher Konzentrations-Gradient

einen ausgleichenden Teilchenstrom ~ju verursacht. Aus der Kontinuit�atsgleichung

@u

@t
+ ~r~ju = f(u) und ~ju = �Du

~ru

ergeben sich aus der Summe von lokaler Dynamik und Material
u� die sogenannten

Reaktions-Di�usions-Gleichungen (RD-Glgn.)

@u

@t
= f(u) +Du �u bzw.

@u

@t
= f(u) +Du

@2u

@x2
in 1D ; (1.2)

deren mathematische Eigenschaften seit Anfang des Jahrhunderts ([38]-[40]) er-

forscht werden. Mit diesen partiellen Di�erentialgleichungen lassen sich nicht nur

chemische Konzentrationen ([41]-[43]), sondern auch Ladungstr�agerverteilungen in

der Halbleiterphysik ([98], [99], [100]) sowie inhomogene Strukturen bei der Morpho-
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genese ([45], [46]) und bei der Fellmuster-Entstehung ([47], [48]) beschreiben.

Auch physikalisch andere Transportmechanismen k�onnen auf Glg. 1.2 f�uhren;

so werden in der Elektrophysiologie RD-Modelle ([111], [117]) verwendet, wie

in Kap. 1.3.2 n�aher ausgef�uhrt wird. RD-Modelle ergeben sich ebenfalls bei ther-

mischen Modellen, da aufgrund der W�armeleitung jQ � �rT zusammen mit

der reaktionsbedingten lokalen Dynamik f(T ) eine RD-Glg. f�ur die Temperatur-

Verteilung T (x; t) vorliegt [96].

Eine wesentliche Eigenschaft der RD-Modelle besteht in der Lokalit�at der r�aum-

lichen Kopplung, da die kopplungsbedingenden Material- oder Energie-Str�ome nur

zwischen benachbarten Raumbereichen erfolgen und demnach keine Wechselwirkung

zwischen weit entfernten Bereichen des Mediums auftritt. Um auch langreichweitige

Wechselwirkungen zu untersuchen, wurde von J. D. Murray [47] f�ur die neuronale

Musterbildung ein ph�anomenologisches und verallgemeinertesModell vorgeschlagen,

bei dem die nichtlokale Kopplung durch eine Kopplungsfunktion H(jx � x0j) in in-

tegraler Weise beschrieben wird

@u

@t
= f(u) +

LZ
0

H(jx� x0j)
�
u(x0; t)� u(x; t)

�
dx0 : (1.3)

Bei dieser Integro-Di�erentialgleichung lassen sich neben dem generellen, nichtloka-

len Fall (s. Abb. 1.1, a) die zwei Extremf�alle von r�aumlicherKopplung auch graphisch

leicht veranschaulichen; der di�usiv-lokale Fall ergibt sich bei einer Kopplungsfunk-

tion, die bis auf beliebig kleine Wechselwirkungs-Abst�ande jx� x0j ! 0 verschwin-

det (s. Abb. 1.1, b). Der entgegengesetzte Fall einer globalen Kopplung tritt auf,

wenn die Kopplungsfunktion nicht vom Abstand der wechselwirkenden Raumberei-

che abh�angt und somit konstant ist (H = const:, s. Abb. 1.1, c).
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Abb. 1.1: Kopplungstypen im Integralformalismus.

6



Diese Arbeit besch�aftigt sich mit der theoretischen Beschreibung von raumzeitlicher

Musterbildung bei elektrochemischen Reaktionen. Im Gegensatz zu den Reaktionen

in L�osungen oder auf katalytischen Ober
�achen tritt hier als prim�are Variable

keine chemische Konzentration, sondern der Potentialabfall �uber der Phasengrenze

Elektrode/Elektrolyt auf. Bei Potentialinhomogenit�aten f�uhrt der entstehende

Gradient (d. h. das elektrische Kraft-Feld) durch das Ohmsche Gesetz jq � �r�

zu einem Ladungsstrom der Elektrolyt-Ionen, der wiederum die Potentialverh�alt-

nisse an der Elektrode ver�andert. Dadurch bewirkt der Migrations-Transport

in elektrochemischen Systemen eine r�aumliche Kopplung, welche sich, wie zu

zeigen sein wird, durch eine nichtlokale Kopplungsfunktion H(x; x0) beschreiben

l�a�t. Die Berechnung dieser geometrieabh�angigen Kopplungsfunktion erfolgt aus

Prinzipien der Elektrostatik bzw. durch Ans�atze aus der (mathematischen) Poten-

tialtheorie und erm�oglicht dann im elektrochemischen Kontext die Beschreibung

der raumzeitlichen Musterbildung an der Phasengrenze durch Glg. 1.3; insofern

�uberlagern sich in dieser Abhandlung Aspekte der Elektrochemie mit Elementen

der Potentialtheorie und der nichtlinearen Dynamik.

In Kap. 1.2 erfolgt eine kurze Einleitung in die elektrochemischen Grundla-

gen und in die zeitlichen Instabilit�aten bei homogener Potentialverteilung an der

Elektrode. Bisherige Experimente und Modelle zur raumzeitlichen Musterbildung

werden in Kap. 1.3 er�ortert; der neuartige Beschreibungsansatz durch Kopplungs-

funktionen und deren generelle Eigenschaften werden in Kap. 1.4 anhand eines

analytisch l�osbaren, qualitativen zweidimensionalen Elektrolyt-Modells skizziert.

Der Schwerpunkt der Arbeit liegt in der Untersuchung von Musterbildung in

realistischen Elektrodengeometrien im dreidimensionalen Raum (s. Kap. 1.5).

Bevor die azimutale Musterbildung auf d�unnen Ring-Elektroden bei bistabiler

Dynamik in Kap. 2.2 er�ortert wird, werden in Kap. 2.1 die generellen E�ekte bei

der einfachsten nichtlokalen Kopplungsfunktion diskutiert.

In Kap. 2.3 werden die Auswirkungen eines externen Widerstandes und der

galvanostatischen Versuchsf�uhrung auf die Frontausbreitung untersucht; die

Dreidimensionalit�at des Modells erm�oglicht des weiteren die Ber�ucksichtigung

einer Referenz-Elektrode bei symmetrischer (Kap. 2.4) oder asymmetrischer

(Kap. 2.6) Positionierung im Elektrolyten. Die oszillatorische Musterbildung

eines NDR-Oszillators und eines HNDR-Oszillators wird in Kap. 3 diskutiert, in

dem auch Pulse bei nichtlokaler Kopplung besprochen werden. Eine Er�orterung

der zentralen Scheiben-Elektrode erfolgt in Kap. 4; hier wird ebenfalls auf die

monostabile und bistabile Dynamik bei einer rechteckigen Elektrode eingegangen.

W�ahrend im Haupttext versucht wurde, die inhaltlichen Ergebnisse anschaulich

ohne mathematisch-technische Details darzustellen, wird im Anhang (Kap. 6) auf

die rein potentialtheoretischen Berechnungen eingegangen.
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1.2 Homogene nichtlineare Dynamik in der Elek-

trochemie

Als Ausgangsgeometrie werden zwei unendlich ausgedehnte Metall-Elektroden ver-

wendet, die sich parallel zueinander im Abstand w be�nden, wobei die eine als

Arbeitselektrode fungierende Metall-Ebene (im folgenden mit 'AE' abgek�urzt) bei

z = 0, die sogenannte Gegenelektrode (im folgenden durch 'GE' abgek�urzt) bei

z = w liegt und z somit die r�aumliche Koordinate senkrecht zu den Ebenen dar-

stellt (s. Abb. 1.2). Zwischen den Elektroden be�ndet sich der aus Ionen und Wasser

bestehende Elektrolyt, und durch eine externe Spannungsquelle wird eine Potential-

di�erenz �m zwischen den Elektroden hergestellt. Da f�ur alle zu betrachtenden Pro-

zesse grunds�atzlich nur Potentialdi�erenzen relevant sind, wird das Potential der

GE o. B. d. A. immer auf Null gesetzt, somit ist das Metall-Potential der AE

�AE = �m ; �GE = 0

gleich dem gesamten angelegten Potentialabfall zwischen den Elektroden.

An der Phasengrenze zwischen Metall und Elektrolyt lagern sich hydratisierte

Gegenionen an, was durch Bildladungse�ekte zu einer Verschiebung der Metall-

Elektronen in N�ahe der Phasengrenze f�uhrt. Dadurch entstehen zwei Ebenen unter-

schiedlicher Ladung an der Phasengrenze [102], die als elektrochemische (oder elek-

trolytische) Doppelschicht bezeichnet wird und die von H. Helmholtz [105] im Jahre

1879 als Plattenkondensator beschrieben wurde, wobei der die spezi�sche Kapazit�at

cDL = � �0=d bestimmende Abstand d durch den halben Durchmesser der direkt am

Metall liegenden Solvath�ulle der Gegenionen gegeben ist. Sp�atere Modelle erweiter-

ten dieses Konzept einer ersten und starren Doppelschicht durch Ber�ucksichtigung

einer in z-Richtung kontinuierlich abnehmenden Konzentration der Gegenionen bzw.

einer entsprechenden Zunahme der Ionenkonzentration gleicher Ladung durch Ver-

wendung der Poisson- und Boltzmann-Gleichung ('di�use' Doppelschicht, [106]), so

da� sich das Inverse der Gesamt-Kapazit�at durch die Summe der Inversen der star-

ren und der di�usen Doppelschicht ergibt [107].

In dieser Arbeit werden die komplizierten Prozesse innerhalb der als beliebig klein

angesehenen Doppelschicht (Gr�o�enordnung 10 nm) vernachl�assigt, diese im folgen-

den als 'DL' ('double layer') abgek�urzt, und es wird von einer raumzeitlich kon-

stanten Kapazit�at cDL ausgegangen. Als zentrale Variable der elektrochemischen

Musterbildung an der AE tritt der �uber dieser Doppelschicht abfallende Potential-

abfall �DL auf, der den Gesamtabfall zwischen AE und GE teilweise kompensiert.

Eine ebenfalls an der GE auftretende Doppelschicht wird vernachl�assigt (bzw. deren

Abfall �GE
DL wird als konstant angenommen, so da� der Gesamtabfall zwischen den

Elektroden durch �m ! �m + �GE
DL gegeben w�are).
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Neben der Entstehung einer kapazitiven Doppelschicht �ndet bei elektrochemi-

schen Reaktionen auch ein Ladungstransfer durch die Phasengrenze statt, der

bei den Elektronentransfer-Reaktionen durch die Abgabe bzw. Aufnahme von

Elektronen an bzw. vom Metall abl�auft [104]. Eine andere Klasse stellen die

Ionentransfer-Reaktionen dar, bei denen, wie bei der Metallau
�osung, Metall-Ionen

aus dem Metallgitter austreten und in L�osung gehen. Umgekehrtes gilt im Falle

der Metallabscheidung oder z. B. der Wassersto�entwicklung, bei der ein Ion

an der Elektrode adsorbiert und dort entladen wird. Da sich die Ionen bei einer

Ladungsaufnahme oder -abgabe direkt vor der Doppelschicht be�nden, tritt als

Triebkraft der Reaktion die Potentialdi�erenz zwischen dem Metall und dem

Elektrolyt-Potential direkt an der Phasengrenze auf; da diese Di�erenz durch den

Potentialabfall �uber der Doppelschicht gegeben ist, h�angt die Reaktionsstromdichte

ir neben anderen Gr�o�en folglich von �DL ab (d. h. ir = ir(�DL)).

Ist die DL nicht komplett aufgeladen (d. h. �DL < �m), verbleibt ein Poten-

tialabfall �uber dem Elektrolyten, der zu einer Migration der Ionensorte i im

Elektrolyten entlang dem Potentialgradienten f�uhrt, so da� sich die Ionen
u�dichte

zusammen mit dem di�usiven Transport durch

~ji = �D ~r ci � �̂i ni ci ~r� = �Di
@ci
@z
� �̂i ni ci

@�

@z

beschreiben l�a�t, wobei Di; ci; �̂i und ni die Di�usionskonstante, die Konzentra-

tion, die Beweglichkeit und die Wertigkeit der Ionen-Sorte darstellen. Die gesamte

Stromdichte folgt durch Summation �uber alle geladenen Spezies (mit F als Faraday-

Konstante)

~i = F
X
i=1

ni~ji = �F
X
i=1

niDi
@ci
@z

�
@�

@z

X
i=1

F �̂i n
2
i ci :

Der Elektrolyt wird im folgenden als streng elektroneutrales Medium betrachtet,

d. h. die Ladungsdichte

%q(~x) = F
X
i=1

ni ci(~x) = 0

verschwindet �uberall, da angenommen wird, da� Ladungsinhomogenit�aten im Elek-

trolyten aufgrund der zus�atzlich entstehenden Felder durch resultierende Ionen-

str�ome schnell abgebaut werden (elektrische Relaxation, [102]). Somit gilt im Gegen-

satz zur Situation in der di�usen Doppelschicht nicht die Poisson-Gleichung, sondern

die Laplace-Gleichung

0 < z < w : �� = 0 bzw.
@2�

@z2
= 0 ; wenn � = �(z; t) :
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Betrachtet man des weiteren alle Di�usionskonstanten als gleich (Di � D), verein-

facht sich der Ausdruck f�ur die Stromdichte (s. z. B. [156])

~i = �F D
X
i=1

ni
@ci
@z

�
@�

@z

X
i=1

F �̂i n
2
i ci| {z }

~�

= �D
@

@z

 
F
X
i=1

ni ci

!
| {z }

%q=0

� ~�
@�

@z
= � ~�

@�

@z
;

so da� die Stromdichte nur durch den Migrations-Transport und die Leitf�ahigkeit ~�

bestimmt wird und die an der Phasengrenze ein- oder austretende Normalkompo-

nente der Migrationstromdichte durch

imig := �~�
@�

@z

�����
z!+0

=: �~� �z (1.4)

gegeben ist. Wird die Elektroden
�ache mit FAE bezeichnet, teilt sich der in die

DL eintretende Gesamtstrom Ig = imig FAE in einen kapazitiven Anteil und einen

Reaktions-Anteil nach der Kirchho�schen Knotenregel auf: Ig = Icap + Ir , dessen

kapazitiver Anteil eine Auf- bzw. Entladung der DL bewirkt [104]

Icap = CDL
d�DL

dt
= FAE cDL

_�DL ; Icap = �Ir + Ig

) cDL
_�DL = �ir(�DL) +

Ig
FAE

= �ir(�DL) + imig

) cDL
_�DL = �ir(�DL)� ~� �z ; cDL =

CDL

FAE
(1.5)

und somit auf die zentrale Dynamik-Gleichung der DL-Au
adung (Glg. 1.5) f�uhrt.

Um die Normalableitung des Potentials an der Phasengrenze (�z) zu berechnen,

wird das Potential direkt au�erhalb der DL bei z = 0 mit �0(t) := �(z; t)jz=0
bezeichnet; obig erw�ahnte Potentialaufteilung folgt in dieser Notation zu

�m = �DL(t) + �0(t) ; (1.6)

bei der der Potentialabfall im Elektrolyten als L�osung der eindimensionalen Laplace-

Gleichung zusammen mit den beiden Randbedingungen

@2�

@z2
= 0 ; �(z; t)jz=0 = �0(t) (AE) ; �(z; t)jz=w = 0 (GE)

) �(z; t) = �0(t)
w � z

w
(1.7)

linear in z auf den Wert der Gegen-Elektrode abf�allt; Abb. 1.2 fa�t die Notationen

zusammen.
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Abb. 1.2: Gesamtabfall der extern angelegten Potentialdi�erenz �m; diese teilt sich in den

DL-Abfall �DL und den Elektrolyt-Abfall �0 auf (Glg. 1.6). Ebenfalls angedeutet ist der

durch die Reaktion bedingte Ladungsstransfer zum Metall ir und der durch Migration

entstehende Strom an der Phasengrenze imig.

Im hier diskutierten Fall einer homogenen DL-Au
adung folgt aus Glg. 1.4 und 1.7

�z = �
1

w
�0 =: �h(w) �0 ) imig = �~� �z = ~� h(w) �0

und zusammen mit Glg. 1.6 ergibt sich

�0 = �m � �DL ) imig = ~� h(w) (�m ��DL)

) cDL
_�DL = �ir(�DL) + ~� h(w) (�m � �DL)

= �ir(�DL) +
�m � �DL

%ele
(1.8)

mit dem spezi�schen Elektrolyt-Widerstand dieser Geometrie

%ele =
1

~� h(w)
=

w

~�
; (1.9)

der vom Abstand zwischen Arbeits- und Gegenelektrode abh�angt.

Elektrochemische Versuchsf�uhrungen

In elektrochemischen Experimenten verwendet man im allgemeinen neben der

Arbeits- und der Gegenelektrode noch eine dritte Elektrode, um die Experimente

unter wohlde�nierteren Bedingungen durchzuf�uhren. Diese als Referenz-Elektrode

('RE') bezeichnete Kontroll-Elektrode mi�t an einer Stelle des Elektrolyten das
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dort herrschende Potential �RE; durch einen Potentiostaten wird dann bei

'potentiostatischer' Versuchsf�uhrung die externe Spannung �m derartig geregelt,

da� die Potentialdi�erenz zwischen Arbeits- und Referenz-Elektrode konstant bleibt

(s. Abb. 1.2). Dadurch wird das Metall-Potential �m(t) zeitabh�angig und ist durch

�m(t)� �RE(t) = E0 ) �m(t) = E0 + �RE(t)

gegeben. Be�ndet sich die RE im Abstand zRE von der AE, folgt mit Glg. 1.7

�RE(t) = �(zRE; t) = �0(t)
w � zRE

w
=: �0(t) gRE(zRE)

) �m(t) = E0 + gRE �0(t) = E0 + gRE (�m(t)� �DL(t))

) �m(t) =
E0 � gRE �DL(t)

1� gRE
: (1.10)

Somit h�angt das Metall-Potential �m(t) von der Doppelschichtau
adung �DL(t) ab,

deren Dynamik nun mit

cDL
_�DL = �ir(�DL) +

�m(t)� �DL

%ele
(1.11)

zusammen mit Glg. 1.10 beschrieben wird. Fa�t man beide Gleichungen zusammen,

ergibt sich schlie�lich f�ur die potentiostatische Versuchsf�uhrung

cDL
_�DL = �ir(�DL) +

E0 � �DL

%ele (1 � gRE)
= �ir(�DL) +

E0 ��DL

%tot
: (1.12)

Die Rolle des Gesamt-Widerstandes %tot bzw. des Abstandes der RE

%tot = %ele (1 � gRE) =
w

~�

�
1 �

w � zRE
w

�
=

zRE
~�

l�a�t sich an der station�aren Doppelschichtau
adung �0
DL diskutieren, die sich aus

Gleichsetzen von Reaktions- und Migrationsstrom

cDL
_�DL = 0 , ir(�

0
DL) =

E0 � �0
DL

%tot
(1.13)

ergibt. Wird der Reaktionstrom in N�ahe des Gleichgewichts-Potentials EG in erster

Ordnung als linear gen�ahert

ir(EG) = 0 ; ir(�DL) � � (�DL � EG) ; � =
@ir

@�DL

�����
EG

;

so folgt als L�osung von Glg. 1.13

�0
DL =

E0 + �%totEG

1 + �%tot
; �0 = �%ele (E0 �EG) :
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W�ahrend die Doppelschichtau
adung vom Gesamt-Widerstand %tot abh�angt,

wird der auch als IR-Abfall bezeichnete Elektrolyt-Abfall durch den Elektrolyt-

Widerstand bestimmt; verschwindet dieser im Limes gro�er Leitf�ahigkeit

~� !1 ) %ele =
w

~�
! 0 ) �0 ! 0 ;

verschwindet auch der Potential-Abfall im Elektrolyten, und die gesamte externe

Spannung liegt an der Doppelschicht an (�DL = E0); diese Fixierung der Doppel-

schichtau
adung tritt auch bei sehr kleiner Distanz der RE auf

zRE ! 0 ) gRE ! 1 ) %tot ! 0 ) �DL ! E0

und wird deshalb auch als 'streng potentiostatische' Versuchsf�uhrung bezeichnet, bei

der aber der Elektrolyt-Widerstand bzw. -Abfall nicht verschwindet. Liegt die RE

in der N�ahe der Gegenelektrode (zRE � w), so wird hier quasi das auf Null gesetzte

Potential der GE gemessen

zRE ! w ) gRE ! 0 ) �RE = 0 ; �m = E0 ; %tot = %ele

) cDL
_�DL = �ir(�DL) +

E0 � �DL

%ele
(1.14)

und die Zeitabh�angigkeit des Metall-Potentials kann vernachl�assigt werden; dieser

einfache Kontrollmodus soll im folgenden als 'asymptotisch potentiostatische' Ver-

suchsf�uhrung bezeichnet werden.

Letztlich besteht die M�oglichkeit, durch den Potentiostaten die Stromdichte im kon-

stant zu halten; bei dieser 'galvanostatischen' Versuchsf�uhrung wird die Doppel-

schichtdynamik zusammen mit Glg. 1.11 durch

�m(t) = �DL + %ele im ) cDL
_�DL = �ir(�DL) + im

beschrieben; formal liegt dieser Kontrollmodus auch imLimes eines unendlich gro�en

Widerstandes und E0 = im %tot in Glg. 1.12 vor.

1.2.1 Bistabile Dynamik

Interessante nichtlineare E�ekte treten in der Elektrochemie auf, wenn der Reak-

tionsstrom ir(�DL) einen Bereich mit negativer Ableitung dir=d�DL < 0 besitzt;

d. h. trotz Erh�ohung der Potentialdi�erenz zwischen Elektrode und Phasengrenze

nimmt der Ladungstransfer in einem Potential-Intervall ab, und im somit nicht-

monotonen Reaktionsstrom existiert ein Maximum und Minimum (s. Abb. 1.3, li).

Nach M. Koper [129] tritt dies beispielsweise bei einer potentialabh�angigen Adsorp-

tion einer Ionenspezies an der Elektrode auf, welche die Reaktion hemmt, indem
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die Aktivierungsenergie erh�oht oder die Ober
�ache blockiert wird. So bildet sich

z. B. bei den Metallau
�osungen oberhalb des sogenannten Flade-Potentials eine

passivierende Oxidschicht auf der Elektrode, die den Austritt der Metall-Ionen

verhindert und somit eine Verringerung des Reaktionsstroms bei Erh�ohung von

�DL jenseits des Flade-Potentials bewirkt [132]. Ein anderes Beispiel stellt die

Reduktion von Peroxodisulfalt [156] dar, bei der eine Absto�ung der reaktiven

Spezies von der mit gleichem Vorzeichen geladenen Arbeitselektrode auftritt;

diese nach A. Frumkin benannte Frumkin-Korrektur [108] f�uhrt ebenfalls auf ei-

ne Verminderung des Reaktionsstroms in einem bestimmten Potential-Bereich [127].

Bei theoretischen Untersuchungen bietet sich zun�achst eine Skalierung aller

Variablen an, um zum einen die Menge der Parameter auf die Parameterkombi-

nationen zu reduzieren, die e�ektiv die Dynamik bestimmen; zum anderen kann

durch eine Redimensionalisierung mit nichtdimensionsbehafteten Gr�o�en gearbeitet

werden, welches die Diskussion bequemer gestaltet. Um die physikalische (d. h.

dimensionsbehaftete) Natur von Variablen wie � zu kennzeichnen, werden diese

im folgenden mit der Schlangenlinie ~� markiert, so da� sich die Doppelschicht-

Dynamikgleichung beispielsweise im asymptotisch-potentiostatischem Fall (exakt

equivalent zu Glg. 1.14) in dieser Notation zu

cDL
d~�DL

d~t
= �~ir(~�DL)� ~� ~�z = �~ir(~�DL) + ~� h ~�0

= �~ir(~�DL) + ~� h ( ~E0 � ~�DL) = �~ir(~�DL) +
~E0 � ~�DL

~%ele
(1.15)

ergibt. Geht man des weiteren davon aus, da� die Reaktionsstromdichte in einfa-

cher Form aus dem Produkt der Konzentration der reagierenden Spezies an der

Phasengrenze (~c) und einem potentialabh�angigen Term besteht

~ir(~�DL) = nF ~c ~k(~�DL) ; ~k( ~EG) = 0

und verwendet als neue DL-Variable die skalierte Di�erenz der Doppelschichtauf-

ladung zum Gleichgewichtspotential ~EG ( '�Uberspannung')

u(t) :=
nF

RT
(~�DL � ~EG)

und �(z; t) :=
nF ~�(z; t)

RT
insbes. �0(t) :=

nF ~�0(t)

RT

mit R und T als Gaskonstante und absolute Temperatur, so h�angt im hier disku-

tierten Einvariablen-Fall bei konstanter Edukt-Konzentration der Reaktionsstrom

ausschlie�lich von der Doppelschichtau
adung ab; dadurch kann der dimensionsbe-

haftete und konstante Term abgespalten werden

~ir(~�DL) = (nF ~c ~k0) ir(u) ; ir(u = 0) = 0 ;
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und neben einer charakteristischen Reaktionskonstante ([~k0 ] = m=s) verbleibt ein

dimensionsloser und potentialabh�angiger Reaktionsterm ir(u). Um die Diskussion

m�oglichst allgemein zu halten, wird im folgenden auch aus analytischen Gr�unden

als Reaktionsstrom ein kubisches Polynom verwendet (wie auch von M. Koper [155]

und N. Mazouz [135])

ir(u) = b0 (u
3 + b1 u

2 + b2 u) ; b0; b2 > 0 ; b1 < 0

und als skalierte Dynamik-Gleichung folgt aus Glg. 1.15

cDL
RT

nF (nF ~c ~k0)

du

d~t
= �ir(u)� ~�

RT

nF (nF ~c ~k0)
�z

)
du

dt
= �ir(u)� ��z

t := ~t
n2 F 2 ~c ~k0
cDLRT

; � := ~�
RT

n2 F 2 ~c ~k0
:

Da sich an der Summe der Potentialabf�alle

u(t) + �0(t) =
nF

RT

�
~�DL(t)� ~EG + ~�0(t)

�
=

nF

RT
( ~E0 � ~EG) =: E0

nichts Wesentliches �andert, ergibt sich wiederum als Dynamik-Gleichung

du

dt
= �ir(u) + � h (E0 � u) = �ir(u) +

E0 � u

%ele
; %ele =

1

� h
:

Wie auch graphisch in Abb. 1.3 zu erkennen, f�uhrt eine Nichtmonotonie des Re-

aktionsstroms bei geeigneter Wahl von (E0; %ele) zu drei Schnittpunkten u0i von

Reaktions- und Migrationsstrom [163]

_u = 0 , ir(u
0
i ) =

E0 � u0i
%ele

;

anders ausgedr�uckt, liegt in der gew�ohnlichen Di�erentialgleichung

_u = f(u) ; f(u) = �ir(u) +
E0 � u

%ele
(1.16)

bistabiles L�osungsverhalten mit drei Fixpunkten f(u0i ) ; i = 1; 2; 3 vor, von denen

der mittlere Zustand u02 instabil ist. Der bei kleinerer DL-Au
adung be�ndliche

Fixpunkt ('FP') u01 liegt im Gegensatz zum dritten und ebenfalls stabilen FP u03 bei

h�oherem Strom und wird deshalb auch als 'aktiver' Zustand und u03 als 'passiver'

Zustand bezeichnet.
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Abb. 1.3: Schnittpunkte des verwendeten Reaktionsstroms ir(u) mit dem linearen Migra-

tionsstrom imig(links). Bei gr�o�erem Widerstand (%ele = 2; E0 = 315, gestrichelt) treten 3

Schnittpunkte auf, von denen der aktive (a.) und der passive (p.) Fixpunkt stabil sind; bei

zu kleinem Widerstand (%ele = 0:5; E0 = 200, d�unne Linie) existiert bei 'monostabiler' Dy-

namik nur ein FP. Die rechte Abb. zeigt f�ur den bistabilen Fall die gesamte lokale Dynamik

f(u) (Glg. 1.16); an den eingezeichneten Zeitpfeilen erkennt man die Instabilit�at des mitt-

leren Fixpunktes. Die Wahl der kubischen Parameter b1 = �472:5; b2 = 55932; b0 = 10�4

wurde durch [135] motiviert.

Um bistabiles L�osungsverhalten zu erhalten, mu� der Migrationsstrom 
acher sein

als die maximal negative Ableitung des Reaktionsstroms �wp, die im Wendepunkt

uwp von ir angenommen wird; d. h. Bistabilit�at tritt erst bei hinreichend gro�en

Widerst�anden

%ele > %cusp ;
1

%cusp
= �wp := �

dir
du

�����
u=uwp

(1.17)

auf [163], wobei der Kuspenwert %cusp ausschlie�lich von der Form des Reaktions-

stroms abh�angt. Durch die Verwendung eines kubischen Verlaufs kann das Bistabi-

lit�atsgebiet analytisch berechnet werden; dieses liegt bei Werten des externen Po-

tentials E0 zwischen den beiden sn-Bifurkationen (s. Abb. 1.4, re)

%ele > %cusp ; Esn;1 (%ele) < E0 < Esn;2 (%ele)

Esn;1(%) = uwp + %

0
B@ieq � 2

3

vuut 1

3 b0

 
�wp �

1

%

!3
1
CA (1.18)

Esn;2(%) = uwp + %

0
B@ieq + 2

3

vuut 1

3 b0

 
�wp �

1

%

!3
1
CA ; (1.19)
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wobei der Wendepunkt uwp, ieq und �wp durch

uwp = �
b1
3
> 0 ; ieq := ir(uwp) = b0 b1

 
2 b21
27
�

b2
3

!
; �wp = b0

 
b21
3
� b2

!
> 0

gegeben sind. Bei hinreichend gro�emWiderstand liegt bei Variation von E0 bei klei-

nen Werten ausschlie�lich der ('monostabile') Fixpunkt u01 vor (s. Abb. 1.4, li), der

bei Werten von E0 > Esn;1 mit den instabilen Fixpunkt u02 und dem ('metastabilen')

dritten und passiven Fixpunkt u03 koexistiert. Jenseits der Equistabilit�atslinie

E0 > Eeq(%ele) ; Eeq(%) = uwp + % ieq (1.20)

ist der aktive Zustand nun metastabil und verschmilzt bei E0 = Esn;2 in der zwei-

ten Sattel-Knoten-Bifurkation (sn-Bifurkation, 'saddle-node') mit dem instabilen

L�osungsast; es verbleibt die nun monostabile passive L�osung, deren 'passiver' Cha-

rakter aufgrund des wieder ansteigenden Reaktionsstroms verschwindet; demnach ist

die sprachliche aktiv/passiv-Unterscheidung eigentlich nur innerhalb des bistabilen

Gebietes sinnvoll.
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Abb. 1.4: Station�are L�osungen bei Variation vonE0 und % = 2 (links); die Lage des stabilen

aktiven (a.) und passiven (p.) Fixpunktes ist dick eingezeichnet, der instabile Fixpunkt

u02 gestrichelt gekennzeichnet. In der rechten Abb. ist das ab der Kuspe (C) auftretende

Bistabilit�atsgebiet in Abh�angigkeit von E0 und % dargestellt.
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1.2.2 Oszillatorische Dynamik

Das Auftreten von oszillierenden Stromverl�aufen bei elektrochemischen Reaktionen

ist seit langem bekannt (M. Fechner, 1828 [121]). W�ahrend im Laufe dieses Jahr-

hunderts in vielen Reaktionen oszillatorisches Zeitverhalten gefunden wurde, die in

den �Ubersichtsartikeln von J. Wojtowicz [124] oder von J. L. Hudson [125] zusam-

mengefa�t sind, sind diesbez�ugliche physikalisch-chemische Erkl�arungsans�atze bzw.

mathematisch-quantitative Modellvorstellungen noch in der Entwicklungsphase.

Eine gewisse mechanistische Kategorisierung erfolgte Anfang der neunziger Jahre

von M. Koper ([129]-[134]), der die 'elektrochemischen' Oszillationen durch die

Verbindung eines Reaktionsstroms mit negativ-di�erentiellem Bereich mit der ne-

gativen R�uckkopplung einer langsamen zweiten und chemischen Variable erkl�arte;

diese De�nition schlie�t rein 'chemische' Oszillationen aus, die ohne wesentliche Be-

teiligung der Doppelschichtau
adung beispielsweise durch die nichtlineare Dynamik

von adsorbierten Ober
�achenspezies ablaufen (z. B. [139]). Als Entscheidungskrite-

rium kann die 'streng potentiostatische' Versuchsf�uhrung verwendet werden; treten

trotz �xierter Doppelschichtau
adung weiterhin Oszillationen auf, liegt nach obiger

De�nition kein elektrochemischer Oszillator vor.

Ein physikalisch einfach zu verstehendes Modell wurde von W. Wolf ([126],

[127]) zur Erkl�arung der bei der Peroxodisulfalt-Reduktion experimentell beob-

achteten periodischen Stromschwankungen [108] entwickelt. Bei diesem Modell

wird die reaktionsbedingte Verarmung der Edukt-Konzentration ~c(~z = 0; ~t ) direkt

vor der Doppelschicht ber�ucksichtigt, d. h. der Vorfaktor vor dem potential-

abh�angigen Term des Reaktionsstroms ~ir = ~c(0; ~t )nF ~k0 ir(u) h�angt von der

Zeit ab. Unter Vernachl�assigung des Migrationstransportes wird als N�aherung der

Konzentrations-Di�usions-Gleichung

@~c

@~t
= D

@2~c

@~z2
mit der Rand-Bedingung jr = jdiff j~z=0

jr =
~ir
nF

= ~c(0; ~t ) ~k0 ir(u) ; jdiff = D
@~c

@~z

ein lineares Konzentrationspro�l bis zum Ende der Di�usionsschicht ~�

~c(~z; ~t ) = ~c(0; ~t ) +
~z
~�

�
~cb � ~c(0; ~t )

�
f�ur 0 < ~z < ~� (1.21)

= ~cb f�ur ~z > ~�

bzw. C(~z; ~t ) = c(~t ) +
~z
~�

�
1 � c(~t )

�
f�ur 0 < ~z < ~�

mit C(~z; ~t ) :=
~c(~z; ~t )

~cb
; c(~t ) :=

~c(0; ~t )

~cb
� 1
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angenommen, hinter der die konstante Bulk-Konzentration ~cb vorliegt; die

Di�usionsschichtdicke ~� h�angt vom hydrodynamischen Antransport ab und verklei-

nert sich im Falle von rotierenden Elektroden bei Erh�ohung der Rotationsfrequenz

[127]. Der Verbrauch der Konzentration wird durch den di�usiven Antransport aus

dem Elektrolyten ausgeglichen, so da� sich die Anzahl der in der Di�usionschicht

be�ndlichen Edukt-Molek�ule N mit Glg. 1.21 und FAE als Elektroden
�ache durch

N = FAE

~�Z
0

~c(~z; ~t ) d~z )
dN

d~t
= FAE

~� ~cb
2

dc

d~t
= FAE

�
�jr + jdiff

�

jdiff = D ~cb
@C

@z
=

D ~cb
~�

(1� c) )
~�

2 ~k0

dc

d~t
= �c ir(u) +

D
~� ~k0

(1 � c)

beschreiben l�a�t und zusammen mit der Potential-Gleichung

du

dt
= �c ir(u) +

E0 � u

%ele
(1.22)

1

�

dc

dt
= �c ir(u) +

D
~� ~k0

(1 � c) ; � =
2 cDLRT
~� ~cb n2 F 2

(1.23)

den sogenannten NDR-Oszillator darstellt (s. Kap. 3.1). Die Annahme des linea-

ren Konzentrationspro�ls ist zwar problematisch, da de facto von einer unendlich

schnellen Di�usionskonstante ausgegangen wird, bei der sich analog zur Poten-

tialverteilung die Gradienten beliebig schnell einstellen; gleichzeitig tritt aber die

Di�usionskonstante als endliche Gr�o�e explizit im Modell auf. Des weiteren wird

nur bei station�aren Bedingungen die Randbedingung _c = 0, jr = jdiff erf�ullt, an-

sonsten liegt eine unphysikalische Situation an der Phasengrenze vor, weil ungleiche

Teilchenstr�ome auf beiden Seiten der Grenze auftreten. Da aber die Ber�ucksichti-

gung der Di�usions-Gleichung zu einer erheblich komplizierteren Betrachtung f�uhrt,

nimmt man den N�aherungscharakter obigen Modells in Kauf.

Der Faktor � beschreibt das Verh�altnis der Zeitskalen beider Variablen. Entsteht

durch hohe Rotationsraten eine sehr d�unne Di�usionsschicht ~�� 1, so liegt � nach

Glg. 1.23 bei hohen Werten; dadurch ver�andert sich die Konzentration sehr schnell,

und diese kann adiabatisiert werden

�!1 : _c = 0 , c = c(u) =
1

1 + ~�=D ~k0 ir(u)
� 1 ;

welches auf den bereits betrachteten bistabilen Fall

_u = �iAdiar (u) +
E0 � u

%ele
; iAdiar (u) := c(u) ir(u) =

ir(u)

1 + ~�=D ~k0 ir(u)
(1.24)

f�uhrt. Auch im anderen Grenzfall einer sehr langsamen Konzentrationsdynamik

(�! 0) kann quasi-bistabiles raumzeitliches Verhalten in der Doppelschichtdynamik

betrachtet werden, da R�uckkopplungen durch die Konzentration erst mit deutlicher

Verz�ogerung auftreten.
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Interessanter ist hingegen bei hinreichend kleinen Werten von � die Existenz eines

Oszillationsgebietes imBereich der durch Glg. 1.24 gegebenen Kuspe (s. Abb. 1.5, li);

der im negativ-di�erentiellen Bereich des adiabatischen Reaktionsstroms gelegene

monostabile Fixpunkt (deshalb NDR, 'negative-di�erential-resistance') wird hier

�uber eine Hopf-Bifurkation [44] instabil, und es bildet sich ein dissipativer Grenz-

zyklus aus.
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Abb. 1.5: Bifurkationsdiagramm des NDR-Oszillators (Glgn. 1.22, 1.23) als Funktion von

E0 und dem Elektrolyt-Widerstand %ele (links); neben dem komplex-bistabilen Gebiet

liegt vor der Kuspe bei kleinem Wert von � (hier � = 10�4) das �uber eine Hopf-Bifurkation

('hb') entstehende Oszillationsgebiet. Als Reaktionsstrom wird in Glg. 1.22 der kubische

Reaktionsstrom mit b0 = 10�5 verwendet. Die rechte Abb. stellt die Isoklinen im Oszil-

lationsgebiet bei %ele = 50 und E0 = 240 zusammen mit dem periodischen Grenzzyklus

(GZ) (c(t); u(t)) dar.

Der Oszillations-Mechanismus kann im Limes � ! 0 einfach als Relaxations-

Oszillator verstanden werden, bei dem sich die Doppelschichtau
adung u(t) auf den

in Abb. 1.5, re dargestellten u-Isoklinen bewegt, die mathematisch den station�aren

L�osungen bei Variation des Elektrolyt-Widerstandes entsprechen

_u = 0 , 0 = �c ir(u(c)) +
E0 � u(c)

%ele
, 0 = �ir(u) +

E0 � u

(c %ele)
:

Liegt die Doppelschichtau
adung auf der oberen (passiven) Isokline, �uberwiegt auf-

grund des kleineren Reaktionsstroms der di�usive Antransport in Glg. 1.23 und die

Konzentration c(t) steigt, bis u(t) am Ende des 'bistabilen' Gebietes auf den mono-

stabilen aktiven Zustand f�allt. Hier wird durch die hohe Reaktion die Konzentration

abgebaut, bis es schlie�lich zur einer Passivierung kommt und sich u wiederum auf

der oberen Isokline be�ndet.
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Zu einer anderen Klasse von elektrochemischen Oszillator-Modellen geh�ort das

von D. Haim et al. entwickelte Modell zur Nickelau
�osung ([128], s. Kap. 3.2).

In der Doppelschicht-Gleichung tritt wiederum ein Reaktionsstrom mit negativ-

di�erentiellem Bereich auf, der durch die schnelle und deshalb adiabatisch be-

handelte, potentialabh�angige Adsorption von Bisulfat-Ionen entsteht; die Doppel-

schichtau
adung wird dadurch bei potentiostatischer oder galvanostatischer Ver-

suchsf�uhrung mit

_u = �(1 � �) ir(u) + imig ; imig =
E0 � u

%tot
oder imig = im;

ir(u) = eu=2
Ch

1 + Ch eu
+ ag e

u (1.25)

beschrieben; die Oszillationen entstehen in diesem Fall durch die langsame Aus-

bildung von passivierenden Oxiden (lokale Gr�o�e �(t)) auf der Ober
�ache, deren

Zeitentwicklung durch

1

�
_� = (1� �)

eu=2

1 + Ch eu
� �

bg Ch e
2u

eu + cg Ch
=: (1� �) g1(u)� � g2(u)

moduliert wurde (ag; bg; cg; Ch kinetische Parameter); das Oxid entsteht in der akti-

ven Phase durch den Term g1(u) und wird in der passiven Phase durch die Protonen

im Elektrolyt wieder aufgel�ost (g2(u)), f�ur eine genauere Darstellung insbesondere

der chemischen Einzelheiten sei auf die Orginalarbeit verwiesen [128]. De�niert man

c := 1�� als freie (nicht-passivierte) Ober
�achenpl�atze, so treten in den Gleichungen

_u = �c ir(u) + imig ;
1

�
_c = �c g1(u) + (1� c) g2(u) (1.26)

mechanistisch �ahnliche Oszillationen wie im NDR-Fall auf; hier wird in der aktiven

Phase die Ober
�ache passiviert (d. h. � nimmt zu, c nimmt ab) und in der passiven

Phase l�osen sich die Oxide wiederum auf. Aufgrund der komplizierteren zweiten

Gleichung kann der instabile Fixpunkt auch au�erhalb des negativ-di�erentiellen

Bereichs des adiabatischen Reaktionsstroms liegen (s. Abb. 1.6, li); deshalb wird

dieser generelle Oszillatortyp als HNDR ('hidden-negative-di�erential-resistance')

bezeichnet und Oszillationen treten auch bei beliebig gro�en Widerst�anden und

damit ebenfalls bei galvanostatischer Versuchsf�uhrung auf. Auch die sp�ater in dieser

Arbeit erw�ahnte Ameisens�aure-Oxidation geh�ort zu dieser Klasse und besitzt ein

�ahnliches Bifurkationsdiagramm [136].

Die Unterschiedlichkeiten gerade bei Modellen zur Metallau
�osung zeigen sich in ei-

nem von M. Koper entwickeltenModell [132]. Hier wird die Oxid-Bildung als schnell

angesehen und adiabatisiert; dadurch entsteht im Reaktionsstrom ein negativ-

di�erentieller Bereich, der das Auftreten von Bistabilit�at erm�oglicht. Oszillationen

entstehen erst durch die Ber�ucksichtigung der Protonenkonzentration ('c') vor der
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Abb. 1.6: Darstellung des adiabatischen Reaktionsstroms bei der Nickelau
�osung

(Glg. 1.26) iAdiar = ir(u) g2(u)=( g1(u) + g2(u) ) als Funktion der DL-Au
adung u (links).

Da die Hopf-Instabilit�at auf dem ansteigenden Ast auftritt, existiert hier sowohl bei klei-

ner (d. h. % � 1) wie auch verschwindender Steigung des Migrationsstroms (imig = im

bzw. E0 = im % und %! 1) bei geeigneter Parameterwahl als einziger Schnittpunkt von

imig(u) und iAdiar (u) der instabile Fixpunkt. Folglich endet das Oszillationsgebiet (rechte

Abb.) im Gegensatz zum NDR-Oszillator nicht bei gro�en Widerstands-Werten; die in

der linken Abb. eingezeichneten Migrationsstromdichten markieren die Lage der beiden

Fixpunkte (% = 50) bei der unteren (oberen) Hopf-Bifurkation und E0 = 44 (E0 = 64:5);

Zeitkonstante � = 130, sonstige Parameter aus [154]: ag = 0:3; bg = 6 � 10�5; cg = 10�3.

Elektrodenober
�ache, die durch das Au
�osen der Oxidschicht den Reaktionsstrom

erh�ohen; in der aktiven Phase werden die Protonen durch Migration von der Pha-

sengrenze entfernt, so da� nun auch in der zweiten (chemischen) Variable die Mi-

gration anstelle der Reaktion neben der Di�usion eine entscheidene Rolle spielt,

d. h. sinngem�a� gilt nach M. Koper

_u = �ir(u; c) + imig ;
1

�
_c = ��1 imig + �2 (1� c) ; �1; �2 > 0 ;

bei dem wiederum ein �ahnlicher Oszillationsmechanismus vorliegt, der indes noch

weiter durch die Ber�ucksichtigung der ausgetretenen Metallkonzentrationen verfei-

nert wurde. Die Rolle der Protonen-Migration und Protonen-Di�usion wurde bereits

in dem Klassiker-Modell zur Metallau
�osung von U. Franck und R. FitzHugh [123]

diskutiert; da hier neben der Protonenkonzentration die Oxid-Schicht und nicht das

Doppelschicht-Potential als erste Variable angesehen wurde (u folgt hier direkt aus

der H+-Konzentration), geh�ort dieses Modell somit eigentlich nicht zur Klasse der

elektrochemischen Oszillator-Modelle. Insofern scheint insbesondere bei der Metall-

au
�osung die Modellbildung noch nicht abgeschlossen, da noch weitere, deutlich un-

terschiedliche Modelle entwickelt wurden ([137]-[139]); dies mag naturgem�a� auch

an der unterschiedlichen und recht komplexen Chemie der Reaktionen liegen.
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1.3 Musterbildung in der Elektrochemie

1.3.1 Experimente

Im Gegensatz zu den zahlreichen Untersuchungen von oszillierenden Gesamtstr�omen

wurden bislang vergleichsweise wenige Experimente zur raumzeitlichen Musterbil-

dung durchgef�uhrt; deshalb gingen entsprechend entwickelte Modellvorstellungen

fast immer von r�aumlich homogenen Oszillationen aus, bei denen eine begleitende,

modi�zierende oder die globalen Zeitsignale gar bedingende r�aumliche Musterbil-

dung ignoriert wurde. Dies lag prim�ar an den experimentellen Beobachtungsm�oglich-

keiten; w�ahrend z. B. die r�aumlichen Strukturen in der BZ-Reaktion mit blo�em Au-

ge zu erkennen sind, k�onnen insbesondere bei elektrokatalytischen Reaktionen die

raumzeitlichen Potentialverh�altnisse vor der Elektrode nur mit h�oherem technischen

Aufwand abgebildet werden. Erst die Verwendung von vielen (m�oglichst kleinen)

Me�-Elektroden im Elektrolyten in N�ahe der AE, die grob das Grenzpotential �0

messen, erm�oglicht eine auch r�aumliche Au
�osung zumindest in einer r�aumlichen

Dimension ([152], [177], [183]); oder man verwendet im Falle einer d�unnen Ring-

Elektrode eine starre Me�-Elektrode, unter der die Ring-Elektrode rotiert [156].

F�ur zweidimensionale Elektrodengeometrien wie die Scheibe wurden von G. Fl�atgen

und K. Krischer die Anregung von Ober
�achenplasmonen durch Laserlicht verwen-

det ([157], [163]). Me�technisch deutlich einfachere Experimente wurden in letzter

Zeit von J. L. Hudson und Mitarbeitern ([167]-[171]) durchgef�uhrt, bei denen viele

kleine Arbeits-Elektroden in verschiedenen Geometrien (Scheibe, Streifen) auf einer

Isolatorebene angeordnet wurden; da sich die lokalen Str�ome auf den homogen an-

gesehenen kleinen Elektroden einzeln messen lassen, entsteht dadurch nicht nur eine

einfache M�oglichkeit, die raumzeitlichen Variationen zu untersuchen, sondern auch

eine Approximation der Musterbildung auf gro�en, ausgedehnten Scheiben- bzw.

Streifen-Elektroden.

Eine deutliche Ausnahme stellen die Metallau
�osungsreaktionen dar. Da die hier

auftretenden passivierenden Oxid-Schichten auch optisch zu beobachten sind, be-

richtete bereits J. P. Joule [140] im Jahre 1844 von inhomogenen Strukturen bei der

Kupferau
�osung auf der Scheibe. Seit Anfang dieses Jahrhunderts wurden von W.

Ostwald [141] und H. Heathcote [142], R. Lillie [143] und sp�ater von K. Bonhoe�er

[144] und F. Franck [145] Experimente zur r�aumlichen Ausbreitung der Aktivierung

auf passivierten Eisendr�ahten durchgef�uhrt, die sich aus heutiger Sicht als die ersten

Untersuchungen zu Pulsen bei anregbarer Dynamik darstellen. Die Analogie zu dem

Problem der Nervenreizleitung stimulierte sowohl die Elektrochemie wie auch die

Elektrophysiologie, da W. Ostwald die Aktivierungspulse auf Eisen als Modell f�ur

die zu diesem Zeitpunkt noch nicht verstandene r�aumliche Fortp
anzung der Akti-

onspotentiale ([110], [111]) ansah; weil nicht nur der r�aumliche Kopplungsmechanis-
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mus �ubereinstimmt, sondern auch der gleiche Typ von lokaler Dynamik vorliegt (s.

u.), stimmt diese Analogie auch inhaltlich in vielen Punkten und �uberrascht in ihrer

Weitsichtigkeit.

Durch die direkten experimentellen und theoretischen Arbeiten von A. L. Hodgkin

und A. F. Huxley am Axon (1952, [110]) trennten sich die Wege; w�ahrend die An-

regbarkeit der Axon-Membrane bzw. auch der Herzmuskel-Ober
�ache [116] zu den

wichtigsten Manifestationen der nichtlinearen Dynamik in der Biologie geh�ort ([114],

[47]), wurden in der Elektrochemie nur noch vereinzelte Experimente zur anregba-

ren Musterbildung insbesondere in zwei Raumdimensionen durchgef�uhrt. So wurden

von E. Smith und A. Guyton (1961, [147]) r�aumliche Strukturen auf einer Eisenku-

gel ('Eisenherz') untersucht, und in Japan besch�aftigte sich die Arbeitsgruppe um

J. Nagumo mit elektrochemischen Spiralen auf einer planaren Eisenober
�ache (1963,

[148]), w�ahrend von A. Pigeaud und H. Kirkpatrick (1969, [149]) ebenfalls bei der

Eisenau
�osung radialsymmetrische Passivierungsfronten vom Rand der verwendeten

Scheibenelektrode beobachtet wurden (s. Kap. 4.1). Dieses Ph�anomen trat ebenfalls

bei weiterf�uhrenden Untersuchungen von J. L. Hudson und Mitarbeitern auf, wobei

auch eine raumzeitliche Periodenverdoppelung festgestellt wurde [166]; des weiteren

wurde von beschleunigten Front�uberg�angen berichtet (1990, [165], s. Kap. 2.1, 2.2).

Ein deutlicher Auftrieb entstand durch die 1988 in Nature ver�o�entlichten r�aumlich

modulierten Oszillationen bei der Nickelau
�osung [152], bei der im galvanostati-

schen Kontrollmodus von Antiphasen-Oszillationen und von Pulsen im potentiosta-

tischen Kontrollmodus (zusammen mit einem externen Widerstand) berichtet wur-

de. Bei aller Wertsch�atzung dieser h�ochst interessanten experimentellen und h�au�g

zitierten Ergebnisse wird insbesondere die physikalische Interpretation der Muster

bzw. deren Erkl�arung vom Autor angezweifelt; eine diesbez�ugliche Er�orterung ist

in Kap. 3.2 dargestellt. In der Folgezeit wurde die Erforschung von raumzeitlichen

Strukturen bei Metallau
�osungsreaktionen von R. Otterstedt und N. Jaeger auf die

Kobaltau
�osung ausgedehnt (1997, [177]), bei der bei bistabiler Dynamik ebenfalls

beschleunigte Fronten [173] und radialsymmetrische Passivierungsfronten vom Rand

der Scheibe bei oszillatorischer Dynamik [172] beobachtet worden sind; auf neuere

Kobalt-Experimente ([174], [175], [180]) wird in Kap. 3 eingegangen.

Zeitlich bereits davor erfolgten die ersten r�aumlichen Untersuchungen zu der elek-

trokatalytischen Peroxodisulfat-Reduktion von G. Fl�atgen und K. Krischer (1995,

[156]). Auch hier traten beschleunigte �Uberg�ange auf, die in der Folgezeit systema-

tisch untersucht wurden; ein neueres Experiment bei dieser Reaktion [179] wird in

Kap. 2.4 diskutiert. Mittlerweile liegen auch Ergebnisse von P. Strasser und M. Eis-

wirth zur r�aumlichen Musterbildung bei der Oxidation von Ameisens�aure vor (1999,

[183]), die in Kap. 2.4 und Kap. 3.1 diskutiert werden.
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1.3.2 Theoretische Modelle

Als erstes und wichtigstes Modell zur Musterbildung bei Migrationskopplung ist

das bereits erw�ahnte Modell zur r�aumlichen Fortp
anzung der Aktionspotentiale

bei Axonen anzusehen, welches im Jahre 1952 von A. Hodgkin und A. Huxley [110]

ver�o�entlichte wurde. Bei dieser Nervenreizleitungs-Gleichung tritt ein Potential-

abfall ('u') �uber der Zellmembran auf, die als Grenze zwischen dem Innneren und

dem �Au�eren des Axons fungiert; das Axon kann man sich als lange, zylindrische

Struktur mit Radius rax vorstellen. Die Membran besitzt kapazitive Eigenschaften

aufgrund der M�oglichkeit, unterschiedliche intrazellul�are und extrazellul�are Kon-

zentrationen von Kalium- und Natrium-Ionen aufrechtzuerhalten. Folglich wird

die Dynamik von u(t) im 'Lapicque'-schen Modell (1907, [109], s. auch [119]) im

homogenen Fall wiederum durch die Kirchho�sche Strombilanz _u = �ir(u)+ imig

beschrieben, wobei der Ladungsstrom ir in diesem Fall durch den potentialabh�angi-

gen Durch
u� der Ionen durch die Membran entsteht. Der prim�are mathematische

Unterschied zum elektrochemischen Fall besteht in der Abgeschlossenheit des

inneren Elektrolytes, da im inneren Elektrolyten im Abstand des Radius rax

keine Gegenelektrode mit konstantem Potential, sondern eine No-Flux-Bedingung

vorliegt; deshalb tritt im homogenen Fall kein linearer Potentialabfall, sondern ein

konstantes Potential im Elektrolyten �(t) = �0(z) = E0 � u(t) auf.

Der generelle �Ubergang zu einer r�aumlichen Verteilung erfolgt formal einfach, da

die Stromdichte-Bilanz lokal an jeder Stelle der Membran bzw. Doppelschicht gilt

u = u(x; t) ) @t u(x; t) = �ir(u) + imig(x; t) = �ir(u) � � �z(x; t) : (1.27)

Im physiologischen Fall wird nun auch bei inhomogener Membran-Au
adung in

x-Richtung weiterhin aufgrund des sehr kleinen Axon-Radius eine m�ogliche Inho-

mogenit�at des Potentials � in z-Richtung vernachl�assigt (d. h. � = �(x; t)); diese in

der Physiologie sinnvolle Approximation (s. u. bzw. Kap. 6.1) stellt den wesentlichen

Unterschied zum elektrochemischen Fall dar. Die r�aumliche Kopplung erh�alt man

durch die Annahme von Elektroneutralit�at im inneren Elektrolyten; aufgrund der

Ladungserhaltung in einem Volumenelement dV = � r2ax dx mu� die Di�erenz von

eintretendem und austretendem, homogen in x-Richtung 
ie�enden Strom im inne-

ren Elektrolyten gleich dem Strom in die Membran mit der Ober
�ache 2� rax dx

sein (s. z. B. [47]), d. h.

2� rax dx imig(x) = � r2ax
�
ix(x+ dx)� ix(x)

�
; ix = ��

@�

@x
= �

@u

@x

ix(x+ dx)� ix(x) � dx
@ix
@x

= dx �
@2u

@x2

) 2� rax dx imig(x) = � r2ax
�
dx�

@2u

@x2

�
) imig(x) =

rax �

2

@2u

@x2
:
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Folglich entsteht eine durch die Querstr�ome bedingte di�usive Kopplung, die dann

auf die Nervenreizleitungs-Gleichung [110]

@u

@t
= �ir(u;~c ) + imig = �ir(u;~c ) + D

@2u

@x2
; D =

rax �

2
@ci
@t

= gi(u; ci)

f�uhrt, bei der neben der Potentialgleichung noch drei lokale Ionenkonzentrationen

'ci(x; t)0 ber�ucksichtigt werden. Die lokale Dynamik wurde anschlie�end von

R. FitzHugh [111] und J. Nagumo [112] stark vereinfacht und die Ionenkonzentra-

tionen in einer Variablen zusammengefa�t; dieses FHN-Modell in 2 raumzeitlichen

Variablen (u; c) (s. Kap. 3.1.2) dient heutzutage als Standard-System f�ur die

theoretische Erforschung von Musterbildung bei anregbarer Dynamik ([113]-[118]).

Ein in vielen Aspekten �ahnliches Modell wurde von M. Koper f�ur die raum-

zeitliche Musterbildung in der Elektrochemie vorgeschlagen (1993, [155]). In

der zweidimensionalen Geometrie mit einer Gegenelektrode im Abstand z = w

werden die in das 2D-Volumenelement dV = w dx ein- bzw. austretenden Str�ome

betrachtet, die aufgrund der Ladungserhaltung gleich dem in die DL eintretenden

Migrationsstrom sein m�ussen, d. h.

�
imig(x)� iz(x)jz=w

�
dx =

z=wZ
z=0

�
ix(x+ dx; z)� ix(x; z)

�
dz (1.28)

) imig(x) = iz(x)jz=w +

wZ
0

@ix
@x

dz :

Ein konzeptionelles Problem in diesem Ansatz liegt in der Annahme einer konzen-

trationsabh�angigen und somit r�aumlich variierenden Leitf�ahigkeit

~i = ��(x; z)r� ) imig(x) = iz(x)jz=w �

wZ
0

@

@x

 
�(x; z)

@�

@x

!
dz ; (1.29)

da eine nichtkonstante Leitf�ahigkeit zu einer Ladungsanh�aufung im Elektrolyten

f�uhrt und dementsprechend nicht die Laplace-Gleichung, sondern die Poisson-

Gleichung gilt. Da aber in der Herleitung von Glg. 1.28 explizit von einer nicht

auftretenden Ladungsansammlung im betrachteten Volumenelement ausgegangen

wird, gilt bereits Glg. 1.28 nur im Falle einer konstanten Leitf�ahigkeit, bei der sich

Glg. 1.29 auf

imig(x) = ��
@�

@z

�����
z=w

� �

wZ
0

@2�

@x2
dz (1.30)

reduziert; angemerkt sei, da� bei Annahme der Laplace-Gleichung Glg. 1.30 mit
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@2�

@x2
= �

@2�

@z2
)

wZ
0

@2�

@x2
dz = �

@�

@z

�����
z=w

z=0

) imig(x) = ��
@�

@z

�����
z=w

+ �
@�

@z

�����
z=w

� �
@�

@z

�����
z=0

=: ���z

wiederum auf die Strombilanz-Gleichung 1.27 zur�uckf�uhrt [156], die auch bei Berech-

nung der Potentialverh�altnisse durch die Poisson-Gleichung gilt. Generell vertritt der

Autor die Ansicht, da� bei der theoretischen Modellierung klar zu entscheiden ist,

ob von einer strengen G�ultigkeit der Laplace-Gleichung ausgegangen wird (mit ent-

sprechenden Konsequenzen f�ur die dann konstant zu w�ahlende Leitf�ahigkeit), oder

ob insbesondere bei den Metallau
�osungen oder im Fall sehr kleiner Leitsalzkonzen-

trationen Variationen in der Leitf�ahigkeit ber�ucksichtigt werden sollen. Dann sollte

konsequenterweise aber auch das Potential durch die Poisson-Gleichung berechnet

werden; in dieser Arbeit wird durchgehend ersteres angenommen1.

F�ur diesen Fall (d. h. Glg. 1.30) approximiert M. Koper die Potentialverh�altnisse

wie im elektrophysiologischen Fall durch die Vernachl�assigung der Abweichungen in

z-Richtung von der homogenen, linearen L�osung (Glg. 1.7)

�(x; z; t) = �0(x; t)
� � z

�
;

wohl motiviert durch die problematische �Uberlegung, da� das Ende der Di�usions-

schicht gleichzeitig auch eine Equipotential
�ache darstellt und demnach ein weiterer

Abfall im Elektrolyten bis zur Gegenelektrode zu vernachl�assigen sei. Nach Einset-

zen in Glg. 1.30 ergibt sich wiederum eine di�usive Kopplung

imig(x; t) =
E0 � u

%ele
+
� �

2

@2u

@x2

)
@u

@t
= �ir(u; c) +

E0 � u

%ele
+
� �

2

@2u

@x2
= f(u; c) +

� �

2

@2u

@x2
: (1.31)

Bei dem NDR-Oszillator ergibt sich analog f�ur die Eduktvariable durch den linearen

Ansatz im Konzentrationsverlauf (Glg. 1.21) ebenfalls eine di�usive Kopplung

1

�

@c

@t
= g(u; c) +

� D

2

@2c

@x2
;

die aber wegen � � D in den Simulationen [155] vernachl�assigt wurde; aufgrund

der di�usiven Kopplung in u traten in diesen numerischen Untersuchungen die f�ur

1Diese Modell-Annahmen wurden erstmalig von K. Nisancioglu und J. Newman (1973, [207]) bei

der theoretischen Untersuchung der transienten, raumzeitlich inhomogenen Doppelschichtdynamik

auf der Scheiben-Elektrode verwendet (s. Kap. 4.1.5).
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RD-Modelle typischen Strukturen auf. So ergaben sich zusammen mit einer kubi-

schen Approximation des Reaktionsstroms bei bistabiler Dynamik Fronten mit kon-

stanter Geschwindigkeit und bei anregbarer Dynamik Pulse bzw. Spiralen in zwei

r�aumlichen Dimensionen. Die di�usive Kopplung in diesem 'elektrophysiologischen'

Modell, bei der die Potentialverteilung nicht exakt durch die Laplace-Gleichung be-

rechnet wurde, ergibt sich aber qualitativ ebenfalls bei Ber�ucksichtigung der Laplace-

Gleichung in einem geometrischen Grenzfall, der weiter unten behandelt wird.

x0 L
0

w

z

φ(x,0)=φ0(x,t)=E0−u(x,t)

Elektrolyt

∆φ(x,z,t)=0

GE

AE

φ(x,w)=0

Abb. 1.7: Geometrie des 2D-Elektrolyten; neben der Begrenzung des Elektrolyten durch

die GE (z = w) und der AE (z = 0) liegen an den gestrichelten R�andern bei x = 0 und

x = L entweder Isolator- d. h. No-Flux-Randbedingungen oder periodische Randbedin-

gungen �(x; z; t) = �(x+ L; z; t) vor.

Die erste theoretische Modellierung unter Einbeziehung der Laplace-Gleichung er-

folgte, motiviert durch die bereits angesprochene Beobachtung von modulierten

Nickeloszillationen, durch D. Haim und Mitarbeitern (1992, [154]) in einer verein-

fachten zweidimensionalen Elektrolyt-Geometrie (s. Abb. 1.7), wobei die sich im

Abstand w be�ndlichen Nickel-Dr�ahte der L�ange L bei x = 0 und x = L in senk-

rechten Isolatorebenen eingespannt waren. Dadurch wird die Potential-Verteilung

im abgeschlossenen Elektrolyten durch die beiden Isolator-Bedingungen am Rand

� = �(x; z; t) ;
@�

@x

�����
x=0

=
@�

@x

�����
x=L

= 0

zusammen mit der Laplace-Gleichung und den beiden anderen Randbedingungen

4� = 0 ; �jz=0 = �0(x; t) ; �jz=w = 0

in eindeutiger Weise bestimmt; d. h. hier liegt ein typisches Potentialproblem vor, bei

dem die Bedingungen am Rand die Potentialverteilungen im Inneren des abgeschlos-
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senen Volumens bestimmen. Derartige Fragestellungen werden in der (mathemati-

schen) Potentialtheorie in genereller Weise betrachtet, und deren Ergebnisse lassen

sich nicht nur auf (elektrostatische) Potentialprobleme, sondern auf alle physikali-

schen Modelle anwenden, die durch die Laplace-Gleichung beschrieben werden (wie

z. B. die station�are Di�usions-Gleichung, die station�are W�armeleitungs-Gleichung

oder das Geschwindigkeitspotential bei inkompressiblen Fl�ussigkeiten [235]).

Da das Grenzpotential �0(x; t) als einzige raumzeitlich variierende Randbedingung

auftritt, bestimmt dieser Verlauf im obigen Problem zun�achst v�ollig unabh�angig

von den Prozessen in der DL in funktionaler Form das Potential im Inneren (d. h.

�(x; z; t) = Ff�0(x; t)g), wobei sich das Potential �(x; z; t) durch die als unend-

lich schnell angenommene Lichtgeschwindigkeit bei �Anderung der Randbedingung

ebenso unendlich schnell einstellt. Aufgrund der Beziehung zwischen DL-Au
adung

und Grenzpotential �0(x; t) = E0� u0(x; t) bestimmt letztlich u(x; t) die Potential-

verteilung im Elektrolyten. Ist diese Verteilung bekannt, folgt durch die Normal-

ableitung �z(x; t) an der Phasengrenze der Migrationsstrom, der somit ebenfalls in

funktionaler Form von u(x; t) abh�angt und gleichzeitig die raumzeitliche Variation

der DL-Au
adung bestimmt; anders ausgedr�uckt, liegt in der Strombilanz

@t u(x; t) = �ir(u; c) � ��zfu(x; t)g (1.32)

eine abgeschlossene Gleichung vor, bei der die DL-Au
adung u alle anderen

Potentialgr�o�en wie �(~x); �0(x) und insbesondere �z(x) bestimmt (d. h. aus u

folgt �0, dies bestimmt �, woraus sich wiederum �z ergibt).

F�ur die L�osung des Potentialproblems bestehen bei der zweidimensionalen

Elektrolyt-Geometrie verschiedene L�osungsmethoden. So verwenden D. Haim et al.

[154] eine Modenzerlegung des Potentials

�(x; z; t) = a0(t)
w � z

w
+

1X
n=1

an(t) sinh[kn (w � z)] cos[kn x] ; kn =
n�

L
;

welches die drei starren Randbedingungen ber�ucksichtigt (s. z. B. auch [233]). Daraus

ergeben sich die beiden Grenzfunktionen bei z = 0

�0(x; t) = a0(t) +
1X
n=1

an(t) sinh[knw] cos[kn x]

und �z(x; t) = �
a0(t)

w
�

1X
n=1

kn an(t) cosh[kn w] cos[kn x] ; (1.33)

so da� bei einer entsprechenden Fourier-Zerlegung von u(x; t) bzw. �0(x; t) die

zeitabh�angigen Koe�zienten an(t) bestimmt werden k�onnen, die nach Einsetzen

in Glg. 1.33 und unendlicher Summation die Migrationsstromdichte �z(x; t) erge-

ben, aus der zusammen mit der Strombilanz (Glg. 1.32) und der lokalen Ober-


�achengr�o�e c(x; t) (Glg. 1.26) die Zeitentwicklung der DL-Au
adung berechnet
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werden kann. An der in [154] dargestellten numerischen Implementierung des Ver-

fahrens ist Kritik ge�au�ert worden [163], da es den Anschein hat, als ob in Glg.

1.32 die Dynamik der inhomogenen Potential-Moden vernachl�assigt wurde. Auch

scheint insbesondere die Ber�ucksichtigung eines externen Widerstandes mi�lungen

zu sein; trotzdem zeigen die Simulationen eine grob-qualitative �Ubereinstimmung

mit den Experimenten (s. Kap. 3.2).

Eine weitere Untersuchung des 2D-Elektrolyt-Modells erfolgte durch G. Fl�atgen und

K. Krischer (1995, [156], [160]), die den Koperschen Ansatz (Glg. 1.30 bzw. Glg.

1.29) zusammen mit der Konzentrationsgleichung �ubernahmen; nun allerdings ohne

die lineare Potential-N�aherung bzw. unter Ber�ucksichtigung der Laplace-Gleichung,

die durch obigen Modenansatz behandelt wurde. Im Gegensatz zur Drahtgeometrie

bei der Nickelau
�osung wurden an den R�andern periodische Randbedingungen an-

genommen, so da� damit eine ringartige Elektrode vorliegt, �uber der sich der Elek-

trolyt auf der Ober
�ache eines Zylinders be�ndet. In dieser Untersuchung wurde

erstmalig die Nichtlokalit�at der Potential-Kopplung erkannt, und die experimentell

beobachteten beschleunigten �Uberg�ange konnten numerisch untersucht und auf die

Nichtlokalit�at der Kopplung zur�uckgef�uhrt werden (s. Kap. 2). Weiterf�uhrende Si-

mulationen wurden parallel zu den in dieser Arbeit dargestellten Untersuchungen

von N. Mazouz ([161], [162]) durchgef�uhrt.

Das zweidimensionale Potentialproblem kann naturgem�a� auch durch eine nume-

rische Diskretisierung des Elektrolyten �(x; z; t) ! �(xi; zj; t) = �ij(t) behandelt

werden, falls gen�ugend Rechenleistung zur Verf�ugung steht, ummit dieser numerisch

recht zeitaufwendigen Methode auch die Dynamik der langsamen zweiten Variable

zu ber�ucksichtigen. So konnte R. Otterstedt mit dieser Methode (und No-Flux-

Randbedingungen) ebenfalls beschleunigte Front�uberg�ange simulieren (1997, [177]).

1.4 Die Potential-Kopplungsfunktion

Die zentrale methodische Idee dieser Arbeit besteht darin, die bereits angedeutete

funktionale Abh�angigkeit der Potentialverteilungen durch die Randfunktionen in

quantitativer Form auszunutzen. Wie aus der Elektrostatik bekannt ist [233], wird

das Potential innerhalb eines abgeschlossenen Volumens bei Elektroneutralit�at aus-

schlie�lich durch die Randbedingungen

�(~x) =
Z
F

 
G(~x; ~x0)

@�

@n0
� �(~x0)

@G

@n0

!
dF 0 (1.34)

bestimmt, wobei �(~x0) und @�=@n0 das Potential selbst und deren Normalableitung

auf dem Rand des Volumens (F) darstellen. Die Funktion G(~x; ~x0) besteht aus der
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(nur dimensionsabh�angigen) Greenschen Funktion GG als L�osung der Gleichung

4GG(~x; ~x
0) = �4� �(~x� ~x0) z. B. in 3D: GG(~x; ~x

0) =
1

j~x� ~x0j

und aus einer fast frei zu w�ahlenden zweiten Funktion G1

G(~x; ~x0) = GG(~x; ~x
0) + G1(~x; ~x

0) mit 4G1(~x; ~x
0) = 0 :

Ist der Potentialverlauf am Rand des Volumens bekannt, nicht aber die Normal-

ableitung ('Dirichletsche' Randbedingung), besteht die M�oglichkeit, durch geeignete

Wahl der zweiten Funktion G1 die gesamte Greensche Funktion am Rand verschwin-

den zu lassen, so da� sich Glg. 1.34 auf

�(~x) = �
Z
F

@G(~x; ~x0)

@n0
�(~x0) dF 0 =:

Z
F

G(~x; ~x0) �(~x0) dF 0

reduziert und somit ein linearer und integraler Zusammenhang zwischen dem Poten-

tial innerhalb des Volumens und am Rand hergestellt ist. Liegt in einem oder meh-

reren Bereichen der Ober
�ache das Potential und in den anderen Bereichen die Nor-

malableitung ('Neumannsche Randbedingung') vor, spricht man von 'gemischten'

Randbedingungen und sucht hier ebenfalls nach der geeigneten Greenschen Funkti-

on, die im Bereich der Dirichletschen Randbedingung verschwindet und gleichzeitig

im Bereich der Neumannschen Randbedingung eine verschwindende Normalablei-

tung besitzt. Da die gemischten Randbedingungen deutlich komplizierter zu behan-

deln sind, gelingt eine analytische Berechnung nur in den allereinfachsten Geome-

trien mit betr�achtlichem mathematischen Aufwand [228].

Der prim�are Vorteil dieses Ansatzes besteht indes in der Tatsache, da� die inte-

grale Beziehung auschlie�lich von der Geometrie des Problems abh�angt; d. h. ist

der integrale Zusammenhang einmal berechnet und somit bekannt, ergibt sich bei

beliebigem Randverlauf das Elektrolyt-Potential

�(~x; t) =
Z
AE

G(~x; x0)�0(x
0; t) dx0

sofort aus dem Integral des Produkts von zeitunabh�angiger, verallgemeinerterGreen-

scher Funktion der Geometrie und Grenzpotential �0(x; t). F�ur die Dynamik der

Doppelschicht ist nicht die Kenntnis der gesamten Potentialverteilung im Elektro-

lyten vonn�oten, sondern nur der Migrationsstrom bzw. die Normalableitung des

Potentials am Rand. Diese kann aber aus der Greenschen Funktion abgeleitet wer-

den; ist G(~x; x0) bekannt, so k�onnen auch die Gradienten im Elektrolyten durch

Di�erentiation berechnet werden

~r~x � =
Z
AE

~r~x G(~x; x
0)�0(x

0; t) dx0:
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Speziell f�ur den in die Doppelschicht bei z = 0 zeigenden Gradienten folgt somit

�z(x; t) :=
@�

@z

�����
z!+0

= lim
z!+0

Z
AE

@G

@z
�0(x

0; t) dx0:

Addiert und subtrahiert man im Integral mit �0(x), kann der Limes ins Integral

gezogen werden, und f�ur die Normalableitung am Randpunkt x folgt dann

�z(x; t) = lim
z!+0

Z
AE

@G

@z
�0(x

0; t) dx0

= lim
z!+0

Z
AE

@G

@z

�
�0(x

0; t)� �0(x; t) + �0(x; t)
�
dx0

= �0(x; t) lim
z!+0

Z
AE

@G

@z
dx0 +

Z
AE

 
lim
z!+0

@G

@z

!�
�0(x

0)� �0(x)
�
dx0:

Zusammen mit den De�nitionen

h(x) := � lim
z!+0

Z
AE

@G

@z
dx0 > 0 ; H0(x; x

0) := lim
z!+0

@G

@z
(1.35)

kann so ein integraler Zusammenhang zwischen der Normalableitung �z und dem

Potential am Rand �0

�z(x; t) = �h(x)�0(x; t)+
Z
AE

H0(x; x
0)
�
�0(x

0; t)� �0(x; t)
�
dx0 (1.36)

quasi unter Umgehung der Potentialverteilung im Elektrolyten aufgestellt werden.

Diese �xierte Beziehung entsteht durch die G�ultigkeit der Laplace-Gleichung inner-

halb des Elektrolyt-Volumens und wird dementsprechend ausschlie�lich von der Geo-

metrie des Randes bzw. von der Art der dortigen Randbedingungen bestimmt; dem-

nach spielen elektrochemische Aspekte oder gar die nichtlineare Dynamik bei dieser

rein mathematisch-potentialtheoretischen Fragestellung keine Rolle; diese �au�ern

sich lediglich in einer Zeitabh�angigkeit des Grenzpotentials �0(x; t), welches f�ur obi-

gen Integralzusammenhang ohne Belang ist. Zur Berechnung der beiden Funktionen

h(x) und H0(x; x0) k�onnen je nach Geometrie und Dimension des Elektrolyten un-

terschiedliche Methoden der mathematischen Physik verwendet werden; f�ur die in

dieser Arbeit diskutierten Geometrien sind die diesbez�uglichen Berechnungen im

mathematischen Anhang skizziert (s. Kap. 6). Trotz der sehr umfangreichen Un-

tersuchungen zu obigen Problemen in der Literatur (z. B. [215]-[232]) erwies sich

die Berechnung der Kopplungsfunktionen als recht zeitintensiv, da sich die meisten

bisherigen Untersuchungen auf Metallober
�achen und somit konstante Randpoten-

tiale �0 = const: beschr�ankten und das Interesse an beliebigen Grenzpotentialen

aus physikalischen Gr�unden kaum bestand.
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Die Dynamikgleichung

Die Ankopplung an die dynamische Doppelschicht-Gleichung gelingt durch Einset-

zen der Integralbeziehung 1.36 in die Stombilanz-Gleichung 1.32

@t u(x; t) = �ir(u)� � �z(x; t)

= �ir(u)� �

"
�h(x)�0(x; t) +

Z
AE

H0(x; x
0) (�0(x

0; t)� �0(x; t)) dx
0

#

= �ir(u) + � h(x) �0(x; t)� �
Z
AE

H0(x; x
0) (�0(x

0; t)� �0(x; t)) dx
0:

Wird des weiteren die allgemeine Summe der Spannungsabf�alle verwendet

�m(t) = �0(x; t) + u(x; t) ) �0(x; t) = �m(t)� u(x; t) ;

ergibt sich schlie�lich eine dynamische Integralgleichung

@u

@t
= �ir(u) + � h(x) (�m(t)� u) +

+ �
Z
AE

H0(x; x
0) (u(x0; t) � u(x; t)) dx0 ; (1.37)

die in dieser allgemeinen Form als zentrale Gleichung die raumzeitlicheEvolution des

Doppelschichtpotentials u(x; t) bestimmt. Liegt bei asymptotisch-potentiostatischer

Versuchsf�uhrung ein konstantes Metall-Potential vor (d. h. �m(t) = E0), vereinfacht

sich die Integralgleichung zu

@t u(x; t) = �ir(u) + � h(x) (E0 � u) + �
Z
AE

H0(x; x
0) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0

= f(u; x) + Kopplung fu(x); u(x0)g ;

bei der der lokale Term der Migrationskopplung h(x) zusammen mit der Reaktions-

stromdichte die lokale Dynamik darstellt

lokale Dynamik: f(u; x) = �ir(u) + � h(x) (E0 � u) ;

die aufgrund der r�aumlichen Inhomogenit�at von h(x) im allgemeinen explizit vom

Ort abh�angt. Die r�aumliche Kopplung wird durch die Kopplungsfunktion ('KF')

H0(x0; x0) in integraler Weise beschrieben

integrale Kopplung: �
Z
AE

H0(x; x
0) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0 :
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Die r�aumliche Kopplung verschwindet durch die Di�erenzbildung im Falle einer

homogenen Doppelschicht-Au
adung

u(x; t) = u(t) ) �z(x; t) = �h(x) (E � u) ) @t u = f(u; x) ;

und wirkt sich somit nur auf Potential-Inhomogenit�aten aus. Die Trennung in lo-

kalen Anteil und Kopplung ist aber lediglich formal, da beide Terme zusammen

die Migrationsstromdichte beschreiben und mathematisch �uber Glg. 1.35 mitein-

ander verwandt sind. So bestimmt auch die Leitf�ahigkeit � in zweierlei Form die

raumzeitliche Dynamik; die lokale Dynamik h�angt �uber den Elektrolytwiderstand

%ele = 1=(� h) von � und h ab, gleichzeitig kann die Leitf�ahigkeit vor dem Kopp-

lungsintegral als Ma� der Kopplungsst�arke interpretiert werden. Diese feste und

ungew�ohnliche Beziehung zwischen Kopplung und lokaler Dynamik wird im folgen-

den auch als 'potentiostatische Verquickung' bezeichnet.

Da somit durch die Migration eine integrale Kopplung in der Elektrochemie vorliegt,

geh�ort obige Evolutions-Gleichung 1.37 als Reaktions-Migrations-Modell im Gegen-

satz zu den Reaktions-Di�usions-Modellen zur allgemeineren mathematischen Klas-

se der Reaktions-Integral-Modelle, auf die in Kap. 1.1 bereits hingewiesen wurde.

Im Gegensatz zu den bisherigen Integral-Modellen entsteht die nichtlokale Kopp-

lung bzw. die sie beschreibende Kopplungsfunktion nicht durch einen ph�anomeno-

logischen Ansatz (J. D. Murray, 1989 [80]) bzw. eine doppelte und eher formal-

mathematische Grenzwertbildung (Y. Kuramoto, 1995 [83], s. Kap. 2.5), sondern

folgt in der Elektrochemie direkt und quantitativ exakt aus der Laplace-Gleichung.

Die 2D-Kopplungsfunktion

Die Eigenschaften der Potential-Kopplungsfunktion lassen sich am Beispiel des zwei-

dimensionalen Elektrolyten (Abb. 1.7) konkretisieren und illustrieren. Wie im ma-

thematischen Anhang gezeigt wird (Kap. 6.1, s. auch [178]), ergibt sich im einfachen

Fall zweier unendlich langer Elektroden (L ! 1) neben der Greenschen Funktion

G(x; x0; z) auch die Kopplungsfunktion H0(x; x
0) analytisch zu

H0(x; x
0) = H0(jx� x0j) =

1

4w2

�

sinh2
h
� (x�x0)

2w

i : (1.38)

Der leicht kompliziertere Fall mit endlicher Systeml�ange wird in Kap. 3.2 er�ortert.

An Glg. 1.38 verdeutlichen sich bereits mehrere Aspekte. Aufgrund der Translations-

Symmetrie dieser Geometrie h�angt die KF nur vom Abstand jx�x0j der koppelnden

Raumbereiche ab; aus gleichem Grund verschwindet auch die Ortsabh�angigkeit der

lokalen Funktion h(x) = h = 1=w , welches auf die Dynamik-Gleichung
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@t u(x; t) = �ir(u) + � h (E0 � u) + �

+1Z
�1

H0(jx� x0j) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0

= f(u) + �

+1Z
�1

H0(jx� x0j) (u(x0; t)� u(x; t)) dx0

f(u) = � ir(u) + � h (E0 � u) = � ir(u) +
E0 � u

%ele

f�uhrt, bei der die lokale Dynamik mit dem homogenen Fall (Glg. 1.8) naturgem�a�

�ubereinstimmt. Den wesentlichen Aspekt der elektrochemischen Kopplungsfunktion

erkennt man an Glg. 1.38 bzw. an Abb. 1.8. Eine lokalisierte Inhomogenit�at in

der DL an der Stelle x0 beein
u�t die Doppelschichtau
adung an allen anderen

Orten durch eine Ver�anderung der Migrationsstromdichte, die St�arke dieses Ef-

fektes nimmt indes bei gr�o�eren Abst�anden ab, so da� im Sinne der in Kap. 1.1

dargestellten Notation in der Elektrochemie weder eine rein lokale noch globale

(d. h. abstands-unabh�angige), sondern eine nichtlokale, abfallende Kopplungsfunk-

tion vorliegt. Dies gilt, wie im weiteren Verlauf dieser Abhandlung gezeigt wird,

auch bei quantitativen Modellen in drei Raumdimensionen und ist somit als gene-

relle Eigenschaft der EC-Kopplungsfunktion anzusehen.

−2 0 2
x−x’

0.00

0.05

0.10

H
0(

x−
x’

)

w=1
w=0.2

Abb. 1.8: 2D-Kopplungsfunktion (Glg. 1.38) f�ur 2 Abst�ande der Gegenelektrode w.

Mathematisch kann die Rolle der KF visualisiert werden, indem man das System in

den homogenen station�aren Zustand setzt und zum Zeitpunkt t = 0 bei x0 = 0 eine

delta-f�ormig lokalisierte St�orung induziert, d. h.

sei u(x; 0) = u0 + �(x0) ; f(u0) = 0 )
@u

@t

�����
t=+0

= �H0(x) :
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Eine derartig positive St�orung der DL f�uhrt zu einer temporalen Zunahme der Mi-

grationsstromdichte, die wiederum zu einer kurzfristigen zus�atzlichen Au
adung der

Doppelschicht f�uhrt. Physikalisch verst�andlich wird die Migrationskopplung, wenn

man die Potentialverteilung im Elektrolyten bei einer Rand-Verteilung betrachtet

�0(x) = ��0 � d� f�ur x 2

"
�
l

2
;+

l

2

#
; sonst �0(x) = ��0 ;

die als Beispiel einer passiv-lokalisierten St�orung im Bereich x = 0 dient. Als L�osung

der Glg. 1.35 folgt bei dieser Geometrie und Randbedingung (s. Kap. 6.1)

�(x; z) = ��0
w � z

w
+
d�

�

(
atan

 
cos[� (w � z)=w]� 1

sin[� (w � z)=w]
tanh

"
� (x+ l=2)

2w

#!

� atan

 
cos[� (w � z)=w]

sin[� (w � z)=w]
tanh

"
� (x� l=2)

2w

# ! )
: (1.39)

Wie sowohl graphisch (Abb. 1.9, li) als auch durch mathematische Entwicklung von

Glg. 1.39 zu erkennen ist, tritt bei gr�o�erem Abstand von der Arbeitselektrode der

f�ur diese Geometrie charakteristische lineare Abfall in z auf (Glg. 1.7)

z ! w : �(x; z) �
w � z

w

�
��0 � d� '(x; l; w)

�

2 '(x; l; w) = tanh

"
� (x+ l=2)

2w

#
� tanh

"
� (x� l=2)

2w

#
;

weil die Potentialverteilung bei gro�er Entfernung vor der Ober
�ache quasi durch

einen gemittelten Ober
�achenverlauf bestimmt wird (wie bei allen Potentialpro-

blemen, welches z. B. bei der Multipol-Entwicklung [233], [235] ausgenutzt wird).

Da der durch die Randinhomogenit�at entstehende zus�atzliche Beitrag '(x; l; w)

in mittelnder Weise den Gradienten au�erhalb des St�orbereiches [�l=2;+l=2]

reduziert, f�allt das Potential dort nun steiler auf den bei gro�en z-Werten vor-

liegenden kleineren Gradienten; d. h. die Normalableitung wird negativer als im

ungest�orten Zustand, und ein verst�arkter (positiver) Migrationsstrom tritt an

der Phasengrenze auf, der zu einer passiveren (gr�o�eren) DL-Au
adung f�uhrt.

Umgekehrtes gilt im passiven St�orbereich bei x = 0: das Potential steigt nun in

z-Richtung zun�achst an, dadurch wird der Migrationsstrom kleiner (oder wechselt

sogar wie in Abb. 1.9, li das Vorzeichen), und die DL-Au
adung u(0; t) sinkt an

dieser Stelle (d. h. �0(0; t) steigt).

Der durch die Mittelung entstehende Zusatzterm ' h�angt neben der St�orbreite l

vom Verh�altnis von x=w ab; je weiter die Gegenelektrode entfernt ist, desto gr�o�er

ist der r�aumliche Bereich um x, der den z-Gradienten bei x bestimmt. Daraus

ergeben sich zwei Konsequenzen; liegt x weit entfernt von dem St�orbereich bei

36



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z/w

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ
(x

,z
)

Φ(x=0.15,z)
Φ(x=0,z)

AE GE

w=1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

z/w

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ
(x

,z
)

Φ(x=0.15,z)
Φ(x=0,z)

AE GE

w=0.1

Abb. 1.9: Potentialverteilung im Elektrolyten nach Glg. 1.39. Das Grenzpotential �0(x)

liegt im Bereich x 2 [�0:1; 0:1] bei �0 = 0:5 und au�erhalb dieses Bereiches bei �0 = 1

(Glg. 1.39). Dargestellt ist die z-Abh�angigkeit von �(x; z) im passiven St�orbereich bei

x = 0 und au�erhalb des Bereichs bei x = 0:15. In der linken Abb. ist die gegenseitige

Deformation zu erkennen (w = 1); bei w = 0:1 (rechte Abb.) liegt x = 0:15 au�erhalb

des Kopplungsbereichs und f�allt fast ungest�ort ab (der triviale Grenzfall ist gestrichelt

eingezeichnet), gleiches gilt f�ur den aktiven Bereich.

x0 = 0, beein
u�t dieser den Zusatz-Gradienten bei x und somit die Variation der

Normalableitung nur schwach, d. h.

jxj � l=2 oder w! 0 ) '(x; l; w) � 2 exp

"
�
� jxj

w

#
sinh

"
� l

2w

#
:

Im Limes x ! �1 verschwindet ', und es verbleibt der nichtmodi�zierte und

durchgehend lineare z-Abfall; deshalb f�allt die Kopplungsfunktion ab und ist so-

mit nicht global. Wird bei �xierter Position x die Gegenelektrode n�aher an die

Arbeitselektrode gebracht (s. Abb. 1.9, re), reduziert sich dadurch in gleicher Weise

der r�aumliche Mittelungsbereich, so da� im Grenzfall w ! 0 auch bei Punkten x

in N�ahe des St�orbereiches dieser den Potentialabfall nicht modi�ziert; d. h. es tritt

durchgehend der ungest�orte lineare Abfall

lim
w!0

�(x; z) = �0(x)
w � z

w
; lim

w!0
'(x; l; w) = 0 (1.40)

auf. Mathematisch zeigt sich die Nichtlokalit�at bzw. deren Verschwinden auch in

der charakteristischen Kopplungsl�ange lKop , die mit �x := jx � x0j direkt aus der

Kopplungsfunktion (Glg. 1.38) abgelesen werden kann

H0(�x) =
�

w2

 
exp

"
� �x

2w

#
� exp

"
�� �x

2w

#!
�2

�
�

w2
exp

�
�
�

w
�x
�

f�ur
� �x

w
� 1
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und die mit lKop = w=� linear vom Abstand der Gegenelektrode abh�angt und im

Limes w ! 0 verschwindet. Da in diesem Grenzfall das von M. Koper verwendete

lineare Pro�l (Glg. 1.40) vorliegt, erwartet man wiederum den �Ubergang zu einer

lokalen Di�usions-Kopplung. In der Tat zeigt sich dieser Sachverhalt in einer exakten

Di�erentialdarstellung der KF (s. Kap. 6.1)

+1Z
�1

H0(jx� x0j) (u(x0)� u(x)) dx0 � C2(w)
@2u

@x2
+ C4(w)

@4u

@x4
+ : : :

mit C2(w) =
w

3
; C4(w) =

w3

45
; C6(w) =

2w5

945
;

bei der im betrachteten Limes w ! 0 die Di�usionskopplung dominiert, da alle

anderen Ableitungen mit h�oheren Potenzen von w schneller verschwinden. Somit

liegt (erst) bei sehr naher Gegenelektrode der von Koper [155] behandelte di�usive

Grenzfall vor, bei dem sich die Elektrochemie lediglich in der elektrochemisch be-

stimmten lokalen Dynamik f(u) manifestiert und normales RD-Verhalten auftritt;

dieser �Ubergang zur lokalen Kopplung wurde insbesondere von N. Mazouz [161]

untersucht. Indes f�uhrt die Verwendung der bei w = 0 vorliegenden entkoppelten

Potentialverteilung (Glg. 1.40) zu einer leicht fehlerhaften Bestimmung der Di�u-

sionskonstante bei endlichem w; durch die leichte Abweichung vom linearen Pro�l

ergibt sich eine noch mit der Leitf�ahigkeit zu multiplizierende Di�usionskonstante

von D2 = � C2 = � w=3 im Gegensatz zu Kopers Resultat (Glg. 1.31, D2 = � w=2).

Gleichzeitig beschreibt die KF

3

w
H0(�x) =

3

4w3

�

sinh2
h
� �x
2w

i
im Limes w ! 0 eine di�usiv-lokale Kopplung mit einer Di�usionskonstante von

Eins. Eine �ahnliche Lokalisierung der Kopplungsfunktion tritt auch bei No-Flux-

Bedingungen anstelle der Equipotentialbedingung bei z = w auf (Kap. 6.1) und

legitimiert somit als N�aherung die Verwendung einer Di�usionskopplung in der Elek-

trophysiologie, falls die Kopplungsl�ange lKop = 2w=� mit w als Axon-Radius deut-

lich kleiner ist als die entstehenden Pulsbreiten.

Letztlich l�a�t sich an der Kopplungsfunktion Glg. 1.38 der eher mathematisch inter-

essante Aspekt ablesen, da� im Limes beliebig kleiner Abst�ande wie im elektrosta-

tischen Kraft-Gesetz eine quadratische und damit 'wesentliche' Singularit�at vorliegt

�x! 0 : sinh

"
� �x

2w

#
!

� �x

2w
) H0 =

�

4w2

�
2w

� �x

�2
=

1

� (�x)2
;

welche nicht von w abh�angt und die auch bei anderen Geometrien auftritt; auf-

grund der Di�erenzbildung in der Kopplungsfunktion und der Stetigkeit der Dop-

pelschichtau
adung entstehen dadurch aber keine mathematischen Probleme, und

der gesamte Integralausdruck ist wohlde�niert.
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1.5 Der dreidimensionale Elektrolyt

Verl�a�t man die qualitative 2D-Elektrolyt-Geometrie (Abb. 1.7), um die elektroche-

mische Musterbildung in realistischen 3D-Geometrien zu untersuchen, treten ver-

schiedene Schwierigkeiten auf. Da reale Elektroden naturgem�a� durch zweidimen-

sionale Fl�achen im dreidimensionalen Raum zu beschreiben sind, liegen au�erhalb

der endlichen Elektroden
�ache andere Randbedingungen vor.

Die Abb. 1.10 stellt die in dieser Abhandlung prim�ar untersuchte 3D-Elektrolyt-

Geometrie dar. Die ringartige Elektrode ist bei z = 0 in einer beliebig ausgedehnten

Isolator-Ebene eingebettet. Besitzt die Elektrode einen �au�eren Radius von ~r = L,

so liegt dieser nach einer generellen Skalierung aller geometrischen Parameter auf

den �au�eren Radius x = ~x=L bei r = 1.

0
0

AEφZ=0z=0

RE

Isolator

z

z=β

A 1
radiale Koordinate r

Elektrolyt
∆φ=0

GE

Abb. 1.10: Axial-symmetrische Darstellung der 3D-Geometrie; man rotiere um die z-Achse.

Bezeichnet man die innere radiale Begrenzung der Elektrode durch Lin, so liegt diese

nach der Skalierung folglich bei r = Lin=L := A; in Zylinderkoordinaten x = (r; z; �)

be�ndet sich die AE also bei

z = 0 ; r 2 [A; 1] ; � 2 [0; 2�] :

Durch Variation des inneren Radius A entstehen die unterschiedlichen Grenzf�alle

dieser Geometrie; bei A = 0 liegt eine Scheiben-Elektrode vor (s. Kap. 4), w�ahrend

der Limes A! 1 eine d�unne Ring-Elektrode mit verschwindender Ringbreite 1�A

beschreibt (s. Kap. 2 und Kap. 3). Das Potentialproblem verkompliziert sich durch

die Isolator-Einbettung der Elektrode; auf dem Isolator ist nicht das Grenzpotential

�0, sondern die Normalableitung des Potentials vorgegeben

z = 0 ; r 62 [A; 1] : �z = 0 :
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Dadurch tritt im allgemeinen Fall (A 6= 0) ein dreifach-gemischtes Randwert-

Problem f�ur das Potential im Elektrolyten als L�osung der Laplace-Gleichung

� = �(r; z; �; t) ; 4� =
@2�

@r2
+

1

r

@�

@r
+

1

r2
@2�

@�2
+
@2�

@z2
= 0

mit den Randbedingungen bei z = 0

0 < r < A : �z = 0 ; A < r < 1 : �jz=0 = �0(r; �; t)

1 < r <1 : �z = 0

auf, bei dem somit in zwei disjunkten Randbereichen die Normalableitung und im

Elektroden-Gebiet das Grenzpotential �0(r; �; t) selbst vorgegeben ist. Die Randbe-

dingungen werden komplettiert durch die GE-Bedingung

(r2 + z2)!1 : �(r; z; �) ! �GE = 0;

die sich in gro�em Abstand von der AE be�ndet. Im Gegensatz zum 2D-Elektrolyt-

Modell ist die genaue Lage der weit entfernten GE f�ur die Musterbildung an der AE

nicht relevant (s. auch Kap. 4.1), so da� die GE aus mathematischen Gr�unden im

Unendlichen plaziert wird; das Elektrolyt-Volumen wird dadurch formal durch die

Ebene bei z = 0 und durch eine halbkreisf�ormige GE begrenzt, die in unendlicher

Entfernung von der AE die Isolator-Ebene ber�uhrt. Gleichzeitig beschreibt die

Geometrie auch das analoge Problem einer frei schwebenden AE im Elektrolyten,

da auch hier bei z = 0 au�erhalb der Elektrode No-Flux-Bedingungen in z gelten;

setzt man hier bei z= 0 eine Probeladung, wird diese je nach Vorzeichen von @r�

in radialer Richtung entweder angezogen oder abgesto�en; die Feldkomponente in

z-Richtung verschwindet aber aus Symmetriegr�unden (d. h. @z� = 0).

Generell h�angt die Doppelschicht-Au
adung durch die Zweidimensionalit�at

der Elektroden
�ache sowohl von der azimutalen wie auch von der radialen

Koordinate ab; dementsprechend ist die Normalableitung des Potentials auf

der Elektroden
�ache nun analog zu Glg. 1.36 durch den zweidimensionalen

Integralzusammenhang

�z(r; �; t) = �h(r; �)�0(r; �; t) +

+

1Z
A

2�Z
0

H2D(r; r
0; � � �)

�
�0(r

0; �0; t)� �0(r; �; t)
�
d�0 dr0

gegeben, welcher zusammen mit

imig(r; �; t) = ��
@�

@~z

�����
~z=0

= �� �z(r; �; t) ; � :=
�

L
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die raumzeitliche Dynamik der Doppelschicht in zwei Raumdimensionen beschreibt

@t u(r; �; t) = �ir(u) + �h(r; �)
�
�m(t)� u

�
+

+ �

1Z
A

2�Z
0

H2D(r; r
0; � � �)

�
u(r0; �0; t)� u(r; �; t)

�
d�0 dr0 :

Die Kopplungsfunktion H2D h�angt ausschlie�lich vom inneren skalierten Radius A

ab und kann im Scheibenfall (A = 0) analytisch angegeben werden (s. Kap. 4.1 und

Kap. 6.2). Die physikalische Gr�o�e der Elektrode L bestimmt zusammen mit der

Leitf�ahigkeit � den Parameter � = �=L, der wiederum sowohl die Kopplungsst�arke

wie auch die lokale Dynamik bestimmt, welche somit im Gegensatz zu den zwei-

dimensionalen Modellen von der Gr�o�e der Elektrode abh�angt.

Diese Abhandlung beschr�ankt sich auf die Diskussion der Musterbildung in

einer r�aumlichen Dimension. So wird in Kap. 2 der d�unne Ring behandelt (A � 1),

bei dem die radiale Musterbildung vernachl�assigt werden kann. Folglich liegt hier

eine Reaktions-Migrations-Glg. f�ur die azimutale Musterbildung u(x; t) vor

@t u(x; t) = �ir(u) + �h(x)
�
�m(t)� u

�
+ �

1Z
0

H0(x; x
0)
�
u(x0)� u(x)

�
dx0;

die numerisch in einfacher Form gel�ost werden kann

u(xi; t)! ui(t) ; H0(x; x
0)! H0(xi; xj)=�x = H0;ij=�x

)
dui
dt

= f(ui; xi) + �
j=NX
j=1

H0;ij (uj � ui) : i = 1; : : :N : (1.41)

Auch in dieser Hinsicht erweist sich die Formulierung �uber die KF als sehr vorteilhaft.

W�ahrend alle Methoden zur Berechnung der Potential-Verteilung im 2D-Modell zu-

mindest formal equivalent sind, kann bei den komplizierten 3D-Modellen kein prak-

tikabler Moden-Ansatz verwendet werden. Das Potentialproblem kann naturgem�a�

auch rein numerisch behandelt werden, indem nach jedem Zeitschritt an der DL

die Potentialverteilung im dreidimensionalen Elektrolyten neu berechnet wird. Bei

dynamischen Prozessen ist eine derartige Vorgehensweise indes mit hohem nume-

rischem Aufwand verbunden; dies gilt insbesondere dann, wenn noch eine zweite,

langsame Variable ber�ucksichtigt wird. Beim Integral-Ansatz liegt die Schwierigkeit

in der Ermittlung der Kopplungsfunktion H0(x; x0); ist dieses potentialtheoretische

Problem f�ur jede Geometrie gel�ost, beschr�ankt sich die numerische Behandlung auf

die L�osung von gekoppelten, gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen (Glg. 1.41).
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