Kapitel 3

Verallgemeinerung eines Ansatzes
von Hua

3.1 Der Ansatz von Hua

Im folgenden bezeichne d stets eine fest vorgegebene natiirliche Zahl.

Zunéchst soll der in [Hua] beschrittene Weg - umformuliert fiir Primzahlzwillinge - kurz
dargestellt werden.

Grundlage bildet die Beziehung

Taa(z) = 3 1+ O(z?) (3.1)

a<zx—2d
(a,Q(z)) =1,
(a+2d,Q(x)) =1

mit
Q(x):= II »-

1
p<z?2

Beachtet man die Definition der p-Funktion, so bekommt weiter

> L= > > wa) X e

a<x—2d alz—2d qi](a,Q(x)) g2](a+2d,Q(z))
(a,Q(z)) =1,
(a+2d,Q(z)) =1
r—2d
- Z Z wlq)p(qe) - £ {m < | mqgg = —2d mod q2}
Q@) Q) gl
<z @<z
r— 2d 2d
- Z Z Z plq)p(qe) - ¢ {m < k: | mq = - mod q2}
k(24,Q() g | &) q | 22 q
a2 <% a<E

(q1,92) =1
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kq1q2 q2 q2
K(2d,Q() gy | Q) o | &)
@< @ <%
(q17q2) =

(3.2)

wobei ¢, € Z wieder beliebig mit ¢;¢; = 1 mod ¢ sei. Der innere Term

([gq—l?];l T % ' Z_ﬂ - [%Td ' Z_ﬂ) in der letzten Gleichungszeile kann wie in Abschnitt 1.4

approximiert werden durch % bis auf den beschriankt bleibenden Fehler

(— {% + Qk—d . g—;} + {% . %})' Daher liegt es nahe, den gesamten Ausdruck in der

letzten Zeile von (3.2) aufzuspalten in

DD > u<ql>u<q2>~([”"2d+2_:@] . l%dq_b

k| (2d,Q(z)) @ | % a % kQIQQ q2 q2
@2 < ¥ q <%
(q1,q2) =1
= ®,(2d, 2) + o(2d, 2) (3.3)

mit dem Hauptglied

®)(2d,7) = (z—2d) > % 3 3 pla)p(ge)

o e 142
HELQ@) ™ g g2 o G2
2 < % @ <%
(q1,42) =1

und dem Restglied

R SHED S S A Kkt Bk ottt

. v 12 kqi1q2 12
HE4QE) gy | Q@ ¢ | 9@
@2 < ¥ a < ¥
(q1,92) =1

Als Abschétzung fiir das Hauptglied wird in [Hua]

T zloglog x
®y(2d,x) = o(2d) - long + O (ﬁ) (3.4)

gezeigt. Dafiir werden keine tiefliegenden Resultate der analytischen Zahlentheorie ver-
wendet, wie etwa der Satz von Siegel-Walfisz, sondern lediglich der Primzahlsatz.

Wegen (3.1), (3.2), (3.3) und (3.4) ist die Vermutung (1) von Hardy- Littlewood aus der
Einleitung aquivalent mit

<I>2(2d,93):0< ’ ) (3.5)

log? =
Das Restglied ist also genau dann von kleinerer Groflenordnung, als das Hauptglied,
wenn die Vermutung (1) zutrifft.
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Es liegt nun nahe, die Vermutung (1) von Hardy-Littlewood mit Hilfe des Satzes 2.1’ zu
verfeinern. Wegen Satz 2.17 gilt

’ dt x
moa(z) — 0(2d) -leg og {Tog(t — 2d) =0 (W) (3.6)

fir ,,fast alle” d < 5 — 1, wobei die O-Konstante nicht von d abhangt und «a eine

beliebige positive reelle Konstante ist. Dies legt die Annahme nahe, daf§ (3.6) sogar fiir
alle d < § — 1 und eine geeignete Konstante o > 0 zutrifft. Da offenbar

/x dt o N O( x )
—o T T2 T3
2ies logtlog(t —2d) log”x log® =

ist mit einer von d abhéngigen O-Konstante, folgt dann aus (3.6) fiir beliebiges, aber
festes d € IN und eine geeignete Konstante v € (0, 1]

@wm:ﬂwyri—+o(—l;—> (3.7)

og’x (log x)?+o

fiir ¥ — oo, wobei die O-Konstante von d abhangt. Hierdurch wird die Vermutung von
Hardy-Littlewood verfeinert. Entsprechend (3.5) ist nun (3.7) dquivalent mit

%@%@:0(-41—) (3.8)

(10g x)2+a

fiir eine geeignete Konstante o € <O, %)

3.2 Das [Py, Py|-Problem

Es lage nahe, den Huaschen Ansatz fiir Primzahl-n-Tupel zu verallgemeinern. Das ist
auch ohne weiteres machbar, aber es existieren bereits seit langerer Zeit Vermutungen
tiber die Anzahl gewisser Primzahl-n-Tupel < z (siehe z.B. [HRi]). Interessanter scheint
eine Verallgemeinerung des Huaschen Ansatzes fiir Paare (a,a + 2d) natiirlicher Zahlen
mit beschrankten Anzahlen von Primfaktoren zu sein, da genaue Vermutungen iiber
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die asymptotische Groflenordnung der Anzahl solcher Paare < x in der einschlagigen
Literatur nicht zu finden sind. Die Frage nach der Groflenordnung der Anzahl

(M, N,z) :=f{a € IN |1 <a<z—2d, Qa) <M, Qa+2d) <N}

aller Paare (a,a + 2d) mit 1 < a <z — 2d, fiir die a hochstens M und a + 2d hochstens
N Primfaktoren besitzt, wird auch als ,,[ Py, Py]-Problem” bezeichnet.

Waéhrend die Frage, ob es fiir vorgegebenes d unendlich viele Primzahlpaare der Form
(p, p+2d) gibt, bisher nicht beantwortet werden konnte, gelang es, 75,(1, 2, z) nichttrivial
von unten abzuschatzen. Mit Hilfe einer Verfeinerung der Selbergschen Siebmethode und
durch Anwendung des Satzes von Bombieri-Vinogradov bewies Chen 1973 (s. [Che]) fiir
gentigend grofles x die Abschatzung

x

moq(1,2,2) > 0.67 - o(2d) - oe?s

Spater wurde dieses Ergebnis von Kan Jiahai verbessert und fiir beliebiges N € IN mit
N > 2 verallgemeinert zu

(0.965 — €)o(2d) z(loglogz)™N 2

ﬂ-;d(laNax) _ﬂ-;d(l;N_Z,LE) > (N_2)| . logzx

fiir > xo, wobei zp von € und N abhéngt (s. [Kan]). Als obere Abschétzung fand Kan
(s. [Kan]) fiir alle N € IN

N-1
(1 N.2) = O (:)s(loglogx) ) '

log® z

Statt m5,(M, N, x) soll in diesem Kapitel die Anzahl
moa(M,N,z) :=t{a € IN | (a,2d) =1, 1 <a<z—2d, Qa) <M, Qa+2d) <N}

naher untersucht werden. Daf} die zusétzliche Forderung (a,2d) = 1 keine wesentliche
Einschrankung bedeutet, zeigt die Beziehung

(M ,N,z) = Y t{a€IN|(a,2d) =t 1<a<z—2d, Qa)<M, Qa+2d) <N}
H2d
T

_ > o (M—Q(t),N—Q(t),;) +0@2d)

t|2d
Q(t) < min{M — 1, N — 1}

durch die 75,(M, N, ) auf maq(M, N, z) zuriickgefithrt werden kann.

Im folgenden soll der Huasche Ansatz (s. [Hua]) zur Herleitung der Vermutung (1)
von Hardy-Littlewood in der Weise verallgemeinert werden, dafl man analoge Vermu-
tungen fir moq(M, N, z) erhélt. Der Huasche Ansatz scheint besser fiir eine solche Ver-
allgemeinerung geeignet zu sein, als der von Pan Chengdong oder die klassische Kreis-
methode nach Hardy-Littlewood, da man hierbei nicht auf die Mangoldt-Funktion A
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zuriickzugreifen braucht. Es wird sich zeigen, dal man man auf heuristischem Wege die

Vermutung
o(2d) z(log log x)M+N=2

(M —DI(N=1)! log? x

bekommt, die fiir m94(2, 1, 2) noch verschérft werden kann.

foa(M, N, z) ~ (3.9)

3.3 Aufspaltung von moy(M, N, x)

In Verallgemeinerung des Huaschen Ansatzes soll waq(M, N, ) zunéchst in ein Hauptglied

und zwei Restglieder aufgespalten werden.
Offenbar kann moq(M, N, x) in der Form

ma(MNz) = Y > > 1 (3.0

(r,2d) =1 (s,2dr) =1 a<z—2d, (a,2d) =1
Ar) < & A(s) < £ rla, s|(a+2d)
Qry< M —1 Qs) <N -1 at2d ¢ 1p

a
'!‘7
Ar) <2, X(s) < %N

ausgedriickt werden, wobei A(n) fiir n € IN den gréfiten Primfaktor von n angibt.
In den folgenden Betrachtungen wird stets vorausgesetzt, dafl die obigen Summations-
bedingungen fiir » und s zutreffen. Insbesondere wird also

(r,2d) =1, (s,2dr)=1 (3.11)

1 1
angenommen, und wegen A\(r) > 720 und A(s) > s%= folgen aus den Summationsbe-

s
dingungen A\(r) < £, Q(r) < M — 1 und A(s) < %, Q(s) < N — 1 die Ungleichungen

r < a7 S < gl w . (3.12)

Y

Nun soll die innere Summe auf der rechten Seite von (3.10) weiter umgeformt werden.

Es gilt
> 1 = > 1, (3.13)
a<z—2d (a,2d) =1 K(r,s)<a<z—2d
rla, s|(a+2d) (a,2d) =1
%,%MGIP a=0mod r, a=—2d mod s
A(r) < &, A(s) < ot ¢, 2 elp
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wobei
K(r,s) :=max{rA(r) — 1, sA(s) —2d — 1} (3.14)

sei. Weiter ist

> 1 = > 1+

K(r,s)<a<z—2d K(r,s)<a<az-—2d
(a,2d) =1 a=0mod r, a=—2d mod s
a=0mod r, a=—2d mod s (%&2(%)) :17(%2‘17(,2(%)) -1

a a+2d
a at2d ¢ jp

@) > 1], (3.15)

a=0modr, a=—-—2d mod s

2 (2)} oder 222 < (3)°

s

wobeil wieder

Qly) = II » (3.16)

p<y?
gesetzt werde fiir beliebiges y € IRT. Die Summationsbedingung (a,2d) = 1 kann unter
der ersten Summe auf der rechten Seite von (3.15) weggelassen werden, da diese fiir

geniigend grofles z wegen (3.11) und (3.12) aus (%, Q (3)> = 1 folgt.

Die Summe im O-Term auf der rechten Seite von (3.15) kann offensichtlich umgeschrieben

werden in

3 1 = 3 1. (3.17)
@ agmax{(m:)%, (sx)% —2d
a=0mod r, a=—-2d mod s
£2(5)" o 222 < (5)

™ s

a=0mod r, a=—-2d mod s

Beachtet man die Definition der p-Funktion, so bekommt man fiir die erste Summe auf
der rechten Seite von (3.15)

> 1
K(r,s)<a<z—2d

a=0mod r, a=-2d mod s

(#.@(%) =1 (=£4.Q(2)) =1
= Z Z w(q) Z 1(q2)

K(r, <z—2d aofz at2d H(x
JKrg<azaoa ai(za(s)  wl(=40(2)
K r,s xr — 2d
- Z Z (1) () - ﬂ{ (r,s) <m < | mgir = —2d mod Q2s} .
rq rqi

alQ(2)  «lQ(%)
n<? <2

- 8

(3.18)
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Wegen (3.11) folgt weiter
K(r,s r —2d
> > @) ﬁ{ £ ) < ——— |mqr = —2d mod CI28}
alQ(z)  ale(2) « «
q<¥ g2 < %
- Z Z Z 11(q1)p(ge) -
H24Q(2)Q(2)  «lie(f)  alie(®)
2 < & a < &
(@17, g2s) =1
K —2d 2d
ﬂ{ (r: s) <m< | mgir = —— mod qgs}
krq rq k
- Z Z Z 11(q1)p(ge) -
H(24Q(2)Q(2)  @lie(f)  alie(®)
2 < & a < &
(q1r,qas) =1
EET N
krsqugz  k  qos krsqugz — k qus])
(3.19)

Es liegt nahe, den Ausdruck in der letzten Gleichungszeile nun vollig analog wie in
Abschnitt 3.1 in einen Haupt- und einen Restterm aufzuspalten. Man erhélt auf diese

Weise

>

K (24.Q(%).Q(%))

z — 2d
krsqiqo

(

mit dem Hauptterm

2d

T

x—2d— K(r,s)

Oy (2d, 2,71, 5) ==
TS

q)1(2d7 z,T, 8) + q)2(2d7 TyT, 8)

Z Z (qr)(qz) -
23Q(2)  aliQ(2)
q2 < & q < &
(17, q28) =1
r] lK (r,s) | 2d q‘ﬂ“D
Q25 krsqigs  k  qos
(3.20)
Z l Z Z N(%)N((h)
HaQ(p)e(s) - wlie(s)  wlie(s) N
g2 < ﬁ q1 < kz_r
(17, q28) =1
(3.21)
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und dem Restterm
Oy(2d, x,7r,8) = Z Z
H(2dQ(2)(%))  @liQ(3)  alie(s)
2 < & a < &
(q1r,g2s) =1
({K<T’S)+2_d.z}_{x_2d %@}) (3.22)
krsquge — k  qos krsqg k- gos
Zusammen liefern (3.10) bis (3.20)
7T2d(M, N, 37) = HQd(M, N, 37) + Rgd(M, N, 37) + 0 (Sgd(M, N, CC)) s (323)
wobei
Hoy(M,N,x) := > > Q) (2d, x, 7, 5) (3.24)
(r,2d) =1 (s,2dr) =1
Ar) < 2 Als) < 5
Qry<M—1 Q(s) <N —1
das Hauptglied,
Rog(M, N, ) := > > Dy (2d, 2,1, 5) (3.25)
(r,2d) =1 (s,2dr) =1
A(r) < & As) < %
Qry <M -1 Qs) <N —1
das erste Restglied und
Soq(M, N, z) := > > > 1
(r,2d) =1 (s,2dr) =1 a < max {(m:)%, (sx)% —2d
Alry < 3 )\(S)S% a=0mod r, a =—-2d mod s
Qry<M-—1 Qs)<N-1 - T
das zweite Restglied ist. Das Restglied Syq(M, N, z) a8t sich wegen (3.12) abschétzen
durch
Soq(M, N, z) < > o> 1= > T(a)T(a+2d) ,
agrnax{acl_ﬁ7 xl_ﬁ} rla  s|(a+2d) agmax{xl_ﬁ, xl_ﬁ}
= O (n°)
(3.26)

woraus wegen der in dieser Arbeit schon mehrfach benutzten Abschitzung 7(n)

Soa(M,N,z) = O (')

folgt fiir jedes & <min{ﬁ, ﬁ}
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3.4 Vermutung fiir das [Py, Py|-Problem

In diesem Abschnitt wird die Vermutung (3.9) iiber moq( M, N, x) heuristisch hergelei-
tet. Dazu wird als asymptotische Abschétzung fiir das in (3.24) definierte Hauptglied
Hyq(M, N, x) gezeigt

Satz 3.1:

Es gilt

o(2d) z(log log x)M+N=2

(M —1DI(N -1 log? z

Hyy(M,N,z) ~

Zum Beweis muf} zuerst der in (3.21) definierte Term ®,(2d, x,r, s) abgeschitzt werden.
Dazu braucht man folgendes

Lemma 3.1: (Verbesserung von Lemma 3, S.6 in [Hual)

Fir f € IN, y,z € IRT werde U/ (y, ) definiert durch

Uf(y,z) — Z 1(q) '

71 QW) 4

Sei nun ¢ > 0 beliebig, aber fest. Dann gilt fir f < y° und y§ < z < y die Abschéitzung

[ 1
Uf(y’z):m.logy—i_O( ) ;

wobei die O-Konstante nur von ¢ abhéngt.

Dieses Lemma wird in Abschnitt 3.6 bewiesen.

Eine Abschitzung fiir ®;(2d, x,r, s) geschieht nun in
Lemma 3.2:

Falls (3.11) und (3.12) gelten, so ist

f(r)f(s) (x = 2d = K(r, 5))

Oy (2d,x,r,8) = o(2d) - oz slog®

+
@
7N
<
»
=}
09 &
W
&
N—
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Beweis:
Beachtet man (3.11) und die Definition der p-Funktion, so kann die Summationsbe-

dingung (¢17,¢2s) = 1 in der inneren Doppelsumme auf der rechten Seite von (3.21)
beseitigt werden durch die Umformung

Z Z M(QI)M(QQ)

4142
fDl%Q(f) q | IQ(%)
g2 < 3= q < &
(q17,q25) = 1

-y y My

wl1Q(5)  aliQ(s) N2l
g2 < 3% @ <
(g2,m) =1 (q1,8)=1
_ 3 p(n) 5 pa) 5 1(g2)
n? T @
nlz(@(5).@(%)) @ | 75Q (%) 0| 5@ ()
ngmm(’ﬁ x) q < 55 92 < 775
(n,rs) = (q1,8) =1 (q2,7) =1

(3.27)

Wegen (3.12) und der Definition von Q(y) in (3.16) 1a8t sich der Term in der letzten
Gleichungszeile fiir jedes k | (2d, Q <%) ,Q (f)) aufspalten in

> p(n) 3 #a) ) me) Si+5S; (3.28)

2
nli@E)eE) " ;kQ(x) g nle(f) 42
n < min (%, %) @ < 5= g2 < 7
(n,rs) =1 (n,8)=1 (q2,m) =1
mit

=y A 3 Mar) 3 pa2) (3.29)

2

n§21d 28 n q1|nle(x) q1 q2|n1kQ(f) q2

(n ]fT‘S) =1 a1 S nk:r q2 S nks

(q1,8)=1 (q2,7m) =1

und
p(n) () 1(q2)
52:= Z n? Z q1 Z @
nlx(Q(%).@(%)) ol 5Q (%) a2 | 25 Q (%)
& -2® <n<min (&, £) o < = g2 < =

(n,rs) =1 (q1,8) =1 (q2,7) =1
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wobei 0 ::min{giM, L%N} sei. Nun sollen die Summen S; und S einzeln untersucht

werden.
Die inneren Summen auf der rechten Seite von (3.29) konnen wegen Lemma 3.1 und
(3.12) fiir n < o5 - 2° abgeschétzt werden durch

> ma) _ 3 pla) ks (? L) _ _nks 1 +O< 17 )

ol 2 (x) Q1 o lQ (x) Q1 nkr p(nks) log - log? x
q < 5= q < 5=
(q1,8) =1 (q1,mks) =1
(3.31)
b.z.w.

3 plaz) > (g2) _ Unkr(g ﬂ) _ 136 —|—O< 17 )

I (%) 42 @ 1Q (%) 42 nks p(nkr) log <7 log? x
g2 < nks g2 < nks
(q2,7) =1 (g2,nkr) =1

(3.32)
Beachtet man (3.11), k | 2d und die bekannte Abschitzung £~ = O (loglog f), so ergibt

o(f)
sich aus (3.31) und (3.32)

k*rs w(n) 1 ( 1 )
S1 =~ : + 0 . (333
S S MNP DI R o g o) 639
(n, k:;s) =1
Wegen
1 1 1 1 log(nk
log 2= logZ 1 _ kst o z+O(l§(23)> ’
& nkr & - log Z & &
1 1 1 1 log(nk
z e Z . o (nk)) — = + O g<2 x) ,
log nks log s 1 - ﬁg T log s log s

der Abschitzung ~L = O (loglog f) und (3.12) folgt aus (3.33) weiter

k*rs p(n) 1 ( 1 )
S, = : + O .
' p(k)*o(rs) nza p(n)? log T log$ log? x
(n,krs) =1

Beachtet man wieder # = O (loglog f), so ergibt sich daraus

k*rs 1 > w(n) ( 1 )
S = - - + 0
LT e g lgE = p(np ot
(n,krs) =1

kers 1 1 1
_ N 1— —— +o< i ) 3.34
p(k)*o(rs) logi log mEL( (P—1>2> log3 z (3.34)
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Als néchstes erfolgt eine Abschatzung der Summe S5. Da fiir die inneren Summen auf
der rechten Seite von (3.30) trivialerweise

> /i(qﬁh) = O(1+logx)
wlmae(s)

q1<L

= nkr

(q1,8) =1

und

> ) _ O(1+logx)
a2 | 5@ (f)
g2 < =

— nks

(q2,7m) =1

gilt, bekommt man unter Beachtung von % = O (loglog f)

Sy =0 18 . 3.35
() (3.35)

log3 x
Nun liefern (3.21), (3.27), (3.28), (3.34) und (3.35) zusammen
x —2d— K(r,s)

k 1 T
1(2d, 2,7, 5) = @(rs)log* logf. k|(2d,Q(Z%:),Q(§)) @(’f)jmlgs (1 N m) o (@) .

(3.36)
Beachtet man wieder (3.12) und die Definition von Q(y) in (3.16), so sieht man, daf fiir

gentigend grofles x jedes quadratfreie k, welches 2d teilt, auch @) (%) und @ (f) teilt.
Somit kann die Summationsbedingung k | (20l7 Q (%) ,Q (ﬁ)) unter der Summe auf der

S

rechten Seite von (3.36) ersetzt werden durch k | 2d. Wegen (3.11) 148t sich diese Summe
nun weiter vereinfachen zu

0ok ! _ 0ok 1
21y H<l 1) 2 W H(1 o)
2| k
20y K ot
- 2(16,%{_ o e I (1 <p—1>2>

B 1 (p—1)? 1* (k)
- 2H<1_(p_1)2>H Z E—2

Plrsp<p_2) kld

p>2
(k,2) = 1

1 o(rs) p—1 p
= 9 1— : P>

I 5) 7 e

p>2

o(rs) p—1

- 2 . 3.37
o(2d) o ,HSP—T (3.37)



wobei o(2d) die in (2) definierte Zwillingskonstante ist.
Aus (3.36) und (3.37) ergibt sich die Behauptung, wenn man (3.11) beachtet. O

Fiir den Beweis des Satzes 3.1 wird noch benotigt
Lemma 3.3:

Sei K € IN. Dann gelten die Abschatzungen

. 1 1
(i) > - = - (logloga) +o((logloga)”) .
a<cx ’
Q(a)_gK
y fla)logz 1 K K
(id) (a %::1 Calog? Kl (loglog )" + o ((loglog )" ) ,
agxl_Kirl
Qa) < K

wobei f(a) definiert sei wie in Lemma 3.2.
Beweis:

Nach [Lan], S.211 148t sich der Primzahlsatz verallgemeinern zu

S 1 y(loglog y)K—1
= (K —1)! log y
Qa) < K

Hieraus kann leicht mit Hilfe von partieller Summation Teil (¢) gefolgert werden. Fiir
die in Teil (i7) abzuschétzende Summe bekommt man

Z f(a) log x B Z f(a>

alog £ _ loga
(a,2) } & (a,2) :11 a (1 logx)
agxl_KJrl agml_ K1
Qa) <K Q) <K

_ Z f(a) O 1 ) Z f(a)loga

(a,2) =1 a 08T (a,2)=1 ¢
1— L 1— L
a<g EFI a<g K1
Qa) < K Q(a) < K

(3.38)

Beachtet man f(a) < 2% fa. a € IN und fiihrt wiederum eine partielle Summation
durch, so erhélt man aus Teil (i) fiir die Summe im O-Term

5 fla)loga y o lsa o (log z(loglogz)") . (3.39)

(a,2) =1 a a<z a
e Q) < K
Qa) < K
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Nun wird noch eine Abschétzung fiir die erste Summe in der letzten Zeile von (3.38)
gebraucht. Diese 1af3t sich offenbar aufspalten in

f(a) fla) =1 1 1
D S T P R VI 7
(a, 21) = 11 (a, 21) = } a<al™ 2 a< % 2 e
aé(:v) ;T aé(:r) ;T Qa) < K Qa) < K-1
a) < a) =
(3.40)

Die Summen auf der rechten Seite sollen nun einzeln abgeschatzt werden. Fiir die dritte
Summe ergibt sich aus Teil (i) des Lemmas

> % = O((loglogx)K_l)). (3.41)

Ebenfalls Teil (i) liefert fiir die zweite Summe

1 1 K
3 — = = <10g logxl_K%”) to <(10g log x)K) ’
a < 11, K1+1 )
Qa) < K
woraus wegen
-1 \K 1 K K K-1

<log log = K+1) = (10g log z 4 log <1 — TH)) = (loglogz)™ 4+ 0O <(log log x) )
weiter 1 1

3 - = (loglogz)™ + o ((log log :IJ)K> (3.42)

1— L1
a< gz K1
Qa) < K

folgt. Die erste Summe auf der rechten Seite von (3.40) kann in der Form

> flo=1 _ > 3 Jla) =1 (3.43)

a . a
(a, 21) - } 2<p§x1_ﬁ a<g'TER

a<z K1 Qa) < K
Qa) < K n(a) =p

geschrieben werden, wobei 7(a) den kleinesten Primfaktor von a angibt. Da fiir
n(a) = p > 2 und Q(a) < K wegen der Definition von f(a)

K
-1 2K
fla)-1 < (p—> 1<
p—2 p—2
ist, hat man

f(a) —1 K 1 1
> 2 ——— < 2 > X -
1—1_ 1— 1 a 11 p 11 a
2<p<z K+1 a<g Kil 2<p<z K+I a<z K
Qa) < K Qa) < K
n(a) =p n(a) =p
1 1
<oy S L e
= plp—2) .o
Qa) < K-1
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Der Term in der letzten Ungleichungszeile 148t sich wegen Teil (i) des Lemmas noch
abschétzen durch

1 1 )
25> pip—2) > Pl O ((loglogx)K 1) . (3.45)
>2 o<z
' Qa) <K -1

Fafit man (3.38) bis (3.45) zusammen, so erhélt man die Behauptung des Teiles (i7).
([

Mit Hilfe der Lemmata 3.2 und 3.3 kann nun gefiihrt werden der

Beweis von Satz 3.1:

Aus der Definition des Hauptgliedes Hoy(M, N, z) in (3.24) und Lemma 3.2 folgt

Hgd(M, N, ZL’) = O'(2d)(51 - SQ) + O(S3) y (346)
wobei
Sii=(z—2d)- 3 J; (r)m 3 % , (3.47)
(r,2d) = rog (g 2amy =1 51085
Ar) < £ As) <%
Qr)y <M —1 Q) <N -1
r)f(s)K(r,s
Spi= 3 3 f(l)f(g) 1( §)
(r,2d) = 1 (s,2dr) = 1 riogs. s108%
Ar) < = As) < 2
Qr)y<M-1 Q)< N-1
und . .
x
Sz 1= . - -
’ log3 z T%:m r 52<::E 5

Qr) <M -1 Qs) <N -1
sei. Die Summe S; kann wegen Lemma 3.3(7) abgeschétzt werden durch

z(loglog z)M+N-2 )

5 (3.48)
log3 x

Wegen (3.12) und f(a) < 2@ fa. a € IN ergibt sich fiir die Summe S, zunichst

MN - 2M+N

K(r,s)
log® = '

rs

S

IN

(3.49)
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Weiter erhdlt man wegen der Definition von K (r,s) in (3.14) und Lemma 3.3(7)

Z Z K(r,s)
N . TS
Alr) < & As) < 5
Qr)<M -1 Q(s) <N -1
1 1
< ) D DR (5 R D DR DI O
s<ux § r r<ux r s
Q)< N-1 A(T)S% Qr)y<M-1 )\(S)S%
Q(r) <M -1 Qs) <N -1
< (loglogz)N~1. > Ar) 4+ (loglogz)M~!. > A(s) .
Alr) < ¢ As) < £
Q(r) <M -1 Q)< N-1
(3.50)
Abgeschatzt werden soll nun die Summe > A(r) in der letzten Ungleichungszeile.
Ar) < ¢
Q(r)y <M -1

Da fiir M = 1 der Wert dieser Summe gleich 1 ist, geniigt es, den Fall M > 2 zu
betrachten.

Fiir vorgegebenes r setze man ry := . Dann ist A\(r) < £ offenbar aquivalent mit
Ar) r

A(r) < (%)5, und aus r < z und Q(r) < M — 1 folgt ro < xl_ﬁ, da A(r) > o) gilt.
Damit hat man

> Ar) < > > p. (3.51)

r 1— 1
T0 S X M—1 <( =
Qro) <M —2 P=\7g

N

Alr
Q(r)

~

3R

<
M—-1

IN

Der Primzahlsatz liefert fur die innere Summe auf der rechten Seite

(zi:%p < <%>;”<<%);> — O(%). (3.52)

=\

Aus (3.51) und (3.52) ergibt sich

> A0 . 1
r) = —
. log ~ ro |’
T-O_ M-—1
Ar) < 2 Qro) < M —2
Q(r) < M -1
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woraus man wegen Lemma 3.3(7)

zr: Ar) = O(m(loglogm)M_2> -

log

Ar
Q(r)

~

38

<
M—-1

IN

erhélt. Diese Abschétzung bleibt natiirlich auch fiir den Fall M = 1 richtig. Analog
bekommt man fiir die zweite Summe in der letzten Ungleichungszeile von (3.50)

> As) = o<x<1°g1°gx)N_2> (3.54)

log

f.a. N € IN. Zusammen ergeben (3.49), (3.50), (3.53) und (3.54)

x(log log z)M+N-3
Sy = O( (log logg3zc ) . (3.55)

Zum Schluf soll eine asymptotische Aussage fiir die Summe S; hergeleitet werden. Hierzu
wird erst einmal eine Abschitzung fiir die innere Summe auf der rechten Seite von (3.47)
gebraucht. Da fiir N = 1 der Wert dieser Summe gleich @ ist, gentigt es wieder, den
Fall N > 2 zu betrachten. Dann 1a8t sich die Summe wegen (3.12) aufspalten in

slogZ
(s,2dr) =1 &%
A(s) < £
Q(s) < N -1
mit ‘o
s
T, = :
(S’%:: L slog %
s < zlf%
Q(s) <N -1
TQ = Z f(S)
(52 =1, () >1  S108%
s < xl_%
Q)< N-1
und
Ty = T ON
(s,2dr) =1 § 1Og %
s < 2™ N
A(s) > £
Q)< N-1



Die Summe T3 kann wieder wegen f(a) < 2%® f.a. a € IN abgeschitzt werden durch

e oy O W

B 1 1 z 1 1 1 2
sgxl_ﬁ SOgs x5<s§x1_ﬁ sogs
s>f Q(s) < N-1
Q(s) < N-1
N . 2N 1
. - 3.57
log x Z S ( )

x%<s§a:
Q(s) < N-1

Aus Lemma 3.3(i) folgt fiir die Summe in der letzten Ungleichungszeile

1 1 _ 1\ N—-1 _
1 > L= m-((loglogx)]v - (loglogm) >+0 ((1oglogx)N 1) .
x2 s<ux
Q(s)<§ N -1
(3.58)
Offenbar gilt
N-1 1\ N1 N-1 N-1
(loglog z) — (log loga;2) = (loglogz) — (loglog x — log 2)
= 0 ((10g log x)N_2> . (3.59)
Aus (3.57), (3.58) und (3.59) erhélt man
1 1 N—-1
Ty = o (M) _ (3.60)
log x
Fir die Summe T, bekommt man
N . 2N 1 N . 2N 1
T 2 s S Togr & 2 sot
08T (s2)=1, (s,dr)>1 ° 08T Yar s0< @ 50
s<zx Q(so) < N -2
Q(s) < N-1
N . 2N 1
< -7(dr) - Z -
log x = s
Q(s) <N —2

Schétzt man die Summe in der letzten Zeile wieder mit Hilfe von Lemma 3.3(7) ab und
beachtet 7(dr) < 7(d)7(r) < 7(d) - 220 < 7(d) - 2M~1 fiir Q(r) < M — 1, so ergibt sich
hieraus

(loglog x)N_2>

3.61
log ( )

T2 - O (
wobei die O-Konstante natiirlich von d und M abhéngt. Schlielich liefert Lemma 3.3(i7)

sofort
T — 1 (loglogz)"! o (loglog z)N~1 ‘
(N —1)! log x log x

(3.62)
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Nun ergeben (3.56), (3.60), (3.61) und (3.62) zusammen

1 log 1 N-1 loo 1 N-1
by o)~ . {ogloga) +0<Q££&Q__>' (3.63)
(s,2dr) =1 slog (N —1)! log z log x
A < 2
Qs) <N -1

Diese Abschatzung bleibt natiirlich auch im Fall N = 1 richtig. Also folgt aus (3.47) und
(3.63)

R R S (6 ( 1 .(loglogx)N_l_i_O(M))'

(r5d) = 1 rlog ¥ (N —1)! log x log x
\r) < 2
Qr)<M-1
(3.64)
Vollig analog wie (3.63) 148t sich f.a. M € IN
f(r) 1 (loglog z)M~1 (loglog z)M~1
2 gz ~ @M-D 1 ol
(r5d) =1 rlog & (M —1)! ogx ogx
AMr)<
Q(r) < M -1
zeigen. Somit bekommt man aus (3.64)
1 loo 1 M+N-2 loo 1 M+N-2
S, =  elloglog ) 1o (2lloglog) . (3.65)
(M — 1IN —1)! log® log®
Aus (3.46), (3.48), (3.55) und (3.65) erhdlt man die Behauptung. O

Fiir das in (3.25) definierte Restglied Raq(M, N, z), das, ausgeschrieben, eine Summe
iiber gebrochene Anteile darstellt, kann analog wie fiir das Restglied ®5(2d,z) beim
Huaschen Ansatz (siehe Abschnitt 3.1) vermutet werden, daf es von kleinerer Grofien-
ordnung ist, als das Hauptglied Hsy(M, N, z), also von der Grofienordnung

z(log log x)M+N=2
log? z '

Rog(M,N,x) =0 ( (3.66)

Zusammen liefern die Aufspaltung (3.23), die Abschétzung (3.26), Satz 3.1 und (3.66)
nun die in (3.9) angekiindigte

Vermutung 3.1:

Fiir beliebige, aber feste M, N € IN ist

o(2d) z(log log x)M+N -2

(M —1DI(N -1 log® z

Tog(M, N, x) ~
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3.5 Verschiarfte Vermutung fiir das [P, Pj|-Problem

Im folgenden wird die Vermutung 3.1 noch fiir mo4(2,1,x) verschérft. Dazu wird die
Hauptgliedabschitzung aus Satz 3.1 fiir den Fall (M, N) = (2, 1) zu einer O-Abschéitzung
verfeinert und anschlieend fiir den selben Fall auf heuristischem Wege eine Verscharfung
der Vermutung (3.66) iiber das Restglied hergeleitet.

Als Abschétzung fiir das Hauptglied Hsy(2, 1, z) wird gezeigt

Satz 3.2:
Es gilt
Hoa(2,1,2) = 0(2d) —5—|logloga + = + 7~ B, + By~ Y L1 +O< x)
JLo)=0 . | loglogz + - + v — — —_— — |,
“ log® 2 ' ’ pld p(p—2) log%x
p>2
wobei
1

B=Y% — B=Y

P m>2 mp™’ p>2 p(p—2)

sei und ~ die Euler-Mascheronische Konstante bezeichne.
Fiir den Beweis braucht man als Verscharfung des Lemmas 3.3 fiir den Fall K =1
Lemma 3.4:

Fir beliebiges x > 2 und eine geeignete Konstante ¢; > 0 gelten die Abschatzungen

1
(Z> Z— :10g10g$+’7—81+0(6Cl\/logl“) :

p<z
y (p—1)logx 1 1
AP )08T B+ By— =40
(i) le(p—Z)log% oglogz 4+~ 1+ By 2+ gz )
2<p<x2

wobei By, By und ~ definiert seien wie in Satz 3.2.
Beweis:

Teil (i) gilt nach [Pra], S. 80. Die in Teil (i7) abzuschétzende Summe kann zunéchst
umgeformt werden in

Z (p—1)logx _ p—1
— z — _ logp
e p(p —2)log £ sy PP —2) (1 1ogm>
1 1
— Z -+ Z .(3.67)
lo. lo,
2<p§x% p (1 - é_g) 2<p§x% p(p a 2) (1 a Bg%)

99



Fiir die zweite Summe in der letzten Gleichungszeile gilt

1 1 1 lo
(p—2)(1-j&2) = -2 “ logz 2 p(pg—p2>
2<p<z? PP = logz 2<p<zd 2<p§x%
1
= By+0 ( ) . (3.68)
logx
Die erste Summe in der letzten Zeile von (3.67) 148t sich weiter umformen in
D IED 91 (= B ST T o CES
1 (1 — Qgﬁ) 1 P =0 10gZL’ n=0 1Ognx 1 p . -
2<p<a? log 2<p<a2 2<p<z?

Fiir n > 0 kann aus Teil (¢) mit Hilfe von partieller Summation leicht die Abschétzung

Zlog po_ log'y + O(log’“1 y) (3.70)

p<y p n

gefolgert werden, wobei die O-Konstante nicht von n abhéngt. Aus (3.69), (3.70) und
Teil (i) des Lemmas erhélt man

logp
logx

1 1 (%
Z ﬁ = 1og10gx2—|—7 Bl———f—z

2<p§:c%
Wegen der fiir x € [—1,1) giiltigen Reihenentwicklung
log(1 — —

og(l — ) 71221 -

ist

N =

i()"

=log?2. (3.72)

Aus (3.67), (3.68), (3.71) und (3. 72) erglbt sich die Behauptung des Teiles (i), womit
Lemma 3.3 bewiesen ist. O

Nun erfolgt der
Beweis von Satz 3.2:

Aus der Definition von Hyy(M, N, z) in (3.24) folgt

Hy(2,1,2) = > o, (2d,z,7,1)
(r,2d) =1
A(r) < 2
Q(r)<1
= ®&(2d,2,1,1) + > dy(2d, x,p, 1) .
p < 3
pt2d
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Wendet man Lemma 3.2 auf die rechte Seite an und beachtet die Definition von K(r, s)
in (3.14), so erhdlt man daraus

x —2d (p—1)(x—2d—p*+1)
Hyy(2,1,2) = o(2d) - + +
2a( ) (2d) log? z g:% p(p—2) log % logz
pp7T2d
T 1
0] 5 1+ Y, =
log3 x p<at p
pt2d
Dies liefert zusammen mit Lemma 3.4 fir z > (2d)?
r—2d+1 1 (p—1)logz
Hyy(2,1,2) = o0(2d)- | ——— - |loglogz + =+~ — B; + By — —— | =S5
2a( ) (2d) log® x 5108 2 7 ! ? p%’ p(p —2)log 3
p>2
+O ( z ) , (3.73
log2 x
wobei ( D
P\D —
5= 2 (p—2)log % logx
2<p< a:% p
ptd
sei. Die Summe Imﬁ auf der rechten Seite von (3.73) 1a83t sich approximieren
| d, P
p>
durch
3 (p—1)logx _ 3 p—1
- z lo,
p|d, p(p 2)1ng pld, p<p_2> (1_1055)
p>2 p>2
-1 1
- Yy L + 0 ( ) , (3.74)
o P —=2) log
p>2

wobei die O-Konstante natiirlich von d abhangt. Ferner kann die oben definierte Summe
S mit Hilfe des Primzahlsatzes abgeschatzt werden durch

1 432 x
S < 2) - =0 A . 3.75
=7 (x ) log® x <1og3 x) (3.75)
Aus (3.73), (3.74) und (3.75) ergibt sich die Behauptung. O
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Nun wird die Vermutung (3.66) iiber das Restglied Roq(M, N, z) fiir den Fall

(M, N) = (2,1) auf heuristischem Wege verschérft. Dazu soll zunéchst die Vermutung
(3.8) iiber ®5(2d, x) fiir die in (3.22) definierten Terme ®o(2d, z,r, 1) mit r € IP U {1},
r < x% verallgemeinert werden (wegen ®»(2d, z,1,1) = ®5(2d, z) kann man tatsichlich
von einer Verallgemeinerung sprechen).

Zuerst erfolgt eine grobe Abschétzung von ®9(2d, z,r,1). Fiir s := 1 erhélt man fiir die
Summe in der ersten Zeile von (3.18)

> 1 = 3 1 < I

K(r,s)<a<z-—2d rP<a<z-—2d r
a=0mod r, a=-—2d mod s a=0modr
(Be(f) =1 (= a(5) =1 (BQ(8) =1
Also ist wegen (3.18), (3.19) und (3.20)
®,(2d, 2,7, 1) + ®5(2d, 2,7,1) = O (f) . (3.76)
r

Aus Lemma 3.2 folgt fiir r € IP U {1}, r < 27 als Abschétzung fiir den Hauptterm
oy (2d,x,1r,1)

®,(2d,2,7,1) = O ( - ) . (3.77)
rlog”x
Zusammen ergeben (3.76) und (3.77) die grobe Abschétzung
y(2d, 2,7, 1) = O (f) . (3.78)
Speziell ist also
Oy(2d, ) = By(2d, 2,1,1) = O(x) . (3.79)

Beachtet man (3.77), (3.78) und (3.79), so scheint es fiir den Fall r € IPU {1}, r < 22
plausibel zu sein, dafl die Vermutung (3.8) verallgemeinert werden kann zu

x
Dy(2 1) = ——— .
2( d,l’,T’, ) O (T(logx)2+0‘> ) (3 80)

wobei o wieder eine geeignete positive reelle Konstante sei.
Wegen der Definition von Ryq(M, N, z) in (3.25) folgt aus (3.80)

Ryg(2,1,2) = > Py (2d, z,7,1)

rgx%
r e IPU{1}

T 1

I O —

(10g x)2+a ;; r
relIPU{1}
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Schéitzt man die Summe in der letzten Zeile mit Hilfe von Lemma 3.4(7) ab, so erhélt

man hieraus weiter ool
xloglogx
Ryy(2.1 =0 ——"=—] . 3.81
2d< 3 733) ((logw)“o‘) ( )

Geht man davon aus, daf} (3.80) zutrifft, so 148t sich die Vermutung 3.1 also wegen der
Aufspaltung (3.23), der Abschétzung (3.26), Satz 3.2 und (3.81) fiir den Fall

(M, N) = (2,1) verschérfen zu

Vermutung 3.2:

Fiir ein geeignetes a > 0 ist

T 1 p—1 T
2,1 = 0(2d)- - logl — — B+ By — Ol———1 .
772d( ) 7w) 0( )IOgQCL’ 0g ng+2+7 17+ B2 1%;1 p(p—Z) + ((logx)“a)
p>2

Natiirlich kann analog eine Vermutung der gleichen Gestalt iiber mo4(1, 2, x) hergeleietet
werden.

3.6 Abschitzung von Uy(y, 2)

Es steht noch der Beweis des Lemmas 3.1 aus Abschnitt 3.4 aus. Eine entscheidende
Rolle spielt in den folgenden Betrachtungen das

Lemma 3.5: (siche Lemma 2 auf S. 556 in [Pan])

Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Dann gelten fur alle f € IN, z € IR" mit f < z€
und eine geeignete Konstante ¢s > 0 die Abschatzung

(i) gé”(x):o(e—cw@) |
(i) a(a) =~ v 0 (o)
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wobei gf (z) fiir n = 0,1 definiert sei durch

ol () = 1(q)

q

Zunéchst wird bewiesen, dafi Lemma 3.1 unter der Zusatzvoraussetzung f | Q(y) gilt.
Gezeigt wird also

Lemma 3.6:

Sei ¢ > 0 beliebig, aber fest. Dann gilt fiir alle f € IN, y,z € IRT mit f | Q(y),
f <y und y% < z < gy die Abschétzung

Uiy 2) = L. +0<L>,

o(f) . logy logg Y

wobei die O-Konstante nur von ¢ abhéngt.
Beweis:

Der Term U/ (y, 2) 148t sich wegen der Definition von Q(y) und der Voraussetzung z < y
darstellen in der Form

1 Z
Ully,2)=dl(x)+ > --df (—) :
1 p p
y2<p<z
Es werde nun .
u = ylTloe e (3.82)

gesetzt. Dann gilt fiir gentigend grofies y wegen der Voraussetzung y§ < z des Lemmas
1
u > y2. Also lat sich U7 (y, 2) fiir geniigend grofes y aufspalten in

Uf(y> Z) = Hl(y> Z) + Rl(y> Z) )

wobel

Hiy,2) = Y ~.qf (g) :

u<p<z p
z
p

Ri(y,2) = go(2)+ >
sei. Wegen Lemma 3.5(7) und der Voraussetzung Y3 < z ist

1
y2 <p<u
1
R1<yaz)20< 7 ) .
logz y

=

104



Zum Beweis des Lemmas bleibt noch H;(y, z) abzuschédtzen. Beachtet man

géf (f)) = gg ([?D und die Gleichwertigkeit von [ﬂ = n mit nLH <p< %7 so erhalt man

Hl(yaz) = H2(yaz) - R2(yaz) 5

wobei
; 1
HQ(?J,Z) = gO(n) : R
ns mr<r<s P
z 1
Ry(y,2) = gf (5) Y -
afr<rsu

sei. Aus Lemma 3.5(¢) und Lemma 3.4(7) ergibt sich

Rg(y,z):0< ! )

logg Y

Zu untersuchen bleibt also Hy(x,y). Zunéchst gilt

Hy(y,2) = ) g3 (n)- (R (%) —f (nil)) !

n<Z
—u

wobei R(z) definiert sei durch

Weiter erhélt man mit partieller Summation

S ahm- (R(2) -2 (25))

n<z
—u

<

n
(’fl,

Der Restterm g (%) ‘R <HZ+1) kann wiederum mit Hilfe von Lemma 3.5(:) und Lemma

3.4(i) abgeschétzt werden durch

MOR: (Mi 1) o[-

z
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Es bleibt nun > % .
<

I 2

(n, f)

R (%) abzuschatzen. Dabei ist das nachste das Ziel, R ( )
1

z
n

zu ersetzen durch loglog 2. Lemma 3.4(7) und die Definition von ¢ liefern

3 @ . (R (%) —loglog§> <

n<
1

SRS

u

& |n

.ecn/log%_'_‘(/y_Bl)'gg(Z)’ .

Die rechte Seite kann wegen der Voraussetzungen des Lemmas, der Definition von w in
(3.82) und Lemma 3.5(i) weiter abgeschatzt werden durch

1 z 1
> eV - By f (2] =0( ; ) -
n<Z n u 1Og4 Yy
Damit ist der Beweis des Lemmas 3.6 reduziert auf eine Abschéatzung von

n z
Hi(y,2z) = > M . loglogg .

n< £
— u

(n,f)=1
Nun 148t sich Hj(y, z) nach Definition der Abbildungen g{ und gg aufspalten in

z 1
Hy(y,2) = —gi (u) o3

z
+loglog z - g <E> + Hy(y, 2) |
wobei |
Hy(y, z) == win) . <log log S loglog z + ﬂ)
nez n n log z
(n,f) =1

sei. Aus Lemma 3.5(ii) und y3 < z folgt

z 1 1 1

g{()- I :O<—Z>.
u/) logz = ¢(f) logz logi y

Wegen Lemma 3.5(i) und ys < z gilt

z 1
10glogy-gg (E) :O< ) .

1ogi Y

Es bleibt also noch Hy(y, z) abzuschétzen. Benutzt man fiir n <
Reihenentwicklung des Logarithmus fiir

_ 11
2= Floe P2 <z die

1
log log L. loglog z = log (1 — 0gn> ,
n log z
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so erhalt man

1
|(log log% — log log z) + 12?:

1 [logn S| logn | logn *
= - +3 + - +
2 logz logz log 2z

4
logn i logn log £ 2 1
log z = \logz) ~ \logz 1 — logy

log z
11 1 11
= log ¢ z- = log™% z)
& 1 —log _i_2 ( & )
woraus
p(n) z logn
|Hy(y, 2)| = —_— (loglog— — loglogz) +
nez n n log ~
(n7 f) =1
7
1 2 3\ 1 2
< Z—-log_%z < ZIOgE-log_%z = - < (—)4- -
n<z 1 U log1 2z 2 logy
folgt. Damit ist Lemma 3.6 bewiesen. O
Mit Hilfe von Lemma 3.6 kann nun sehr einfach gefithrt werden der
Beweis von Lemma 3.1:
Wegen der Definitionen von U/ (y, 2) und Q(y) ist f.a. f € IN
Ul(y,z) = UV (y, 2) . (3.83)

Weiter folgt aus Lemma 3.6
UUeW) (y, ) — (f,Q) 1 O( 17 )

Aus der Voraussetzung f < y¢ des Lemmas 3.1 ergibt sich

2c
1 1 2
| (1——) < 1—<1——;> < = (3.85)
plLS p yz y=
p>y2

Beachtet man wieder %f) = O(loglog f), so liefern (3.83), (3.84) und (3.85) zusammen
die Behauptung. |
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