I. Zur Abhangigkeit der Stichproben-Variablen beim Ziehen ohne
Zuriicklegen aus einer Grundgesamtheit mit endlich vielen Objekten

gleicher Auswahlchance

1. Einfiihrung

Betrachtet wird eine Grundgesamtheit 2y mit N Objekten gleicher Auswahlchance.

Sei X ein reellwertiges Merkmal. Eine Stichproben-Variable ordnet einem zufillig aus (2n gezo-
genen Objekt seinen X-MeBwert zu. Stichproben-Variablen besitzen stets die selbe Wahrschein-
lichkeitsverteilung wie das zu messende Merkmal.

Unter einer Stichproben-Funktion wird eine Abbildung von n Stichproben-Variablen in die
reellen Zahlen verstanden.

Uber die Verteilung komplexerer Stichproben-Funktionen ist relativ wenig bekannt, wenn die
zugrundeliegenden Stichproben-Variablen stochastisch abhidngig sind. Der weitaus grofere Teil an
Theoremen, Sidtzen, Methoden aus Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematischer Statistik wur-
de fiir den sogn. ,,iid-case* geschaffen, deren Anwendung auf Stichproben-Funktionen also die
stochastische Unabhingigkeit (kurz: Unabhéngigkeit) der Stichproben-Variablen voraussetzt.

Fiir kompliziertere Schitzfunktionen sind aussagekréftige Angaben iiber Verteilungs-Kenngréflen
(zentrale Momente, Quantile etc.), die wichtige Informationen tiber die Schitz-Qualitét liefern,
oftmals nur mdglich, wenn die Stichproben-Variablen unabhéngig sind.

In der Praxis gibt es aber Situationen, in denen eine reale Stichprobe vom Umfang n nur ohne
Zuriicklegen aus (2 gezogen werden kann - z.B. wenn das MeBobjekt notwendig wahrend des
MefBvorganges zerstort wird. In diesem Fall sind die zugehorigen Stichproben-Variablen also
abhéngig.

Zunichst ist festzuhalten, dass das Ziehen ohne Zuriicklegen aus (2x grundsétzlich durch ein
naheliegendes simuliertes Ziehen mit Zurilicklegen aus (y ersetzt werden kann - zumindest dann,
wenn die Beobachtungsreihenfolge nicht von Interesse ist:

Als erstes werden alle N Objekte eineindeutig markiert, so dass jedes anhand seiner Markierung
exakt identifizierbar ist. Dann wird jedem Objekt genau eine natiirliche Zahl zwischen 1 und N
zugeordnet. Per Zufallsgenerator oder Lostrommel wird n-mal durch Ziehen mit Zuriicklegen
jeweils eine der Zahlen 1, ..., N gezogen. Man erhilt fiir die s paarweise verschiedenen Zahlen
(unter den insgesamt n Stiick, s < n) eine Hiufigkeitstabelle. Uber die Zuordnungsvorschrift

werden die entsprechenden s Objekte in 2y aufgesucht, und an jedem dieser Objekte wird ein-



mal das Merkmal X gemessen.

Zusammen mit der o.g. Hiufigkeitstabelle erhdlt man daraus n Daten (ohne Beachtung einer
Reihenfolge), welche die Stichproben-Realisation eines simulierten n-maligen Ziehens mit Zu-
riicklegen bilden.

Diese Methode liefert neben der Unabhingigkeit der zustandegekommenen Stichprobendaten und
der damit besseren Zugénglichkeit der betrachteten Stichproben-Funktionen zu mathematischen
Sétzen ohne Zusatzaufwand ad hoc die paarweise verschiedenen Stichprobendaten. Die zuletzt
genannte Eigenschaft dieser Methode kann ebenfalls einen Vorteil bringen (s.u.).

Gegen diese Methode gibt es theoretische und praktische Einwénde.

Betrachtet wird der in obigem Beispiel angegebene Fall, dass das gezogene Objekt notwendig
wiéhrend der Messung zerstort wird. Dann berticksichtigt eine Schétzfunktion, die allein wegen
einer Simulation auf der Unabhingigkeit von n Stichproben-Variablen aufbaut, den realen Cha-
rakter der zu schitzenden Grof3e wohl nur unvollkommen. Wendet man mathematische Sétze an
auf Schatzfunktionen, deren fundamentale Eigenschaften irreal sind, sind die resultierenden Aus-
sagen zumindest fiir kleinen Stichprobenumfang vorsichtig zu beurteilen. In asymptotischem Sinne
mag die Schitzfunktion durchaus positive Eigenschaften besitzen.

In der Praxis wird die beschriebene Stichproben-Simulation aus Zeit- und Kostengriinden in fol-
genden Situationen eher nicht angewendet:

(1) Es steht eine Schitzmethode zur Verfiigung, die fiir abhéngige Stichproben-Variablen entwik-
kelt wurde (Versionen des Bootstrap-Verfahrens, Delta-Methode s.u.).

(i1) Die Objekte von 2y sind homogen, und eine Kennzeichnung oder das Auffinden der gezoge-
nen Objekte anhand ihrer Kennzeichnung ist organisatorisch schwierig (z.B. gewisse Organismen

in Zoo, Labor, GroBaquarium; gewisse Friichte einer Ernte; Produkte einer gewissen Serie).

Wegen N <+ o0 ist Ziechen ohne Zuriicklegen aus {2y stets nach endlich vielen Einzelziigen
beendet. In der Praxis bedeutet aber schon bei ,,mittelgroBem™ N die Vollerhebung einen unak-
zeptablen Aufwand. In diesen Féllen ergibt sich die Notwendigkeit von Schitzungen, und damit
sofort die Frage nach der Beurteilung der Qualitit einer Schatzfunktion T, bei n< N.
Generell konzentrieren sich die verfligbaren Untersuchungen (einschlielich Anwendung von
Bootstrap-Verfahren und Delta-Methode) iiber die Verteilung von Stichprobenfunktionen bzw.
deren Verteilungs-Kennziffern fiir den Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen aus (2x auf solche
Fille, in denen die Stichprobenfunktionen hinreichend glatte Funktionen oder Funktionale von

Arithmetischen Mitteln sind (auch die Empirische Verteilungsfunktion IF, ist ja ein Arithmeti-



sches Mittel).

Den theoretischen Hintergrund fiir die Delta-Methode liefern der Taylor'sche Satz im R" und der
Grenzwertsatz von P.Erdds / A.Rényi (1959) tiber die Verteilung einer Summe von n Stichproben-
variablen beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus Qv .

Fiir die Anwendung des Bootstrap-Verfahrens auf den Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen aus Qx
lieferten vor allem P.J.Bickel / D.A.Freedman (1981), G.J.Babu / K.Singh (1985) und M.Chao /
S.Lo (1985) grundlegende Arbeiten. J.Arrenberg (1998) hat sich in diesem Zusammenhang mit
Bootstrap-Methoden der Varianz-Schétzung fiir verschiedene Mittelwert-Schatzfunktionen befaft.

Setzt man in der statistischen Praxis (aus Vereinfachungsgriinden oder erzwungenermal3en) abhin-
gige Stichproben-Variablen bei einer bestimmten Methode ein, obwohl diese Methode unabhén-
gige Stichproben-Variablen voraussetzt, dann wird man in der Regel keine vertrauenswiirdigen
Resultate erhalten.

In manchen Anwendungen werden sich aber noch akzeptable Ergebnisse erzielen lassen, wenn der
Grad der stochastischen Abhdngigkeit wenigstens klein ist.

Es wird eine Ungleichung vorgestellt, die den Zusammenhang zwischen der Groé3e von Stichprobe
und Grundgesamtheit einerseits und der stochastischen Abhingigkeit der Stichproben-Variablen
beim Ziehen ohne Zuriicklegen andererseits behandelt, und fiir eine Grundgesamtheit 2y mit N
Objekten gleicher Auswahlchance giiltig ist.

Mit der Problematik der Abhéngigkeit der Einzelziige beim n-maligen Ziehen ohne Zuriicklegen
aus (n haben sich vor allem M.H.Hansen, W.N.Hurwitz und W.G.Madow (1953), P.Sukhatme
(1956), D.Basu (1958) und W.Feller (ab 1950) eingehend beschiftigt.

W.Feller untersuchte u.a. den Zusammenhang zwischen der Hypergeometrischen Verteilung und
der Binomialverteilung sowie die Auswahl-Wahrscheinlichkeiten. Seine diesbeziiglichen Resultate
werden im Abschnitt 2.6 vorgestellt, verbessert und erweitert. Als Folgerung aus der o.g. Unglei-
chung werden zwei Grenzwertsitze formuliert. Zum einen wird der Abstand der gemeinsamen
Wabhrscheinlichkeitsfunktionen der Stichproben-Variablen beim Ziehen mit bzw. ohne Zuriickle-
gen aus 2y betrachtet, zum anderen der Abstand zwischen den Wahrscheinlichkeitsfunktionen
der m-dimensionalen Hypergeometrischen Verteilung und der m-fachen Multinomialverteilung fiir
beliebiges m < N . Es werden Bedingungen angegeben, unter denen beide Abstinde mit N -> +oo

gleichméBig gegen Null konvergieren, und zwar jeweils zur Ordnung O ( N*) mit einem r>1 .
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2. Entwicklung einer Ungleichung

Gegeben ist eine Gesamtheit 2y aus N Objekten gleicher Auswahlchance (N € IN).
Die hier vorgestellte Ungleichung hat das Ziel, eine mathematische Beziehung zu formulieren fiir
den Zusammenhang zwischen der stochastischen Abhdngigkeit von n Stichproben-Variablen

beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus 2y und den Gréf8en n und N(n<N).

DEF ,,Stichproben-Variablen* (kurz: SP-Variablen)

Sei [E eine Grundgesamtheit (auch ,,Population” genannt), ([E, E, ) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und (IR, B) ein Mefraum.

Mit Z wird eine Zufallsgrofle bezeichnet, die jedem Element von E den Beobachtungs- oder
MeBwert eines bestimmten reellwertigen Merkmals zuordnet, Z :[E — R mit der Verteilung
‘PZ"' =: ( . Betrachtet wird folgendes Zufallsexperiment:

Der Grundgesamtheit [E wird n-mal zufillig ein Objekt entnommen (n € IN), bei jedem Objekt
wird der zugehorige Z-Wert registriert. Das Zufallsexperiment besteht aus n sogn. ,,Einzelzii-
gen®. Die mit Z; bezeichnete Zufallsgrofe reprisentiert den k-ten Einzelzug (ke {1,...,n} ),
d.h. Zx ordnet dem an k-ter Stelle gezogenen Objekt aus [E seinen Z-Wert zu.

Zx heillt , Stichproben-Variable Nr. k .

Jede der Stichproben-Variablen Z,, ..., Z, istwie Z gemil} ¢ verteilt.

Anmerkungen

(a) In der Definition wird nur die Zufalligkeit jeder Entnahme aus [E gefordert, nicht aber die
,»globale** Unabhingigkeit aller Entnahmen. Erfolgt das Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer
endlichen Grundgesamtheit, dann sind die SP-Variablen abhingig.

(b) Das betrachtete Merkmal trdgt das selbe Symbol wie die ZufallsgroB3e, die den Elementen

von [E die Merkmalswerte zuordnet.

Betrachtet wird ein reellwertiges Merkmal X , dessen Verteilung in 2xv mit (7 ( N ) bezeichnet

wird. Zu jedem Objekt von 2y gehort genau ein X-Wert.

Mit z;,...,zv werden die X-Werte symbolisiert, von denen a , . .., a, paarweise verschieden

sind(1 <m < N). Aus Qy werden n Objekte ohne Zuriicklegen gezogen (1< n < N). Jede der
Stichproben-Variablen X, ..., X, ist wie das Merkmal X gemil3 (F (N) verteilt .
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Mit x;, ..., X, werden die Realisationen der SP-Variablen bezeichnet, der Vektor (X, ..., Xn)

hei3t Realisation der Stichprobe. Als nichstes werden die Haufigkeits-Variablen Yi, ..., Yn
definiert: Y\ gibt die Anzahl der Stichprobendaten an, die die mit ax iibereinstimmen

(ke {l,..,m});mit n, ..., n, werden die Realisationen der Y, ..., Yn symbolisiert
(1<sm<N).

Man hat folgende Tabelle mit der Verteilung (7 (N) und einer beliebig entstandenen

Stichproben-Realisation:

Paarweise verschiedene . N
. 1 o o o
X-Werte in Qx "

Absolute Haufigkeiten in Oy N ce N 1)

Absolute Haufigkeiten in der
SP-Realisation ( Realisationen ny ce N
der Yi,...,Yn)

Es gelten die nachfolgenden Beziehungen:
l<n =< N <+o0

5

I<Ni <N (i=1l...m), Ny +...+N, = N ;

S z;

=(N,..., No). (2)
<

< n min{Ni,n} (i=1...m), m+ ...+ nn=n ;

-

n =(n,...,0m). _

Mit Ax wird die absolute Haufigkeit des Modalwertes der X-Verteilung (7 ( N ) bezeichnet.

2.1 Die gemeinsame Verteilung der Stichproben-Variablen

Ziehen ohne Zuriicklegen aus Qx

Die SP-Variablen X,,..., X, besitzen mit einer beliebig gewihlten Stichproben-Realisation

gemil Héufigkeitsverteilung (1) die folgende gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion:

11 P(X; =% .0y X = %)

N
o
N
=~
N
N
.
.
=
|
>
=
Z_
Il
=
Ll
|

P(X,

.
I
—_
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= P(X,=x) k]:[2 P(X, =% | X =% o0y Xy =%

-1
Mit den GroBen der Hiufigkeitstabelle (1) und der Konvention [] a, = 1 giltdaher:
k=0

H H (Nj - k)
_ _ j=1 k=0
PZOZ(XI Xl ’ ’ Xn - Xn) a n—1
(N — i)
i=0

m n—1 ; m N m n—1 i

[IN"TT (1 - = NPT 1 -

=1 1 =0 Nj k=1 j=1 i=0 f
- n—1 - n—1 (3)

(N — i) (N — i)
i=0 i=0

Ziehen mit Zuriicklegen aus Qy
In diesem Fall gilt fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der SP-Variablen X, , . .., X,

mit den GroBBen der Haufigkeits-Tabelle (1) :

o Xy =X .., X =x ) = kE[P(Xk:Xk)

P

—_

m Mk HNnk
= H(%) i 4)

k=1

2.2 Die Differenz D (n,N; N, i)

Mit den GréBen aus (1) wird definiert:

D(n,N;N,n) := - Kl (5)

Verglichen wird die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der SP-Variablen beim Ziehen
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ohne Zuriicklegen mit jener beim Ziehen mit Zuriicklegen.
Wegen (3), (4) und (5) gilt:
Notwendig und hinreichend fiir eine geringe stochastische Abhingigkeit der SP-Variablen

Xi, ..., Xy, beim Ziehen ohne Zurilicklegen aus Qy ist ein kleiner Wert des Abstandes

ID(n,N; N, 1 )|, der fir alle gemdB (1) und (2) zulissigen Datensitze N und 1 giiltig ist.

Im folgenden wird eine obere Schranke fiir | D (n, N; N, n ) | ntwickelt, die fiir alle gemal

(1) und (2) zuldssigen Datensitze N und B giiltig ist, und nur noch von n, N und Ax abhéngt.

Ein Sonderfall: (6)

Es ist X = constant in Qn genau dann, wenn Ay =N ist.
Wegen (2) gilt: Ax=N =>m=1, m=n, NN~=Ax=N =D(n,N; N, f)=1-1=0.
Daher ist der Fall Ax =N in jede obere Abschétzung von |D (n, N; N , n )| mit einge-

schlossen. Im folgenden wird von 1 <m bzw. Ay <N ausgegangen.

2.3 Die Abschiitzungvon D (n,N; N, i)

Grundlegend fiir die Abschitzung von D (n, N; N , n) ist das folgende Lemma.

Lemma 1.1

Es wird definiert fiir x,y€IR und n,N€IN mit x<y+1,1<y<N, n<N:

1—?[[;(1—%)] (7

Sei zusitzlich eine der nachfolgenden Voraussetzungen erfiillt:

T(n,N,x,y) := (n—2) - min{n—1;y—-1} — x -

(A) 2=y<n , 8<N
(B) 3=y<n , 5<N
(C) 3<y<n
(D) 3<n<y

Danngilt: T(n,N,x,y)>0.
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Beweis:
(A) Fallunterscheidung:
(i 2=y, 3=n:

T(n,N,x,y) = T(3,N,x,2) = I-1 — x - {1 - ﬁ(l _ 1_)]

Esgilt: N>8 => q(N)>0 => T(3,N,x,2)>0 firallex<3.
(i) 2=y, 4=n:

T(n,N,x,y) = T(4,N,x,2) = 2-1 — x - ll _ H(l _ 1_)]
i=0 N

S S YOO I P AR UL [ [ S S
N NN N N2
= %-(N3—9-N2+§-N—9)=:i-p(N)
N 2 N’

Esgil: N>6 => p(N)>0 => T(4,N,x,2)>0 firallex<3.
Gii) 2=y, 4<n :

i=0

T(n,N,x,y) = T(n,N,x,2) = (n—2)1 — x - [1 — n]:[l(l _ 1_)]

> (n—-2) — x1 > n—-—2—-3=n-35

%
o

Damit ist (A) bewiesen.
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B) 3=y=n:

T(3,N,x,3)

Y Il

[\ —_

| ro

o |

<
| —— |
P | p—— |
[E—
|
|
—_——

T [Jam)
z|— I
—_ |

[

| -
ziv  ZT
SN—— [
—

[

ro

|

o
r
zZ |9

|

Esgilt: N>5 => r(N)>0 => T(3,N,x,3)>0 flrallex<4.

Damit ist (B) bewiesen.

(C) Fallunterscheidung:
(i) 3=y<n:

T(n,N,x,3) = (n—2)2 — x - [1 — nl_[l(l — 1—)]

(i) 4<y=<n:

T(n,N,x,4) = (n—=2)3 — x - {1 - r111_:[01(1 - %I)]

> (n—-2)3 — x1 = (n=-2)3 =5 =3n-11 > 0

Damit ist (C) bewiesen.

(D) Seialso 3<n<y.
Es wird definiert:

Q, = (n=2)(n-1) — x -

Beh.: Q_ > 0 fiiralle ne{4,...,y}.

Bew.: Vollstindige Induktion (x,y, N werden als Konstante behandelt

mit I<y<N,x=<y+l )
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n=4 (Induktions-Anfang) :

Q4=6—x--1—1‘£(1—%)]=6—x-[1—(1—§-

— (n=2)(n=1) + n° — n
GemaiB Induktions-Voraussetzung gilt daher:

n—1 .
n-x 1
S R

i=0

+ 2:(n—-1) > Q, — n'1 + 2:(n=1) > Q,

g.e.d.

Damit ist auch (D) bewiesen.




m 0 =1 i=1 ;
- (UNkk) n—1 : - Tgn
K (N — i) N
i=0

Wegen (1) und (2) giltfir 0<i<n-1, je{l,...,m}:
0<i<n-1<Nj-1<N;j fiirjedes je {1,...,m}.

i —1 n, —1 n — )
Daraus folgt: 0 < I\_IJ < JNJ. < mfx{ N, } = N, firein te{l,...,m}.

n—1 .

Setze N =: y,alsoist ye[0;1) wegen (2a).

t

Die Differenz D (n, N; N, n ) wird zunéchst nach unten, und dann nach oben abgeschitzt.

Wegen y €[0;1) ist fiir beliebige n,m& N mit 2<m: (1—y)" ™ > (1—y)" 2 |
Es gilt:
. mo =1 =1 i 1
D(n5N;N7n) = (HNkk) : n—1 n
K= (N — i) N
i=0
. [1 H I —y) |
n =1 i=1
= klill Nkk n—1 B N"
- (N — 1)
i=0

— ﬁ Nnk (1_)’) e _ 1
k=1 k n—1 Nn
(N — i)
i=0
> ﬁ N (=)™ - 1
ko1 k n—1 Nn

Aus (1) und (2) folgt: n—1<mn{n-1;A,—-1}.

Aus der Bernoulli-Ungleichung ergibt sich daher fiir alle n> 2 die (auch fiir n=1 noch giiltige)
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Beziehung:

n—2 (n—1)
(1=y)"" =21 -(n=2)-y = 1- (n-2)
Nt
(n—2) .
> 1 - min { n—1 ; A, — 1 }
N, N
Daraus folgt:
. 1 — <n;1 ) min{n—1;A, — 1}
D(n,N;N,d) = (H Nik) - B 1n
k=1 N - i) N
i=0
n n—1
I1 N,* (n—2) H (N — 1)
- = - min{n—1;A,—1} + 1 — i=0
n—1 Nt Ntl
[T(N - i)
i=0
(l'lt 1) i n
Nt k*H( Ny n—1 i
- PR = = (n=2)-min{n—1; A1} + N1 - E)(l_ﬁ)
(N — 1) i=
i=0
:' Gunten (8)
Als nichstes wird D(n, N; N, © ) nach oben abgeschitzt. Wegen (2) gilt:
m m njfl i
N CITT IO (- & m o
. (k=1 X ) =1 i=1 ( N ) kljl N,*
D(n,N;N,n) = 1 =
n— Nn
(N — i)
i=0
i n m n m n n—1
N [T [N (N=3J)
< k=1 _ k=1 _ k=1 | — j=0
X< n—1 N" n—1 N"
(N — i) (N — i)

._
I
o
-
I
=)

-
Il
=)

kl_[_lN;k n—1 _]
- n—l—(l_ : (l_ﬁ)) =- Goben (9)
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2.4 Die Ungleichung

Mit (7) 14Bt sich Gunen fiir x =N und y = Ay so darstellen:

m

N(tnt_l)' H NlI(lk
k=1,k#t

1::[(N—1

- T(n,N,N, ,A)

Sei eine der folgenden vier Voraussetzungen erfiillt:

2=Av<n=<N, 8§8<N;

3=Ax=n<N, 5<N;

3<Ax <n=<N;

3<n <Ay <N.

Wegen Lemma 1 gilt dann:

Guen < 0. (10)

Fir 1 < n<N und 1 < Ay<N erhélt man aus (2) zusammen mit (9) :

J
oben - n— N
(N - i) =0 N
i=0
()\N)n Il—l( J ) )
< - ] - L
< n—1 (N B 1) ( _]=0 N . (11)

Fiir alle geméB (1) und (2) zuldssigen Datensitze N, 1 erhilt man aus (8), (10) und
(11) unter den Voraussetzungen von Lemma I.1 (A), (B), (C) oder (D) die folgende
Ungleichungskette, die auch noch fiir 1 =Ay < n < N giiltig ist:

(AN)H_I X n—1 J
— | - (n—2)-min{n—1 ;ALY + 1 = H (l_ﬁ)
[T(N - i) i=0
= (12)
<D(n,N; N, ) < H_I(A—N)( | — f—1(1_%))
(N — i) 1=0
i=0




Mit dem folgenden Lemma werden die Schranken von D (n, N ; N , 1) verglichen.

Lemma 1.2
Unter den Voraussetzungen von Lemma .1 (A), (B), (C) oder (D) gilt:

- “ﬁ(l-ﬁi)] 13

i=0

—

Ay ! 1 — nl:[l(l——i)] < (n=2)-min{n—1;A,—-1} —
i=0 N

Beweis:

Gemal (7) giltmit y=Av<N und x=Ay+1 <N :

T(D,N,)\N+l,/\N) = (n—2) - min{n—1 ;/\N_l} _ (/\N+1> ) |:1 B nl_[l(]—iﬁ)
i=0

Die Aussage des Lemmas ist erfiillt genau dann, wenn T (n,N,A +1 ,AN) >0 ist.

Dies aber folgt unter den angegebenen Voraussetzungen aus Lemma .1 (A), (B), (C) und (D) .

a
Fiir Abschdtzung des Betrages | D(n, N ; N , 1) | werden abschlieBend noch einige
Beziehungen bendtigt.
Es gilt:
in{n—1;Ay—1} = min{n ; 1 = mg L, 1
min{n—1 ;A —1} = min{n ;A } - = N - min{ N ’ﬁ} - ; (14)
™ok f1tN~min{E-A—N}<N-min{3-R} (15)
aus  ° < olg NN < N’ :
1 falls k=]
Mitl 9, ; wird das Kronecker-Symbol bezeichnet: o ; =
_ 0 sonst

Aus (14) erhélt man die Identitét:

-1
N

n—1 . 6,
— (n=2) - min{ n—1;a,-1} —(I—H(—ﬁj)).(—l) ’N]
E)(N—i)

=0
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= [y NI . 'AN = J Ly
N (E)'ﬁ' (n=2) Nomin{ T3 7} ‘1) - (I‘JUO( ‘ﬁ))“” ]
A
= B(H,N,EN) : (16)

Damit 148t sich nun der zentrale Satz dieses Kapitels formulieren.

Satz 1.1

Eine der nachfolgenden Voraussetzungen sei erfiillt:
(1) 1=Ax<n<N

(i) 2=Ax <n=<N, 8<N

(i) 3=Ay =n=<N, 5<N

(iv) 3<Ax<n<N

(v) 3<n=<Av =N

Dann gilt mit der Definition (16) fiir alle zugehorigen, gemdfl (1) und (2) zuldssigen Daten-

sitze N, n die Ungleichung:

L A
| D(n,N; N, %)| < min B(n,N,ﬁN) S (17)
Unter der Voraussetzung (i) gilt die Identitét:
DN NLA) | = BN, o) = b L (18)
(N - i) N

Mit 2<n <N gilt:

A A

N N
— <R = B N,—) < B N,R
N (n b b N ) (n 2 2 )
Beweis:
Wegen (6) ist fiir Ay =N nichts zu zeigen - in diesem Fallist | D (n, N; N ,n)| =0.

Die Giiltigkeit von (18) unter der Voraussetzung (i) folgt unmittelbar aus der Ungleichungs-
kette (12) sowie aus der Tatsache, dass die rechte Seite von (18) nicht groBer als Eins ist.
Unter den Voraussetzungen (ii), (i), (iv) oder (v) gilt (13) wegen Lemmal.2 .

Zusammen mit den Umformumgen (14) und (16) folgt daher aus der Ungleichungskette (12)
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X )
b N .
Nach Definitionist |D(n,N; N, 1 | der Abstand zweier Wahrscheinlichkeiten, und kann

unter jeder dieser Voraussetzungen die Giiltigkeit von |D (n, N; f\},ﬁ ) | < B(n, N

daher nicht groBer als 1 sein. Daraus ergibt sich (17) .
Die wachsende Monotonie von B(n , N, R) in R mit 2<n <N folgt aus (15) .

Damit ist alles gezeigt.

2.4.1 Die Beurteilung der Ungleichung

Zunichst werden einige Bemerkungen zu Satz I.1 gemacht. Danach wird aus der Ungleichung das
asymptotische Verhalten von |D (n, N; N , n ) | fiir groBe N hergeleitet sowie eine Schran-

ke fir |D(n,N; N , n |, die nur noch von n und N abhiingt.

Bemerkungen zu Satz 1.1

(a) Fir alle die Fille, in denen die X-Werte z , ..., zv paarweise verschieden auftreten
(d.h. Ay = 1), gilt in der Ungleichung (17) fiiralle ne {1,...,N} wegen (18) das
Gleichheitszeichen.

In diesem Sinne ist die mit der Ungleichung zum Ausdruck kommende Abschétzung scharf.

(b) Weil hier der Abstand von Wahrscheinlichkeitsfunktionen betrachtet wurde (anstelle von
Verteilungsfunktionen), ist die Ungleichung (17) auch fiir solche reellwertigen Merkmale giiltig,
die nur nominal mefbar sind.

(¢) Allgemein gilt die Beziechung Ay < N - m + 1 ; fiir nicht-constante Merkmale ist 2 < m und

damit Ay < N - 1 . Im folgenden wird % als ,triviale” Obergrenze fiir N bezeichnet.

(d) Mit den Definitionen (5) und (16) ergibt sich aus (17) die nachfolgende, ausfiihrlich
formulierte Ungleichung.

Unter jeder der Voraussetzungen (i) bis (v) von Satz I.1 gilt fiir jede gemal (1) und (2) zulds-
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sige Stichproben-Realisation ( x;, ..., X,) beim n-maligen Ziehen ohne Zuriicklegen aus QO :

n
P, (X =% ,..., X“:X“)_kl:[l P(X,=x,) | =
n—1
A n—1 )\ n—1 . o
N N 1 .. n N ] 1,2y
— . ] . = -2)[N- —— v 1] =(1= 1——=| |-(=1
N E(N—i) N Nmint g ) ( Jl_[o( N))( ) ]

(19)

Im folgenden Satz wird das asymptotische Verhalten des Abstandes |D (n, N; N, 1 )| fur
grofle N betrachtet.

Satz 1.2

-

Sei x = (xi,...,X,) eine Stichproben-Realisation, die sich aus Messungen des Merkmals X

an n Objekten ergibt, welche ohne Zuriicklegen aus Oy gezogen wurden. Mit W < R"

wird die Menge aller moglichen derartigen Stichproben-Realisationen bezeichnet.

Unter jeder der Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt mit allen geméfB (1) und (2) zulédssigen Da-

tensdtzen N , n zufestem n € IN mit einem r>1:

Der Abstand |D(n, N; N , n | konvergiert mit N ->+oo gleichmiBigin W, gegen Null
zur Ordnung O (N "), d.h.

n
P (X =x,. .., X-= ~ JIP(X = - O(N") , N->+
;eu\g/ ZOZ( 1~ % n Xn) o ( K Xk) (N7 00
(20)
Beweis:

Mit Ay =1 folgt die Behauptung direkt aus (18) , denn die rechte Seite von (18) ist von der
Ordnung o (N""), N->+o00.

Sei jetzt Ax> 1, dann folgt mit 2 <n < N aus (16) wegen der fallenden Monotonie von
B(n,N,R) in R (siche SatzI.1):

/\N)

OSB(n,N,ﬁ < B(n,N, 1)
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- n—1 N 1 n—1 _]
< 111 (N—_l) L [(n—2)‘(n—1) + 1_j_Ho(1_N )] @

Der letzte Term ist Daten-unabhéngig und strebt zu festem n€ IN mit N -> 400 zur Ordnung
O (N") gegen Null.
Zusammen mit Satz .1 folgt daher die Behauptung.

Corollar zu Satz 1.2

Wegen Satz 1.2 gilt zu jedem festen n € IN fiir hinreichend groe N € IN :

>

AN)

N
’N )

min) B(n, N | = B(n,N,—
N

. . .. A .
Mit der unter bestimmten Annahmen verbesserten Abschitzung von FN befalit sich das I1.Ka-

A
pitel. Die ,triviale* FN - Obergrenze liefert zwar eine i.a. verschlechterte, aber nicht mehr

von Ay abhingige Abschitzung (die wegen (6) auch fiir constante Merkmale giiltig ist):

. A _
ID(n,N; N,8)| < B(n,N,-N) < B(n, N, Nomtl
N N
N-1
< B(n,N,—) . 22
(n, N, 5 @)

2.5 Der Identitatsfall fir die Ungleichung

- ein Vergleich der Auswahlwahrscheinlichkeiten

Gemal Satz I.1 gilt die Identitét in der Ungleichung (17) , wenn Ay =1 ist.
In diesem Fall sind die Werte z , ..., zv paarweise verschieden, oder mit anderen Worten:
X bildet die Menge 2y bijektiv ab auf die Menge der paarweise verschiedenen Werte

Ziy...2IN.
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Dann ist die Grée | D (n, N; N, 1 ) | genau der Abstand zwischen den Auswabhl -
Wabhrscheinlichkeiten von n Objekten, der aufgrund der Verschiedenartigkeit des Ziehens mit
bzw. ohne Zuriicklegen aus Q2 zustandekommt (n < N).

W.Feller (1950, S.25) hat den Unterschied zwischen diesen beiden Auswahl-Wahrscheinlichkeiten
verbal verglichen. Er stellt fest: Das n-malige Ziehen ohne Zuriicklegen aus (2x unterscheidet
sich vom n-maligen Ziehen mit Zuriicklegen aus (2x nur relativ wenig, wenn N hinreichend
grofl und dazu n relativ klein ist.

Lemma [.3 liefert eine Préazisierung dieses Vergleiches.

Im Falle Ax =1 gilt fiir alle zugehorigen, gemiB3 (1) und (2) zulédssigen Datensétze N , N

1 1
) = o - . (23)

|D(H,N;N,n)| = B(n:»N n—1 n
. N

[1(N — i)

i=0

1
"N

Es wird nun gezeigt, dass dieser Ausdruck zu jedem festen N >4 streng monoton fallend in n
istfiralle ne {3,...,N-1}.

Zur Schreibvereinfachung wird abgekiirzt:

1 1 N—n)! 1
P QZ(N.) T gy(n)
[T(N - i) '
i=0
Lemma 1.3
Sei N >4, dann gilt:
gn(n-1)>gn(n) firalle ne {3,...,N-1}.
Beweis:
Es gilt:
(N—n+1)! 1 (N—n)! 1
-1) > <= — " — > - —
gn(n-1) > gn(n) N e N e
— (N—-n+1)! — (N—n)! g 1] 1
N! N N"

(N—n)! - (N—n) N—-1
N! ~ N

<=>




Vollstindige Induktion.

n =3 (Induktions-Anfang):

(N=3)! - (N=3) - N° > (N=1) - N!

<=> (N=3):N° > (N—=1)}N:«(N=1)(N-2) <= (N-3):N° > (N-12(N=2)

<=> N> - 3N? > N — 4N +5N -2 <= N -5N+2 >0 .

Dies ist genau fiir alle natiirlichen Zahlen N >4 erfiillt.

(n-1) - n (Induktions-Schritt) mit 2 < n-1 :

Es gilt:

(N=n)! - (N-n) - N" = (N=n+1)! - (N=n+1) - N"7" . w .
(N—n+1)

GemiB Induktions-Voraussetzung folgt daraus:

(N-n)! - (N=n) - N > (N—1) - N! - LN_HZ) ' (24)
(N—n+1)
Sei N >n, dann gilt: N - (N—n)
(N—n+1)>

Begriindung:

N (N-n) 2 (N-n+1)? <= N?-nN =2 N?-2(n-1) +1
<=> [2(n-1)-n]'N -(n-1)2 >0
<=>(n-2)N-(n-1)2 =20

1
<=> N > = n+ 1o - und dies ist stets erfiillt.

Zusammen mit (24) folgt daher:
(N—-n)! - (N—=n) - N" > (N—1) - N! - 1

Damit ist alles gezeigt.

Bemerkungen zu Lemma 1.3
Die Bedingung n <N kann nicht auf n =N erweitert werden.
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Denn es ist mit jedem, festen N > 1 stets gy (N-1) < gy (N) :

1 1 1 1
1)< <=> - _ - - -
gv(N-1) <gnv(N) T e o
<=> LN < I}I_l <=> 1 < N
N N
Lemma I.3 liefert also fiir jedes feste N >4 und alle ne {3,...,(N-1) } die mathematische

Begriindung fiir folgende Interpretation:

Im Falle Ay =1 nimmt die stochastische Abhéngigkeit der Stichproben-Variablen X, ..., X,
beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus 2y mit wachsendem n ab. Die Abhdngigkeit ist am gering-
sten, wenn n = N-1 ist, d.h. wenn die Stichprobe fast eine Vollerhebung ist.

Wegen der Bijektivitit von X im Falle Ay =1 gilt diese Interpretation genauso fiir die Abhén-
gigkeit von n Einzelentnahmen ohne Zuriicklegen aus Q.

Untersucht man z.B. die Qualitét einer Schitzfunktion, wenn Ziehen ohne Zuriicklegen aus Qy
zugrundeliegt, fiihrt die Anwendung von manchen mathematischen Sdtzen bei gro3em Stichpro-
benumfang moglicherweise noch zu akzeptablen Ergebnissen, auch wenn diese Sétze die
Unabhingigkeit der Stichproben-Variablen voraussetzen.

Anwender haben damit eine weitere Motivation fiir einen moglichst groen Stichprobenumfang
neben jener, dass fiir viele Schitzfunktionen mit groBerem Stichprobenumfang eine grofere
Prézision nachweisbar ist. Diese weitere Motivation ist zumindest dann gegeben, wenn die Werte
des betrachteten Merkmals in 2y paarweise verschieden vorkommen (das ist der Regelfall bei

Merkmalen wie z.B. Gewicht, Lénge, Flacheninhalt, Volumen, Funktionsdauer etc.).

2.6 Die m-dimensionale Hypergeometrische Verteilung

Mit Y, ..., Yn werden die bereits in der Einfilhrung angegebenen Haufigkeits-Variablen
bezeichnet; Yy gibt die Anzahl der Stichprobendaten unter den n Stiick an, die mit dem X-Wert
ax tbereinstimmen (1 <k <m<N).

Es gibt eine enge Beziehung zwischen der gemeinsamen Verteilung der Stichproben-Variablen
Xi, ..., X, und der gemeinsamen Verteilung der Hiufigkeits-Variablen Y;, ..., Ym - sowohl

beim Ziehen mit wie beim Ziehen ohne Zuriicklegen aus (y. Die Ungleichung (17) kann genutzt
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werden, um einen Grenzwertsatz fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Y, ..., Y
zu formulieren, der eine Verallgemeinerung und Verbesserung eines Grenzwertsatzes von W .Feller
darstellt. Zunédchst werden die m-dimensionale Hypergeometrische Verteilung und die m-fache

Multinomialverteilung definiert (2 < m < N).

-

N, n seien gemiB (1) und (2) zulissige Datensitze. Die Indizes an den Wahrscheinlichkeits-
maBen Pz,; und Pz.z kennzeichen, dass Ziehen ohne bzw. mit Zurilicklegen zugrundeliegt.
Beim Ziehen ohne Zuriicklegen ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Y, ..., Y
die der m-dimensionalen Hypergeometrischen Verteilung.

Fir n€ {0,1,..., Ni}, 1€ {1,..,m} gilt(L.J.Bain/ M.Engelhardt 1992, S. 138):

Nl Nm
1’11 nm
P,, Y, =n ,..., Y =n) = (25)
N
N
_ n! Nt - N (N—n)!
n,! n ! (N,—-n)- (N, —n_) - N!
m ;=1
IT IT (N, - &)
_ n! j=1 k=0
n,! n_! n—1
1 m (N . 1)
i=0
m I m nJ—l 1
[INSHITIT (1 - —
l k=1 i=1 i=0 Nj
N nl' . nm' n—1
(N — i)

Beim Ziehen mit Zuriicklegen ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Y, ..., Ym

die der m-fachen Multinomialverteilung. Es gilt (L.J.Bain / M.Engelhardt 1992, S. 138):

n! a Nknk
P Y, = e, Y = = ' N 26
Yy =0 o Y =0 ) n!-...-n_! 1£[1(N) 20
N,
_ n! kl—[—l k
n!-...-n_! N

Mit der in (5) definierten Groe D(n, N; N , n ) ergibt sich daraus folgende Darstellung:
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Pl Yy =my ooos Y =n) =P, (Y, =n ..., Y =n)
n! . (27)

= D(n,N;N,7)

n!-...-n !
2.6.1 Ein Grenzwertsatz
Die Darstellung (27) ermdoglicht eine direkte Anwendung von Satz 1.2 auf den Abstand
der Wahrscheinlichkeitsfunktionen PZOZ( Y, =n ,..., Y =n_ ) und
P, (Y, =n, ,..., Y_=n_). Esgiltder folgende Grenzwertsatz.
Satz 1.3
Zufesten n€IN und me {2,..., N} wird unter jeder der Voraussetzungen von Satz [.1 bei

hinreichend groBem N € IN die m-dimensionale Hypergeometrische Verteilung durch die m-fache

Multinomialverteilung beliebig genau approximiert.
Sei M_ < R™ die Menge aller gemdB (1) und (2) zuldssigen n . Dann gilt mit einem r>1

fiir den Abstand der in (25) und (26) angegebenen Wahrscheinlichkeitsfunktionen der beiden

Verteilungen:

sup ‘P

neiMm
m

Zoz( Y,=n,....Y =n_ ) - P

N -> +oo .

Bewelis:

Aus (27) ergibt sich unter jeder der Voraussetzungen von Satz 1.1 mit allen geméf (1) und
(2) zuldssigen Datensitzen N,n:

ozl Yy =n, ..., Y =n_) -

| Pra Yy

S v pi)| = a - | DN | .

Wegen Satz 1.2 gilt daher zu festem n € IN unter jeder der Voraussetzungen von Satz [.1 mit
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einem r >1 fiirjedes me {2,...,N}:

‘ Py (Y, =

N—o+ow .
Wegen Satz 1.2 hingt die Beziehung (29) nicht vom speziellen Datensatz n € Mm ab.

Daher konvergiert der Abstand beider Wahrscheinlichkeitsfunktionen mit N -> +oo gleichméBig
in M,, gegen Null zur Ordnung O (N 7).

a
2.6.2 Der Vergleich mit einem Resultat von W.Feller
Die Ergebnisse von Abschnitt 2.6.1 werden verglichen mit dem ,,Grenzwertsatz fiir die Hyper-
geometrische Verteilung von W.Feller (1953, S.47).
W.Feller's Grenzwertsatz ist dquivalent mit folgender Ungleichungskette:
a | N1_n1 1 Nz_nz 2 B E 1 N_2 2
n N N N N
< Py (Y =n ,Y,=n,) =P, (Y =n ., Y,=n,) (30)
n Nl 1 Nz i N "
< N N -1
n N N N-—n
mit beliebig gewéhlten ny€ {0, 1,... , mn{n,Ni} } , k€ {1,2}; n + ;, = n.

Es gibt mehrere Kritikpunkte an W.Feller's Resultat:
(1.) Die angegebenen Grenzen der Differenz (30) sind Daten-bezogen und Verteilung-bezogen,

genauer: sie hidngen von den absoluten Haufigkeiten n; , n, der paarweise verschiedenen Werte

unter den Daten x;, ..., X, sowie von den Grof3en il , Fz der Verteilung (7 (N) ab.

Aus obiger Abschitzung der Differenz (30) ergibt sich deren Konvergenz gegen Null nur punkt-
weise. Eine Aussage iiber die Geschwindigkeit dieser Konvergenz macht W.Feller nicht.

(2.) Die Abschitzung von (30) ist nicht scharf.
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Die Beziehungen (28) und (29) liefern eine Verbesserung hinsichtlich von Punkt (1.) , und zwar
fiir beliebiges, festes me {2, ..., N}.

Eine Verbesserung hinsichtlich von Punkt (2.) liefert die Abschitzung (28) :

Wie in der Ungleichung (17) gilt auch in (28) unter der Voraussetzung (i) von Satz [.1 das
Gleichheitszeichen. Denn aus Ay =1 folgt Ni=1 fiiralle ie {1,..., m} , und daher ist
ne{0;1} wegen (2) firalle ie {1,...,m}.

In obiger Abschétzung von (30) sind Gleichheitszeichen ausgeschlossen.

Daher stellt (28) eine Verscharfung der Abschitzung von (30) dar.

Weil (29) fiir beliebiges me {2,..., N} giltig ist, ist der Grenzwertsatz von W.Feller mit
m =2 als spezieller Fall in (28) bzw. (29) enthalten.

Mit den in Abschnitt 2.6.1 erhaltenen Ergebnissen wird daher eine Verbesserung und Verallgemei-

nerung des Grenzwertsatzes von W.Feller erreicht.

3. Erganzungen

Es erfolgen nun Ergénzungen zum Fall 1 <Ay (mit2 <n < N).
Wegen Satz 1.1 gilt:
AN ) N-1

N
4 ( N n  N-I L
]:[ (N—) (n—=2) (N mln{ N’ N } —1) - (l_j:()(l_ﬁ))

(n—2) - min{n—1; N-2 | — (1_rﬁ(1__j)
i=0

)

N

Z|~

Il

—_

._
SN~—
=

|

—_
=

(X N

Daraus erhilt man unter jeder der Voraussetzungen (ii) bis (v) von Satz .1 mit allen zugehd-

rigen, gemdlB (1) und (2) zuldssigen Datensitzen N , N

| D(n,N; N,1)| < B(n,N,—) < B(n, N,

n—1
. N-1 1
min | il}) (N—i) N
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Auf der in der Einfiihrung genannten Jahrestagung wurde vom Autor die folgende Ungleichung

vorgestellt, die mit allen gemdlB (1) und (2) zuldssigen Datensétzen N , n giiltig ist:

n—1 _
| D(n,N;N,n)| < min{H(N })-l-(n—l)z; 1. (32)
i=0 N-—1 N
. .. N—-1 AN . AN
Selbst nach Einsetzen der ,.trivialen” Obergrenze —~ - fiir N in B(n, N, N )
N

erhdlt man mit der Obergrenze (31) eine Verbesserung gegeniiber der Abschitzung (32).

Bei der Entwicklung der Beziehung (32) ging es vorrangig um die Betrachtung des asymptoti-

schen Verhaltensvon | D(n,N; N, ) | fir N—o+ow .

Fiir eine solche Betrachtung kann (31) weiter vereinfacht werden. Man erhédlt mit 3 <n< N :

N-—i
N-1
N—n+1
N

Im II.Kapitel wird die Abschitzung von N eingehend untersucht. Unter bestimmten Annah-

- . n—1 _
| D(n,N; N,n) | < H(N 1)% (n—2) - min|{n—1;N-2|
i=0

"% (n-2) - (n—1)

N

(33)

men laft sich eine Verbesserung gegentiber der ,,trivialen* Obergrenze erzielen, und

N

damit durch Einsetzen eine Verbesserung der Abschiatzung von | D (n, N N, n ) |-
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