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1 EINLEITUNG

1.1 ZIELSETZUNG UND EINORDNUNG DER ARBEIT IN DIE LITERATUR

In dieser Arbeit gehen wir der Frage nach, wie sich im Rahmen einer Unternehmens-
bewertung ein objektiver und arbitragefreier Marktpreis ermitteln ldsst, wenn sich
die Marktteilnehmer einer asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlus-
ten gegeniibersehen. Arbeiten zur Einbeziehung von Steuern in Fragestellungen der
Finanzierung sind nicht neu. Ein fiir die Finanzierung wegweisendes Modell wurde
vor mehr als einem halben Jahrhundert von Modigliani & Miller (1958) formuliert.
Die Autoren haben in dieser Arbeit auf Grundlage des Arbitragefreiheitskalkiils ge-
zeigt, dass ein Unternehmen unabhéngig vom Verschuldungsgrad einen einheitlichen
Wert aufweist, sofern Steuern und Transaktionskosten auflier Acht gelassen werden.
Einige Jahre spéter untersuchten Modigliani & Miller (1963) den Einfluss einer sym-
metrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten auf Unternehmensebene und
konnten zeigen, dass eine einfache Steuer einen werterhohenden Effekt bei Fremd-
finanzierung auslost. Fiir eine sehr einfache Finanzierungspolitik wurde dieser Ef-
fekt auch genau quantifiziert. Wahrend man auf viele Annahmen von Modigliani
und Miller in den folgenden Jahren verzichten konnte, ohne das Hauptergebnis zu
gefdhrden, finden sich jedoch bis heute nur sehr wenige Arbeiten, die sich mit der
asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten befassen.! Eine solche
Arbeit neueren Datums ist die von Drukarczyk & Lobe (2002). Die Autoren ha-
ben dort gezeigt, dass die Argumentationstechnik von Modigliani und Miller zur
Bewertung einer Realinvestition bei asymmetrischer Besteuerung von Zinsaufwen-
dungen und Zinsertragen versagt. Ein Schwachpunkt dieser Untersuchung ist jedoch
die Tatsache, dass die Autoren versdumt haben, die Auswirkungen der Steuer auf
den zugrundeliegenden Kapitalmarkt zu untersuchen. Das ist ein gravierendes Pro-
blem, auf das Kruschwitz, Loffler & von Lehna (2010) hingewiesen haben, denn der
zugrundeliegende Kapitalmarkt bildet das theoretische Fundament des Modells und
darf somit nicht unberiicksichtigt bleiben.

In der Finanzmarkttheorie werden iiblicherweise Arbitragediskussionen in Model-
len gefiihrt, die neben der Realinvestition einen Kapitalmarkt mit mehreren Basisti-
teln beinhalten. Das geschieht in der Regel durch die Einbettung der Realinvestition

in ein arbitragefreies Preissystem von Kapitalmarktbasispapieren.? Aus den Basisti-

Es ist jedoch unbestritten, dass die Beriicksichtigung asymmetrischer Steuern in den Finanzwis-
senschaften und der betriebswirtschaftlichen Steuerlehre von Bedeutung ist. Siehe dazu bspw.
Ewert & Niemann (2010, S. 3ff).

Die Arbitragetheorie ist eine stochastische Theorie der Finanzmirkte, die zum Ziel hat, ein-
deutige und faire Preise einzelner Assets zu ermitteln, ohne dass dazu Marktrdumung oder die
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1 Finleitung

teln kann durch geeignete Portfoliobildung der Zahlungsstrom einer Realinvestition
nachgebildet und ein fairer Preis fiir das reale Asset ermittelt werden, sofern die
Realinvestition repliziert werden kann. Aus diesem Grund muss der Kapitalmarkt
zwingend Beriicksichtigung finden.

Wir nehmen die Kritik an der Arbeit von Drukarczyk & Lobe (2002) auf und wer-
den im Folgenden eine asymmetrische Steuerfunktion in einem zeit- und zustands-
diskreten Modell vorstellen, die mit dem klassischen Arbitragefreiheitspostulat ver-
einbar ist. Zunichst werden wir unsere asymmetrische Steuer in einem einfachen
einperiodigen Modell entwickeln. Anschlielend implementieren wir die Steuerfunk-
tion in einem mehrperiodigen Modell mit dynamischer Handelsstrategie. Um die
Untersuchung so einfach wie moglich zu halten, werden wir auf ein stark stilisiertes
Steuersystem zuriickgreifen und ausschliellich eine Besteuerung von Gewinnen und
Verlusten auf personlicher Ebene beriicksichtigen.

Bei der Ermittlung des fairen Unternehmenswertes werden wir uns auf die Grund-
lagen der Bewertung beschrinken und die Preisgleichung unter einem geeigne-
ten risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafl herleiten. Darauf basierende und anwen-
dungsnidhere Ansitze, wie bspw. die sehr populdren DCF-Verfahren, werden im
Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht.® Die meisten mathematischen Beweise in
dieser Arbeit basieren auf dem Buch von Irle (2003, Kap. 1-3).

Nach Modigliani & Miller (1958) hat die Arbitragetheorie durch die Arbeit von
Harrison & Kreps (1979) eine beachtliche Entwicklung genommen. Die Autoren
haben die Aquivalenz von Arbitragefreiheit und Existenz eines #quivalenten Mar-
tingalmaBes, auch risikoloses Wahrscheinlichkeitsmafi genannt, nachgewiesen.* Die-
ses Ergebnis ist als Fundamentalsatz der Preistheorie in die einschlégige Litera-
tur eingegangen. Der faire Preis eines bewertbaren Anspruchs entspricht in einem
arbitragefreien Preissystem genau dem Erwartungswert des Anspruchs unter dem
dquivalenten Martingalmafl und ldsst ebenfalls keine Arbitragemdoglichkeiten zu. In
der Folgezeit wurde der Fundamentalsatz der Preistheorie stetig weiterentwickelt
und hat bis zum heutigen Tag nichts an Relevanz fiir die neoklassische Finanzie-
rungstheorie verloren. Eine abstrakte und sehr allgemeine Version des Fundamen-
talsatzes der Preistheorie findet sich bspw. bei Kabanov & Kramkov (1995).

Der Einfluss von Steuerarbitrage sowohl bei symmetrischer als auch bei asymme-
trischer Besteuerung wird seit langerem in der einschlidgigen Literatur diskutiert.
Exemplarisch fiir die Arbeiten vor der Jahrtausendwende seien hier Schaefer (1982),
Constantinides (1983), Ross (1987) und Dammon & Green (1987) aufgefiihrt. Einen

Kenntnis individueller Nutzenfunktionen unterstellt werden muss.

Einen guten Einstieg in die Theorie der Unternehmensbewertung mittels DCF-Verfahren bietet
das Lehrbuch von Kruschwitz & Loffler (2006), das Steuern sowohl auf Unternehmensebene als
auch auf personlicher Ebene beriicksichtigt.

Harrison & Kreps (1979) gelten gemeinhin als diejenigen, die als Erste den Nachweis iiber
Aquivalenz von Arbitragefreiheit und Existenz eines dquivalenten Martingalmafes erbracht ha-
ben. Bei Ross (1976) finden sich jedoch bereits wesentliche Vorarbeiten zu dieser Aussage.
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1 Finleitung

guten Uberblick iiber die frithen Arbeiten zum Thema Steuerarbitrage bietet die
Arbeit von Raab (1993).

Schaefer (1982) ist im Rahmen eines Ein-Perioden-Gleichgewichtsmodells unter
Sicherheit der Frage nachgegangen, wie sich eine asymmetrische Besteuerung auf
das Postulat der Arbitragefreiheit auswirkt. Mit Ausnahme der Steuer unterstellt
Schaefer einen vollkommenen Markt und kommt zu dem Ergebnis, dass Arbitra-
gemoglichkeiten nicht ausgeschlossen werden koénnen, sofern die Marktteilnehmer
einer unterschiedlichen Besteuerung unterzogen werden.

Dammon & Green (1987) greifen die Fragestellung von Schaefer (1982) auf, be-
trachten in ihrer Untersuchung aber ein wesentlich realitdtsndheres Modell unter
Unsicherheit. Sie kommen im Rahmen ihres Modells unter anderem zu dem Schluss,
dass zur Vermeidung von Arbitrage die Steuersdtze zwischen Markteilnehmern iden-
tisch sein miissen, sofern es sich bei den Kapitalmarkttiteln nicht um perfekte Sub-
stitute handelt.

Constantinides (1983) betrachtet ein Mehr-Perioden-Modell unter Einbeziehung
personlicher Steuern. Er geht der Frage nach, welches die optimalen Zeitpunkte fiir
einen Investor sind, sein Portfolio zusammenzustellen bzw. aufzulésen, um die Steu-
erzahlungen an den Fiskus zu minimieren. Constantinides (1983) findet heraus, dass
durch geschickte Wahl der Zeitpunkte und bei Vorliegen von steuerlichen Verlust-
verrechnungen die Generierung risikofreier Arbitragegewinne moglich ist.

Ross (1987) hat im Rahmen eines Ein-Perioden-Modells den Einfluss einer sehr
allgemeinen und konvexen Steuerfunktion auf die Vereinbarkeit mit dem Postulat der
Arbitragefreiheit untersucht.® Um Probleme mit dem klassischen Arbitragefreiheits-
postulat zu vermeiden, die insbesondere bei asymmetrischer Besteuerung auftreten,
formuliert Ross die Definition der lokalen Arbitragemoglichkeit.® Bei der Betrach-
tung einer asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten lésst sich Ross’
Modellansatz jedoch nicht mehr uneingeschrinkt anwenden.”

Im Folgenden sind neuere Untersuchungen aufgefiihrt, die sich mit Steuerarbitrage
im Rahmen theoretischer Modelle der Arbitragetheorie befassen. Um den Rahmen
dieses Literaturiiberblicks nicht zu sprengen, konzentrieren wir uns auf die fiir unsere
Fragestellung wegweisenden Arbeiten.

Loffler & Schneider (2003) leiten in ihrer Arbeit den Fundamentalsatz der Preis-
theorie in einer allgemeinen Version mit Steuern, angelehnt an der klassischen Ver-
sion der Arbitragefreiheit, her. Auf Basis des Fundamentalsatzes der Preistheorie
unter Steuern wird die Investitionsneutralitdt von diversen Steuersystemen unter
Unsicherheit untersucht. LofHler & Schneider (2003) betrachten in ihrer Arbeit ei-

Im Gegensatz zu Schaefer (1982) und Dammon & Green (1987) betrachtet Ross (1987) kein
Gleichgewichtsmodell, sondern fordert in seinem Modell einzig die Arbitragefreiheit des Marktes.
In der einschlidgigen Literatur wird die lokale Arbitragemdoglichkeit hiufig auch nur mit dem
Akronym LAO (aus dem englischen Original: Local Arbitrage Opportunity) bezeichnet.

Siehe [FuBinote 2, S. 383]Ross (1987). Im niichsten Abschnitt zeigen wir anhand eines einfachen
Beispiels, in welchen Situationen der Ansatz von Ross versagt.
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ne Steuer auf Unternehmensebene mit ausschlieflich linearem Steuertarif sowohl in
einem zeitdiskreten als auch in einem zeitstetigen Modellrahmen.

Das Modell von Ross (1987) erhielt durch die Arbeit von Schosser & Wilhelm
(2007) eine wesentliche Weiterentwicklung. Die Autoren erweitern den Ansatz von
Ross auf ein mehrperiodiges Modell mit dynamischer Handelsstruktur.

Jensen (2009) befasst sich mit der Frage, unter welchen Bedingungen ein Steu-
ersystem auf Basis des Arbitragefreiheitspostulats als neutral anzusehen ist. Der
Autor bezeichnet ein Steuersystem als neutral, sofern der Markt frei von Arbitrage
ist und folgende Bedingungen erfiillt sind: Der Nachsteuerpreis der Kapitalmarktti-
tel ist eindeutig und die Haltedauer der Assets ist beliebig wihlbar. In seiner Arbeit
betrachtet Jensen (2009) die Besteuerung von Kapitalgewinnen und -verlusten mit
ausschliellich linearem Steuertarif auf persénlicher Ebene.

Gallmeyer & Srivastava (2011) beschiftigt die Frage, wie ein arbitragefreies Steu-
ersystem unter Abwesenheit von Scheingeschéften und der Beschrankung des soforti-
gen Verlustausgleichs ausgestaltet sein muss. Das Modell von Gallmeyer & Srivastava
(2011) hat die Definition der lokalen Arbitrage von Ross (1987) zur Grundlage.® Die
Autoren kommen bei Annahme eines positiven risikolosen Zinssatzes sowie hoherer
Steuersitze auf Zinsertréige als auf Kapitalertrdge zu dem Ergebnis, dass die Abwe-
senheit von Arbitrage vor Steuern mit der Abwesenheit von Arbitrage nach Steuern
einhergeht.

Kruschwitz & LofHler (2015) gehen der Frage nach, welchen Einfluss das Taz Shield
auf den objektiven Unternehmenswert ausiibt. Dazu wenden sie erstmalig im Rah-
men einer modellanalytischen Untersuchung einen asymmetrischen Steuertarif auf
Unternehmensgewinne bzw. -verluste an. Die Autoren quantifizieren den Effekt des
Tax Shields fiir zwei populidre Finanzierungspolitiken.

In einer aktuellen Arbeit untersuchen Becker & Loffler (2016) die Frage, unter
welchen Bedingungen Arbitragegelegenheiten bei asymmetrischer Besteuerung und
konvexen Steuerschuldfunktionen auftreten koénnen.? Anders als in unserer Arbeit
fithren Becker & Loffler (2016) ihren Diskurs in einen Modell unter Sicherheit und
unterscheiden zwischen klassischer und beschrdinkter Arbitrage wahrend wir uns im
Rahmen eines Modells unter Unsicherheit ausschliefilich an der klassischen Definition
der Arbitragefreiheit orientieren. Des Weiteren ist eine Schedulensteuer von zentraler
Bedeutung in unserem Modell, diese Form der Besteuerung wird von Becker & Loffler
(2016) jedoch nicht betrachtet.

Siehe Gallmeyer & Srivastava (2011, S. 187).
Der Autor hat im Dezember 2016 Kenntnis von dieser Arbeit erlangt.
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1.2 PROBLEM

In betriebswirtschaftlichen Arbeiten zu asymmetrischen Steuern auf personlicher
Ebene ist es iiblich, die Steuerfunktion derart auszugestalten, dass Gewinne und
Verluste separat und mit unterschiedlichen Steuersitzen besteuert werden.'® Das
ist auch notwendig, um die aus einer anteiligen Anrechnung von Zinsaufwendungen
auf Zinsertrégen resultierenden Steuereffekte richtig abzubilden. Andernfalls wiirden
sich Aufwendungen und Ertrige saldieren, wodurch ja gerade der Effekt der asym-
metrischen Steuer vernichtet wird. Zur Illustration einer solch asymmetrischen Steu-
erfunktion betrachten wir einen Markt, bestehend aus zwei Assets S und §2, die
in den Mengen # € R gehandelt werden.'! Wir nehmen an, dass ein Investor im
Zustand w; mit Titel St (w;) einen Gewinn und mit Titel §2(w]~) einen Verlust rea-
lisiert. Der Gewinn z;AS? (wj) = 21 (5! (wj) — S§) wird mit 7¢ und der Verlust
x2A§2(wj) = azg(gf(wj) — S2) wird mit 7V besteuert, wobei 7¢ # 7V sei. Fiir den

Investor ergibt sich eine Steuerschuld TAaJx(wj) in Hohe von

Tax(wj) = 95, AS! (wy) + TV33‘2A§2(’LU]'), (1.1)

was im Ergebnis einer unterschiedlichen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten
entspricht. Eine derartige Steuerfunktion ist zwar stark stilisiert, erlaubt uns jedoch
die Abbildung vielfaltiger steuerlicher Asymmetrien, die u. a. aus zeitlich nachge-
lagerten Verlustausgleichen oder unterschiedlich hohen Freibetrigen bei Gewinnen
und Verlusten resultieren kénnen.'? Die Steuerfunktion 1.1 entspricht somit im Kern
der von Drukarczyk & Lobe (2002) verwendeten Steuerfunktion im Fall der asym-
metrischen Besteuerung von Zinsaufwand und Zinsertrag.

Wir zeigen anhand von zwei Beispielen, welchen Irrweg man einschlégt, wenn ohne
weitere Anpassungen eine derartige Steuerfunktion im Rahmen der Arbitragetheorie
Anwendung findet.'? In beiden Beispielen unterstellen wir, wie bereits erwihnt, dass
die Investoren ausschliefflich einer asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und
Verlusten auf personlicher Ebene unterliegen. Eine Besteuerung auf Unternehmen-

sebene ist damit ausgeschlossen.

Beispiel 1: Wir greifen das Beispiel von Drukarczyk & Lobe (2002) auf und zeigen,
dass die von uns skizzierte Steuerfunktion Arbitragemoglichkeiten bei der Bewer-

tung einer Realinvestition bietet. Dass wir im Gegensatz zu Drukarczyk & Lobe

10. Siehe bspw. Drukarczyk & Lobe (2002, S.4f), Kruschwitz et al. (2010, S.5ff), Niemann (2010,
S.9ff), Schosser & Wilhelm (2007, S. 141fF).

11. Die Tilde beschreibt eine unsichere Zahlung. Die Preise der beiden Titel werden in ¢ = 0 mit Sé
und in ¢ = 1 mit S beschrieben, wobei i = 1,2 ist. Die gehaltene Menge an Titel S! bezeichnen
wir mit z; und die gehaltene Menge an Titel S? mit .

12. Siehe z. B. Niemann (2010, S.12). Ein vollstdndiger und sofortiger Verlustausgleich wird auch
bei dieser Steuerfunktion iiber 7¢ = 7" dargestellt.

13. Aufeinem arbitragehaltigen Markt konnen Marktteilnehmer ohne Einsatz eigener Mittel beliebig
reich werden.Wir werden weiter unten eine formale Definition der Arbitragefreiheit geben.
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1 Finleitung

(2002) ein wesentlich einfacheres Steuersystem unterstellen, verdndert nichts an der
allgemeingiiltigen Aussagekraft unseres Beispiels beziiglich der Diskussion zur Arbi-
tragefreiheit.

Betrachten wir zwei Unternehmen und nehmen in der Tradition von Modigliani
und Miller an, dass das eine Unternehmen unverschuldet und das andere Unterneh-
men verschuldet ist. Wir untersuchen lediglich zwei Zeitpunkte heute (¢ = 0) und
morgen (¢t = 1), wobei die Zukunft unsicher ist. Die beiden Unternehmen sind bis
auf ihre Kapitalstruktur identisch und erwirtschaften in ¢ = 1 gleiche und unsiche-
re Ertrage )A(/l vor Steuern.' Die Ertréige werden vollstindig an die Anteilseigner
ausgeschiittet, und durch die Unternehmen werden keine weiteren Zahlungen im
Zeitpunkt ¢ = 1 generiert.

Die Zahlungen an die Eigentiimer nach Steuern sowie eventuelle Verbindlichkeiten
werden beim unverschuldeten Unternehmen mit X 1 und beim verschuldeten Unter-
nehmen mit X f ! hezeichnet. Die Kredite sind ausfallsicher und der aufgenommene
Kreditbetrag, sowie die darauf anfallende Zinszahlung, kénnen in jedem Fall bedient
werden. In unserem Beispiel unterliegen ausschlieflich Gewinne aus Zinsen und Divi-
dendenzahlungen mit dem Steuersatz 7 > 0 der Besteuerung. Ein Verlustausgleich
wird durch 7 = 0 ausgeschlossen. In ¢ = 1 werden die Cashflows nach Zinszahlung
vollsténdig als Dividende an die Anteilseigner ausgeschiittet.

Betrachten wir die Zahlungen des verschuldeten Unternehmens im Zeitpunkt ¢ = 1
etwas genauer. Die Glaubiger des verschuldeten Unternehmens erhalten in ¢ = 1 eine
sichere Zahlung in Héhe von

XP=T+2,

bestehend aus Tilgung 7" und Zins Z und miissen darauf den erhaltenen Zinsgewinn

versteuern
XPT =T+ 201 -7%). (1.2)

Den Eigentiimern steht die verbleibende Auszahlung
xXPt=x, - xP (1.3)

nach Begleichen der Verbindlichkeiten zu. Auf diesen Betrag wird eine Steuerschuld

fallig und den Eigentiimern verbleibt ein Nettobetrag in Hohe von
X=X - xP)a -9 =X 7% -1 %)~ 2Z(1-1).

Die Summe der Zahlungen nach Steuern an Figentiimer und Gldubiger belduft sich

auf
X=X+ xPT = X079 4+ 7T, (14)

Bei dem unverschuldeten Unternehmen ist der Zahlungsstrom in ¢t = 1 einfacher, es

14. Wir orientieren uns bei der Konstruktion des Beispiels an Kruschwitz (2002, Kap. 7.4.1).
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1 Finleitung

flielen lediglich Zahlungen nach Steuern in Hohe von
X =X,(1-7% (1.5)

an die Eigentiimer, da keine Gldubiger bedient werden miissen. Wir erkennen be-
reits an dieser Stelle, dass auch bei asymmetrischer Besteuerung das verschuldete
Unternehmen mehr Wert ist als das unverschuldete Unternehmen. Diesen Wertvor-
teil quantifizieren wir, indem wir Linearitdt im Preissystem unterstellen. Wir ver-
wenden p()N(f) als Symbol fiir den Marktwert der Zahlungen des unverschuldeten
Unternehmens und definieren den Unternehmenswert des unverschuldeten Unter-
nehmens durch
Vit = p(X}).

Mit p(X{') als Marktwert der Aktien und p(XP) als Marktwert der Anleihen des
verschuldeten Unternehmens definieren wir den Unternehmenswert des verschulde-
ten Unternehmens durch

Vg = (X)) + p(xXP).

Mit der geforderten Linearitdt im Preissystem erhalten wir
v E,l v E,l
p(X77) +P(X{j) =p(Xy~ +X1D)

und wegen 1.3 folgt

Ve =p(X)).
Aus 1.4 und 1.5 erhalten wir
)A(:i = )?f + 76T

Der Marktwert des Unternehmens in ¢ = 0 entspricht den Marktpreisen der ausge-
gebenen Finanztitel und mit der Linearitéit des Preissystems und dem Gesetz des

eindeutigen Preises folgt

p(X1) = p(X}) + p(r9T), (1.6)
was uns zu
Vi = p(X})
= p(X{) + p(7°T)
= V' +p(rT)

fithrt.

Aus Sicht des unverschuldeten Unternehmers muss der Marktpreis des Steuervor-
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1 Finleitung

teils .
Gryu !
T)Y = 1.7
p(T ) 1 Ty ( )

betragen, um Arbitragefreiheit zu gewéhrleisten. Nehmen wir zur Erlduterung an,
dass der Besitzer des unverschuldeten Unternehmens seine Anteile in Hohe von
p()?}‘) verkauft, einen Kredit in Hohe von p(7¢T)* aufnimmt und das verschul-
dete Unternehmen in Génze erwirbt. Im Zeitpunkt ¢ = 1 wird, neben dem Erlos
aus dem Besitz des verschuldeten Unternehmens )Z'f, die Riickzahlung des Kredits
in Hohe von 797 = p(7¢T)"(1 + r¢) fillig. Um nun die Arbitragefreiheit im Preis-
system zu gewéhrleisten, muss der Wert des Steuervorteils in ¢ = 0 der Gleichung
1.7 entsprechen.!®

Nehmen wir jetzt an, dass ein Unternehmer in ¢ = 0 alle Aktien und Anleihen
des verschuldeten Unternehmens in Hohe von Vol besitzt und diese zum Marktpreis
verduflert. Von dem Erlos kauft er das unverschuldete Unternehmen und verleiht
die verbleibenden Mittel p(79T)! zum sicheren Zinssatz 7 am Kapitalmarkt. In
t = 1 erhélt der Unternehmer die Erlése aus dem unverschuldeten Unternehmen
X 1" und die Riickzahlung des Kreditbetrags nebst Zinsen und abziiglich der darauf
anfallenden Steuerzahlung in Hohe von p(79T)!(1+7;(1—7%)). In diesem Fall muss

der Marktpreis des Steuervorteils in ¢ = 0

p(roT) = 1+r;(G1T_TG) (1.8)
betragen, um Arbitrage zu vermeiden.'® Es ist offensichtlich, dass
p(r¢T)! > p(zCT)" (1.9)
ist und wir zwei Preise fiir das zu bewertende Unternehmen erhalten.
|

Bei dem gefundenen Ergebnis handelt es sich um keine neue Erkenntnis und ent-
spricht insoweit auch dem Ergebnis von Drukarczyk & Lobe (2002). Jedoch ver-
suchen Drukarczyk & Lobe (2002) die daraus resultierenden Probleme mit der
Beriicksichtigung der Priferenzen der Investoren zu umgehen. Dass es sich dabei um
keine geeignete Methode handelt, einen objektiven Marktwert zu ermitteln, bemerk-
ten u. a. Diedrich, Dierkes & Groger (2010). Des Weiteren bricht bei diesem Ansatz
aufgrund der unterschiedlichen Nachsteuer-Zinsséitze das Fisher-Separationstheorem

zusammen.'? Aber auch wenn wir versuchen das Fisher-Separationstheorem zu um-

15. Der Unternehmer erhilt in ¢ = 1 aus seinen Transaktionen X LG = X ', was seinem erwar-
teten Erlos als Besitzer des unverschuldeten Unternehmens entsprochen hétte. Das Preissystem
ist aber nur dann frei von Arbitrage, wenn im Zeitpunkt ¢ = 0 die Gleichung 1.6 erfiillt ist.

16. Mit )~(1(1 — 7+ 76T = X! mussint =0 aufgrund von Linearitit und Eindeutigkeit des
Preissystems ebenfalls 1.6 gelten.

17. Siehe zu den Annahmen eines vollkommenen Marktes bei Unsicherheit Wilhelm (1983, S.527{f).
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gehen und lediglich der Annahme folgen, dass sich alle Marktteilnehmer am Markt-
wert zu orientieren haben, ist ein eindeutiger Marktpreis zur Preisfestsetzung er-
forderlich. Bei einem nicht mehr eindeutigen Marktpreis ist ein Arbitragegewinn
nicht mehr auszuschlieffen. Zur Erzielung einer Arbitrage reicht es aus, dass ein
Investor einen Marktteilnehmer findet, dem er das verschuldete Unternehmen zum
Preis von V¥ 4 p(7¢T)* abkauft und gleichzeitig das Unternehmen zum Preis von
Vi + p(r¢T)! an einen dritten Marktteilnehmer verkauft. In diesem Fall macht der

Investor in ¢ = 0 einen sicheren Arbitragegewinn in Hoéhe von
p(r¢T)! — p(v9T)% > 0. (1.10)

Sicherlich lassen sich in einem Modell auch ohne gréflere Anstrengungen Annahmen
treffen, die diese Art von Geschiift ausschlieffen. Jedoch wiirde ein solches Vorgehen
gar nichts an der Tatsache dndern, dass fiir ein Unternehmen zwei Preise existie-
ren. Allein dieser Umstand rechtfertigt es aus unserer Sicht nicht, einen Markt als
arbitragefrei anzusehen.

Einerseits muss in einem Modell klar definiert sein, was unter einem arbitrage-
freien Markt {iberhaupt verstanden werden soll, um auf dieser Basis zu konsistenten
und nachvollziehbaren Ergebnissen zu gelangen. Andererseits muss unabhéngig von
der Definition der Arbitragefreiheit die objektive Bewertungslehre zum Ziel haben,
einen eindeutigen und von allen Marktteilnehmern akzeptierten Marktpreis zu er-
mitteln. Siehe zu der letzten Aussage bspw. Diedrich et al. (2010, Kap. 1). Bei
Wallmeier (1999) findet sich Lesenswertes zu Standardannahmen der objektiven Be-
wertungslehre, die zwingend zu beriicksichtigen sind. Wallmeier (1999) weist insbe-
sondere darauf hin, dass der Marktwert ausschliefSlich aus dem Barwert diskontierter
zukiinftiger Zahlungen der Investitionen resultiert und demzufolge unabhéngig von
jeglichen Préferenzen zu sein hat. Der Ansatz von Drukarczyk & Lobe (2002) zur
Bewertung von Realinvestitionen im Rahmen der Arbitragetheorie kann daher nur

als gescheitert angesehen werden.

Beispiel 2: In diesem Beispiel setzen wir die Steuersitze ins Verhiltnis 7V > 7¢ und
betrachten lediglich einen sicheren Basistitel S! des Kapitalmarkts.'® Wir téitigen
in t = 0 sowohl einen Kauf der Menge x* als auch einen Leerverkauf der identischen
Menge —z* in das sichere Asset. Bei diesen Transaktionen ist im Zeitpunkt t = 0
der Einsatz eigener Mittel

(54 + (~53) = 0

nicht notwendig. Im Zeitpunkt ¢ = 1 erhalten wir eine sichere Zahlung nach Steuern

18. Der sichere Titel hat in ¢ = 0 einen Preis in Hohe von S¢ und fiihrt in ¢ = 1 auf eine sichere
Zahlung in Hohe von St.
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in Hohe von

&*(S1 — 79(S1 = S5)) + (—a*)(S1 — 7" (5] — 8))) =
= 2*(St —79ASY — St + 7V ASY) =
=" ASY (¢ +7V) >0

und somit einen risikolosen und sicheren Arbitragegewinn.
|

Bei dem von uns gewihlten Verhéltnis der Steuersitze 7V > 7¢ handelt es sich um
ein seltenes, aber trotzdem realistisches Szenario. Eine solche Situation gab es bspw.
in den USA der 1980er Jahre bei der Besteuerung langfristiger Kapitalgeschifte. Sie-
he dazu den Kommentar bei Ross (1987, Fufinote 2). Ross sieht aus diesem Grund
sein Modell bei einer asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten als
nur bedingt anwendbar an, da es den im letzten Beispiel aufgezeigten Fall einer
konkaven Steuerfunktion nicht abbilden kann. Bei der von uns gewé&hlten Frage-
stellung, den Einfluss einer asymmetrischen Besteuerung auf Realinvestitionen bzw.
auf Unternehmenswerte!® zu untersuchen, spielen jedoch die Ertragsteuern eine ent-
scheidende Rolle.2’ Auf Grund dessen werden wir den Modellansatz von Ross (1987)
nicht zur Grundlage unserer Untersuchung machen.

Des Weiteren ist bei unserem letzten Beispiel bemerkenswert, dass das Modell

G = 7V = 0 arbitragefrei ist.?! Eine Aussage

vor Steuern, also bei Steuersétzen 7
itber die Arbitragefreiheit des Modells ist demzufolge abhéngig von der expliziten
Wahl der Steuersitze, was aus unserer Sicht einen weiteren unbefriedigenden Aspekt
darstellt.

Aus dem Standardmodell ist hinreichend bekannt, welche grundlegenden Proble-
me in einem arbitragehaltigen Markt auftreten.?? So sind verniinftige Aussagen im
Rahmen der 6konomischen Theorie nicht mehr méglich, sobald Marktteilnehmer oh-
ne Einsatz eigener Mittel beliebig reich werden kénnen. Verniinftige Aussagen sind
auch dann nicht mehr gegeben, wenn allein durch die Einbeziehung einer Steuer
Arbitragemoglichkeiten entstehen. In diesem Fall wiirden die Marktteilnehmer eine
Handelsstrategie wihlen, die es ihnen nur aufgrund der Ausgestaltung des Steuer-
systems erlaubt, Gewinne ohne Einsatz eigener Mittel zu generieren.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass wir eine Steuerfunktion entwickeln
miissen, die einerseits die asymmetrische Besteuerung von Gewinnen und Verlusten

auf personlicher Ebene erméglicht und andererseits das Arbitragefreiheitspostulat

19. Wir betrachten in dieser Arbeit als Realinvestition ausschliefilich ein Unternehmen und verwen-
den daher beide Begriffe synonym.

20. Siehe zur Relevanz von Ertragsteuern auf Investitions- und Finanzierungsentscheidungen z. B.
Wagner (1984, S. 201ff).

21. Die Zahlung in t = 1 betréigt vor Steuern z* (ST + (=S1)) = 0.

22. Siehe bspw. Kruschwitz et al. (2010, S. 7). Zu einer ausfiihrlichen Diskussion iiber das Arbitra-
gefreiheitspostulat in Wissenschaft und Praxis siehe Kruschwitz & Loéffler (2005b, S. 73ff).
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nicht verletzt. Dazu werden wir ein geeignetes Modell basierend auf den folgenden

drei Kriterien entwickeln:

— Das Fundament des Modells mit asymmetrischer Besteuerung von Gewinnen

und Verlusten bildet die formale Definition der Arbitragefreiheit.

— Die Steuersiitze 7% und 7" liegen im halboffenen Intervall von [0,1) und kénnen
beliebig variiert werden. Insbesondere wird dadurch die Konstellation der Steu-

ersitze zueinander, 7¢ > 7V oder 7¢ < 7V, nicht beschriinkt.

— Die Bewertung einer Realinvestition bzw. eines Unternehmens fithrt zu einem

eindeutigen und objektiven Marktpreis.

Bei der Ausgestaltung der Steuerfunktion geht es uns aber ausdriicklich nicht um
die detailgetreue Abbildung eines realen Steuersystems. Vielmehr soll uns das Mo-
dell mit stark vereinfachtem Steuerrecht und stilisierter Steuerfunktion in die Lage
versetzen, eine Realinvestition - im Kontext eines arbitragefreien Marktes - mit ei-
nem eindeutigen und objektiven Preis zu bewerten. Eine realitdtsnihere Ausgestal-
tung des Modells hinsichtlich real existierender Steuersysteme sei spéteren Arbeiten
iiberlassen.

Der weitere Aufbau der Arbeit gliedert sich wie folgt: Im 2. Kapitel werden wir
im Rahmen eines einfachen Ein-Perioden-Modells eine asymmetrische Steuerfunk-
tion vorstellen, die das Postulat der Arbitragefreiheit nicht verletzt. Auf Basis des
arbitragefreien Kapitalmarkts und unter Verwendung der von uns entwickelten Steu-
erfunktion gelingt uns damit die Bestimmung eines eindeutigen und objektiven Prei-
ses der Realinvestition. Im 3. Kapitel verallgemeinern wir das Modell auf mehrere
Perioden mit dynamischer Handelsstruktur. Die obligatorische Zusammenfassung

mit den wichtigsten Ergebnissen und einem kurzen Ausblick beschlief3t die Arbeit.
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2 EIN-PERIODEN-MODELL MIT ASYMMETRISCHER STEUER

2.1 KAPITALMARKT

Wir betrachten ein Modell unter Unsicherheit mit zwei diskreten Zeitpunkten ¢ = 0
und ¢ = 1. Der Handel am Kapitalmarkt erfolgt ausschliellich in ¢ = 0. Im Zeitpunkt
t = 1 wird der Markt in einen Zustand w; aus Q = {w1,...,wk} iibergehen und die
Vermogenspositionen werden aufgelost.?? Es herrscht unter den Marktteilnehmern
in ¢ = 0 Ungewissheit dariiber, welcher Zustand w; in ¢ = 1 tatséchlich eintreten
wird. Jedoch herrscht Einigkeit unter den Investoren, welche Zusténde in ¢ = 1
insgesamt moglich sind. Am Kapitalmarkt agieren viele Anbieter und Nachfrager,
ohne dass einzelne eine marktbeherrschende Stellung einnehmen. Die Preise SeR
sind demzufolge von einzelnen Investoren nicht beeinflussbar. Alle Marktteilnehmer
gelten als ungeséttigt und die fiir den Handel notwendigen Informationen liegen den
Investoren gleichermafen vor.?* Jeder Investor bewertet den moglichen Eintritt eines
Zustandes individuell iiber sein subjektives Wahrscheinlichkeitsmafi P. Abgesehen
von einer noch ndher zu definierenden Steuer existieren keine Transaktionskosten
oder Zutrittsbeschrinkungen auf dem Markt.

Auf dem Kapitalmarkt werden 7 riskante Wertpapiere ¢ = 2,...,N mit bekannten

und positiven Preisen im Zeitpunkt ¢ = 0

S (2.1)
und zufilligen nicht-negativen Auszahlungen im Zeitpunkt ¢ = 1

St (2.2)

gehandelt. Wir sprechen beziiglich der Auszahlung in ¢ = 1 auch vom Preis des
riskanten Basistitels.

Des Weiteren wird auf dem Markt ein sicheres Wertpapier ¢ = 1 mit eindeutiger

(s

und als sicher angenommener Bruttoverzinsung 7y > 0 gehandel Der Preis des

sicheren Assets im Zeitpunkt ¢ = 0
Sy (2.3)

23. Dabei handelt es sich um Standardannahmen 6konomischer Modelle der Arbitragetheorie unter
Unsicherheit, siehe z. B. Kruschwitz (2002, S. 134ff) oder Pliska (1997, S. 1ff). Zwischen den
beiden Zeitpunkten ist jegliche 6konomische Transaktion ausgeschlossen.

24. Die Marktteilnehmer verfiigen damit iiber homogene Erwartungen beziiglich der Hohe der
zukiinftigen Auszahlungen.

25. Beziiglich der geforderten Eindeutigkeit der sicheren Einlage siehe z. B. Irle (2003, Kap. 1.12).
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ist ebenfalls positiv. Im Zeitpunkt ¢ = 1 belduft sich der Preis des sicheren Assets
auf
St =S4 +ry). (2.4)

Wir miissen, um im Zeitpunkt ¢ = 1 eine sichere Zahlung in Héhe einer Einheit zu
1

erhalten, im Zeitpunkt ¢ = 0 genau % in die sichere Anlage investieren. Aus diesem
1

Grund definieren wir den Diskontfaktor d wie folgt

1

d:= .
1—|—Tf

Die N Basistitel werden auf dem Markt in Form von Portfolios gehandelt. Port-
folios kénnen aus einem, mehreren bzw. allen Basistiteln beliebig zusammengestellt
werden. Ein Portfolio wird iiber einen Mengenvektor 27 = (x1,...,xx) mit z; € R

abgebildet und der Preis des Portfolios in ¢t = 0 ist definiert durch

278y =St + - +anSY (2.5)
sowie in ¢t = 1 durch
278y = (27 S (w), ... 27 S (wk))" (2.6)
mit
TS, (w;) = 15 (w; 3N (10,
z' S1(wy) = 2151 (wy) + - + NS (wy)- (2.7)

Der Kauf eines Portfolios mit positivem Preis fithrt zu einer Auszahlung in Hoéhe
von —z1'Sy und zu einer Einzahlung in Hohe von SUT§1- Es konnen beliebige Anteile
an Finanzgiitern erworben werden und ein Leerverkauf wird iiber einen negativen
Eintrag im Mengenvektor x abgebildet. Des Weiteren werden zustandsabhéngige
Zahlungsanspriiche bzw. Realinvestitionen durch Portfolios dupliziert, um einen fai-
ren und fiir alle Marktteilnehmer eindeutigen Marktwert zu ermitteln.?

Ist der Kapitalmarkt ohne Steuern im folgenden Sinne frei von Arbitrage,?” so

folgt daraus der Fundamentalsatz der Preistheorie.?®

Definition 2.1 (Arbitragefreiheit). Auf dem Kapitalmarkt ohne Steuern wird ein
Portfolio x© als Arbitrage bezeichnet, falls

—xTSo > 0; :L‘Tgl >0

sowie xSy # 0 oder 278, # 0 gilt.

26. Das Modell wird weiter unten um die Realinvestition erweitert. In dieser Arbeit verwenden wir
die Begriffe Preis und Wert bedeutungsgleich.

27. Siehe Irle (2003, Definition 1.10, Seite 16). Eine Klassifizierung verschiedener Typen von Ar-
bitragefreiheit geben Bamberg & Krapp (2003, S. 261ff). Wir beziehen uns auf die folgende
Definition, sofern wir in dieser Arbeit von der “klassischen Definition der Arbitragefreiheit®
sprechen.

28. Siehe z. B. Duffie (2001, S. 4f) oder Irle (2003, S. 27).
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Satz 2.2 (1. Fundamentalsatz der Preistheorie). In einem Markt sind folgende Aus-
sagen dquivalent:
(i) Das Modell ist arbitragefrei.

(ii) Es existiert ein risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaf§ Q.

Wie sich die Aussage des Fundamentalsatzes der Preistheorie in einem Modell mit
asymmetrischer Besteuerung von Gewinnen und Verlusten aufrechterhalten l&sst,

wird in den folgenden Abschnitten untersucht.

2.2 SCHEDULENSTEUER

Unsere Steuer wird sich von dem aus der Literatur bekannten klassischen Standard-
modell nur hinsichtlich eines Details unterscheiden: Wahrend in der Literatur nahezu
ausnahmslos ein linearer Steuertarif Anwendung findet, werden wir eine nichtlinea-
re Tariffunktion unterstellen.?? Wir unterstellen in diesem Kapitel auBerdem, dass
die Steuer nur im Zeitpunkt ¢t = 1 gezahlt wird und in ¢ = 0 keine Steuerzah-
lungen anfallen. Des Weiteren fiihren wir eine Schedulensteuer in unserem Modell
ein.30 In Steuerschedulen werden steuerrelevante Einkiinfte nach steuerrechtlichen
Regeln gruppiert und je Schedule der Besteuerung unterzogen. So werden im deut-
schen Steuerrecht des Jahres 2016 Einkiinfte aus Kapitalmarktgeschéften separat
von den anderen Einkunftsarten in einer eigenen Steuerschedule erfasst und einer
abweichenden Besteuerungssystematik unterzogen.!

Wir werden in unserem Modell die Idee der Schedulensteuer aufgreifen und je-
den Basistitel des Kapitalmarkts in einer eigenen Steuerschedule separat von den
anderen Basistiteln der Besteuerung unterziehen. Dazu zerlegen wir jedes beliebig
zusammengesetzte Portfolio zur Berechnung der Steuerschuld in seine Komponenten
bzw. in seine Basistitel. Aus diesem Grund sprechen wir von einer komponentenwei-
sen Besteuerung des Portfolios. Die sich aus dem Ansatz einer komponentenweisen
Besteuerung ergebenden steuerlichen Konsequenzen, denen sich ein Steuersubjekt

gegeniibersieht, illustrieren wir an einem einfachen Beispiel.

Beispiel 3: Bei Anwendung der komponentenweisen Besteuerung ist die Verrech-
nung eines Gewinns in Hohe von 10 bei Basistitel A und eines Verlusts in Hohe

von 5 bei Basistitel B innerhalb des Portfolios nicht mehr méglich. Unterstellen wir

\%

einen Gewinnsteuersatz von 7¢ = 0,5 und einen Verluststeuersatz von 7¥ = 0, so

hat der Investor eine Steuerzahlung in Hohe von 100,54 (—5)-0 = 5 an den Fiskus

zu leisten. Ist jedoch die Gewinn- und Verlustverrechnung innerhalb des Portfolios

29. Die Steuer entspricht bis auf die Nichtlinearitéit der Steuerfunktion der iiblichen Darstellung in
finanztheoretischen Modellen, siehe Kruschwitz & LofHler (2006, Kap. 1.1.2) oder Jensen (2009,
Kap. 2).

30. Eine kurze Abgrenzung von Schedulensteuer und synthetischer Steuer gibt bspw. Schreiber
(2012, Kap. 3).

31. Im Wesentlichen werden Kapitalertriige mit 25 % besteuert. Auf die anderen Einkunftsarten
findet der personliche Steuersatz Anwendung. Siehe §32d EStG sowie §2 Abs. 1 und §20 EStG.
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

erlaubt, resultiert daraus eine Steuerschuld in Héhe von (10—5)-0,5 = 2,5. In diesem
Beispiel ist der Steuerpflichtige mit der komponentenweisen Besteuerung schlechter

gestellt.
|

Nachdem wir die zugrundeliegende Idee unserer komponentenweisen Besteuerung
erldutert haben, wenden wir uns der allgemeinen Formulierung der Steuerfunktion
zu. Wir beginnen die Beschreibung unserer Steuer mit der kurzen Charakterisierung

von Steuersubjekt, -objekt und -schuld.

Steuersubjekt. Das Steuersubjekt ist der steuerpflichtige Investor. Wir gehen davon
aus, dass es sich bei allen Investoren um natiirliche Personen handelt. Ein Ubertrag
von Steuerverpflichtungen auf Dritte ist ausgeschlossen.

Steuerobjekt. Das Steuerobjekt ist der Ertrag 273, aus dem Handel am Kapital-
markt. Weitere zu besteuernde Objekte existieren nicht.

Steuerschuld. Jeder Basistitel wird in einer eigenen Steuerschedule besteuert. Die
Steuerschuld einer Schedule errechnet sich als Produkt von jeweiliger Bemessungs-
grundlage und anzuwendendem Tarif. Die Gesamtsteuerschuld des Investors ist die
Summe der Steuerschulden der N Steuerschedulen. Hélt der Investor keinen Anteil
an einem Basistitel in seinem Portfolio, ist die daraus resultierende Steuerschuld
Null.

Alle Riickfliisse aus Kauf und Leerverkauf von Kapitalmarkttiteln werden im Zeit-
punkt ¢ =1 in 2T S erfasst und einer einheitlichen Besteuerung unterzogen.>? Bei
der Herleitung steuerlicher Verpflichtungen miissen wir zudem den Charakter unse-
rer Schedulensteuer beriicksichtigen. Bei einer Schedulensteuer ist es zweckméafig,
zuerst die Steuerzahlung des einzelnen Basistitels zu definieren. Erst im Anschluss
werden wir uns der Steuerzahlung des Portfolios zuwenden.

Unsere steuerrechtliche Gewinn- und Verlustdefinition wird sich von der
gewohnlich verwendeten Gewinndefinition®® dahingehend unterscheiden, dass wir
die gehaltene Menge x; am Titel i unberiicksichtigt lassen.?* Zudem ist bei einer
asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten die eindeutige Abgren-
zung eines steuerrechtlichen Gewinns von einem steuerrechtlichen Verlust von enor-
mer Bedeutung. Wir werden in unserem Modell den steuerrechtlichen Gewinn mit
dem Symbol G bezeichnen und unterstellen, dass ein negativer Gewinn einen Verlust
abbildet.

32. Die gesamten Riickfliisse aus den Kapitalmarktgeschéften unterliegen ohne Modifikation der
Besteuerung. Siehe dazu bspw. Jensen (2009, Kap.2).

33. Siehe bspw. zu einer Gewinndefinition im Rahmen eines Modells mit symmetrischer Steuer
LofHler & Schneider (2003, S. 6).

34. Ein Blick auf reale Steuersysteme legt nahe, die Menge z in die Gewinndefinition einzubeziehen.
Dieses Vorgehen wiirde in unserem Modell zu Arbitragemoglichkeiten fithren, wie wir sie in
Beispiel 2 der Einleitung aufgezeigt haben.
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

Definition 2.3 (Gewinn und Verlust: Basistitel). Der Investor hdlt in seinem Port-

folio den Basistitel i.

— Ein steuerrechtlicher Gewinn G ist bei Basistitel i in Zustand w; gegeben,

sofern

G (w)) = Si(w;) — S§ = AS'(w;) > 0
15t.

— Ein steuerrechtlicher Verlust G' ist bei Basistitel i in Zustand w; gegeben,

sofern

G (wj) = S (wy) — S§ = AS* (w;) <0
15t.

Bei den klassischen Finanzmarktmodellen wird der Gesamtgewinn oder -verlust
eines Portfolios durch Addition der Gewinne und Verluste der Basistitel, aus de-
nen das Portfolio zusammengesetzt ist, ermittelt. Ein solches Vorgehen ist bei einer
Schedulensteuer nicht mehr zuléssig. Fiir eine steuerliche Gewinn- bzw. Verlustbe-
rechnung ist es im Rahmen einer Schedulensteuer bedeutungslos, Gewinne und Ver-
luste zu addieren, die nicht derselben Schedule zugehoren. Die komponentenweise
Besteuerung des Portfolios zeichnet sich ja gerade dadurch aus, dass jeder Basistitel
in einer eigenen Steuerschedule der Besteuerung unterzogen wird. Der Gewinn bzw.
der Verlust eines Portfolios bestehend aus J < N Basistiteln stellt jedoch einen
Vektor

G=(GY,G?....G")

dar. In der Definition der Steuerbemessungsgrundlage TB' findet die gehaltene Men-
ge x; des Basistitels ¢ nunmehr Berticksichtigung. Des Weiteren gilt zu beachten,
dass in unserem Modell genauso viele Steuerbemessungsgrundlagen wie Basistitel

existieren.

Definition 2.4 (Bemessungsgrundlage der Schedulensteuer). Es ezistieren genauso
viele Steuerbemessungsgrundlagen TBl(wj) wie i = 1,..., N Wertpapiere auf dem
Markt existieren. Die steuerliche Bemessungsgrundlage von Basistitel © in Zustand

w; 1st das Produkt von gehaltener Menge und Gewinn bzw. Verlust
TB'(w;) := 2;G (w;) (2.8)
nach Definition 2.3.

Auch die Addition der steuerlichen Bemessungsgrundlagen TB' ist bei einer asym-

metrischen Steuer, entsprechend unseren Ausfiihrungen zum steuerrechtlichen Ge-
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

winn bzw. Verlust, nicht zweckdienlich. Die Bemessungsgrundlage eines beliebig zu-

sammengesetzten Portfolios lasst sich aber ebenfalls als Vektor
— —J
TB=(TB',...TB’)

darstellen.

Der im Modell verwendete asymmetrische Steuertarif ist deterministisch und die
beiden Steuersitze 7¢ und 7V liegen im halboffenen Intervall [0,1). In Modellen
mit asymmetrischer Besteuerung miissen wir genau festlegen, in welchen Féllen der
Steuersatz 7¢ und in welchen Fillen der Steuersatz 7V zur Anwendung kommt. Wir
werden 7 bei einem steuerrechtlichen Gewinn und 7" bei einem steuerrechtlichen

Verlust anwenden.

Definition 2.5 (Steuerschuld: Basistitel). Die Steuerschuld des Basistitels i in Zu-

stand w; zum Zeitpunkt t =1 ergibt sich gemdf

Tcxiéi(wj)§ éi(wj) >0

Tax' (25, w)) = . 4
™Va,Gl(w;); Giw;) <0

In Zustand w; wird ein Basistitel unabhéngig vom Vorzeichen der gehaltenen Menge

.35 Bei den Titeln mit unsiche-

xz; € R mit einem eindeutigen Steuersatz besteuer
ren Zahlungen werden, wenn wir mehrere Zusténde betrachten, in aller Regel beide
Steuersitze zur Anwendung kommen. Ublicherweise realisiert ein Titel mit unsiche-
ren Zahlungen in einem Zustand einen steuerlichen Gewinn und in einem anderen
Zustand einen steuerlichen Verlust. Wenn bspw. ein Basistitel mit unsicheren Zah-
lungen, der in der Menge z; gehalten wird, in Zustand w; eine nicht-negative Preis-
entwicklung 5{ (wj) — S8 > 0 genommen hat, resultiert daraus eine Steuerzahlung in
Hohe von ' _
%Z(l‘i,w]') = TGT\BZ(wj).
In Zustand wy, mit wy # w; und g{ (wg) — Sé < 0 folgt fiir denselben Basistitel eine

Steuerzahlung in Hohe von
Taz' (i, wy) = 7V TB (wy,).
Fiir das sichere Asset ist aufgrund von Defintion 2.5 und dem sicheren Bruttozinssatz

35. In beliebigem Zustand w; fithrt Titel ¢ bei §}(w]) > S¢ und x; > 0 auf eine Zahlung nach
Steuern in Hohe von

zi(Si —79(S1 - S5)) (wy). (2.9)
Betrachten wir dieselbe Situation nur mit x; < 0, so erhalten wir eine Zahlung nach Steuern in
Hohe von . » _

—z:(S1 — 79(S1 — 80)) (wy)- (2.10)

Die Argumentation bei Si (w;) < S§ ist analog. Es handelt sich um ein Nullsummenspiel, sobald
identische Mengen x; eines Basistitels gekauft und gleichzeitig leer verkauft werden.
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

ry > 0 bereits im Zeitpunkt ¢ = 0 festgelegt, dass ausschlielich der Gewinnsteuer-
satz zur Anwendung kommt.36 ,

Nachdem wir die Steuerschuld fc\z?vl(xi, wj) eines einzelnen Basistitels ¢ definiert
haben, erhalten wir durch Addition der Steuerschulden der Basistitel, aus denen sich
ein Portfolio zusammensetzt, die Gesamtsteuerschuld Z:ZL—C/E(I‘, wj) des Portfolios. Die
Steuerschuld des Portfolios besteht in der Regel aus Summanden, die entweder den

Gewinnsteuersatz oder den Verluststeuersatz beinhalten.3”

Definition 2.6 (Steuerschuld: Portfolio). Die Steuerschuld fa/x(x, wj) eines Inves-
tors belduft sich im Zustand w; unter Beriicksichtigung von Definition 2.5 auf
— N —
Tax(z,w;) = Y Tax (x;,w;).
i=1

2.3 DEFINITION DER ARBITRAGEFREIHEIT

In diesem Abschnitt werden wir ein formales Argument der Arbitragefreiheit im
Ein-Perioden-Modell geben. Treffen wir vorab die folgende fiir unser Modell funda-

mentale Annahme:

Annahme 2.7 (Fundamentalannahme). Der Kapitalmarkt unterliegt einer kompo-

nentenweisen Besteuerung der Basistitel (Schedulenansatz) nach Definition 2.6.

Des Weiteren definieren wir die Nachsteuer-Zahlung ‘71”(301) der i = 1,...,N
Kapitalmarkttitel im Zeitpunkt ¢ = 1 durch

(L'Z'Vli’T = wzgi — mz(l'z) (2.11)

und des Portfolios durch:

Definition 2.8 (Portfoliopreis nach Steuern). Der Preis eines Portfolios nach Steu-
ern fo/{ im Zeitpunkt t = 1 ermittelt sich aus dem FErtrag vor Steuern 275,
abziiglich der Steuerschuld des Portfolios 1::1/93(37)

2TV = aT8) — Tax(x). (2.12)
Fiir den sicheren Titel ¢ = 1 folgt mit 27 = 1 und aus 2.11
VT =81 - 79(8t - 5)

36. Damit vermeiden wir Arbitrage aufgrund einer uneinheitlichen Besteuerung von Kreditvergabe
und Kreditaufnahme. Siehe Beispiel 2 in Kapitel 1.2.
37. Im Fall von 7€ = 7V = 7 spezialisiert sich die Steuerfunktion zu

N

f;z;c(x,wj) = TZM(Y(”M) — 55).

=1
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

und mit S} = S§(1 + rf) erhalten wir durch kurzes Umstellen

Ss 1

VlLT 1+ re(l—7G)

Wir bezeichnen d” als Diskontierungsfaktor nach Steuern und definieren

1

di=—r.
1+7“f(1 —TG)

Kommen wir nun zu der Definition der Arbitragefreiheit in unserem Modell mit
asymmetrischer Besteuerung, die sich eng an der klassischen Definition der Arbitra-

gefreiheit im Standardmodell orientiert.®

Definition 2.9 (Arbitragefreiheit bei asymmetrischer Steuer). Auf dem Kapital-
markt mit asymmetrischer Besteuerung von Gewinnen und Verlusten wird ein Port-

folio x als Arbitrage bezeichnet, falls
—2''8y > 0; fo/f >0
sowie 7Sy # 0 oder azT‘~/17 =0 gilt.

Eine Arbitrage lédsst sich alternativ iiber den Entnahmeprozess 6(x) mit
§(x) = (=27 Sp,2TV7) >0 (2.13)

beschreiben.?

Betrachten wir die Definition der Nachsteuerzahlungen QST‘717— =215, — Z/?a?c(x),
wird sofort deutlich, dass Definition 2.9 bei Taz(z) = 0 mit der Definition der
Arbitragefreiheit im Modell ohne Steuer iibereinstimmt. Unser Modell wére dem-
zufolge widerspriichlich, wenn, bei ansonsten gleichbleibenden Parametern, nur bei
fZL/x(a:) = 0 von Arbitragefreiheit gesprochen werden kann, bei Zl?a/x(:z) # 0 hingegen
nicht. Aus diesem Grund hat in unserem Modell der Fundamentalsatz der Preistheo-
rie sowohl bei T?a/x(a:) = 0 als auch bei fl?a?n(x) # 0 seine Giiltigkeit beizubehalten.

Um die Arbtragefreiheit in unserem Modell mit asymmetrischer Besteuerung von
Gewinnen und Verlusten zu gewihrleisten, miissen wir zwei weitere Einschriankungen
bei der Ausgestaltung der Steuersitze 7¢ und 7" hinnehmen. Zum einen diirfen
sich die Steuersiitze 7¢ und 7" zwischen den Marktteilnehmern nicht unterschei-
den. Damit vermeiden wir die Bildung von Steuerklientelen und daraus resultieren-
de Arbitragemdoglichkeiten.?0 Zum anderen miissen wir einen iiber alle Steuersche-

dulen hinweg jeweils einheitlichen und konstanten Gewinn- und Verluststeuersatz

38. Siehe Definition 2.1.

39. Siehe Kremer (2005, S. 29), nur dass wir hier nicht mehr ohne Weiteres von einer linearen
Abbildung ausgehen kénnen.

40. Siehe Schaefer (1982, S. 163ff).
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unterstellen. Im folgenden Beispiel veranschaulichen wir das Auftreten von Arbitra-

gemoglichkeiten sofern die Steuersitze zwischen den einzelnen Schedulen variieren.*!

Beispiel 4a: Wir betrachten ein Ein-Perioden-Binomialmodell, bestehend aus Bond
S! und Aktie S2. Der Bond erzielt in ¢ = 1 einen sicheren Ertrag vor Steuern in
Héhe von S := (1+75)S). Die Aktie erzielt im Zeitpunkt ¢ = 1 in Zustand u einen
Ertrag vor Steuern in Hohe von 52 (u) := uS2 und in Zustand d einen Preis in Hohe
von g% (d) :== dS3. Wir unterstellen, dass der Markt ohne Steuer frei von Arbitrage
und die Ungleichung

u>1+rp>d (2.14)

mit v > d > 0 erfiillt ist. Der steuerliche Gewinn der Aktie wird mit Tg; und
der des Bonds mit TSGl besteuert. Einen Verlustausgleich schliefen wir bei beiden
Wertpapieren aus und wir besteuern Aktie und Bond in separaten Schedulen. Des
Weiteren gilt S2(u) > S2 > S2(d) sowie V| := (1 +rp(1—78)58, V2T (u) = u”S3
und V27 (d) := d™S2 mit u” = u — TS% (u—1) und d™ = d.
Wir beschreiben den Markt der Nachsteuerzahlungen durch folgendes Gleichungs-

system

1 L+r;(1—75%) 1+rp(1—=71§) Yl

1 u” d’ Py
wobei 17 den Vektor der Zustandspreise bzw. der Arrow-Debreu-Preise darstellt.??

Durch Auflésen des Gleichungssystems nach 7, und 1, erhalten wir die Gleichungen

1 14+7ri(l—=78)) —d"
Yu =1 a SR T TS:)) (2.15)
+rp(1—7151) u” —d
e (14751 18))
1 u—(1+r(l—7
i =1 - s (2.16)
+7"f(1—7'sl) u” —d

Mit derselben Argumentation, die wir auch beim Markt ohne Steuern verwenden,

existiert sowohl ein 7, > 0 als auch ein ¢ > 0 genau dann, wenn die Ungleichung
u" > 14rp(l—78) > d" (2.17)

erfiillt ist.*3 Aufgrund unterschiedlicher Steuersitze bei Aktie und Bond kann in

unserem Beispiel die Ungleichung
L4+7rp(1— Tgl) > u(l — TS%) +7§2

41. In der Realitdt unterscheiden sich iiblicherweise die Steuersdtze je Schedule. Siehe z. B. das
deutsche Einkommensteuerrecht (Stand 2016) mit der unterschiedlichen Besteuerung von Kapi-
talertrigen und den sonstigen Ertréigen.

42. Siehe zur Beschreibung von Arrow-Debreu-Preisen bspw. Kruschwitz (2002, S. 270f).

43. Siehe Kremer (2005, S. 42).

29



2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer 30

bzw. o
1—7 1 u—1
- & (2.18)
_T§2 Ty

eintreten und einen Arbitragegewinn erméglichen, obwohl wir den Markt mit 7¢ =
7V = 0 als arbitragefrei vorausgesetzt haben.**

Veranschaulichen wir einen solchen Fall an folgendem Zahlenbeispiel: Ein Bond
S! und eine Aktie S? kosten in ¢ = 0 jeweils eine Einheit. In ¢ = 1 fithren die

Wertpapiere zu Auszahlungen vor Steuern in Héhe von

1,5 - 2
Sll = ) S% =

1,5 0,5

und mit u = 2, d = 0,5 sowie ry = 0,5 ist uw > 1 + ry > d. Beriicksichtigen wir nun
eine asymmetrische Steuer mit Steuerséitzen Tgl = 7':9"/2 =0, 7'?1 = 0,1 und ng = 0,6

so erhalten wir Auszahlungen nach Steuern in Hohe von

1,45 ~
VILT — ’ V12,T _

1,45 0,5

1,4

Einsetzen mit den von uns gewéhlten Zahlen in 2.18 und wir erhalten

1-01_2-1
1-06 " 05"

Da sich die Anwendung der Steuersétze ausschliellich an der Preisentwicklung ei-
nes Titels ausrichtet, kommt je Zustand w;, unabhéngig von Kauf oder Leerverkauf,
ein eindeutiger Steuersatz zur Anwendung. Ein Leerverkauf in die Aktie mit einem
gleichzeitigen Kauf des Bonds

X =5'-5?
fithrt in t = 0 zu einer Zahlung von
Xo=1—-1=0.

Aus dem Kauf von Portfolio X resultiert in Zustand u des Zeitpunkts ¢ = 1 eine

Zahlung nach Steuern in Hohe von
X7 (u) =1,45—1,4=0,05

44. In unserem Modell haben wir ausdriicklich die Wahl beliebiger Steuersitze im Intervall [0,1)
erlaubt. Unser Modell wére widerspriichlich, wenn Konstellationen von Steuersétzen nach Un-
gleichung 2.18 zu einem Arbitragegewinn fiithren.
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und in Zustand d in Hohe von
X7 (d) =1,45—0,5=0,95.

Wir erhalten als Ergebnis einen sicheren Arbitragegewinn.

Zur Vermeidung von Arbitragemoglichkeiten, die aus unterschiedlichen Steuersétzen
zwischen den Schedulen und den Marktteilnehmern resultieren, treffen wir folgende
Annahme:%

G

Annahme 2.10 (Eindeutiger Steuersatz). Die Steuersitze 7% und 7V sind diber

alle Schedulen und fir alle Marktteilnehmer jeweils eindeutig bestimmit.

Wir kénnen die Existenz eines risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafles Q7 und die
Arbitragefreiheit des Marktes zeigen, sofern wir uns in unserem Modell auf einen
jeweils einheitlichen Steuersatz fiir Gewinne und Verluste beschridnken. Dazu be-

trachten wir noch einmal den Finanzmarkt aus Beispiel 4a.

Beispiel 4b: Um das Beispiel abzukiirzen, nehmen wir den Markt ohne Steuern
als arbitragefrei an. Wir beschreiben den Markt aus Beispiel 4a diesmal mit einem

jeweils einheitlichen 7¢ und 7V fiir Aktie und Bond mit dem Gleichungssystem

1 L4+rp(1—=79) 1+7rp(1—7% T
1 u” d’ Py
und erhalten
o7 = 1 (1+7'f(1—7'G)) —dr
Y14 rp(1—79) uT —dT
sowie
0T = 1 u” — (1471 —79))
T 11— 19) u” —dT '

Die Existenz eines risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafles 7 ist mit Definition

o) e VT
Q" (wj) := Sy (2.19)

bei u™ > 1+47;(1 —7¢) > d7 offensichtlich.

45. Die Gewinne und Verluste werden weiterhin asymmetrisch besteuert. Bezogen auf unser Beispiel
4a erhalten wir Nachsteuerzahlungen, bei einem einheitlichen Gewinnsteuersatz 7¢ = 0,5 sowie
einem einheitlichen Verluststeuersatz 77 = 0,2, in Héhe von

1,25 - 1,5
Vll,T _ , ‘/12,7' _ )
1,25 0,6
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

Zeigen wir abschlieend, dass aus der Arbitragefreiheit des Modells ohne Steuer
die Arbitragefreiheit des Modells mit asymmetrischer Steuer folgt. Dazu machen
wir uns klar, dass die Wachstumsfaktoren bei asymmetrischer Steuer die folgenden

Ausprigungen

. u—1%u—-1), u>1 - d—7%(d—-1), d>1
u = =

u—tV(u-1), u<l d—V(d—-1), d<1

annehmen koénnen. Es stellt sich fiir jede der vier moglichen Konstellation die Frage,
ob aus der Arbitragefreiheit im Markt ohne Steuern die Arbitragefreiheit im Markt
mit asymmetrischer Besteuerung folgt. Wir miissen gliicklicherweise nur zwei der
vier moglichen Fille genauer betrachten.?® Beginnen wir mit « > 1 und d > 1 und

untersuchen die Ungleichungskette
(1—7u—-1)> re(l— 79 > (1 =79 d-1).

Wir erhalten durch Kiirzen

u>1+rp>d

und der Markt ohne Steuer ist nach Voraussetzung arbitragefrei. Untersuchen wir
nun den Fall v > 1 und d < 1, also

(1—7Nwu—1)>r(1-7% > 1 -7")(d—-1).

Betrachten wir zuerst die linke Ungleichung (1 —7%)(u—1) > 7¢(1 —7%) und daraus
folgt sofort u > 1+ 7. Die rechte Ungleichung mit r¢(1 —7%) > (1 —7V)(d — 1) ist
aufgrund r¢(1 — 7¢) > 0 sowie (1 —7") > 0 und (d — 1) < 0 immer erfiillt und wir

erhalten auch in diesem Fall einen arbitragefreien Markt.
[

Im folgenden Beispiel veranschaulichen wir, dass die von uns definierte Schedu-

lensteuer auf einen arbitragefreien Entnahmeprozess fiihrt.

Beispiel 5: Wir betrachten einen vollstéindigen Finanzmarkt bestehend aus Aktie

und Bond mit folgenden Preisen

S, .
So = , S1=
S,

Sl Sl _ Vl,T V].,T
~ 1 ~ 1 ’ VlT - ~21 ~21
St(u) St(d) V7T (u) ViT(d)

Sw

(=) )

Der Markt wird im Zeitpunkt £ = 1 in einen der beiden Zusténde u oder d iibergehen.

Auf dem Markt existiert ein sicherer Bruttozins ry > 0 und es gelte ¢ > 7V,

46. Die beiden anderen Konstellationen sind offensichtlich. Der Fall v < 1 und d > 1 ist aufgrund
u > d ausgeschlossen und u < 1 mit d < 1 fithrt bereits im Modell ohne Steuer zu Arbitrage.
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Der Bond und die Aktie werden mit demselben Gewinnsteuersatz besteuert. Des
Weiteren unterstellen wir, dass die Zahlung des unsicheren Assets der Ungleichung
S2(d) < S2 < S%(u) geniigt. Auf dem Markt wird ein Portfolio ¥ im Zeitpunkt
t = 0 mit Preis Yy gehandelt, welches im Zeitpunkt ¢ = 1 zu Auszahlungen ?{(u)
und Y7 (d) fithrt. Das Portfolio Y ist durch Kauf je eines Basistitels S! und 52
zusammengestellt. Daraus folgt Yy = S} + S2 sowie mit der komponentenweisen

Besteuerung der Basistitel im Portfolio

VY (u) = S2(u) + 51 — (r9AS%(u) + TCASY)

und
Y7 (d) = S3(d) + S! — (7Y AS?(d) + TC ASY).

Ein Investor setzt sein personliches Portfolio Zint=0 zusammen, indem er Port-
folio Y kauft und einen Leerverkauf in die Basistitel S und S2 tédtigt. Aus diesen
Transaktionen werden zu keinem Zeitpunkt Zahlungen an den Investor generiert.
Wir erhalten in t =0

Zo=-Yo+S5+S,=0

sowie im Zeitpunkt t = 1 in Zustand u

Z7(u) = Y] (u) = V2T (u) = V{7 =
= [S?(u) — 79 AS? (u)] + [S] — 7CASY] — [SE(u) — TOAS% ()] — [S] — TEASY =
=0

und in Zustand d

Z7(d) =Y (d) = V27 (d) = V|7 =
= [S7(d) — 7V AS*(d)] + [S] — TOASY] — [SE(d) — 7V AS*(d)] - [S] — T9AS!] =
=0

und somit einen arbitragefreien Entnahmeprozess.
|

Abschlieflend sei anzumerken, dass wir jedes Kapitalmarktportfolio zum Zweck
der Besteuerung zwingend in seine Bestandteile zerlegen miissen. Wiirden wir Port-
folios steuerlich wie einen Basistitel behandeln, folgt daraus die Moglichkeit eines
Arbitragegewinns, da wir bei einer asymmetrischen Steuer Terme mit unterschiedli-
chen Steuersitzen 7¢ # 7V zusammenrechnen miissen.*” Wenn wir die restriktiven
Annahmen akzeptieren, die wir an unsere Schedulensteuer gestellt haben, erhalten

wir ein finanztheoretisch konsistentes und arbitragefreies Modell des Kapitalmarkts.

47. Betrachten wir noch einmal Beispiel 5, jedoch ohne komponentenweise Besteuerung des Port-
folios. Wir unterstellen AS?(d) < 0 sowie |AS?(d)| > |AS'| und daraus folgt 7% AY(d). Mit
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2.4 FUNDAMENTALSATZ DER PREISTHEORIE IM EIN-PERIODEN-MODELL

Mit dem Schedulenansatz sind wir in der Lage, die Aquivalenz von Arbitragefreiheit
und Existenz eines risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafies zu beweisen. Wir merken
vorab an, dass durch die von uns getroffenen Annahmen an die Steuerschuld Z?a/xz(a:i)
alle Komponenten der Preisgleichung TN/li’T = xlgi —ml(:z:i) bereits in ¢ = 0 bekannt
sind. Somit ist der Nachsteuerpreis eines beliebigen Kapitalmarkttitels dem Wert

nach eindeutig bestimmt.

Satz 2.11 (1. Fundamentalsatz der Preistheorie im Ein-Perioden-Modell mit asym-
metrischer Steuer). Auf einem Markt mit asymmetrischer Besteuerung nach Annah-
me 2.7 (Schedulenansatz) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Modell mit asymmetrischer Steuer ist arbitragefrei.

(ii) Es existieren ein risikoloses Wahrscheinlichkeitsmaf$ QT und
So = d"Eg-(VY).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Nachsteuerzahlung ‘717 eines beliebigen Port-
folios der Summe der Nachsteuerzahlungen der Basistitel, aus denen das Portfolio
zusammengesetzt ist, entspricht. Eine nicht-negative Preisentwicklung wird mit dem
Gewinnsteuersatz 7¢ > 0 und eine negative Preisentwicklung mit dem Verluststeu-
ersatz 7V # 7C besteuert. Weiterhin sei die Existenz eines beliebig zusammenge-
setzten Portfolios x angenommen. Das Portfolio besteht aus x; € R Anteilen der N
Basistitel des Kapitalmarktes und hat nach Definition 2.8 in beliebigem Zustand w;

einen Nachsteuerpreis in Hohe von
V7 (wy) = (75 — Taw(@))(w;). (2.20)

diesen Annahmen erhalten wir Nachsteuerzahlungen des Portfolios Y in Héhe von
Y (u) = St(u) + 81 — 79(AS?(u) + ASY)
und _ _ _
Y{ (d) = Si(d) + 51 — 7V (AS?(d) + ASY).
Zwar generiert auch diesmal Portfolio Z weder in ¢t = 0 mit
Zo=-Yo+55+S;=0
noch in Zustand u des Zeitpunkts ¢t =1
Z7(w) = Y7 (u) = V7 () = V)7 =
= St(u) + St — 79(AS* (u) + AS") = (S (u) — T9AS*(u)) — (S} —T9AS") =
=0.
eine Zahlung. Der Investor realisiert jedoch einen Arbitragegewinn in Hohe von
Z7(d) =Y (d) = V7 (d) - VT =
= 57(d) + St — 7V (AS*(d) + AS") — (S7(d) — TV AS*(d)) — (S} — T9AS) =
= (¢ —7")AS' >0,

sofern in t = 1 der Zustand d eintritt.
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Unter Beriicksichtigung von 2.7 und Definition 2.6 ldsst sich 2.20 auch schreiben

als®
N N .
- ~. —
2TV (wy) =Y 2iSi(wy) = Y Tax () (w;).
i=1 i=1
Da beide Summen mit demselben Laufindex sowie Start- und Endwert versehen
sind, folgt
N )
- ~
2TV (wy) =Y (i) — Taz (2;)) (w;)
i=1
und mit 2.11 erhalten wir
2TV (wy) = V) (wy) (2.21)
i=1

und somit unser gewiinschtes Ergebnis.

Die gerade gefundene Aussage ist fiir beliebig zusammengesetzte Portfolios giiltig.
Die Giiltigkeit fiir beliebige Portfolios resultiert insbesondere aus der Eindeutigkeit
der Nachsteuerpreise der Basistitel.*? Jede denkbare Kombination von Kauf und

Leerverkauf eines Titels ist durch
x; = (x;) + (—x4)
abbildbar. Wir kénnen demzufolge mit
TV = 21V 4+ () VT 4 e VT 4 (e )V = VT ey VYT

beliebige Portfolios beschreiben und die allgemeine Giiltigkeit von 2.21 sicherstellen.

Mit diesem Ergebnis erfassen wir die Nachsteuerpreise TN/{ der N Basistitel in der

Auszahlungsmatrix®®
1,7 1,7 1,7
VIT(w) Vi(w) . VT(wg)
V2T (wy) VT (ws) V2 (wi)
A= ) ! (2.22)
%@,T(wj)
V() W (wgn) VY (wk)

Die Auszahlungsmatrix A" ist in unserem Modell aufgrund der Eindeutigkeit der

Steuersitze 7¢ und 7V ebenfalls eindeutig und das Lemma von Farkas sichert uns

48. An dieser Stelle kommt der Ansatz der Schedulensteuer zum Tragen. Die Steuerschuld des
Portfolios ist die Summe der einzelnen Steuerschulden der Basistitel.

49. Hierbei ist von wesentlicher Bedeutung, dass der anzuwendende Steuersatz in Zustand w; un-
abhéngig von Kauf oder Leerverkauf eines Basistitels festgelegt wird.

50. Auf Basis der Auszahlungsmatrix A" lassen sich die Nachsteuer- Preise beliebiger Portfolios
durch einfache Addition berechnen.

35



2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

die folgende Aussage:

Sei AT eine reelle N x K Matrix mit N Kapitalmarkttiteln und K Zustinden und
So € RY ein Preisvektor, dann gilt eine der folgenden Aussagen:
(i) Es existiert ein ™ € RX mit ™ > 0, sodass das Gleichungssystem ATy)T = S
geldst wird,
(ii) oder es existiert ein x € RN, sodass (AT)Tx >0 und xSy < 0 gilt.

Zum Beweis von Farkas Lemma siche z. B. Jungnickel (1999, S. 35f). Abschlieflend

definieren wir das risikoneutrale Wahrscheinlichkeitsmafl durch

Q" ({w}) == %(Tw) (2.23)

und den Diskontierungsfaktor nach Steuern durch®!
d =>4y (2.24)
Nach dem Lemma von Farkas existiert entweder ein Vektor x, sodass
(A2 >0, 275y <0 (2.25)

gilt, dann aber liegt Arbitrage auf dem Markt vor. Oder es existiert ein Vektor
Y™ > 0, sodass
ATYT =8 (2.26)

gilt. In diesem Fall ist der Markt frei von Arbitrage und Einsetzen von 2.23 und 2.24

in 2.26 fithrt uns unmittelbar auf die Gleichung
So = ATYT = d"Eg- (V). (2.27)

51. Esgilt > ¢ = m, sieche Kremer (2005, Lemma 1.67, S. 49).
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2.5 UNTERNEHMENSBEWERTUNG BEI ASYMMETRISCHER
SCHEDULENSTEUER

2.5.1 BUCHWERT- ABSCHREIBUNG IM EIN-PERIODEN-MODELL

Wir werden uns in diesem Abschnitt der Bewertung eines Unternehmens zuwen-
den. Dazu erweitern wir unser Modell um eine Realinvestition und treffen folgende

Annahme tiber den Kapitalmarkt:

Annahme 2.12 (Arbitragefreiheit bei asymmetrischer Steuer). Der Kapitalmarkt

ist frei von Arbitrage.

In dieser Arbeit soll es sich bei der Realinvestition ausnahmslos um ein Unterneh-
men handeln. Das Unternehmen verspricht im Zeitpunkt ¢ = 1 zustandsabhéngige

Auszahlungen in Hohe von
CF.

Aus dem Standardmodell ist hinlénglich bekannt, dass der Preis einer Realinvestition

mit

festgesetzt ist und die Realinvestition ohne Kenntnis des replizierenden Portfolios
mit der Formel .
VU = EQ[CF]
L+ry
bewertet werden kann.?? Dieses Ergebnis werden wir auf unser Modell mit asymme-
trischer Schedulensteuer iibertragen und den fairen Unternehmenspreis im Zeitpunkt
t mit ‘ZU’T bezeichnen.

Die aus dem Besitz des Unternehmens resultierende Steuer bemisst sich ausschlief3-
lich an den Cashflows CF 1, die im Zeitpunkt ¢ = 1 den Anteilseignern des Unter-
nehmens zuflieflen, und einer noch néher zu definierenden Abschreibung. Das Steu-
erobjekt wird um die Ertrége CF 1 aus der Beteiligung am Unternehmen erweitert.
Die steuerlichen Verpflichtungen aus dem Besitz des Unternehmens werden separat
in einer eigenen Steuerschedule erfasst. Demzufolge erhélt das Unternehmen auch

eine eigene Bemessungsgrundlage der Steuer

——N+1

TB .
Bei einer Realinvestition bemisst sich die Steuer iiblicherweise anhand von Abschrei-
bungsregeln die vom Gesetzgeber vorgegebenen werden. In der finanztheoretischen

Standardliteratur kommen dazu vereinfachte und verallgemeinerte Abschreibungen

zur Anwendung, die nur im entferntesten Ahnlichkeit mit den komplexen Regel-

52. Siehe Irle (2003, S. 30), vorausgesetzt die Realinvestition ist replizierbar.
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werken realer Steuergesetze aufweisen.’® Wir werden dem Ansatz einer verallgemei-
nerten Abschreibung folgen und dem Unternehmen in beiden Zeitpunkten exogen

vorgegebene Buchwerte

B
zuordnen, die sich in aller Regel von den Marktwerten XN/tU der Realinvestition un-
terscheiden. Den heutigen Buchwert By setzen wir als bekannt und sicher voraus. In
unserem Ein-Perioden-Modell fillt eine Abschreibung auf die Realinvestition ledig-
lich im Zeitpunkt ¢ = 1 an. Die Abschreibung ml ergibt sich aus der Differenz
der Buchwerte
ml := By — By.

Der steuerliche Gewinn bzw. Verlust des Unternehmens bemisst sich ausschliefSlich
an der Differenz zwischen Cashflow und Abschreibung und ist an die Definition 2.3

angelehnt.

Definition 2.13 (Gewinn und Verlust: Unternehmen). Der Investor hdlt Anteile

am Unternehmen.

— Ein steuerrechtlicher Gewinn GNT aus der Beteiligung am Unternehmen ist

in Zustand w; gegeben, sofern
G (wj) = (CF1 — AfA))(wj) > 0

1st.

— BEin steuerrechtlicher Verlust GNT1 qus der Beteiligung am Unternehmen ist

in Zustand w; gegeben, sofern
GNt(w;) := (CFy — AfA;)(w;) <0

1st.

Sollte der Cashflow vor Steuern abziiglich der Abschreibung
CFi(wj) — AfA, (wj)

grofer oder Null sein, findet der Gewinnsteuersatz 7¢ Anwendung, ansonsten der
Verluststeuersatz 7"

Den Anteil an der Beteiligung am Unternehmen legen wir iiber den Parameter
n+1 € Rmit —1 < ayqq <1 fest. Bei zy4+1 < 0 handelt es sich um einen Leerver-
kauf in das verbriefte Unternehmen, und bei x+1 = 1 befinden sich alle Anteile des
Unternehmens in der Hand des Investors. Die Beteiligung am Unternehmen findet

in der Bemessungsgrundlage der Steuer Beriicksichtigung.

53. Wir orientieren uns bei der Darstellung von Abschreibung und Buchwerten an LofHler & Schnei-
der (2003, Kapitel 1.B).
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Definition 2.14 (Bemessungsgrundlage: Unternehmen). Die Bemessungsgrundlage

der Steuer aus der Beteiligung xn11 am Unternehmen ist

— N+1 ~
TB (wj) = .Z‘N+1GN+1.
Definieren wir nun noch die aus der Beteiligung am Unternehmen resultierende

— N+1
Steuerschuld Tax  (xn41)-

Definition 2.15 (Steuerschuld: Unternehmen). Die Steuerschuld des Investors in

Zustand w; aus der Beteiligung xny1 am Unternehmen belduft sich auf

—— N+1 TG$N+16NH(WJ)9 éNH(wj) >0

Tax  (xNy1,w;) = - -
VN GV (w)); GV (w;) <0

Die Ermittlung des anzuwendenden Steuersatzes ist unabhingig von Kauf oder
Leerverkauf der Realinvestition. Damit entspricht die Besteuerung des Unterneh-
mens der steuerlichen Systematik, die wir bereits bei der Besteuerung der Kapi-
talmarkttitel angewendet haben. Wir folgen in dieser Arbeit der Annahme, dass
der Investor den steuerlichen Verpflichtungen aus der Beteiligung am Unternehmen
jederzeit und in voller Hohe nachkommen wird. Die gesamte Steuerschuld des In-
vestors setzt sich im erweiterten Modell aus den N Schedulen der Kapitalmarkttitel

zuzliglich der Schedule aus der Beteiligung am Unternehmen zusammen.

Definition 2.16 (Gesamtsteuerschuld im erweiterten Modell). Die gesamte Steu-
erschuld des Investors im erweiterten Modell basierend auf den Beteiligungen am

Unternehmen und am Kapitalmarkt belduft sich in Zustand w; auf
- N+1 e
Tax(z,w;) = Tax (z;,w;)
i=1

T
mit x' = (x1,%2,..., TN, TN+1)-

Aus der Beteiligung x 1 erfolgt im Zeitpunkt ¢ = 1 ein Anspruch auf die zu

erwartenden Zahlungen des Unternehmens in Hohe von
rn+1CF,

—— N+1
und mit Beriicksichtigung der Steuerschuld Tax (xn+1) sind wir in der Lage, den

Cashflow nach Steuern
7 — —— N+1
xN+1CF1 = $N+1CF1 —Tax (a:N+1) (2.28)

zu berechnen. Wir werden aus Griinden der Vereinfachung annehmen, dass das

Unternehmen im Zeitpunkt ¢ = 1 vollstdndig abgeschrieben und der Marktwert
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‘71U’T = 0 ist. Demzufolge setzen wir den Buchwert B; = 0 und kénnen die Abschrei-

bung des Unternehmens auch schreiben als
AfA; = By. (2.29)
Mit 2.29 vereinfacht sich 2.28 zu
:1:N+16’\1E'I = 2n41(CF1(1 — 76) + 79By)

bzw.
xNHC'FI = .%'N_H(CFl(l — TV) —i—TVB())

und fiir die Bemessungsgrundlage des Unternehmens folgt
—N+1 —
TB (wj) = .CCN_H(CFl(wj) — Bo). (230)

Im Standardmodell ist eine Realinvestition replizierbar, falls ein Portfolio z mit
6’?’1 = 2TS, existiert.’® Daran angelehnt sprechen wir im Modell mit asymmetri-
scher Besteuerung von einer replizierbaren Realinvestition, sofern ein Kapitalmarkt-
portfolio z mit

an1CF) = 2TV (2.31)

existiert. Des Weiteren ist es in der einschlidgigen Finanzliteratur iiblich, einen
Markt als vollstéindig zu bezeichnen, sofern jede Realinvestition replizierbar ist.>?
Wir {ibernehmen in unserem Modell die Definition zur Vollsténdigkeit des Marktes

und treffen folgende Annahme:

Annahme 2.17 (Vollstandiger Markt). Der Markt mit asymmetrischer Besteue-

rung ist vollstindig.

Das erweiterte Modell mit asymmetrischer Schedulensteuer ist arbitragefrei, so-
fern im Zeitpunkt ¢ = 0 der Preis der Realinvestition dem Preis des replizierenden
Portfolios

eV =218

entspricht.

54. Siehe bspw. Irle (2003, S.19f).

55. Siehe zur Definition der Vollstindigkeit im Standardmodell Irle (2003, S. 20). Im Skonomischen
Sinn besteht in einem endlichen und diskreten Zustandsraum die Forderung, dass mindestens so
viele handelbare Wertpapiere N existieren, wie es erreichbare zukiinftige Zustiande K gibt.
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Satz 2.18 (Arbitragefreiheit im erweiterten Modell). Es liegt ein arbitragefreier
Kapitalmarkt vor, der einer asymmetrischen und komponentenweisen Besteuerung

unterliegt. Der Markt ist um eine replizierbare Realinvestition erweitert

vUT CF,
§O = ‘ ) '
S(] VIT

und folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Das Modell mit Realinvestition ist arbitragefrei.

(ii) Der Preis der Realinvestition in t = 0 ist eindeutig bestimmt durch
U,T T T
V) =d Egrltn1CFy]. (2.32)

Beweis. Den Beweis fiithren wir analog zu Irle (2003, Sétze 1.19 und 1.28). Setzen
wir fiir den ersten Teil des Beweises die Arbitragefreiheit des erweiterten Modells
voraus und nehmen an, dass xNHVOU’T < zT'Sy oder a;NHVOU’T > 218 ist.

Bei zn41 VOU’T > 278, tétigt der Investor einen Leerverkauf in das Unternehmen,
kauft das replizierende Portfolio und legt die Differenz risikolos an. Zum Beweis

definieren wir Portfolio

z=y+ (93N+1VE)U’T —2"'Sy)z, + @

mit
0
—IN+1
1
0 - 0
Yy = y L1 = 0 y L=
T
0
0

Setzen wir auflerdem 5’6 =1, erhalten wir

28 = y" Sy + (an1Vy " — 2T So)al Sy + 77 S,

= —xNJerOU’T + (:UN+1VOU7T — xTS[))S(l) + xTSo =0
und

2V =y VT + (a1 VT — 27 S0)2T VT + 27V

= —$N+16\F/ﬂl— + (.%'N+1VE)U’T — xTS())Vll’T + fo/{ > 0.

Bei xN+1V0U’T < 278y titigt der Investor einen Leerverkauf in das replizierende
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Portfolio, kauft das Unternehmen und legt die Differenz risikolos an. Entsprechend

liefert
z2=y+ (x" Sy — wzv+1VoU’T)£1 -
mit
TN+1
0
¥y= )
0

eine Arbitrage und es folgt = NHVOU’T = 27 Sy. Nach Satz 2.11 gilt
So = d"Eqr (V)
und mit 2.31 folgt
ey Vy T =2t 8y = 2T d" Egr (V) = d" Eqr (2" V') = d" Egr (an11CF)).

Kommen wir zur zweiten Aussage des Satzes und setzen x4 1 VOU’T = 2T'Sy voraus.
AuBlerdem nehmen wir eine Arbitrage im erweiterten Modell an. Betrachten wir dazu
Portfolio z im zugrundeliegenden Kapitalmarktmodell und Portfolio z im erweiterten
Modell mit

z1
TN+1
Z = y B =
z

ZN

Dann ist
U,
2TSy =anVy "+ 278y =278y + 278y = (x + 2)T Sy

und

AV = $N+1CA'151 + 2TV = 2TV + 2TV = (4 2) TV

und es folgt bei Arbitrage z im erweiterten Modell eine Arbitrage mit dem Portfolio
x + z im zugrundeliegenden Kapitalmarktmodell, was nach Voraussetzung jedoch

arbitragefrei ist. [ ]

Der von uns gewéhlte Ansatz einer steuerlichen Abschreibung basierend auf exogen
vorgegebenen Buchwerten erlaubt uns zur Berechnung des fairen Preises der Re-

alinvestition VOU’T den Riickgriff auf eine geschlossene Formel.”® Da uns in jedem

56. Bei einer asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten ist die Anwendung einer
geschlossenen Formel nicht mehr in allen Fillen gegeben. Weiter unten werden wir eine Ab-
schreibungsmethode betrachten, bei der die Berechnung des fairen Marktwerts nur noch iiber
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Zustand neben den Brutto- Cashflows CF; (w;) auch der Buchwert des Unterneh-
mens By bekannt ist, besitzen wir bereits in ¢ = 0 Kenntnis {iber den Wert von

ﬁ;(wj). Somit sind wir in der Lage die Formel
wn VT = d"Egrlan 1 CF)]

zur Berechnung des objektiven Unternehmenswertes heranzuziehen, ohne Kenntnis
des replizierenden Portfolios.

Aus der Vollsténdigkeit des arbitragefreien Marktes folgt in unserem Modell, eben-
so wie beim arbitragefreien Markt ohne Steuern, die Eindeutigkeit des risikolosen

Wahrscheinlichkeitsmafles.

Satz 2.19 (Eindeutiges risikoloses Wahrscheinlichkeitsma8). In einem arbitragefrei-
en und vollstindigen Ein-Perioden-Modell mit komponentenweiser Besteuerung ist

das risikolose Wahrscheinlichkeitsmaf eindeutig bestimmi.

Beweis. Beim Beweis orientieren wir uns an Irle (2003, Satz 1.32). Seien Q7 und Q7

zwei zu P dquivalente risikolose Wahrscheinlichkeitsmafle. Dann muss fiir alle w € 2

Q1({w}) = Q3({w})

gelten. Bei Vollstiandigkeit konnen wir ohne Einschrénkung unterstellen, dass ein
Portfolio x mit

HZ’T‘/lT — l{w}

fiir beliebiges w € Q existiert. Daraus folgt®”

2"Sy = o d" Eqp (V) = d" Eqp (e Vi) = " Eqgr (1{uy) = d"QF ({w})
und ebenso folgt fir QF({w})
2T So = d7Q5 ({w}).

Damit ist Q7 ({w}) = Q3 ({w}) fiir alle w € Q. [

Zur Veranschaulichung der bisher erarbeiteten Ergebnisse werden wir, anhand

eines einfachen Beispiels, den objektiven Wert eines Unternehmens ermitteln.

das replizierende Portfolio moglich ist. Damit wir mNHVOU’T = d Eq- [xNHaf‘I] in unserem
Modell sinnvoll anwenden kénnen muss CFy (w;) bereits in ¢ = 0 bekannt sein.
57. Eine Wahrscheinlichkeit l&sst sich auch iiber den Erwartungswert

Q(A) = Eq(14)

darstellen.
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Beispiel 6: Betrachten wir folgenden Markt bestehend aus Aktie und Bond mit

Zahlungen vor Steuern in Hoéhe von

1 - 1,02 1,02
So = , S1=
10 12 9

in den Zusténden v und d. Der Investor sieht sich ausschliefflich einer asymmetrischen
und komponentenweisen Gewinn- und Verlustbesteuerung auf personlicher Ebene
gegeniiber. Die auf dem Markt gehandelten Titel unterliegen einer Besteuerung mit

7¢ = 0,5 und 7V = 0 und wir erhalten Nachsteuerzahlungen in Héhe von

- 1,01 1,01
VlT -
11 9
Die risikolosen Wahrscheinlichkeiten sind im Modell ohne Steuer
qu =04 ¢g4=06
und im Modell mit asymmetrischer Steuer

q;, = 0,55 ¢ = 0,45.

Das Unternehmen erwirtschaftet in t = 1 zustandsabhingige Zahlungen in Hohe von
CF, =

Wir unterstellen zuerst, dass das gesamte Unternechmen im Besitz eines Investors

ist.? Dann ist der faire Preis des Unternehmens im Modell ohne Steuer

U Eq[CF) _04:1+06-0
0 1+7p 1,02

= 0,39.

Mit einem angenommenen Buchwert By = 0,5 erhélt der Investor aus dem Besitz

des Unternehmens Zahlungen nach Steuern in Hohe von

. 0,75
CFI —
0

und der faire Preis des Unternehmens im Modell mit asymmetrischer Steuer be-

58. Es gilt demzufolge xny4+1 = 1.
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stimmt sich zu

T
U,T o EQT [CFl

v ~0,55-0,754 0,450
O T 14r1-79)" "

1,01

] = 0,41.

Nehmen wir nun an, ein Investor hat einen Anteil am Unternehmen in Hohe von
rn+1 = 0,2 leer verkauft. Dann erhélt der Investor in t = 0 eine faire Zahlung in

Hohe von
—T —T
N+1CF ) (u) + 2n1CF (d)
dT
— an1d Eg-[CF] = —0,2-0,41
— 0,082

U,
eynaVy =

2.5.2 Exkurs: STEUERLICHE BERUCKSICHTIGUNG DES KAUFPREISES ZUM
ZEITPUNKT DER LIQUIDATION

Wir gehen in diesem kurzen Exkurs der Frage nach, wie wir eine steuerliche
Beriicksichtigung des Kaufpreises zum Zeitpunkt der Liquidation in den Bewertungs-
gleichungen unseres Modells beriicksichtigen kénnen. Mit den mdoglichen Griinden
einer solchen Besteuerung werden wir uns in dieser Arbeit nicht weiter beschéftigen
und konzentrieren uns auf die technische Umsetzung bei einer asymmetrischen Be-
steuerung von Gewinnen und Verlusten.

Wird die Marktwertentwicklung, die das Unternehmen zwischen dem Zeitpunkt
des Kaufs ¢ = 0 und dem Zeitpunkt der Liquidation t = 1 genommen hat der Ein-
kommenbesteuerung unterzogen, erhalten wir eine Steuerzahlung bzw. -erstattung
auf die Preisdifferenz VOU’T — ‘N/IU’T.59 Ein Gewinn wird mit 7¢ und ein Verlust wird
mit 7" besteuert. Aus Annahme 171U’T = 0 folgt, dass bei einem nicht-negativen
Kaufpreis VOU’T > 0 im Zeitpunkt T ein steuerwerter Vorteil in Hohe von TVVOU’T
resultiert. Bei einem negativen Kaufpreis wird im Zeitpunkt T’ eine Steuerzahlung
in Hohe von TGVOU’T fallig.

59. Wir setzen im Folgenden znx+1 = 1 und merken an, dass die Wahl des Steuersatzes weiterhin
unabhéngig von der Entscheidung ist, ob wir Anteile am Unternehmen besitzen oder diese leer
verkaufen.
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Satz 2.20 (Steuerliche Beriicksichtigung des Kaufpreises). Zur steuerlichen
Beriicksichtigung des Kaufpreises der Realinvestition VOU’T bei der Berechnung des
fairen Preises des Unternehmens int = 0 ist zuerst das Vorzeichen des Marktpreises
tiber die Formel

V{T = d"Eg:[CF)] (2.33)

mit einem geeigneten risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafl Q* und einem geeigneten

Cashflow 6’\}/7; zu berechnen.®’ Im Anschluss wird mit

dTTV‘/OU’T, Kgﬂ' > 0

Ur _ Ut
VYO _KO + T Gy /UT Ut
VPt vt <o

(2.34)
der faire Preis des Unternehmens VOU’T ermittelt.

Beweis. Wir zeigen, dass durch den Term

dTTV‘/OU’T, Z([)]ﬂ' >0
VYT vET <0
kein Vorzeichenwechsel zwischen den Formeln 2.33 und 2.34 stattfindet. Nehmen wir

VOU’T > 0 an, dann folgt
‘/OU,T _ Kg,r —l-dTTVVOU’T

bzw.
(1 - dTTV)VE)U’T _ K(()],T.

AusOSTV<17OSTG<17Tf20undsomit0<dT=WSl,folgt

(1-d7")>o0.

Bei VOU’T > 0 ist demzufolge auch Kg’T > 0.
Nehmen wir jetzt KOU ™ > 0 an, dann folgt daraus (1 — dTTV)VbU’T > 0 und somit
VOU’T > 0. Die Argumentation bei KOU’T < 0 bzw. VOU’T < 0 ist identisch. |

Wir illustrieren die steuerliche Beriicksichtigung des Kaufpreises an dem folgenden

Zahlenbeispiel:

Beispiel 7: Wir haben Kg’T = 10 berechnet. Mit 7 = 0,1 und d” = = erhalten

T,01
WIr
yor— Yot 10 gy,
0 T _FVgr 0,1 — ~
1—7Vdr 1— Th

60. Die Wahl von Q* und CF I ist von der konkreten Ausgestaltung der steuerlichen Bemessungs-
grundlage abhéngig.

46



2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

2.5.3 MARKTWERT- ABSCHREIBUNG IM EIN-PERIODEN-MODELL

In diesem Abschnitt setzen wir die Buchwerte gleich den Marktwerten, also
‘ZU,T — B

fiir t = 0,1. Wir werden im Folgenden zeigen, dass sich dieser Ansatz im Fall unserer
asymmetrischen Besteuerung von Gewinnen und Verlusten als unpraktikabel erweist.
Aus Griinden der Vereinfachung und fiir den Rest dieses Abschnitts setzen wir
TNl = 1, ‘N/lU’T = 0 und B; = 0. Somit flieBt der gesamte Kaufpreis VOU’T als
Abschreibung
AfAy(wj) = By — 0= V"

in die Bemessungsgrundlage der Steuer und wir erhalten
—~—N+1 —
TB ' (w;) = CF(w;) — VU (2.35)

Um den Cashflow nach Steuern 6’?’; (wj;) im Zustand w;

., . OTB (w;); (CF1(w;) — VIT) >0
CFy(wj) =CF(wj) = q  __xer 0
7"TB (wj); (CFl(wj)—VO ’ ) <0

ermitteln zu koénnen, benttigen wir, aufgrund der Asymmetrie in der Besteuerung,
den von uns gesuchten Preis VOU’T. Die geschlossene Formel 2.32 zur Berechnung von
VOU’T konnen wir demzufolge nicht mehr anwenden. Es bleibt uns daher nur noch
die Moglichkeit, den Preis VOU’T mithilfe des replizierenden Portfolios zu bestimmen.

Die dazu notwendige Vorgehensweise illustrieren wir an folgendem Beispiel:

Beispiel 8: Wir betrachten noch einmal den Kapitalmarkt und die Realinvestition

mit Bruttozahlungen in ¢ = 1 in Héhe von
CF, =

aus Beispiel 6. Aus den vorgenannten Griinden steht uns keine geschlossene Preisglei-
chung zur Verfiigung und uns bleibt keine andere Wahl, als die Lage des gesuchten
Preises VOU’T durch Ausprobieren zu bestimmen. Nehmen wir an, dass der gesuch-
te Preis zwischen den Bruttoauszahlungen 1 > VOU’T > 0 liegt. Dann folgt fiir die

Zahlungen nach Steuern

__ 1-76(1 -V

T 0

CFl —
0
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sowie

1,011 4+ 11zg = 1 — 0,5 + 0,5V, "7
1,01y + 922 =0

2188 + 2252 = V.
Auflésen nach z; und x5 fithrt uns auf die Losungen
r1 = —3,06125

und
r9 = +0,34354.

Der faire Preis der Realinvestition belduft sich damit auf
VOU’T = —3,06125 -1+ 0,34354 - 10 = 0,37.

Erst jetzt gelingt uns die Berechnung von

_ 1-0,5(1—0,37) 0,68
T Y Y )
CFlz =

0 0

und wir kénnen die geschlossene Formel

0,55 0,68 + 0,45 - 0
VUT = &7 Ege [CF]] = 2 ’104{ 20 0,37

anwenden.
[ |

In dem vorangegangenen Beispiel haben wir stillschweigend eine wichtige Voraus-
setzung eingehalten, die beim Ansatz der Marktwert-Abschreibung zusétzlich erfiillt

sein muss, um 6konomisch zuldssige Aussagen zu erhalten.

Definition 2.21 (Okonomisch zulissiger Preis). Ein Preis VOU’T ist okonomisch
zuldssig, wenn ein Gleichungssystem existiert bei dem alle 5}/71(%) > Cf'\ﬁl(wj) mat
7% und alle E\'I/Tl(wk) < 67?1(%»“) mit 7V besteuert werden, sofern 67?1(%) >

VOU’T >CF 1(wjr1) ist und das Gleichungssystem die Lésung VOU’T besitzt.

Mit der gerade getroffenen Definition schlieffen wir Preise aus, die nicht unseren
okonomischen Annahmen an die Steuerfunktion entsprechen. Des Weiteren kénnen

wir zeigen, dass ein so definierter Preis V" eindeutig ist.

Satz 2.22 (Eindeutigkeit des 6konomisch zulissigen Preises). Ist ein Preis VOU’T
fiir eine Realinvestition gefunden, der Definition 2.21 entspricht, so ist dieser bei

asymmetrischer Besteuerung 7¢ # 7V eindeutig bestimmid.
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

Beweis. Wir setzen 7¢ # 7V und sortieren ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

die zustandsabhéingigen Zahlungen der Realinvestition der Gréfle nach absteigend
CFi(L) > CFy(I) > --- > CFy(I).

Dabei charakterisiert CFy (1) den Zustand mit dem absolut grofiten Cashflow und
6\}/71([ k) den Zustand mit dem kleinsten Cashflow und es ist mindestens eine Un-
gleichung CF1(I;) > CF 1(f;) mit @ # j strikt. Wir unterstellen, dass folgende

Okonomisch zuléssige Losung
C/xf%l(fl) > VE)U’T > ﬁl(fg) > e > ﬁl(IK)

bereits gefunden wurde, und erhalten

VU,T o . K . B K .
o A TOCF (L) = V) + 7V Y (CF(L) = V') = Y CFi(I)). (2:36)
j=2 j=1

Zum weiteren Beweis unterstellen wir die Existenz einer weiteren okonomisch

zulédssigen Losung
0/771(11) > 5?1([2) > VOU’T > 0711(13) > 2> 5?1([[().

Dann aber muss die folgende Gleichung

VU,T 2 o . K o - K o
7Y (CFi(I;) — Vo' + 7V Y (CF(I) = V7)) =Y CFy (1) (2.37)
j=1 j=3 j=1

ebenfalls eine zulédssige Losung darstellen. Setzen wir 2.36 und 2.37 gleich

U,r

Vi N T
;T +79(CF(I1) - VOU’ )+ 77

(CF1(Ij) = V") =

1

e ) « (2.38)
= O (CFiIy) = Vo) + 7V Y (CFi () = V™),
j=1 Jj=3

G_ .V

erhalten wir durch Kiirzen 7 7V, was im Widerspruch zu unserer Voraussetzung

¢ £ 7V steht. |
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2 Ein-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

2.6 ZUSAMMENFASSUNG

Wir konnten im Rahmen eines Ein-Perioden-Modells zeigen, dass die Implementie-
rung einer asymmetrischen Gewinnsteuer in ein arbitragefreies Modell nicht ohne
Weiteres moglich ist. In unserem Modell vermeiden wir Steuerarbitrage indem wir je-
den Basistitel in einer eigenen Schedule besteuern. Damit gelingt uns die Herleitung
des Fundamentalsatzes der Preistheorie bei asymmetrischer Besteuerung und wir
sind in der Lage, einen eindeutigen Marktpreis fiir ein Unternehmen zu bestimmen.

Sofern wir den Marktwert des Unternehmens in der Bemessungsgrundlage der
Cashflows beriicksichtigen, miissen wir zur Bewertung des Unternehmens das repli-
zierende Portfolio heranziehen. Wir werden diesen Ansatz daher als unpraktikabel
verwerfen. Bei exogen vorgegebenen Buchwerten ist die Anwendung einer geschlosse-
nen Formel zur Ermittlung von VOU’T jedoch problemlos moglich. Im né&chsten Kapitel
werden wir die gefundenen Ergebnisse auf ein realitdtsndheres Modell mit mehreren
Perioden iibertragen. Bei der Bewertung des Unternehmens betrachten wir nur noch

den Ansatz der Buchwert-Abschreibung,.
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3 MEHR-PERIODEN-MODELL MIT ASYMMETRISCHER STEUER

Fiir die Ubertragung der Ergebnisse des letzten Kapitels auf ein Mehr-Perioden-
Modell ist die Verwendung des Martingalbegriffs von entscheidender Bedeutung.
Damit gelingt uns die Umformulierung des risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafles zu
einem #quivalenten MartingalmafB.%' Zu einem besseren Verstindnis unserer Vorge-
hensweise skizzieren wir vorab die wichtigsten Schritte an einem Modell ohne Steuer.
Als Ausgangspunkt unserer Uberlegungen dient uns folgende Definition der Arbi-
tragefreiheit.%?

Definition 3.1 (Arbitragefreiheit). Der Kapitalmarkt ist frei von Arbitrage, sofern
keine Handelsarbitrage vorliegt. Eine Handelsstrategie H st eine Handelsarbitrage,

wenn

0(H)>0

fiir alle t und
P(8;(H) > 0) >0
fiir mindestens ein t erfillt ist.

Der Entnahmeprozess ist definiert als
§,(H):= H' | S, — H''S, (3.1)

fiir alle ¢. Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie liegt vor, wenn in den Zeitpunk-

tent=1,...,T7 — 1 fiir den Entnahmeprozess
0(H)=0

gilt.
Wir bezeichnen ein zu P &dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl () als dquivalentes

Martingalmaifl, sofern der diskontierte Preisprozess
dtgt = Eq [dt+1§t+l | Fi]

ein Martingal beziiglich @ ist. Mit der Martingaleigenschaft einer selbstfinanzie-
renden Handelsstrategie lasst sich der Fundamentalsatz der Preistheorie im Mehr-

Perioden-Modell elegant beweisen. In einem diskreten Modell mit endlichem Zeit-

61. Siehe Irle (2003, S. 75). Zu einer ausfiihrlichen Diskussion zu Martingalen und bedingten Er-
wartungen siehe Pliska (1997, Kap. 3.3), Irle (2003, Kap. 2) oder Kremer (2005, Kap. 3.5.5 - 3.6
sowie 6.1).

62. Siehe Irle (2003, S. 64).
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8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

und Zustandsraum siehe zum Beweis des Fundamentalsatzes der Preistheorie bspw.
Williams (2006, Kap. 3.2). Bei nicht-endlichem Zustandsraum siehe Irle (2003, Kap.
5).63

Liegt ein dquivalentes Martingalmaf vor, lisst sich mit%
~ ~ T ——~
dH]'S; = Eq[ Y~ diCF; | F]
i=t+1

jeder replizierbare Anspruch mit einem fairen und eindeutigen Preis bewerten.

3.1 KAPITALMARKT

Wir verallgemeinern unser Modell auf ¢t = 0,1,...,7 diskrete Zeitpunkte mit
T < 0.5 Der Wahrscheinlichkeitsraum wird durch das Tripel (2, F, P) beschrie-
ben, wobei wir einen endlichen Zustandsraum {2 mit K < oo Zustéinden unterstel-
len. Auflerdem existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 mit P(w) > 0 fiir alle
w € .9 Die Filtration F beschreibt die Gesamtheit der verfiigharen Informationen.
Mit zunehmenden ¢ nimmt der Informationsstand der Investoren nicht ab, was durch
Fo C Fi C --- C Fr dargestellt wird.%” Auf dem Kapitalmarkt werden N Wert-
papiere S € R mit positiven Preisen Sp > 0 in £ = 0 und nicht-negativen Preisen
§t >0int=1,...,T gehandelt. Der Preisprozess ist fiir die Zeitpunkte t =0, ..., T
gegeben durch
S =(Sy,51,...,87), S =(S}...,58M

und an F adaptiert.%® Jedes der N Wertpapiere schiittet in den Zeitpunkten ¢ =
1,...,T eine nicht-negative Dividende D € R aus. In t = 0 wird per Annahme keine
Dividende gezahlt und es gilt Dy = 0. Der Dividendenprozess D ist ebenfalls an F
adaptiert und fiir jedes ¢t > 0 gegeben durch

D= (Dy,...,Dy), D;=(D},...,DM).

63. Ein alternativer Beweisgang, der ohne @) gefiihrt wird, findet sich fiir den Fall eines endlichen
Zustandsraumes bei Kremer (2005, S.180 f).

64. Siehe Irle (2003, S.79f).

65. Es handelt sich im Folgenden um Standardannahmen in Finanzmarktmodellen mit mehreren
Perioden unter Unsicherheit, siehe z. B. Duffie (2001, Kap. 2) oder Pliska (1997, Kap. 3.1).

66. Es sei darauf hingewiesen, dass die w; in einem Mehr-Perioden-Modell Pfade beschreiben. Siehe
Kremer (2005, S. 153ff).

67. Siehe zu einer ausfiihrlichen Diskussion iiber die Modellierung der Informationsstruktur mit Hilfe
von Algebren Irle (2003, Kap. 2). Fiir unser Modell mit endlichem Zustandsraum und diskreten
Zeitparametern kann auch eine Beschreibung der Informationsstruktur mit Hilfe von Partitionen
herangezogen werden, siehe dazu bspw. Pliska (1997, Kap. 3.1.1).

68. Siehe zu einer ausfiihrlichen Darstellung adaptierter Preisprozesse Irle (2003, Kap. 2.3) oder
Pliska (1997, Kap. 3.1.2).
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8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

Neben der Dividendenzahlung D, wird dem Portfolio in Zeitpunkt t kein weiteres
Kapital entzogen.% Mit §§ bezeichnen wir den Preis eines Basistitels ¢ im Zeitpunkt
t ex-Dividende, also abziiglich der in ¢ zu zahlenden Dividende D,.

Der risikolose Basistitel S' mit konstanter Bruttoverzinsung r hat in den Zeit-

punkten ¢t = 0,...,7T einen Preis in Héhe von™
1 1, t<T
St —
0, t=T
und in den Zeitpunkten ¢t = 1,...,T eine Dividendenzahlung in Héhe von
TF, t<T
pr=1{" .
L+ry, t=T

Die Handelsstrategie H € R ist ein vorhersehbarer und ein an F adaptierter und
stochastischer Prozess
H = (Hy,Hy,...,Hr_1) (3.2)
mit
Hy = (H},...,H),

wobei ﬁtl die Anteile des i-ten Wertpapiers im Zeitpunkt ¢ darstellt.”! Der Handel
der Wertpapiere beginnt in ¢ = 0 und endet in 7" — 1. Der Investor stellt in ¢ = 0
ein Portfolio Hy aus den N zur Verfiigung stehenden Wertpapieren entsprechend
seinen finanziellen Méoglichkeiten zusammen.”? Vor diesem Zeitpunkt ist kein Han-
del moglich und wir setzen H_; = 0. Das Portfolio Hy hélt der Investor bis zum
Zeitpunkt ¢ = 1 und 16st es nach Dividendenzahlung komplett auf. Danach baut
der Investor ein neues Portfolio H; auf und hilt es bis zum néichsten Zeitpunkt,
um es dann wieder aufzulosen. Der Handel setzt sich in dieser Form iiber alle Zeit-
punkte fort, bis er letztmalig in T — 1 abgewickelt wird. Im Zeitpunkt 7" werden
lediglich die Vermogenspositionen aufgelost und es findet kein neuerlicher Handel
statt, demzufolge setzen wir Hp = 0. Die folgende Abbildung illustriert den Handel
im Modell.™

69. Damit stellen wir weiter unten sicher, dass samtliche Kapitalabfliisse in Zeitpunkt ¢ steuerlich
erfasst werden.

70. Siehe Lofller & Schneider (2003).

71. Siehe zur Definition und Erlduterung vorhersehbarer Prozesse bspw. Kremer (2005, S. 164).

72. Eine Kreditaufnahme bzw. Leerverkdufe sind im Modell nicht ausgeschlossen. Zu einer
ausfiihrlicheren Diskussion von Handelsstrategien siehe z. B. Irle (2003, Kap. 3.2) oder Plis-
ka (1997, Kap. 3.1.3).

73. Angelehnt an Irle (2003).
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Abbildung 3.1: Zeitstruktur des Modells.

Wir definieren den Wertprozess V zur Handelsstrategie H fiir die Zeitpunkte t =
1,...,T durch
V(H) = (Vi(Ho), ..., Vr(Hr-1)) (3.3)

und fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 als
Vo(Ho) := HL' Sp. (3.4)

Der Preis einschliellich der Dividende von Basistitel ¢ im Zeitpunkt ¢ ist definiert
als

‘Zl(ﬁtzfl) = ﬁfflffti = fféfl(gi + Ei) (3.5)

fir alle ¢t = 1,...,T. Daraus folgt in den Zeitpunkten ¢ = 1,...,T, unter

Berticksichtigung der gemachten Annahmen und Definition sowie ﬁtl,tzo Lo =1,

sdyeeny

fiir den sicheren Titel
1 1L+ry, t<T

0+ (1+rp), t=T

Im Zeitpunkt ¢ = 0 gilt nach Voraussetzung V' = S} = 1. Somit miissen wir in t = 0

1 t
1ol
HoSo = <1+7"f>

in das sichere Asset investieren, um in ¢ genau eine Einheit zu erhalten, sofern wir
74

die Dividende vollsténdig reinvestieren.
Ein Portfolio ﬁf_l, das im Zeitpunkt t—1 zusammengestellt wurde, hat zu Beginn

von Zeitpunkt ¢ einen Wert in Hohe von
Vi(Hy1) i= H{ Vi = HE 1 (Si + Do) = Y H_1(S] + D}). (3.6)
i=0
Nach Zahlung der Dividende wird das Portfolio aufgelést und mit den Preisen S,

wird ein neues Portfolio H; zusammengestellt. Den Entnahmeprozess 57 (I;' ) im

74. Siehe zur Herleitung Irle (2003, S. 62f).
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8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer 55

Mehr-Perioden-Modell mit Dividendenzahlung definieren wir daher durch
6P(H):= H! (S, + Dy) — H''S, = Vi(H,_,) — H!'S, (3.7)

fir die Zeitpunkte t =0,...,7.7
Wir bezeichnen im Modell mit Dividendenzahlung eine Strategie als selbstfinan-

zierend, falls in den Zeitpunkten t = 1,...,7T — 1 fiir die Entnahme
SP(H)=0
gilt. Den Diskontierungsprozess definieren wir durch
d = (dy,...,dr),

wobei in jedem Zeitpunkt ¢ der Diskontierungsfaktor d; definiert ist als

d, = (lef)t. (3.8)

Mit d notieren wir den diskontierten Preisprozess als

dS = (d1S1,...,drSr)
und den diskontierten Wertprozess als

AV = (diVa, ..., dp V).

3.2 SCHEDULENSTEUER

Nach den Ausfithrungen zu Preisen und Dividenden wenden wir uns dem Steuer-
term zu. Die Definition des Steuersubjektes iibernehmen wir aus Kapitel 2.2. Das
Steuerobjekt im Zeitpunkt ¢ ist der aus dem Handel am Kapitalmarkt resultierende
Ertrag

Vi(Hi1) = HE (S + Dy).

Bei einem Mehr-Perioden-Modell ist es aufgrund der Unterscheidung in Prei-
se und Dividenden zweckm#flig, bereits bei den Kapitalmarkttiteln zwischen
dem Marktwert und dem der Besteuerung zugrunde liegenden Buchwert eines
Vermogensgegenstandes zu unterscheiden.”” Diese Vorgehensweise ermoglicht uns

auflerdem die Erweiterung des Modells um eine Realinvestition.

75. Aufgrund unserer Annahmen gilt fiir 63 (H) = —HJ So und fiir 62 (H) = H¥_, (St + Dr).

76. Siehe Irle (2003, S. 63).

77. Wir orientieren uns bei der Herangehensweise zur Ermittlung der Steuerschuld basierend auf
Buchwerten weiterhin an LofHler & Schneider (2003, Kap. 1.B).
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Die Buchwerte B € R der N Wertpapiere seien ein ebenfalls an F adaptierter
Prozess mit
B = (By, By,...,Br). (3.9)

Wir unterstellen, dass jedes Wertpapier im Zeitpunkt 7" vollstandig abgeschrieben
ist. Es gilt demzufolge ET = 0 und der Buchwertprozess fiir das Asset ¢ reduziert
sich auf

B'= (B}, B.,... B ;) (3.10)

mit Buchwert E; im Zeitpunkt ¢. Beziiglich der Markt- und Buchwerte der Finanz-

markttitel treffen wir folgende Annahme:

Annahme 3.2 (Buchwert). Der Buchwert des Finanzmarkttitels i = 1,..., N ent-
spricht zu allen Zeitpunkten t dessen Marktpreis ohne Dividende und vor Begleichen
der Steuerschuld, also

Bi = S..
Aus ElT = 0 folgt in ¢t = T aufgrund Annahme 3.2 fiir den Preis eines Finanzmarkt-
titels :S’VZT = 0. Die Abschreibung m ist fiir alle £ > O definiert als

mt = -ét—l - Et. (311)

Diese Definition beriicksichtigt sowohl Zu- als auch Abschreibungen und dhnelt ent-
sprechend unseren Ausfithrungen zur m in Abschnitt 2.5.1 nur bedingt Abschrei-
bungen realer Steuersysteme.

Den Gewinn und den Verlust eines Wertpapieres in den Zeitpunkten ¢ > 0 defi-

nieren wir wie folgt:

Definition 3.3 (Gewinn und Verlust: Basistitel im Zeitpunkt t). Der Investor hdlt

in seinem Portfolio Basistitel i im Zeitpunkt t.

— FEin steuerrechtlicher Gewinn é% ist bei Basistitel i in Zeitpunkt t gegeben,
sofern ‘
Gii=Di— AfA, >0
15t.

— FEin steuerrechtlicher Verlust é% ist bei Basistitel i in Zeitpunkt t gegeben,
sofern ‘
~. ~ . — 1
1 =Dy —AfA, <0
15t.

Der steuerrechtliche Gewinn C?t eines Portfolios setzt sich aus Gewinnen und Ver-
lusten éi der J < N Basistitel, die das Portfolio im Zeitpunkt ¢ bilden, zusammen

und lasst sich als Vektor

Gy = (GLG?,....G))
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darstellen. Eine Addition der Gewinne der Basistitel ist nicht moglich. Die da-
zugehorige Begriindung haben wir bereits im Ein-Perioden-Modell gegeben. Wir
miissen im Mehr-Perioden-Modell jedoch zusétzlich beachten, dass die Dividende
aufgrund des Charakters unserer Schedulensteuer fiir jeden Basistitel im Portfolio
einzeln ausgewiesen werden muss. '

Wir definieren als Néchstes die Steuerbemessungsgrundlage ﬁz des Basistitels ¢

im Zeitpunkt ¢.

Definition 3.4 (Bemessungsgrundlage: Basistitel im Zeitpunkt t). Es ewistieren
i jedem Zeitpunkt t genauso wviele steuerliche Bemessungsgrundlagen T\Ei wie
i =1,...,N Wertpapiere auf dem Markt existieren. Die steuerliche Bemessungs-
grundlage des Basistitels i ist das Produkt von gehaltener Menge f[f_l und Gewinn
bzw. Verlust nach Definition 3.3, also

TB,(H}_,):=H!_,G.. (3.12)

Wir unterscheiden in unserem Modell nicht zwischen realisierten und nicht-
realisierten Gewinnen und Verlusten. Vielmehr umgehen wir diese Fragestellung,
indem wir zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 das Portfolio komplett auflésen und wieder neu
zusammenstellen. Die Bemessungsgrundlage eines Portfolios fét ist ebenfalls als
Vektor der J < N Bemessungsgrundlagen ﬁ;(ﬁ;_l), aus denen sich das Portfolio

im Zeitpunkt ¢ zusammensetzt, darstellbar mit
e e 31 e
TBy(Hi—1) = (T'B;(H;_1),-.., TB, (Hi_)).

Wiederum ist die Addition der einzelnen Bemessungsgrundlagen nicht moglich.
Wir miissen weiterhin einen jeweils einheitlichen und konstanten Gewinn- und Ver-

luststeuersatz fiir alle Marktteilnehmer und iiber alle Steuerschedulen unterstellen,

um Arbitrage zu vermeiden.”® Die Anwendung des Gewinnsteuersatzes 7¢ oder des

V' orientiert sich entsprechend der Definition 2.5 aus Abschnitt

Verluststeuersatzes 7
2.2 auch im Mehr-Perioden-Modell ausschliellich an der Preis- und Dividendenent-
wicklung und ist somit unabhéngig von der Menge an gehaltenen Titeln.

Ist die Dividendenzahlung abziiglich der Abschreibung gréfier oder gleich Null
(Di — mi) > 0 wird 7¢ angewendet. Bei (D! — mz) < 0 findet der Verlust-
steuersatz 7V Anwendung. Unsere Definitionen der Bemessungsgrundlage und des
steuerlichen Gewinns und Verlusts implizieren, dass bei einer negativen Preisent-
wicklung des Basistitels ¢ im Zeitpunkt ¢, also gf < gg;l, der Gewinnsteuersatz zur

Anwendung kommt, sofern der Betrag der Dividende den Betrag der Abschreibung
D > |AfA]

78. Auch diese dazugehorige Begriindung haben wir im vorausgegangenen Kapitel gegeben.
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8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

iibersteigt. In diesem Fall werden sowohl die Dividende als auch die Abschreibung
mit dem Gewinnsteuersatz belegt.”™ Ist jedoch der Betrag der Abschreibung grofer
als der Betrag der Dividende '

——1 ~.

|Af Al > | Dy
werden sowohl Dividende als auch Abschreibung mit dem Verluststeuersatz belegt.®°

Wir definieren die Steuerschuld des einzelnen Basistitels im Zeitpunkt ¢ wie folgt:

Definition 3.5 (Steuerschuld: Basistitel im Zeitpunkt ¢). Die Steuerschuld von
Basistitel i im Zeitpunkt t belduft sich auf

Tax,(H{_,) = Vi i S .
TV H] G}, G;<O0

Die Eigenschaften der von uns definierten Schedulensteuer haben wir in aller
Ausfiihrlichkeit im letzten Kapitel diskutiert und die Ergebnisse sind ohne Ein-
schrinkung auf die einzelnen Zeitpunkte des Mehr-Perioden-Modells iibertragbar.
Sofern es zu einer besseren Lesbarkeit in Formeln fiihrt, verwenden wir fiir
7%1(1?}_1) bedeutungsgleich die Schreibweise ﬁf_ﬂ%;.

Die komponentenweise Besteuerung erlaubt es uns, auch weiterhin die Steuer-
schuld des Portfolios im Zeitpunkt ¢ durch einfache Addition der Steuerschulden
fl?a/xz(flffl) der i = 1,..., N Basistitel zu berechnen.

Definition 3.6 (Steuerschuld: Portfolio im Zeitpunkt t). Die Steuerschuld eines

Investors belduft sich im Zeitpunkt t unter Beriicksichtigung von Definition 3.5 auf
- N —~— o~
Tazxi(He—1) = ZTamt(HZ_l).
i=1

79. Unterstellen wir, dass sich im Zeitpunkt ¢ folgende Dividendenzahlung und Preisentwicklung fiir
einen beliebiegen Basisitel ¢ eingestellt haben

S =48 =1,Di=5

und nehmen Steuersitze iHv. 77 = 0,2 und 7¢ = 0,5 an. Dann miissen wir bei einer separaten
Besteuerung von Dividende und Preisentwicklung eine Steuerzahlung iHv.

02-(1—4)+05-5=1,9

an den Fiskus leisten. Fassen wir Dividende und Preisentwicklung in der Bemessungsgrundlage
zusammen, so belduft sich die Steuerzahlung in unserem Beispiel auf lediglich

05-(5+(1—4) =1

Eine Anderung der Steuersystematik fithrt bei asymmetrischer Besteuerung in der Regel zu einer
grundlegenden Uberarbeitung der Beweise.

80. Bei einer nicht-negativen Preisentwicklung des Basistitels §Z > gf,l kommt ausschliellich der
Gewinnsteuersatz zur Anwendung, da wir den Dividendenprozess als nicht-negativen Wertpro-
zess definiert haben.
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Ein steuerbarer Ertrag fillt ausschliefllich zu den Zeitpunkten ¢ = 1,...,7 an und
wir setzen Tazg = 0.8

Betrachten wir nun den Handel im Modell mit Steuern etwas genauer. Ein Port-
folio f[t_l, das im Zeitpunkt ¢ — 1 zusammengestellt wurde, hat zu Beginn des

Zeitpunktes ¢t und entsprechend 3.6 einen Wert in Hohe von
Vi(Hy,—1) = H(Si + Dy).

Das Portfolio wird aufgelést und die Steuerschuld %t(ﬁt_l) wird beglichen. Wir
definieren den zugehorigen Wertprozess nach Steuern V7 zur Handelsstrategie H in
den Zeitpunkten t =1,...,7 — 1 als

V™ (H) := (V] (Hp), ..., V& (Hp_1)). (3.13)

und im Zeitpunkt ¢t = 0 als®?
HJ Sy = HIVy.

In den Zeitpunkten ¢t = 1,...,7 — 1 hat das Portfolio H,_1 einen Wert nach Steuern

in Hohe von®?

Vi (Hyy) = HEG VT = H (8, + Dy = Tawy) = HE (Vi = Tazy). (3.14)

Wir lassen bei den Finanzmarkttiteln, neben der Kapitalentnahme in Form der
Dividende, auch Kapitalzufiihrungen in den einzelnen Zeitpunkten ¢ zu. Dabei lassen
wir offen, aus welchen Quellen der Investor das Kapital entnimmt. Definieren wir
fiir die Zeitpunkte t = 1,...,T die Dividende nach Steuern ﬁ[ durch®?

D} (H;—y) = H] (D; — Taz)
ldsst sich 3.14 fiir t = 1,...,T auch schreiben als
V7 (Hy-1) = HZ (S, + D). (3.15)

Am Kapitalmarkt wird zum Ende jedes Handelszeitpunkts ¢ aus ¢t = (1,...,7 — 1)
aus den verbleibenden und gegebenenfalls von auflen zuflieBenden Mitteln ein neues
Portfolio

H;S;
zusammengestellt. Ein eventueller Zufluss finanzieller Mittel von auflen findet aus-

81. Die Definition der Steuerschuld im Mehr-Perioden-Modell entspricht bei 7' = 1 der Definition
2.6 aus dem Ein-Perioden-Modell.

82. Es fallen in ¢ = 0 weder Steuer- noch Dividendenzahlungen an.

83. Um den Handel iibersichtlicher zu notieren, verwenden wir eigene Symbole fiir den Portfoliowert
vor Steuern Vi und nach Steuern V.

84. Wir werden insbesondere beim Beweis der Arbitragefreiheit im erweiterten Modell mit Realin-
vestition auf Dj zuriickgreifen.
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nahmslos erst jetzt statt und bleibt daher im Zeitpunkt ¢ steuerlich unberiicksichtigt.

Im Zeitpunkt ¢ = T findet per Definition kein Handel statt und die
Vermogenspositionen des Portfolios Hp_q werden aufgelost und unter Beachtung
von §T = 0 nicht wieder neu zusammengestellt. Wir veranschaulichen die Preise vor

und nach Steuer- und Dividendenzahlung in Abbildung 3.2.8°

I H vy Hf_, Dy
S HIT | TS, AL DBy
! .

Abbildung 3.2: Preisstruktur des Modells.

Den bisherigen Ausfithrungen folgend belduft sich der Preis eines einzelnen Assets

nach Steuern 17;’7 in den Zeitpunkten ¢ > 0 auf

VT(Hi_y) o= Hi_ (S} + D} — Taz,). (3.16)
Mit .
Gri. i _ ATA
. ~. T°Gy, Dy — AfA, >0
R I (3.17)
VGl Di — AfA, <0
konnen wir den Preis des Assets nach Steuern auch schreiben als
VT (H]_y) = H{_, (S} + D;"). (3.18)

Fiir das sichere Asset th’T belduft sich der Preis nach Steuern im Zeitpunkt ¢ auf

H (147 —1%), 0<t<T

17,55
VtT(Htl—l): ~1 a
Hp 04+ +7rf)—7%r), t=T

In Anlehnung an 3.7 definieren wir den Entnahmeprozess nach Steuern fiir die
Zeitpunkte t = 0,...,T durch

0T(H) == HT (S, + Dy — Taz;) — H'S,
= H V7 —H/'S
= H (S, + D}) — HS.

85. Angelehnt an Irle (2003).
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Int =0 ist 58(P~I) = —HI'Sy und in t = T gilt aufgrund HZT = 0 fiir den Ent-
nahmeprozess 5}([:7 ) = I:T%Llf/j? . Die Steuerzahlungen an den Fiskus bzw. Steuer-
stattungen vom Fiskus sind im Gegensatz zur Festlegung der Dividende durch das
zugrunde liegende Steuerecht bestimmt. Aus diesem Grund werten wir die Steuer-
zahlung nicht als private Entnahme aus dem Portfolio und werden uns im Folgenden
an der Definition des Entnahmeprozesses nach Steuern orientieren. Wir illustrieren
die Unterschiede des Entnahmeprozesses vor und nach Steuern an einem einfachen

Zahlenbeispiel.

Beispiel 9: Betrachten wir ein Portfolio bestehend aus Basisititel ¢ in einem belie-
bigen Ereignis A;(z) von Zeitpunkt t. Es sei 7¢ = 0,5, 7V = 0, 5}5 =1, :S’VLI =1

sowie §; = 2, und wir setzen f[f_l = I:T; = 1. Dann erhalten wir
Vi=H{_(Dj+5})=3
und
V/ = Hj (D} + 5 —79(D} = (51 — 5}))) = 2.
Fiir unsere Entnahmeprozesse vor und nach Steuern folgt daraus

SP(H)y=3-2=1

und
ST(H)=2-2=0.
|

Eine Handelsstrategie ist selbstfinanzierend, sofern fiir den Entnahmeprozess nach

Steuern in den Zeitpunkten t =1,..., 7T —1
§T(H)=0 (3.19)
gilt. Daraus folgt
HI V7 =HIS, (3.20)

fiir die Zeitpunkte t =1,...,T — 1.

Den Diskontierungsfaktor di im Modell mit Steuern definieren wir in Anlehnung

an 3.8 durch .
1
dl = ———+— | . 21
t <1+rf<1—fc>) (3:21)

Wir miissen demzufolge in unserem Modell mit asymmetrischer Steuer im Zeitpunkt

t=20 .
Hlslz 1 =dT
00 1+7rp(l—76) t
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in das sichere Wertpapier investieren, um im Zeitpunkt ¢ genau eine Geldeinheit zu
erhalten, sofern wir die Dividende zu allen Zeitpunkten s mit 0 < s < t vollstandig
einbehalten.

Der diskontierte Wertprozess nach Steuern sei fiir ¢ > 0 definiert durch
AV (Hy—1) == d[HL | (S; + Dy — Tazxy). (3.22)

3.3 FUNDAMENTALSATZ DER PREISTHEORIE IM
MEHR-PERIODEN-MODELL

Zu Beginn dieses Abschnitts geben wir ein formales Argument der Arbitragefreiheit

und orientieren uns dazu an Definition 3.1.86

Definition 3.7 (Arbitragefreiheit bei asymmetrischer Steuer). Der Kapitalmarkt
mit asymmetrischer Besteuerung ist frei von Arbitrage, wenn keine Handelsarbitrage

vorliegt. Fine Handelsstrategie H ist eine Handelsarbitrage, wenn
ST(H) >0

fiir alle t und
P(87(H) >0)>0
fiir mindestens ein t erfillt ist.

Wir zeigen, dass unser Mehr-Perioden-Modell mit Schedulensteuer arbitragefrei im

Sinn von Definition 3.7 genau dann ist, wenn keine Ein-Perioden-Arbitrage vorliegt.

Satz 3.8 (Ein-Perioden-Arbitrage). Auf dem Markt ezistiert eine Ein-Perioden-

Arbitrage genau dann, wenn eine Handelsarbitrage existiert.

Beweis. Wir folgen dem Beweisgang von Irle (2003, Satz 3.5). Dazu definieren wir

eine Handelsstrategie H durch
Ho=0Vte{l,...,k—1k+1,.... T}, H,=X,#0
sowie eine Kin-Perioden-Arbitrage Xy in t = k durch
~X!S, >0 und )kaTf/kTH >0

und
P(XIV., > XFSk) > 0.
Dann ist

0 = Xg—lva — ngk = *ngk >0

86. In diesem Abschnitt folgen wir im Wesentlichen der Herangehensweise von Irle (2003, Kap. 3).
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sowie
T _ vTirr vl & _ vTir7
01 = X Viigr — Xpi1 Sken = X Vil 20,

wobei eine Ungleichung strikt ist. Des Weiteren ist fiir alle weiteren Zeitpunkte ¢
0 = 0, und wir erhalten eine Handelsarbitrage.

Kommen wir zum Beweis der Umkehrung unter Anwendung der vollstéindigen
Induktion. Wir werden folgende Induktionsbehauptung beweisen: Liegt bei einer
Handelsarbitrage im T-Perioden-Modell eine Ein-Perioden-Arbitrage vor, dann gilt
diese Aussage auch im T+ 1-Perioden-Modell. Setzen wir den Induktionsanfang auf
T = 1 und beachten, dass in diesem Fall die Begriffe der Handelsarbitrage und der
Ein-Perioden-Arbitrage iibereinstimmen. Eine Handelsarbitrage bei T' = 1 liegt bei
07 > 0 fir t = 0,1 und P(67 > 0) > 0 fiir mindestens ein ¢ € {0,1} vor. Dann ist

6 =H Vi —HlSy=-HISy = -XISy >0

und
6T = HIVy —HIS, =HIV] = XI'Vy >0

und daraus folgt eine Arbitrage Xy in t = 1.
Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass bei T' > 2 aus einer Handelsar-
bitrage
H”* = (Hy,...,Hp_1)

eine Ein-Perioden-Arbitrage folgt.
Der Induktionsschritt wird von T auf 7'+ 1 gefiihrt und wir definieren dazu eine
Handelsarbitrage H mit
H = (Hy, ..., Hr)
fir
VT = Vo, ., Vi), S=(So,--.,5741)

und behaupten, dass im 7'+ 1-Modell aus einer Handelsarbitrage eine Ein-Perioden-
Arbitrage folgt, sofern die Induktionsvoraussetzung erfiillt ist. Kommen wir zum

Beweis.

1. Fall: HL V& >0, P(HL Vi >0)>0.
Dann ist H4 = (Hy,...,Hr_;) Handelsarbitrage fir V4 = (VO,...,V/%') und
SA = (So,...,gT) im zugehorigen T-Perioden-Modell, sodass nach der Induk-

tionsvoraussetzung eine Ein-Perioden-Arbitrage existiert.

2. Fall: P(HE_ Vi < 0) > 0.

Wir definieren eine Ein-Perioden-Arbitrage mit

A= {‘E['Zj:flv’lz < 0}7
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und
Xr = Hply.

Da H eine Handelsarbitrage ist, folgt mit 67. = ﬁ%_l‘N/TT — fI% §T >0
X%gf_p = lAﬁggT < 1Aﬁ%,1‘777: < 0.

Des Weiteren ist bei einer Handelsarbitrage im 7"+ 1-Modell 67, = IT[% 1771 120
und es folgt
)?%Vf+l = 1Aﬁ%‘7f+1 > 0.

Also ist Xr eine Ein-Perioden-Arbitrage in T+ 1.

3. Fall: HY V7 = 0.
Es folgt
%8, < HT_ V7 —0
aufgrund 07, > 0 sowie
HYVE >0
aufgrund 67, = ITI%V{H > 0. Falls

HYSp =0 und ﬁ%f?fﬂ =0,

ist (Ho, ..., ﬁT_l) eine Handelsarbitrage und nach Induktionsvoraussetzung exis-
tiert eine Ein-Perioden-Arbitrage. Andernfalls ist .FNIT = )N(T eine Ein-Perioden-
Arbitrage in Periode T + 1. [ |

Wir betrachten jetzt eine weitere Beschreibung der Arbitragefreiheit des Mark-
tes, auf die wir im ersten Teil des Beweises des Fundamentalsatzes der Preistheorie

zuriickgreifen werden.

Satz 3.9 (Arbitragefreiheit und diskontierter Preisprozess). In einem Mehr-
Perioden-Modell sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Modell ist arbitragefrei.

(ii) Es existiert firt=1,...,T kein Fy_1-mefbares )?tT_l mit

X (V7 —d]_1Si-1) > 0

und

P(XE(d7 Vi = d_ySi-1) > 0) > 0.

Beweis. Diesen Beweis fithren wir analog zu Irle (2003, Satz 3.6) und setzen zunéchst

die Arbitragefreiheit des Marktes voraus. Wir nehmen an, dass ein J;_j-mef3bares
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XL, mit
)N(tT—l(dZ‘ZT - dZ—lﬂsvtfl) > 0; P(X?il(dﬁ/{ - Z—lgtfl) >0)>0

existiert. Wir betrachten eine risikofreie Anlage X; mit

Y;‘F‘Z:H =1
sowie -
Y?gt = ttl >0
dy
und definieren ein Portfolio durch
N
Xig=Xp1 — %thy
X151
Dann ist S =
cors  er = XDSii—r 4
thjfst—l = X£1St—1 - :%thlst—l =0.
X151
Auflerdem ist
e e~ e~ XLV
Xt*—{VtT = XtT—lvtT - thllst—l%
Xy 15t-1
ST or owr o i
= XiVi" = Xy 1501 dr
t

5 = = 1
= XLV = d_ySi1) 2 > 0
t
wegen
P(XtT_l(dZVf —dj_1Si-1)>0) > 0.

Wir erhalten eine Ein-Perioden-Arbitrage, und mit Satz 3.8 folgt daraus die Existenz
einer Handelsarbitrage.
Zum Beweis der Umkehrung setzen wir eine Ein-Perioden-Arbitrage voraus und

es folgt unmittelbar

XE o d7 S <0, XE,dIV]7 >0,
wobei eine Ungleichung strikt ist. Damit erhalten wir den gesuchten Widerspruch
zu (it). |

Annahme 3.10 (Arbitragefreiheit bei asymmetrischer Steuer). Auf dem Markt
existiert keine Handelsarbitrage nach Definition 3.7.

Wir fithren nun den Begriff des fquivalenten MartingalmaBes formal ein.®”

87. Dazu folgen wir der Darstellung bei Williams (2006, S.34).
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Definition 3.11 (Aquivalentes WahrscheinlichkeitsmaB). Wir bezeichnen das zu P
dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl Q7 als dquivalentes Martingalmaf, sofern in

allen Zeitpunkten
d7 Sy = Eq-[df, (St + Dy — Tazii1) | Fi] = Egr (71 Vi | Fi)

gilt.

Diese Definition ist zur Bewertung von Portfolios zweckméflig gewahlt. Im Zeitpunkt
t ist die Dividende entnommen und muss bei Bewertungsfragen unberiicksichtigt
bleiben. Im Zeitpunkt ¢ + 1 flielen jedoch Preis und Dividende abziiglich der zu
zahlenden Steuer in die Bewertung ein.

Wir werden im Folgenden den Beweis fithren, dass die von uns gewéhlte Definition
ein Martingal darstellt. Eine an die Filtration F; adaptierte Familie reellwertiger Zu-
fallsvariablen X, fiir t = 0,...,T ist ein Martingal, wenn folgende drei Bedingungen
erfiillt sind:®

(i) X, ist beschrinkt bzw. integrierbar fiir ¢ = 0,...,T,

(ii) X; ist Fy-messbar fiir t =0,....T,
(i) B[X; | Fi1] = Xy fiirt=1,....T.

Satz 3.12 (Martingal). Sei Q7 ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs, dann

ist der diskontierte Preisprozess mit Dividenden- und Steuerzahlung
dtTﬁtTgt = Eq-| {+1ﬁ?‘7}11 | ]
ein Martingal beziiglich Q.

Beweis. Betrachten wir den diskontierten Preisprozess mit Dividenden- und Steu-
erzahlung. Die Beschrianktheit resultiert aus der Voraussetzung eines endlichen Zu-
standsraumes und daraus, dass der Vektor der Handelsstrategie H sowie die Preise
S , Dividenden D und Buchwerte B in R liegen. Die Messbarkeit von H , S und D ist
per Defintion gegeben. Wir miissen nun noch zeigen, dass der Steuerprozess f&?vt
ebenfalls fiir alle ¢ messbar ist. Im Zeitpunkt ¢ = 0 ist per Annahme Taxo = 0.
In den Zeitpunkten t = 1,...,T ist Tax, = Zi?a?cz und wir betrachten im ersten
Schritt ein einzelnes Wertpapier des Kapitalmarkts. Dazu setzen wir
Di:=g, (Bi-Bi_y)=f

und erhalten mit g — f die Bemessungsgrundlage des Basistitels 7. Da f und g nach
Voraussetzung messbar sind, folgt sofort die Messbarkeit von g — f := 2. Auf jeder
Teilmenge A der Algebra F; ist aufgrund unserer Gewinn- und Verlustdefinition

eindeutig festgelegt, welcher Steuersatz fiir das einzelne Wertpapier zur Anwendung

88. Siehe Williams (2006, S.128f).
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v

kommt. Demzufolge ist auch 7¢z bzw. 7Vz auf jeder Teilmenge A der Algebra F;

messbar. Dieses Ergebnis ist fiir alle N Wertpapiere giiltig.

Mit der komponentenweisen Besteuerung ergibt sich die gesamte Steuerschuld im
Zeitpunkt ¢ aus beliebig zusammengestellten Portfolios aus der Summe der einzelnen
Steuerschulden Z?a?vz Daraus folgt fiir alle ¢ die Messbarkeit von f&?ﬁt auf jeder
Teilmenge A der Algebra F;. Somit ist d7 (S; + Dy — Taxy) eine fiir alle ¢ messbare
und an JF; adaptierte Funktion. Die dritte Eigenschaft, die Martingaleigenschaft,

berechnen wir durch
Eqr [d;rl‘zcrl(ﬁ) | Fi] = Eqr [d;—lf{/?(gt-‘rl + 5t+1 - %t—o—l) | F).
Mit der Vorhersehbarkeit der Handelsstrategie folgt
EQT [dtT+1‘7tll(ﬁ) ’ ft] = ﬁtTEQT [dtT+1(§t+1 + 5t+1 - fa/mﬂ) | ]:t}
und mit der Definition 3.11 erhalten wir
Eqr iy, Vi (H) | Fi) = Hf d7 S,
|

Der Preis eines Portfolios unter dem #quivalenten Martingalmafl ldsst sich wie

folgt ermitteln:

Satz 3.13 (Preis des Portfolios unter Q7). Sei Q7 dquivalentes Martingalmaf. Dann

ist der diskontierte Portfoliowert nach Steuern zum Zeitpunkt k
dLHY'Sy, = Eg-| Z d76T(H) | Fi), k=0,...,T—1 (3.23)
i=k+1

die Summe der unter dem dquivalenten Martingalmaf diskontierten Entnahmen
nach Steuern 6Z(f~1)

Beweis. In einem beliebigen Zeitpunkt ¢ = 1,...,7 werden aus den Anspriichen
eines Portfolios H Bruttozahlungen abziiglich Steuern I:TE 1177;7 erlost und ein neues
Portfolio wird mit fIZT §z aufgebaut.

Fir ¢ > k gilt

Eq-[d7 67 (H) | Fi] = Eq-[d] (HI\ V7 — HI'S;) | Fi] =
Eqr|Eqr(dTHL Vi | Fiov) | Fi) — Eqr[dlH!'S; | Fi]

und mit Satz 3.12 folgt

Eq-|d767 (H) | Fi] = Eqr|dl_ HF 1 Si—1 | Fi] — Eqr[dfHI'S; | Fi).
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Durch Summation und unter Beachtung von Hp = 0 erhalten wir schlussendlich &

Z Eqr[d767 (H) | Fi]
i=k+1
T

= > (BorldH 181 | Fi] - Eqr [d7 HI'Si | Fi])
i=k+1

=dTHFS]. (3.24)
|

Existieren bei unveréinderten Steuersitzen 7¢ und 7V mehrere Q™ im Modell, sagt
uns 3.24, dass
Z Eq-[d} 67 (H) | Fi]
i=k+1
unabhéngig vom gewahlten Q7 eindeutig bestimmt ist.
Bei Selbstfinanzierung ist in den Zeitpunkten ¢ = 1,...,7 — 1 bekanntlich 7 =0
und wir erhalten fiir die Zeitpunkte k =1,...,T —1

AL} Sy = EqrldpHT (Vi | Fi]
aufgrund von 5%(]?) = ﬁ%_lf/f In k=0 gilt

Eq-d707(H) — 65 (H)] = 0 (3.25)

mit &5 (H) = —HJ'Sp.

Wir werden jetzt den Beweis des Fundamentalsatzes der Preistheorie im Mehr-
Perioden-Modell mit asymmetrischer Schedulensteuer fithren. Es sei angemerkt, dass
aus unserer Annahme eines endlichen Zustandsraumes und P(w) > 0 fiir alle w € Q
die Aquivalenz von Q7 zu P folgt, falls Q7 (w) > 0 fiir alle w € Q gilt.

Satz 3.14 (1. Fundamentalsatz der Preistheorie im Mehr-Perioden-Modell mit
asymmetrischer Steuer). In einem Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steu-
er sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Markt mit asymmetrischer Steuer ist frei von Arbitrage.

(i) Es ezistiert ein dquivalentes Martingalmafl Q7.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass aus der Existenz von Q7 die Arbitragefreiheit des
Marktes folgt. In diesem Fall folgt fiir Q7 mit F;-messbaren X,

Eor (X[l Vi — di ) = Eqr(X{ Eqr(df 1 Vipy — d7Sy | F)) =0

89. Das ergibt sich sofort aus Fgr [d‘rflggk | Fx] — Eq~ [d£+1Hk+1Sk+l | Fx]+ Eqr [d£+1Hk+1Sk+1 |
Fi] = EQ*[dk+2Hk+2Sk+2 | Fr] + JrEQT[dT 2HT QST 2 | Fi| = Eqrldr- IHT 1ST 1|
Fi] + Eqr[dy_ Hi 1 Sr—1 | Fi] = EQT[dTHk Sk | Fil-
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und damit existiert kein
XtT(dtTHV;eTH —diS;) >0

mit
Q™ (X[ (dj Vi, — d7 Sy) > 0) > 0.

Mit der Aquivalenz von P und Q7 und Satz 3.9 folgt die Arbitragefreiheit des Mark-

tes.

Kommen wir nun zur umgekehrten Implikation des Satzes.”® Wir setzen
X = {d3-07.(H) — o9 (H): H ist selbstfinanzierende Handelsstrategic}
und mit Q € {wy,...,wi} stellen die Zufallsvariable
Y = {(X(w1), ..., X(wg)): X € X}

Ereignisse als Vektoren des R¥ dar. Die selbstfinanzierenden Handelsstrategien bil-

den einen linearen Raum und damit ist Y Unterraum des RZ. Des Weiteren sei
K
Z={(zeRX:z>0vi=1,... K > =1}
i=1

die kompakte und konvexe Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle, die im positiven
Orthanten des R” liegen. Da wir Arbitragefreiheit vorausgesetzt haben, ist YNZ = 0.
Dann existiert eine strikt trennende Hyperebene mit Vektor ¢ € RX und Skalar
B € R, sodass fiir alle y € Y und z € Z gilt

Py <B< ¢z

Da Y Unterraum von R” ist, folgt 7y = 0 fiir alle y € Y und wir konnen ohne
Einschrinkung 8 = 0 annehmen.”! Damit folgt ¢z > 0. Da alle Einheitsvekto-

ren in Z liegen, muss ¢; > 0 fiir alle ¢« = 1,..., K gelten. Wir definieren nun ein
WahrscheinlichkeitsmaB8 Q7 fiir jedes w; € {w1,...,wx} durch
P
QT (wj) = =7
Zj:l bj

und Q7 (w) = 0 fir alle w € Q\ {wy,...,wk}, das offensichtlich &dquivalent zu P ist.

Abschlieflend zeigen wir, dass Q7 #quivalentes Martingalmafl ist. Ist Q7 ein

90. Wir folgen bei diesem Teil des Beweises Irle & Prelle (2007, Aufg. 5.4) und Williams (2006, Kap.
3.2, Kap. 3.6). Beweise des Trennungssatzes finden sich aber auch in vielen weiteren Standard-
lehrbiichern der Finanztheorie oder Mathematik, bspw. bei Duffie (2001, Appendix B), Kremer
(2005, S. 32ff) oder Werner (2011, Kap. 3.2).

91. Siehe zur Herleitung dieser Aussage beispielsweise Kremer (2005, Kap. 1.5.1), insbesondere Satz
1.42.
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8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

dquivalentes Martingalmaf, gilt fiir jede selbstfinanzierende Handelsstrategie??
Eq-[d7o7(H) — 65(H)] = 0.

Wir nehmen zum Widerspruchsbeweis an, dass ein i € {1,...,N} und ein k €
{1,..., T} mit
Eqr[diVy™ | Vo, .., Vil ] # di Sy

existieren und

A= {EQT [d;;vlsﬂ— ‘ Vb? ) Vkal] > dzslzﬂfl}

keine Nullmenge ist. Wir konstruieren eine selbstfinanzierende Strategie in die risi-

kofreie Anlage im Zeitpunkt ¢ fiir alle Zeitpunkte i = k — 1, k,....,T — 1 mit
XVl = (L 4rp(1 =79y~

sowie
X;S; = (1471 — 7))k,

Es lisst sich leicht nachrechnen, dass®?

XiVi = XipaSim (3.26)
ist. Wir konstruieren nun eine Handelsstrategie H = (Ho, . .. ,ﬁT_l) derart, dass
wir eine selbstfinanzierende Strategie erhalten. In den Zeitpunkten ¢t =0,...,k — 2
sei

_E[t - 0

und im Zeitpunkt ¢t = k — 1 ist
Hyy = 1a(dfe; — df_1Sh_ 1 X 1)

mit e; als i—tem Einheitsvektor in R™V. In den Zeitpunkten ¢ = k, ..., T—1 definieren

wir die Handelsstrategie durch

Diese Handelsstrategie ist selbstfinanzierend. Bei Selbstfinanzierung gilt 67 = 0 fiir
die Zeitpunkte t = 1,...,T — 1. Somit ist es ausreichend die Entnahmen 4] ,, 6

. .
und 5k+1 zu bestimmen.

92. Siehe 3.25.
93. Wir erhalten bspw. in i = k — 1 fiir X5, Vy = 1 und fiir YkT,_lgk_l = (1471 —-79)""
Beii = kist XgVii1 = (1 +7;(1 —7%) und X3Sk = 1 und fiir i = k + 1 erhalten wir

Yk+1\7kf+2 =1+ T‘f(l — TG))2 und Yk+1sk+1 =1+ Tf(l — TG)).
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In t = k — 1 gilt fiir die selbstfinanzierende Handelsstrategie

512—1(}?) = ﬁk—kaT_l - ﬁk—lgk—l
= _ﬁk—lgk—l
= _1A(d;c—§k‘—lei - d£—1§2—1yk—1§k—1)-

Daraus folgt mit X151 = (I+7p(1— @)1=k = g7

512—1(1?) = _1A(d£§li—1 - d2—1§2—1d7) =0.

In t = k erhalten wir mit Ykgk =1 und Yk,ﬂzg =1

6T(H) = Hp_ V7 — HyS,,
= 1a(dpViei — d 1 Sh  Xeoa Vi) — La(dp V" S — df 1 Sh 1 S0 X
= LRV = df_1Sj—q) = La(dpVy" = df_1S4_1) = 0.

Der Zeitpunkt ¢ = k + 1 wird stellvertretend fiir alle t = k+1,...,T — 1 berechnet.
Es ist

512+1(ﬁ) = ﬁk?kll - ﬁk+1§k+l
= 1A(d%‘71§’7‘7k7+1 - d;;flglicflf/kzrl)yk - 1A(d71;‘71§’T§k+1 - dgflgliflgk-&-l)yk-i-l
= 1a(dfVy" = di SE )Xk Vi = Laldp VT — df 1 Sh-1) X1 Sk

und mit 3.26 folgt sofort
041 =0

Die betrachtete Handelsstrategie ist zwar selbstfinanzierend, wir erhalten jedoch
unter dem Mafl Q7 folgenden Widerspruch. Es ist

Eq-[d705(H) — 035 (H)| = Eqr [d5-Hr 1 VE — HoSo) = Eqr|[dHr 1V
und daraus folgt
Eqr [dr(1a(dyVy" — df_1 Sk ) X1-1)VE].

Mit

A+rp(1—rN" i,
k

XraVi = (14 rp(1 = 7)) = L+rp1—7r9)1 " df
T
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und nach Voraussetzung folgt
Eqrldp_y1a(diVy™ — di_1S;1)] > 0

und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. Damit ist Q7 dquivalentes Martin-

galmaf. |

Im folgenden Beispiel veranschaulichen wir die Berechnung der dquivalenten Mar-
tingalmafle und der Preise von Portfolios in unserem Modell mit asymmetrischer

Schedulensteuer.

Beispiel 10: Betrachten wir im Folgenden einen Kapitalmarkt bestehend aus Bond
S und Aktie S? mit Zeitpunkten ¢t = 0,1,2. In den Zeitpunkten ¢ = 0 und t = 1
wird Handel betrieben und im Endzeitpunkt 7' = 2 werden die Vermogenspositionen
aufgelost. Die Steuersiitze sind festgesetzt mit 7¢ = 0,5 und 7V = 0,2. Der Bond
verspricht eine sichere Zinszahlung vor Steuern in Hohe von ry = 0,1. Die Aktie
zahlt in t = 1 keine Dividende und nimmt den in der folgenden Abbildung willkiirlich

gewéhlten Preisverlauf vor Steuern.

Abbildung 3.3: Preis der Aktie vor asymmetrischer Besteuerung

I \722(uu) =24
Vi) =18

/ T Run =16

s =10
\ R \722(du) — 12
IO —
B V2(dd) = 4
t
0 1 2

Betrachten wir zuerst den Preisverlauf von Aktie und Bond nach Steuern, sofern
wir die beiden Titel in der Menge 1 halten. Der Bond erwirtschaftet innerhalb einer

Periode einen Preis einschliefilich der Dividende nach Steuern in Hohe von
VT =147rp(1 7% = 1,05.

Sofern wir im Zeitpunkt ¢ = 0 eine Einheit vom Bond erwerben und in ¢t = 1 die

Dividende vollsténdig reinvestieren, erhalten wir im Zeitpunkt ¢t = 2

Vy T = (1+7p(1—79))% =1,1025.
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Wir erhalten folgende Preise der Aktie nach Steuern im Zeitpunkt ¢ = 1 unter
Beachtung von E% = 0 und §22 = 0 durch

52)) =18 — 0,5(18 — 10) = 14;
S52)=8-10,2(8—10)) = 8,4

und im Zeitpunkt ¢ = 2 durch

V27 () = B () (DR () — 7D (um) — S(w) = 15 (24— 05-6) = 16,33
V27 (ud) = B} (u) (D (ud) — 7V (D (ud) — S (u))) = 1 (16— 02+ (~2)) = 12,76
VA7 (du) = FR(d)(D3(dw) — 78(D(du) — S(d) = = (12— 0,5 4) = 105
Vy(dd) = H(d)(D3(dd) — 7" (D3(dd) — 57(d))) = %(4 ~0,2-(—4)) = 5,04.

Nachdem wir die Nachsteuerpreise von Aktie und Bond berechnet haben, fehlen
zur Anwendung der Bewertungsformel noch die dquivalenten Martingalmafle nach

Steuern Q7. Dalfiir greifen wir auf die Formeln

o 1 (1471 —79) —d"(A)
Ar(u) 7 1 4 Tf(l — TG) uT(Ag) — d™(Ay)

und
1 u”(Ag) — (1+rf(1—7G))

wAt(d) = 1+ Tf(l _ TG) uT(Ay) —d™(Ay)

zuriick. Wir erhalten®?

q,, = 0,375; q3 = 0,625;
ql, = 0,54347; ¢, = 0,45653; ¢, = 0,69231; ¢7; = 0,30769

sowie mit ¢} 4, = 44, ¢%, fiir die Pfadwahrscheinlichkeiten

= 0,2038; ¢ ,q = 0,1712; ¢} 4, = 0,43269; q] 44 = 0,19231.

r
qu,uu

Wir sind jetzt in der Lage, die Bewertung eines Kapitalmarktportfolios anhand einer
geschlossenen Formel durchzufiihren. Betrachten wir dazu eine selbstfinanzierende

Handelsstrategie mit
H} =1, H}(u)=H}(d) =105 H}:=0

94. Zum Vergleich berechnen wir die dquivalenten Martingalmafle vor Steuern

qu = 0,3; g4 = 0,7;
Quu = 0,475; qud = 07525; qdu = 0,6; qdd = 0,4.

und erkennen sofort die Abhéngigkeit des dquivalenten Martingalmafles vom Steuersatz.
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und 14 8,4
Hf =1; Hi(u) = o5 Hi(d)= 5 H3=0.

Bei dieser Handelsstrategie ist im Zeitpunkt ¢ = 1 weder die Zufithrung noch die

Entnahme von Kapital aus dem Portfolio notwendig und wir erhalten

dyHT' Sy = Eg- ZdT(ST ) | Fo] =

~0,375[(14 — @) + (1,05 — 1,05)] + 0,625[(8,4 — ¥5:1) + (1,05 — 1,05)] N
140,01(1 —0,5)
0,2038(142L + 1,1025) + 0,1712(X4 22 + 1,1025)
(1+0,01(1 —0,5))2
+1,1025) +0,19231 (2224 4 1,1025)
(1+0,01(1 —0,5))2

0,43269( 334

=0+11=11.

Abschlieflend werden wir unser Beispiel leicht abéndern und uns einem Portfolio aus

Aktie und Bond zuwenden, welches in den Mengen

gehandelt wird und in ¢ = 1 und ¢ = 2 eine Dividende ausschiittet. Der Bond schiittet
in ¢ = 1 eine Dividende vor Steuern in Hohe des Zinsgewinns r;y = 0,1 aus und in
t = 2 entsprechend unseren Modellannahmen in Hohe von 1,1. Die Zahlungsstruktur
der Aktie ist durch

S2 =10; S?(u) =12; S3(d) =6

sowie
D3(u) = 6; D3(d) = 2; D3(uu) = 16; D3(ud) = 10; D3(du) = 9; D3(dd) =3

gegeben. Wir erhalten Zahlungen nach Steuern beim Bond in Hoéhe von Vll’T =
V,"" = 1,05 und bei der Aktie in Hohe von

V2T (u) = 14; V27 (d) = 8,4;
VT (uw) = 145 V3" (ud) = 10,4; V57 (du) = 7,5; V3 (dd) = 4,5.

Des Weiteren erhalten wir fiir die d4quivalenten Martingalmafe

qi, = 0,375; ¢ = 0,625;
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sowie
q;w = 0,22916; qz’ud = 0,14584; qg’du = 0,375; qg,dd = 0,25.

Als fairen Preis des Portfolios in ¢ = 0 erhalten wir

2
dyH{ So = Eqr [y d767 (H) | Fol

i=1
_ 0.375[3(14 — 12) +2(1,05 — 1)] + 0,625[3(8,4 — 6) +2(1,05— 1)] |

140,01(1—0,5)
L 022916(3 - 14+ 2 1,05) +0,14584(3 - 10,4 + 2-1,05) |
(140,01(1 —0,5))2

L 0375(3-7,5+2-1,05) +0,25(3- 4,5 +2-1,05)

(140,01(1 —0,5))2

= 6,52 + 25,48 = 32.

Anhand des letzten Beispiels erkennen wir, dass eine verdnderte Zahlungsstruktur

die dquivalenten Martingalmafle beeinflusst.

3.4 UNTERNEHMENSBEWERTUNG BEI ASYMMETRISCHER
SCHEDULENSTEUER

Wir werden uns in diesem Abschnitt der Bewertung eines Unternehmens im Mehr-
Perioden-Modell zuwenden. Im Gegensatz zu den Auszahlungen der Finanzmarktti-
tel, die wir als Dividende bezeichnet haben, sprechen wir bei den zustandsabhéngigen
Auszahlungen der Realinvestition von einem Cashflow. Abgesehen von dieser sprach-
lichen Unterscheidung kénnen wir die Realinvestition wie einen Basistitel des Finanz-
marktes mit Dividendenzahlung betrachten. Der Cashflow CT ist ein reellwertiger

und an F adaptierter Prozess
CF = (CF,,CFy,...,CFr). (3.27)

Die Auszahlungen CF flieBen dem Besitzer des Unternehmens in den Zeitpunk-
ten t = 1,...,7 zu. Den Marktpreis bzw. fairen Preis einer Realinvestition vor
Ausschiittung der Cashflows und vor Begleichen der Steuerschuld bezeichnen wir in
den Zeitpunkten ¢t = 0,...,T mit
‘ZU
und setzen ‘7%] = 0. Ein Unternehmen ist replizierbar, sofern eine Handelsstrategie
H mit
CF, = 6P (H)
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fir alle t = 1,...,T existiert.”> In einem Mehr-Perioden-Modell ohne Steuer lisst

sich der Marktpreis eines replizierbaren Unternehmens durch die Formel%

T
4V =Eq( Y d;CF; | F) (3.28)
i=t+1

ermitteln.

Nach den grundlegenden Anmerkungen zur Unternehmensbewertung wenden wir
uns der Besteuerung des Unternehmens im Mehr-Perioden-Modell zu.%” Unserem
Ansatz einer Schedulensteuer folgend wird die Realinvestition in einer eigenen Steu-
erschedule der Besteuerung unterzogen und erhélt in jedem Zeitpunkt t = 1,...,T

eine eigene Bemessungsgrundlage

——N+1

Zur Berechnung der Steuerschuld greifen wir unseren Ansatz aus Kapitel 2.5.1 auf
und passen diesen an das Mehr-Perioden-Modell an. Wir nehmen an, dass wir dem
Unternehmen in allen Zeitpunkten ¢ = 0,...,7T exogen vorgegebene und unsichere
Buchwerte

gi\/ +1
beilegen konnen. Die Marktwerte der Realinvestition XN/tU werden im Allgemeinen

nicht den Buchwerten der Realinvestition Eiv *+1 entsprechen. Die Buchwerte sind

ein ebenfalls an F adaptierter Prozess mit
> N+1 BN SN
BNt = (BN gVt BNt

N+1
BO

Der heutige Buchwert sei als bekannt und sicher vorausgesetzt. Im Zeitpunkt

t = T ist die Realinvestition vollstéindig abgeschrieben und es gilt EJTV +1 = 0. Die
—~—N+1
Abschreibung der Realinvestition AfA,  ist fiir die Zeitpunkte ¢ > 0 definiert als

Differenz der Buchwerte

Der steuerliche Gewinn bzw. Verlust des Unternehmens bemisst sich an der Differenz

von Cashflow und Abschreibung.

95. Siehe Irle (2003, S.70ff).

96. Siehe Irle (2003, S.79f).

97. Auch im Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Besteuerung bezeichnen wir den fairen Preis
des Unternehmens im Zeitpunkt ¢ mit VtU’T.
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Definition 3.15 (Gewinn und Verlust: Unternehmen im Zeitpunkt ¢). Der Investor

hdlt Anteile am Unternehmen im Zeitpunkt t.

— FEin steuerrechtlicher Gewinn éi\/ *1 qus der Beteiligung am Unternehmen ist

im Zeitpunkt t gegeben, sofern
éiVH = 6’\}7} —miwrl >0
15t.
— FEin steuerrechtlicher Verlust éivﬂ aus der Beteiligung am Unternehmen ist
im Zeitpunkt t gegeben, sofern
éiVH .= CF, —mi\fﬂ <0
15t.

Die Bemessungsgrundlage der Steuer im Zeitpunkt ¢ aus der Beteiligung am Unter-
nehmen entspricht dem Produkt aus steuerlichem Gewinn oder Verlust éi\/ 1 und
der Beteiligung (—1 < IA-thH < 1) am Unternehmen”®

—~N4+1 ~ ~ ~
TB, (HN{Y):= BNT'GN,

wobei wir I;TZZFV 1 = 0 setzen.”? Damit lisst sich die Steuerschuld aus der Beteiligung

am Unternehmen HV+! im Zeitpunkt ¢t wie folgt darstellen:

Definition 3.16 (Steuerschuld: Unternehmen im Zeitpunkt ¢). Die Steuerschuld

aus der Beteiligung am Unternehmen berechnet sich im Zeitpunkt t durch

TGHt]\iJlrlGl{/Vv‘-l; GiV+1 >0

TVHNTIGN G <0

P N 1 ~
Taz,  (ANT') =

Satz 3.17 (Messbarkeit der Steuerschuld des Unternehmens). Die Steuerschuld
— N+1
Tax, - ist auf jeder Teilmenge A der Algebra Fy messbar und an F adaptiert.

Beweis. Der Beweis ist analog dem Beweis aus Satz 3.12 zu fithren. Wir miissen
lediglich die Dividende l~?,§ durch den Cashflow C'F; ersetzen und beachten, dass die
6'\}/4} nach Voraussetzung an F adaptiert sind. |

98. Im Ein-Perioden-Modell haben wir die Beteiligung am Unternehmen durch den Parameter x 41
dargestellt. Auch im Mehr-Perioden-Modell ist der Investor jederzeit in der Lage seiner steuer-
lichen Verpflichtung aus der Beteiligung am Unternehmen nachzukommen.

99. Das entspricht unseren Modellannahmen zum Handel im Zeitpunkt 7.

7



8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

Die gesamte Steuerschuld des Investors im erweiterten Modell bestehend aus der
Investition in das Unternehmen sowie aus den gehaltenen Basistiteln des Kapital-

marktes belduft sich im Zeitpunkt ¢ auf

N+1 .
. i~
Tax,(H,_,) = Z(Taa:t(Hg_l))i, (3.29)
=1
~T ~ ~ ~
wobei wir H, ; = (H! |, H? ,,--- , HNT) definieren.

Wenden wir uns nun dem Cashflow nach Steuern 6?: zu und definieren diesen
fiir die Zeitpunkte t =1,...,T durch

GﬁNHéNH. éN-H >0
SNAL AT SNAL AT Ty Gy Gy =
HZCF, = H7 OF, ~ V I N+1ANAL. AN+1
TVH, TGy Gy <0

bzw.
~ — ~ — —~— N+1 ~
HNTICF] = ANYICF, — Taz,  (HNTY). (3.30)
Es sei dariiber hinaus angemerkt, dass auch die Cashflows nach Steuern einen an F

adaptierten Prozess darstellen
CF = (CF,,CFy,...,CFy),

da CF + und Et an F adaptiert sind und die Steuersétze 7¢ und 7V auf jeder Teil-
menge A der Algebra F eindeutig festgelegt sind.!®0
Eine Realinvestition ist absicherbar, falls fiir alle t = 1,...,T eine Handelststra-
tegie H mit
HY'CFy = 67 (H) (3.31)
existiert. Um sicherzustellen, dass unsere Realinvestition replizierbar ist, setzen wir

den Markt im Mehr-Perioden-Modell als vollstédndig voraus.

Annahme 3.18 (Vollstdndiger Markt). Der Markt mit asymmetrischer Besteue-

rung ist vollstindig.

Betrachten wir jetzt die Arbitragefreiheitsbedingung im erweiterten Mehr-

Perioden-Modell mit Realinvestition.

100. Siehe Satz 3.12.
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Satz 3.19 (Arbitragefreiheit im erweiterten Modell). Es liegt ein arbitragefreier Ka-
pitalmarkt, der einer Besteuerung nach Definition 3.6 unterliegt, vor. Der Markt ist
um eine replizierbare Realinvestition mit folgenden Preisen und Dividenden erweitert

~ VU 0\ -, CF,

§t,t:0,...,T—1 = ) §T = ) Qt,t:l,...,T =

S 0 Dy
Die Realinvestition wird entsprechend 3.29 in einer eigenen Schedule besteuert, dann
sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Das um eine Realinvestition erweiterte Modell ist arbitragefrei.
(i) Die Gleichung
hdlt in den Zeitpunktent =0,...,T — 1.

Beweis. Mit den Ergebnissen aus Satz 3.13 und 3.31 sind wir in der Lage, den
Beweisweg von Irle (2003, Satz 3.16 ) ohne Modifikation zu iibernehmen.

Setzen wir zunichst die Arbitragefreiheit des erweiterten Modells voraus und
nehmen des Weiteren an, dass P(HN VY™ < HT'S,) > 0 oder P(HN VYT >
HT'S;) > 0 sei. Beginnen wir mit P(HYNMVY™ > HTS,) > 0 und m als den

maximalen Zeitpunkt an dem i) verletzt ist. Wir definieren ein

mit X©5 =1 und P(X%E;H > 0) = 1 und setzen HY+! = ﬁfr\{j_'ll
Des Weiteren konstruieren wir mit A = {HN*'V,%" > HTS,.} eine Handelsstra-

tegie durch

_ITIN-H
_ 0 - _ - 0
H,, =14( + (HNTWET - HE S X, + )
H,,
0

sowie mit H; = 0 fiir alle i # m. Dann ist 6{(&) = 0 fir alle i # m,m + 1. Im
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Zeitpunkt m erhalten wir

oT.(H) = —H. S,
= —14(—HYTWUT 4 (HNHYYUT _gTS Y+ HLS,,) = 0.

Im Zeitpunkt m + 1 erhalten wir unter Beachtung von E;L 1= Serl + é;ﬂ

- =~ ~T ~1
m+1(ﬁ) = ﬂmzm—&-l

o . S _
= 1A(—H7]X+1V753:1 - Hﬁ“C‘FmH + HE (S + Dy 1)+
+ (HNTWET — HES) X, Vi)

In einem vollstdndigen Markt ist JLNI,JXHET?;H = ﬁ,ﬂ(@nﬂ + 5;“) - JLNIT],;HgmH

und somit

1 (H) = 1A(*ﬁ[ﬁ+1‘7153:1 — HY(Sm1 + Djpy) + Hb 1 S+
T Qo T 7 U T & 7
+ Hyp(Sme1 + Dyy) + (Hy VT = HySin) X Vo).

Da wir m als den maximalen Zeitpunkt gesetzt haben, an dem i) verletzt ist, hat

in m + 1 die Gleichung ﬁ,ﬁ}ﬁ; = Ng; 11 §m+1 Giiltigkeit und wir erhalten unter
Beriicksichtigung von HN+! = flﬁiﬁ
Ori1 () = La((HN VT = Hp50) X, V010) 2 0

mit P(J], +1(ﬁ ) > 0) > 0. Demzufolge haben wir eine Arbitrage im erweiterten
Modell.

Betrachten wir P(ﬁ%*lvgﬁ < I:TnTlgm) > 0 und setzen wiederum m als den
maximalen Index, an dem i) verletzt ist. Wir konstruieren diesmal mit B =
{f[ﬁ“%{” < HTS,.} eine Handelsstrategie durch

e
7 0 7T & rrN+1v U 0
fm:]-B( +(H Sm— Hy "V )X - N )
Hp,
0
sowie mit H ;, = 0 fur alle ¢ # m. Damit erhalten wir ebenfalls eine Arbitrage

im erweiterten Modell. Demzufolge gilt bei Arbitragefreiheit im erweiterten Modell
PNIgVJrl‘ZU’T = ﬁ[tTgt fur allet=0,...,7 — 1.

Setzen wir nun H}Y HVtU’T = H['S; voraus und nehmen eine Arbitrage im erwei-
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terten Modell an mit

wobei H; die Handelsstrategie im zugrunde liegenden Kapitalmarktmodell ist. Wir
setzen wiederum I:TZN o E[ﬁ Jfl und erzielen mit dieser Handelsstrategie im Zeit-

punkt ¢ = ¢ Entnahmen in Hohe von

~T ~T ~

5T(H) = H, ,V; — H, 5,

1 =1

mit E: = S@ + EZT und erhalten

. ~T _ . - . __ ~T _ . .
OT(H) = H; V7 + HNT'WIT + BN\ CF; — (H; S+ HY VI,

Aufgrund ﬁ,ﬁTl‘ZU’T = flzng und Erﬁ#ﬁﬁf = ﬁiT_l‘Z-T - E[ZT@ folgt

- ~T _ o - - — T _ o
6 (H)=H,; \V; + HI'Si+ H \V7 — Hl'S; — (H; S; + H]"S;)

~

= (ﬁzel + ﬁifl)T‘N/iT - (ﬁf@ + ﬁfz)ng
Es zeigt sich, dass bei Vorliegen einer Arbitrage im erweiterten Modell auch das
zugrunde liegende Kapitalmarktmodell mit dem Portfolio (H + H)T Arbitrage
ermoglicht. Das zugrunde liegende Kapitalmarktmodell ist nach Voraussetzung je-

doch arbitragefrei. [ |

Satz 3.20 (Eindeutiges dquivalentes Martingalma8}). In einem arbitragefreien und
vollstindigen Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Schedulensteuer ist das

dquivalente Martingalmaf8 Q7 eindeutig bestimmt.

Beweis. In einem vollstdndigen Markt sind alle Realinvestitionen replizierbar, also

existiert auch eine selbstfinanzierende Strategie H mit

f[:1A,x4€]%.

Betrachten wir zwei dquivalente Martingalmafie Q%7 und Q%7 und mit der Darstel-

lung der Wahrscheinlichkeit als Erwartungswert folgt
Q" (A) = Egu-(14) = Egz-(14) = Q*7(A)

fiir beliebig messbare Teilmengen A € Fr. Dann aber ist QU7 = Q7. |

Mit der Annahme exogen vorgegebener Buchwerte ist es uns auch im
Mehr-Perioden-Modell moglich, den fairen Preis einer Realinvestition mit einer

geschlossenen Formel zu berechnen. Die Kenntnis des replizierenden Portfolios ist
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demzufolge nicht notwendig, um den objektiven Preis des Unternehmens zu bestim-

men.

Satz 3.21 (Objektiver und eindeutiger Preis des Unternehmens). In einem ar-
bitragefreien und um eine Realinvestition erweiterten Modell mit asymmetrischer

Schedulensteuer bestimmt sich der faire Preis des Unternehmens eindeutig durch

T
A HY VI = Eo-( Y dTHN{'CF; | F), (3.32)
i=k+1

sofern die steuerlichen Abschreibungen auf exogen vorgegebenen Buchwerten basie-

ren.

Beweis. Nach Satz 3.19 ist fIgVH‘ZU’T = fItTgt Bei Vorliegen eines weiteren Port-
folios H,; muss gelten

~T _ ~ o~

H, S, = H{S,,
da ansonsten eine Handelsarbitrage existiert. Ist z. B

~T

P(HZ gz > ﬁngl) >0

wird eine Handelsarbitrage definiert durch

~ ~T

14(H,— H;), A={H,;S;>H!S;}
~T _ ~ i~
fiir die Zeitpunkte t =4,i+1,...,7T . Die Argumentation bei P(H, S; < HI S;) > 0
ist entsprechend. Damit ist gezeigt, dass ﬁg\/ 'H‘ZU’T eindeutig bestimmt ist.
Mit dem gerade gefundenen Ergebnis und Satz 3.13 gilt

T
ARHY VT = dEH Sy = Bor( 3 dio7(H) | Fi)
i=k+1
und mit 67 (H) = f[ﬁflﬁz erhalten wir 3.32. [ |

Wenn wir zur Berechnung des fairen Preises des Unternehmens die Annahme tref-
fen, dass die Beteiligung bis zum Zeitpunkt ¢ = T'—1 unverédndert bleibt, spezialisiert
sich 3.32 zul%

T
PN+ 717U _ 77N+1 il
HYMaiv'T = HY Y Egr (> dfCF, | Fi). (3.33)
i=k+1
101. In diesem Fall gilt H,i\]“ = H,i\r{l == ngll und wir kénnen H,iVH vor den Erwartungswert

zichen. Sollte eine Anderung an der Hohe der Beteiligung vorgenommen werden, so ist das Anlass
zu einer neuerlichen Bewertung.
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Wir veranschaulichen im folgenden Beispiel die Bewertung eines fiktiven Unterneh-

mens bei asymmetrischer Besteuerung von Gewinnen und Verlusten.

Beispiel 11: Wir legen in diesem Beispiel weiterhin den Kapitalmarkt aus Beispiel
10 zugrunde und erweitern das Modell um ein zu bewertendes Unternehmen. Um die
Rechnung zu vereinfachen, setzen wir voraus, dass sich das Unternehmen die ganze
Zeit vollstédndig in unserem Besitz befindet und setzen fffv =1 fiir t = 0,1 sowie
Hév 1 — 0. Das Unternehmen verspricht Auszahlungen vor Steuern entsprechend

Abbildung 3.4.

Abbildung 3.4: Cashflow des Unternehmens vor asymmetrischer Besteuerung

CFy(uu) = 12

CFi(u)=10 ___
77\,,
/ 6\1?2(”‘1) =8
\ CFo(du) =7
CFi(d)=4 ___
77\,,
CFy(dd) =1
- t
0 1 2

Auf Basis der Cashflows vor Steuern und unter Beriicksichtigung der dquivalenten

risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafle
GQuuu = 0,1425; gy ug = 0,1575; qq.qu = 0,42; q444 = 0,28

berechnet sich der faire Preis des Unternehmens im Modell ohne Steuern im Zeit-

punkt t =0 zu

VY =Y dEQ[CF, | Fyl
t

- 0,3-10+0,7-4
- 1,1
0,1425-12 40,1575 -8 + 0,42 -7+ 0,28 - 1
+
1,21
=527+ 5,12

= 10,39.
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Im Zeitpunkt ¢t = 1 erhalten wir Preise in H6he von

~ 47512 25 -
VlU(u):O’ 75-12+ 0,525 8:9
1,1
wnd 06-7+04-1
Vl(d) = % = 4,18.

Bestimmen wir jetzt den Unternehmenswert VOU’T unter asymmetrischer Besteue-
rung und nehmen dazu an, dass dem Unternehmen in den Zeitpunkten ¢ = 0,1,2 die

Buchwerte

By=7, Bi(u)=8; Bi(d)=5 By=0
beigelegt werden. Der anzuwendende Steuersatz im Zeitpunkt ¢ = 1 ergibt sich durch
CFi(u) — AfA;(u) =10+8—-7=11>0— 7¢
sowie
CFi(d) — AfA,(d)=4+5-7=2>0—7C
und die Cashflows nach Steuern sind

T

CFy(u) = CF1(u) — 7¢(CF1(u) — AfA,(u)) =10 — 0,5- 11 = 4,5
und
CF(d) = CFy(d)l — 79(CF1(d) — AfA,(d)) =4—05-2 =3.

Wir haben in den Ereignissen in ¢ = 2 die folgenden Steuerséitze anzuwenden

—

CFy(uu) — Af Ay(uu) =12 — (8 = 0) =4 — 7€

)

CFy(uu) = CFa(uu) — 7¢(CFy(uu) — AfAg(uu)) = 12 — 0,5 - 4 = 10,
CFy(ud) = CFy(ud) — 7¢(CFy(ud) — AfAy(ud)) =8 —0,5-0 =8,
CFy(du) = CFy(du) — 7¢(CFy(du) — AfAy(du)) =7 —0,5-2 =6,
CFy(dd) = CFs(dd) — 7V (CFy(dd) — AfAy(dd)) =1—10,2- (—4) = 1,8

Wir sind schlussendlich in der Lage das Unternechmen im Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem

84



8 Mehr-Perioden-Modell mit asymmetrischer Steuer

fairen Preis in Hohe von

Vo7 = diEq-[CF, | Fo]
t

0,375 4,5+ 0,625 - 3

1,05

| 0,2038 10 40,1712 8 +0,43269 -6 +0,19231 - 1.8
1,1025

= 3,30 + 5,76

=9,15

zu bewerten. Im Zeitpunkt ¢ = 1 erhalten wir als faire Preise des Unternehmens

~0,54347-10 + 0,45653 - 8

U T
Vi (u) 108

= 8,65

sowie
~0,69231-6 + 0,30769 - 1,8

1,05

VU7 (d) =448

Tétigen wir einen Leerverkauf in das verbriefte Unternehmen, also ﬁg\f = 1 fir

t = 0,1 sowie Hév 1 =0, so erhalten wir in ¢ = 0 eine faire Zahlung in Héhe von

VT = —9,15,

wie sich leicht nachrechnen lisst.192

Anmerkung: Falls im Zeitpunkt T eine steuerliche Beriicksichtigung des Kaufpreises
VtU’T anfallt, ist diese analog zu Satz 2.20 in die Bewertungsformel zu integrieren.

Eine daraus resultierende Steuerzahlung wird mit d7._, diskontiert.

102.
VT =Y d{ Eq-[CF; | Fol
t

0,375 (—4,5) + 0,625 - (—3)

1,05 +
0,2038 - (—10) + 0,1712 - (—8) + 0,43269 - (—6) + 0,19231 - (—1,8)
J’_
1,1025
= 3,39 576

=-9,15
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Ist es Ziel, im Rahmen der Arbitragetheorie und unter Beriicksichtigung asym-
metrischer Steuern einen fairen Unternehmenswert zu ermitteln, muss dem darun-
ter liegenden Kapitalmarkt unbedingt Beachtung geschenkt werden. Wir konnten
aufzeigen, dass die Anwendung der {iblichen finanztheoretischen Modelle in einer
Sackgasse endet, sobald eine Asymmetrie in der Gewinn- und Verlustbesteuerung
unterstellt wird. Der Kapitalmarkt ist in diesem Fall nicht mehr frei von Arbitra-
ge. Auf Basis eines arbitragehaltigen Kapitalmarktes sind Bewertungen, die als Ziel
die Ermittlung eines objektiven Unternechmenswertes haben, schlichtweg nicht mehr
moglich.

Ein moglicher Ansatz, dieses Problem bei asymmetrischen Gewinnsteuern zu um-
gehen, ist die Anwendung der von uns entwickelten Schedulensteuer. Bei unserem
Steuerregime wird jeder Basistitel des Kapitalmarkts in einer eigenen Schedule der
Besteuerung unterzogen. Ein Portfolio bestehend aus mehreren Basistiteln wird
komponentenweise besteuert und die gesamte Steuerschuld des Portfolios errech-
net sich als Summe der einzelnen Steuerschulden dieser Basistitel. Die zweite Be-
sonderheit unserer Steuer ist die Steuersatzermittlung. Bei unserem Ansatz bleibt
die Menge an gehaltenen Titeln bei der steuerlichen Gewinn- bzw. Verlustdefiniti-
on unberiicksichtigt. Hat sich der Preis eines Basistitels zwischen zwei Zeitpunkten
negativ entwickelt, kommt der Verluststeuersatz zur Anwendung, ansonsten der Ge-
winnsteuersatz. Den eindeutigen und fairen Unternehmenswert erhalten wir durch
eine Preisgleichung, die basierend auf einem risikolosen Wahrscheinlichkeitsmafl ohne
Riickgriff auf subjektive Préiferenzen der Investoren auskommt.

Unser Modell lasst sich in vielerlei Hinsicht verbessern. Insbesondere die Tatsache,
dass in der steuerrelevanten Gewinndefinition die Menge an gehaltenen Titeln un-
beriicksichtigt bleibt, stellt aus unserer Sicht eine, wenn nicht sogar die wesentliche
Einschrinkung des Modells dar. Auch ist bei der verwendeten Anzahl an Steuer-
schedulen - eine je Kapitalmarkttitel und Realinvestition - zu beachten, dass ein ver-
gleichbarer Ansatz in realen Steuersystemen bislang nicht vorzufinden ist. Sollte es
gelingen, das Modell hinsichtlich dieser beiden Punkte zu optimieren, wére ein grofier
Schritt in Richtung eines realitétsndheren Modells vollzogen. Dariiber hinaus wiirden
die Implementierung eines eigenen Steuersatzes je Schedule, die Beriicksichtigung
unsicheren Fremdkapitals oder auch die Beriicksichtgung unsicherer Steuerséitze das
Modell wesentlich verbessern. Ebenso ist die Annahme eines Bruttozinses ry > 0,
insbesondere mit Blick auf die Zinspolitik der Européischen Zentralbank in den

nachfolgenden Jahren seit Beginn der sogenannten Finanzkrise in 2007, kritisch zu
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4 Restimee

hinterfragen. Jedoch gilt es zu bedenken, dass bei allen Modellanpassungen die Arbi-
tragefreiheit des Kapitalmarkts gewéhrleistet bleiben muss. Ein weiterer interessan-
ter Aspekt ist die Frage, ob die Aussagen des Modells ihre Giiltigkeit behalten, wenn
anstelle der stiickweise linearen Steuerfunktion eine nichtlineare Steuerfunktion ver-
wendet wird.

Zu diesem Zeitpunkt steht die Beriicksichtigung asymmetrischer Steuern in der
Arbitragetheorie erst in den Anfingen und es bedarf noch vieler Arbeit, um re-
ale Steuersysteme besser beschreiben zu kénnen. Daher ist als offen anzusehen, ob
nicht etwa alternative Ansétze der Besteuerung, die ohne Steuerschedulen auskom-
men, bessere Ergebnisse bei der Beschreibung einer asymmetrischen Besteuerung
von Gewinnen und Verlusten liefern. Eventuell fithrt bereits die Betrachtung der
Steuerwirkung auf die Preise im Zeitpunkt ¢t = 0 auf ein arbitragefreies Modell, dass

ohne den Riickgriff auf Steuerschedulen auskommt.
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A ANHANG

A.1 ABSTRACT

We show that an asymmetric taxation of gains and losses based on a classical fi-
nancial market model violates the fundamental arbitrage postulate. In terms of an
underlying capital market with arbitrage it is unfeasible to find an objective and
unique value of a firm.

To avoid these problems we develop in a finite and discrete time and state model
a simple tax function which leads us to an arbitrage free capital market. Based on
this approach we are able to find a fair value of a firm under asymmetrical taxation

of gains and losses.

A.2 ZUSAMMENFASSUNG

Diese Arbeit befasst sich mit der Beriicksichtigung von asymmetrischen Steuern in
arbitragefreien Finanzmarktmodellen, die zum Ziel haben, einen objektiven Preis
fiir ein Unternehmen zu ermitteln. Dazu zeigen wir ausfiihrlich, dass eine asym-
metrische Besteuerung von Gewinnen und Verlusten basierend auf den klassischen
finanztheoretischen Modellen zu einem arbitragehaltigen Kapitalmarkt fiihrt. Mit
diesem Ergebnis ist jegliche Bewertung im Rahmen der objektiven Bewertungslehre
hinfallig.

Um die aufgezeigten Schwierigkeiten zu umgehen, entwickeln wir im Rahmen ei-
nes endlich-dimensionalen sowie zeit- und zustandsdiskreten Modells eine einfache
Steuerfunktion, die mit dem Arbitragefreiheitspostulat einhergeht. Auf Basis eines
arbitragefreien Kapitalmarktmodells gelingt uns schlussendlich die Bewertung eines

Unternehmens mit einem fairen und eindeutigen Preis.
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