Masterarbeit

Im Masterstudiengang fur das Lehramt an Integrierten Sekun-

darschulen und Gymnasien an der Freien Universitat Berlin

Mein Mathe-Skript 2.0 —

Exemplarische Uberarbeitung eines Vor-
lesungsskripts unter hochschulmathema-

tikdidaktischen Gesichtspunkten

1. Prfer: Dr. Benedikt Weygandt

2. Pruferin: Prof. Dr. Brigitte Lutz-Westphal

vorgelegt von:

Vorname, Nachname: Alexandra Rezmer

Abgabedatum: 19.10.2021



Inhaltsverzeichnis

AbbildungsverzeiChnis .......ccooooii i) 4
ADKUrzUNgSVErzZeIiChNIS ...oouveiiiiiiieeei e 5
1. EINIEIUNG o 6

2. Herkdbmmliche Angebote und deren Nutzung in der

Ubergangsphase zu einem Mathematikstudium ................ 10
2.1 Die Lerngelegenheit der Ubungen ..........c.ccceeevevveecceeiece e, 11
2.2 Die Lerngelegenheit der Ubungsaufgaben .............ccoceeeveecereennnee. 12
2.3 Die Lerngelegenheit der Vorlesungen ...........cccccooeeeeeviiiiiiiiiiineeeenn, 12

2.4 Die Nutzung von typischen Lerngelegenheiten durch Studierende in

der EINgangSPNaSE ........cuvuiiiii e 14

3. Exemplarische Angebote zur Unterstitzung der

Schnittstelle Schule = Hochschule ... 18
3.1 Das Schul-Hochschulprojekt ,Mathe Plus Aachen® ........................ 18
3.2 Das Modul ,Mathematisches Probleml6sen und Beweisen“........... 20

4. Die Idee eines innovativen Vorlesungsskripts: Das

MMS 2.0 e 22
4.1 RahmenbedinQUNQEN..........cooiiiiieiic e 22
4.2 Ziele und INtENLIONEN ... 23

5. Ansatzpunkte fir eine Umsetzung des MMS 2.0............ 25



oY 0111 0T 1 [T WO 25

9. 1.1 FOIMAL....oi it 25
5.1.2 DECKDIALL ... 26
5.1.3 BedienungSan|eitunNg..............uuuuuemmmmimmiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiinieiiieeeeeees 26
5.1.4 Farb- und RandeinSatzZ...............uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieees 27
5.1.5 INhaltSVerzeiChnis. ... 28
5.1.6 Das griechische Alphabet, Symbolik und Bezeichnungen........ 29

5.2 HaNAIUNGSTAUME ....oooiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt 32
5.2.1 ArbeitSAUTIAQGE ... uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiie e 35

5.3 Aufbau: Exploration — Vorlesung — Reflexion............ccccvvvieennn. 44
TR Tt B o] (o = L1 [ o 44
5.3.2 VOIlESUNG ...ttt a7
5.3.3 REFIEXION ...eviiiiiiiiiiiiiiiii 55

6. Manual an Hochschuldozierende .........c.ooooviiiiiiiiiiinnnnn. 57
7. Reflexion der Arbeit ..., 60
7.1 Probleme und Grenzen desS MMS 2.0.........oovviiieiiiiiiiiiiiiiiieeee e 60
7.2 Weitere Moglichkeiten des MMS 2.0 ......ooovvviiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieieeeeeee 61
7.2.1 Wie man beweist, dass........ccoovviiiiiiiiiieeeeee e 61
7.2.2 Vorgegebene Visualisierungen ..........cccceeeeeviiiiiieeeeiici e, 62
7.2.3 Prufen vOn BEWEISEN ...........uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee 63



7.2.4 Beispiele im AlIgEMEINEN ..........uuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieees 63

7.2.5 Alternative EXplOrationen .........cccooeeeviiiiiiiiiiiieeeeeeeeeecee e 65
8. FAZI e 66
ANNANG 70
LiteraturverzeiChnis ..o 105



Abbildungsverzeichnis
Abbildung 1: Ausschnitt aus dem Skript nach Werner (2021, S. Ill)......... 28
Abbildung 2: Ausschnitt aus dem MMS 2.0 (S. 3) ccoooeieviiiiiiiiiiiieeeeeeeeeies 28

Abbildung 3: Ausschnitt aus dem Glossar fur Symbole und Bezeichnungen
ES MMS 2.0 (S. 5) toieeiiiiiiiitiiii ettt e e e 30

Abbildung 4: Beispiel fur einen ,aul3eren Impuls® im Skript nach Werner
(202, S, 7 )it 38

Abbildung 5: Beispiel fur einen ,auf’eren Impuls“im MMS 2.0 (S. 19).....38

Abbildung 6: Vergleichen von Aussagen in Hinblick auf eine Beweisidee im
Y SR I (S T 72 T 40

Abbildung 7: Beispiel fur das Erganzen von Beweisen im MMS 2.0 (S. 16)

Abbildung 9: Beispiel zur vollstandigen Induktion im MMS 2.0 (S. 11).....51

Abbildung 10: Beispiel fir das Uberspringen von Beweisschritten bei
Werner (2021, S. 8) ..coeiieiiii i 53

Abbildung 11: Freiwillige Ubung im MMS 2.0 (S. 23ff.), Abstande verandert

Abbildung 12: Manual an Mathematikhochschuldozierende .................... 59

Abbildung 13: Ausschnitt aus einer moglichen Exploration bei Werner
240 7 s T N TSR 65

Abbildung 14: Veranderte Exploration von Werner (2021, S. 17) im Sinne

einer EXplorationSphase ........c..uiviiiiiiiii e 66


file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890271
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890272
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890273
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890273
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890274
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890274
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890275
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890276
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890276
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890277
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890277
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890278
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890278
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890279
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890280
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890280
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890281
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890281
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890282
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890283
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890283
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890284
file:///C:/Users/radon/Desktop/Masterarbeit%20Mathe-Skript%20final!.docx%23_Toc94890284

Abkurzungsverzeichnis

IMP A C e Mathe Plus Aachen
MMS 2.0 e Mein Mathe-Skript 2.0
MPB ..o, Mathematisches Problemlosen und Beweisen



1. Einleitung

Die Bewaltigung des Ubergangs von der Schule in die Hochschule ist fiir
alle Studienanfanger/-innen mit Herausforderungen verbunden (Roth et al.,
2015, S. Vff). Inaquale Lehrstile, Einstellungen und Denkmuster, eine
differierende Organisation an beiden Bildungseinrichtungen, sowie
verschiedene Anspriche an eine selbststandige Arbeitshaltung, wie
beispielsweise der Einsatz von Lernstrategien, demonstrieren nur einige
dieser Ubergangsschwierigkeiten (Blomeke, 2016, S. 3). In den
vergangenen Jahren bildet vor allem die Transitionsphase von der Schule
zur Hochschule den Schwerpunkt mathematikdidaktischer Forschung
(Moser-Fendel & Wessel, 2019, S. 8). Die Grundlage dafir stellen
tberdurchschnittich hohe und frihe Studienfachwechsel-' bzw.
Abbruchquoten? von Mathematikstudierenden in der
Studieneingangsphase dar. Als Hauptursachen fur diese Problematik
werden unter anderem der andersartige Charakter der Hochschul- und
Schulmathematik (Gueduet, 2008, S. 245) sowie Differenzen in den
Lerngelegenheiten und deren Nutzung vermutet (Gueduet, 2008, S. 249f.).
Die speziellen Erfordernisse bei dem Ubertritt von der Schule an die
Hochschule im Fach Mathematik wurden in den vergangenen Jahren z.B.
von Rach et al. erforscht, welche auch insbesondere zwei Umbriiche
verorten. Den ersten stelle ebenfalls die ,Charakterverschiebung des
Lerngegenstandes Mathematik® (Rach et al., 2014, S. 207f.) dar. Wahrend
mit der Schulmathematik oftmals das Anwenden von Mathematik in der

Lebenswelt der Schiler/-innen und Berechnungen nach vorgegebenen

1 Nach Dieter (2012, S. 59ff.) betragen die Abbruchquoten deutschlandweit im Studienfach
Mathematik (Diplomstudium) im Durchschnitt 82,6% bei weiblichen und 78,7% bei mannli-
chen Studierenden, was einen hoheren Anteil darstellt als in allen anderen Studienberei-
chen.

2 Nach Dieter (2012, S. 60f.) betragen die Studienfachwechselquoten im Zeitraum seit dem
Wintersemester 2000/01 bis 2007/08 im Studienfach Mathematik (Bachelor) nach zwei
Fachsemestern im Durchschnitt 35,3% und im Studienfach Mathematik (Diplom) im Durch-
schnitt 45,3 % bei weiblichen und 33,9 % bei mannlichen Studierenden, was einen gréRRe-
ren Anteil als in allen anderen Studienbereichen darstellt. Mit Studienfachwechselquote
wird hier der Anteil der Studienanfanger/-innen beschrieben, der nach einer bestimmten
Semesteranzahl das begonnene Studium nicht weiter fortgesetzt hat.



Algorithmen assoziiert werden (Thomas & Klymchuk, 2012, S. 286), wird
die Mathematik der Hochschullehre aus einer wissenschatftlichen
Perspektive betrachtet (Rach & Heinze, 2013, S. 125). Diese zeichne sich
im Gegensatz zu der Schulmathematik durch einen axiomatisch-deduktiven
Theorieaufbau mittels formal aufgefihrter Definitionen, Satze und Beweise
aus (Halverscheid & Miiller, 2013, S. 118). Den zweiten Umbruch bei dem
Ubergang von der Schule in die Hochschule bilde die ,Veranderung des
Lehrangebots und des damit zusammenhéngenden erforderlichen
Nutzungsverhaltens® (Rach et al., 2014, S. 208). Dabei ist vor allem die
Relevanz des Selbststudiums in vielen Studiengdngen hervorzuheben
(Rach, 2014, S. 142), welche im Gegensatz zur Schule mehr
Eigenverantwortung der Studierenden erfordert. Solche und weitere
Diskrepanzen resultieren unter anderem in geringerem Selbstbewusstsein
und kognitiven Hindernissen bei Studierenden in der Eingangsphase
(Grieser, 2016, S. 664). Unzufriedenheiten nicht nur auf Seiten der
Studierenden, sondern auch der Hochschullehrenden, sind die Folge
(Langemann, 2015, S. 70). Insbesondere Lehramtsstudierende der
Mathematik lassen Enttauschungen und Frust erkennen, da sie zusatzlich
eine mangelhafte Vorbereitung auf den Lehrendenberuf kritisieren
(Beutelspacher et al.,, 2011, S. 5f.), welcher weniger mit dem
mathematischen Hochschulstudium in Verbindung gebracht wird (Grieser,
2015, S. 90). Sie erleben somit nicht nur eine Diskrepanz bei dem Ubergang
von der Schule in die Hochschule, sondern dariber hinaus eine zweite bei
dem Eintritt in das Berufsleben (Hefendehl-Hebeker, 2013, S. 1f.).3

Vor diesem Hintergrund wurden bereits verschiedene mathematikdidakti-
sche Unterstltzungsmalinahmen entwickelt, welche darauf ausgerichtet
sind, Studierende der Mathematik bei den erlebten Diskontinuitaten zu ent-

lasten. Ein Uberblick dazu findet sich unter anderem bei

3 Die Problematik des Ubergangs von der Schule in das Mathematikstudium und nach dem
Studienabschluss zuriick an die Schule, wurde bereits 1908 von Klein als ,doppelte Dis-
kontinuitat” (Klein, 1908, S. 2) thematisiert, ist jedoch immer noch aktuell, was deren hohen
Stellenwert besonders deutlich macht.



Ableitinger et al. (2013) und Roth et al. (2015). In dieser Arbeit interessieren
vor allem Ansatze, die die erste Diskontinuitat, also den Einstieg in das Stu-
dium und somit den Ubergang von der Schulmathematik in die universitare
Mathematik, thematisieren. Mit ,Ubergang“ wird in den Untersuchungen von
Gueduet (2008, S. 238) die Zeitspanne der zwei Jahre vor der Aufnahme
des Hochschulstudiums und der zwei Jahre nach eben diesem Zeitpunkt
benannt. Somit setzen mogliche FérdermalRnahmen bereits in der gymna-
sialen Oberstufe im Sinne von vertiefenden Wahlfachern oder Arbeitsge-
meinschaften an, um Schiler/-innen auf ein mogliches Hochschulstudium
vorzubereiten, wie z.B. das IMPACt-Projekt (Heitzer, 2015). Auch in der Zeit
zwischen dem Gymnasialabschluss und dem Beginn des Studiums gibt es
zahlreiche Mal3nahmen, die den Einstieg in das Studium erleichtern sollen,
wie etwa verschiedene mathematische Vor- und Briickenkurse.* Daneben
spielen auch semesterbegleitende Angebote eine grof3e Rolle. Zu Letzte-
rem gehdren beispielsweise die Einrichtung von Lernzentren fur Studie-
rende der Mathematik, Tutor/-innenschulungen und diagnostische Tests
(Biehler, 2018, S. 13). Weiterhin findet an vielen Universitaten bereits eine
explizite Umgestaltung von Lehrveranstaltungen statt, welche den Fokus
starker auf methodische Aspekte der Mathematik legen als traditionelle Ver-
anstaltungen, wie z.B. das Modul ,Mathematisches Problemlésen und Be-
weisen“ (Grieser, 2016). ,Weniger verbreitet sind Konzepte, wie man An-
fangervorlesungen in Mathematik wie Analysis und Lineare Algebra im Hin-
blick auf eine Transitionsdidaktik umgestalten kénnte“ (Biehler, 2018,
S. 13). Einen entsprechenden, oft hervorgehobenen Ansatz bilden die so
genannten ,Schnittstellenaufgaben® (Bauer, 2013a; 2013b), welche sich

leicht in eine Lehrveranstaltung einbauen lassen (Biehler, 2018, S. 13).

Wahrend der Fokus vieler Forderangebote explizit auf die Umgestaltung
des Prasenzlernens gelegt wurde, indem beispielsweise neue Veranstal-
tungstypen erprobt wurden, soll sich diese Arbeit mit der Anregung eines

gehaltvollen Selbststudiums befassen, um dadurch eine Mdglichkeit der

4 Ein umfangreicher Uberblick zu Vor- und Briickenkursen als FérdermaRnahme findet sich
bei Bausch et al. (2014).



Verbindung des Selbst- und Prasenzstudiums zu erreichen. In diesem Zu-
sammenhang soll eine Mdglichkeit aufgezeigt werden, eine lernforderliche
Umgestaltung bereits existierender Lehrveranstaltungen zu erreichen, die
ebenfalls leicht in bestehende Veranstaltungen integrierbar wéare. Dabei soll
das Medium im Vordergrund stehen, welches nicht nur in Prasenz-, sondern
auch im Selbststudium genutzt werden kann, jedoch erfahrungsgeman bei
vielen Studierenden und der Hochschulmathematikdidaktik gro3tenteils au-
Rer Acht gelassen wird: Das Vorlesungsskript.> Unter dem Titel ,Mein Ma-
the-Skript 2.0 — Exemplarische Uberarbeitung eines Vorlesungsskripts un-
ter hochschulmathematikdidaktischen Gesichtspunkten®, wird in dieser Ar-
beit somit die Idee des ,Mein Mathe-Skripts 2.0“® vorgestellt — ein Skript,
welches nicht ausschlie3lich darauf ausgerichtet ist, die formal aufgebaute
Mathematiktheorie widerzuspiegeln, die bereits in der Vorlesung themati-
siert wird. Mithilfe dieses Skripts soll ein lernenendenzentrierter Ort ge-
schaffen werden, der den individuellen Lernweg dokumentieren lasst und
eine aktive Auseinandersetzung mit der Mathematik wie sie an der Hoch-

schule gelehrt wird, ermdglicht.

Um die Motivation eines solchen Skripts und dessen Entstehung zu begrin-
den, setzt die Arbeit an einem der in der Forschung verorteten Umbriche
von Schule zu Hochschule, dem Wandel von Angebot und Nutzung, an. Aus
diesem Grund beginnt die Arbeit mit einer Ausfihrung zu herkdmmlichen
Angeboten der Universitat, sowie zwei ausgewahlten, bereits existierenden
Fordermal3nahmen, die das Erlernen der Hochschulmathematik in der Stu-
dieneingangsphase entlasten sollen. Weiterhin werden die Idee und Ziel-
setzung des erstellten MMS 2.0 spezifiziert. Im Anschluss befindet sich die

begrindete Vorstellung des konstruierten Skripts anhand konkreter

5 Dass das Vorlesungsskript bei vielen Studierenden im Selbststudium eine Nebenrolle
spielt, wird an dieser Stelle aus der Auseinandersetzung mit Goller (2020) gefolgert, der
sich mit selbststandigem Lernen von Mathematikstudierenden in der Studienanfangsphase
befasst hat. Dass das Vorlesungsskript von der Hochschuldidaktik auer Acht gelassen
wird, wird aus der Tatsache gefolgert, dass der Autorin trotz einer ausgiebigen Auseinan-
dersetzung mit dieser Thematik keine bisher ergriffenen Malnahmen zu einer didaktischen
Aufwertung oder Umgestaltung eines Hochschulskripts bekannt sind.

6 Im Folgenden wird der Ausdruck ,Mein Mathe-Skript 2.0“ der besseren Lesbarkeit wegen
mit ,MMS 2.0“ abgekuirzt.



Beispiele, welche in einer Ubersicht, einer Art ,Manual“ fir Hochschuldozie-
rende mindet. AbschlieRend folgt eine Reflexion des MMS 2.0 und ein Fa-
zit, welches die wichtigsten Aspekte dieser Arbeit zusammenfassend dar-

stellt.

2. Herkommliche Angebote und deren Nutzung in der Uber-

gangsphase zu einem Mathematikstudium

Der schulische Unterricht wird angelehnt an Fend (1998, S. 571f.) als ein
Angebot von Lerngelegenheiten interpretiert, welches von Schiler/-innen
genutzt werden kann. ,Dabei geht es nicht [...] um schlichte Ubertragung
von Wissen“ (Reiss & Hammer, 2013, S. 16). Das gestellte Angebot kann
durch individuelle Einflussfaktoren wie beispielsweise das fachliche, fachdi-
daktische und padagogische Wissen der Lehrkraft oder systemische Ein-
flisse wie verschiedene Charakteristika der Schule (z.B. Lehrplane und Bil-
dungsstandards) beeinflusst werden (Reiss & Hammer, 2013, S. 16). Auch
die Nutzung des Angebots durch die Schuler/-innen ist nicht durch eine
reine Aufnahme des Angebots bestimmt. Wie oft und wie nachhaltig unter-
richtliche Lerngelegenheiten von Schiiler/-innen genutzt werden, h&ngt von
verschiedenen Faktoren ab, wie beispielsweise von der Qualitat des Unter-
richtsmaterials sowie von individuellen, kognitiven, motivationalen und so-
zialen Aspekten (Helmke & Schrader, 2006, S. 7).

Das vorgestellte Denkmodell von Angebot und Nutzung in schulischen Kon-
texten konnte auf die universitdre Lehre Ubertragen werden. Diese stellt
ebenfalls Angebote, welche von den Studierenden als Lerngelegenheiten
genutzt werden konnen. In erster Linie spielen bei typischen Mathematik-
veranstaltungen folgende drei konstitutiven Elemente eine Rolle: Die Vorle-
sung, die wochentlichen Hausaufgabenzettel und die Ubungen (Piischl,
2019, S. 8). An der Freien Universitat Berlin wird flr eine typische Einstiegs-
vorlesung wie die Analysis 1 ein allgemeiner Arbeitszeitaufwand von 300
Semesterstunden gerechnet, wobei davon 60 Stunden fur die Prifung und

10



deren Vorbereitung im Selbststudium vorgesehen sind (Das Préasidium der
Freien Universitat Berlin, 2013, S. 603), die im Folgenden nicht genauer
thematisiert werden. Naher eingegangen wird als Nachstes auf die Ubun-
gen, Ubungsaufgaben, Vorlesung und deren Nutzung in der Studienein-
gangsphase. Die Angaben fur den Zeitaufwand pro Modul beziehen sich
dabei auf das Einstiegsmodul Analysis 1 der Freien Universitét Berlin, wobei

diese Angaben auch anderen vergleichbaren Modulen &hneln.

2.1 Die Lerngelegenheit der Ubungen

In wochentlich stattfindenden Ubungen bzw. Tutorien werden in erster Linie
erarbeitete Losungen der Hausaufgabenzettel besprochen (Puschl, 2019,
S. 16). Im Idealfall kommen dabei die Lernenden ins Gesprach und es wird
Raum fir Fragen jenseits der Ubungsaufgaben gegeben (Puschl, 20109,
S. 17). Hierbei kdnnen die Tutoren und Tutorinnen fir den Lernerfolg von
Studierenden relevant sein. Einerseits fungieren sie als Vermittler/-innen
zwischen Studierenden und Dozierenden (Puschl, 2019, S. 10), anderer-
seits kommt ihnen im besten Fall auch eine Art Moderations- und Motivati-
onsrolle zu. So wird auf der Homepage der Freien Universitat Berlin bei-

spielsweise zu der Aufgabe von Tutoren und Tutorinnen folgendes erklart:

Ihre Aufgabe besteht weniger darin, Dinge ,vorzumachen®, als vielmehr die
Teilnehmer*innen zu eigenen Beitragen zu motivieren. Im Idealfall wird
ein*e gute*r Tutor*in wenig reden sondern darauf achten, dass die Teilneh-
mer*innen ihre erarbeiteten Lésungen vortragen und miteinander darlUber
ins Gesprach kommen. Dabei moderiert der/die Tutor*in die gemeinsame
Diskussion. (Ablauf der Tutorien und Aufgaben von Tutoren, 0. D.)

Auch in der Studienordnung der Freien Universitat Berlin wird festgelegt,
dass Studierende sich bei dieser Lernform aktiv im Rahmen einer
Ausarbeitung von Losungen der Ubungsaufgaben und einer Beteiligung an
Diskussionen, einbringen sollten (Das Préasidium der Freien Universitat
Berlin, 2013, S. 603). Dabei betragt der Arbeitsaufwand fur die Prasenzzeit
der Ubung 30 Stunden und fiir die Vor- und Nachbereitung der Ubung 45

11



Stunden pro Modul (Das Prasidium der Freien Universitat Berlin, 2013, S.
603).

2.2 Die Lerngelegenheit der Ubungsaufgaben

Die Ubungsaufgaben stellen eine Besonderheit des Mathematikstudiums
dar. Oftmals sind diese wochentlich abzugeben und werden parallel zu den
Mathematikvorlesungen bearbeitet, um behandelte Inhalte der Vorlesung
anzuwenden (Puschl, 2019, S. 8). Das Bearbeiten von Ubungsaufgaben
fungiert neben der Unterstitzung des Lernens oftmals zusatzlich als eine
der Voraussetzungen fir das Bestehen von Prifungsleistungen
(Liebendorfer, 2018, S. 22f.). Typischerweise missen mindestens 50% der
Gesamtpunktzahl der Hausaufgabenzettel erreicht werden, um an der
Klausur am Ende des Semesters teilnehmen zu kénnen (Liebendorfer,
2018, S. 22f). Oftmals birgt die Bearbeitung solcher Ubungsaufgaben
insbesondere bei Studierenden in der Eingangsphase einen hohen
Zeitaufwand, so dass diese in die Zeiten des Selbststudiums fallt (Goéller,
2020, S. 4). Fur die Bearbeitung der schriftichen Ubungsaufgaben in der
Analysis 1 sind laut Studienordnung 45 Stunden pro Modul vorgesehen
(Das Prasidium der Freien Universitat Berlin, 2013, S. 603).

2.3 Die Lerngelegenheit der Vorlesungen

Bereits 1928 problematisiert Toeplitz die ,Spannungen zwischen den Auf-
gaben und Zielen der Mathematik an der Hochschule und an der héheren
Schule® (Toeplitz, 1928, S. 1) und beschreibt in einem gleichnamigen Vor-

trag die mathematische Hochschullehre wie folgt:

Ihre Vorlesungen sind ausgesprochenermafien auf das Stoffliche einge-
stellt. Sie lehren Tatsachen und betrachten Tatsachen stillschweigend als
das einzig gultige Ziel. Die Tatsachen werden — das ist die Norm, und ver-
einzelte Abweichungen von der Norm haben in diesem ganzen Vortrag nur
ein untergeordnetes Interesse — um ihrer selbst willen als absolute Werte
hingesetzt, deren &aulR3ere oder innere Notwendigkeit zu motivieren

12



uberflissig ist. Und dieselben Tatsachen bilden hernach als ,abfragbares

\é\)/issen“, die Grundlage der abschlieRenden Prifungen. (Toeplitz, 1928, S.
Die universitaren Vorlesungen seien demnach auf das Unterrichten von
Inhalten bzw. ,Tatsachen“ ausgerichtet, welche gultig sein missen und
letztendlich als ,abfragbares Wissen® gepruft werden. Aktuellere Literatur
bestatigt, dass sich die Situation an der Universitat, wie sie Toeplitz
beschrieb, in den letzten 100 Jahren kaum geandert habe. Vorlesungen
finden nach wie vor unter einer instruktionalen Lehr-Lern-Perspektive statt
(Reiss & Hammer, 2013, S. 23). Die Vermittlung von Wissen an einer
Hochschule besteht aus einer Darbietung der fertigen mathematischen,
formalen Theorie, welche durch die drei Kernelemente Definition, Satz und
Beweis gekennzeichnet ist, wobei aullerhalb dieser ,Tatsachen® keine
tiefere Auseinandersetzung mit den Prozessen, die zu eben diesen gefuhrt
haben, stattfindet (Rach & Heinze, 2013, S. 126). Des Weiteren erfolgt die
Wissensvermittlung durch das aktive Prasentieren von aufbereiteten
Lehrinhalten des Lehrenden, wahrend die Lernenden eine eher passive
Rolle einnehmen (Liebendorfer, 2018, S. 21). ,Am prasentierten Wissen
orientiert sich das Ziel des Unterrichts“ (Reiss & Hammer, 2013, S. 24).
Vorteile dieser Methodik sind beispielsweise die einfache Umsetzbarkeit in
groRen Gruppen, die gréRere Kontrolle des Dozierenden Uber den Lehr-
und Lerninput, welcher der Modulbeschreibung gerecht werden kann und
die Zeiteffizienz in Bezug auf das Lehren (Reiss & Hammer, 2013, S. 23f.).

Manche Dozierende bieten Studierenden Hilfestellungen parallel zu der
Vorlesung an, wie z.B. Vorlesungsskripte (Alcock, 2017, S. 177). Die Vorle-
sung wird dann durch ein Skript begleitet, welches erfahrungsgemal’ von
Dozierenden selbst verfasst und an deren Inhalten orientiert ist. Das heif3t,
dass das zugehorige Vorlesungsskript die hauptséachlichen Inhalte der Vor-
lesung widerspiegelt und somit auch in derselben, axiomatisch-deduktiv ori-

entierten Form, bereitgestellt wird.” Es wird empfohlen, die Vorlesung mit

7 Diese Ausfiihrungen orientieren sich an der im Rahmen dieser Arbeit stattgefundenen
Auseinandersetzung mit mehreren Skripten der Analysis 1, unter anderem das Skript von
Joachim Weidmann (2004), das Skript von Bernd Ammann (2019), das Skript von
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Hilfe des Skripts oder eigenen Notizen vor- und nachzuarbeiten (Alcock,
2017, S. 181). Das Vorlesungsskript stellt somit primar eine Unterstitzung
fur das Selbststudium dar. Die Zeit fur den Arbeitsaufwand eines Selbststu-
diums im Zusammenhang mit der Vorlesung betragt insgesamt 60 Stunden
pro Modul und entspricht damit der empfohlenen Stundenzahl, welche fir
die Prasenzzeit der Vorlesung verbunden ist (Das Prasidium der Freien Uni-
versitat Berlin, 2013, S. 603).

2.4 Die Nutzung von typischen Lerngelegenheiten durch Studie-

rende in der Eingangsphase

Es kann angenommen werden, dass auch Angebote seitens der universita-
ren Lehre, ahnlich wie dies auch in der Schule anzunehmen sei, nicht un-
bedingt von den Studierenden so genutzt werden (kbnnen), wie von den
Lehrenden intendiert. Liebendorfer (2018, S. 339) weist zudem darauf hin,
dass Studierende am Anfang des Mathematikstudiums in erster Linie extrin-
sisch motiviert sind. Wahrend die Effizienz der Ubungen in Bezug auf deren
Nutzung als Lerngelegenheit vermutlich stark von den jeweiligen Tutoren
und Tutorinnen abhangig sind, erzeugen die Ubungsaufgaben einen hohen
Leistungsdruck bei Studierenden (Liebendoérfer, 2018, S. 339). Die rezep-
tive Aufnahme von Informationen in der Vorlesung fuhrt zudem dazu, dass
Studierende auch dieser oft nicht folgen kénnen (Gunesch, 2013, S. 71).
Die fur das Modul aufzuwendenden Arbeitszeiten weisen in diesem Zusam-
menhang darauf hin, dass im Unterschied zum schulischen Lernen ein in-
tensives Selbststudium erforderlich ist, welches Uber die Bearbeitung der

Ubungszettel hinausgeht.®

Alexander Schmitt (2010) und ausgiebiger das Skript von Dirk Werner (2021), wobei be-
reits diese Auswahl an Vorlesungsskripten Unterschiede in deren Umfang, Aufbereitung
und Detailliertheit aufweisen, welche jedoch alle zumeist die Instruktionsperspektive der
Vorlesung widerspiegeln.

8 Dies ist nicht blof3 an der Freien Universitat Berlin fir das Modul Analysis 1 der Fall, fir
das die genauen Zeiten exemplarisch angegeben worden sind. Auch auf3erhalb wird be-
tont, dass der Arbeitsaufwand fir traditionelle Einstiegsvorlesungen in der Mathematik im
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Wahrend die Aufgabenbearbeitung sehr explizit gefordert wird, werden die
Anforderungen des Selbststudiums weitgehend implizit vermittelt und
scheinen nicht alle Studierenden zu erreichen. Die ideell angedachte Form
eines Uber die Aufgabenbearbeitung substanziell hinausgehenden, der Be-
arbeitung oft vorgelagerten Selbststudiums [...] wird zumindest am Studi-
enanfang nicht erreicht, weil sich viele Studierende fast ausschlie3lich an
den Aufgaben orientieren. Hinzu kommt die geringe individuelle Unterstut-
zung [...]. Im Ergebnis erleben sich die Studierenden oft inkompetent und
auch nicht in der Lage, ihr Lernen selbstbestimmt zu gestalten. Stattdessen
fuhlen sich viele Studierende bei ihren Lernprozessen nicht geeignet unter-
stutzt, manchmal sogar behindert. (Liebenddrfer, 2018, S. 342)

Auch Goller (2020, S. 213f.) beobachtet in seiner Studie, dass ein
systematisches, von der Bearbeitung der Ubungsaufgaben gelostes
Nacharbeiten der Vorlesungsinhalte eher die Ausnahme als die Regel
darstellt. Primar wird in diesem Rahmen das Vorlesungsskript oder die
Mitschrift nach brauchbaren Inhalten fiir das Bearbeiten der Ubungszettel
durchsucht (Géller, 2020, S. 213f.). Jedoch wird selbst dies bei einigen
Studierenden nach nicht allzu langer Zeit aufgegeben (Goéller, 2020,
S. 242f.). So wird in Interviewumfragen von Goller (2020, S. 243) berichtet:

Am Anfang habe ich wirklich echt probiert, mit den Sachen, mit dem Skript
die Aufgaben zu Iésen [...]. Aber mittlerweile sofort Schlagwoérter bei
Google eingeben, ob irgendwas Ahnliches findet. Dann versuche ich das
nachzuvollziehen. Und auf die Aufgabe anzuwenden. Aber so, also dass
ich nur erstmal nur das Skript angucke, das kostet immer zu viel Zeit. Also
das ist leider, weil ich damit nix kann einfach.

Im Extremfall kann es sein, dass die Vorlesung kaum mehr besucht und
auch das Skript nicht mehr angeschaut, sondern nur noch auf die Ubungs-

aufgaben fokussiert wird, wie folgender Transkriptausschnitt zeigt:

[...]wenn ich in der Vorlesung bin, dann bin ich so demotiviert dadurch, weil
ich in der Vorlesung wirklich gar nichts verstehe. Und ich gucke auch kaum
in das Skript zuhause rein, wenn ich irgendwelche Aufgaben mache, weil
ich es selbst im Skript nicht verstehe [...]. Und seitdem ich jetzt nicht mehr
so wirklich zu den Vorlesungen gehe, fallen mir auch die Ubungsbléatter
leichter, weil ich einfach, keine Ahnung, das ist einfach weniger Stress.
(Goller, 2020, S. 330)

Daraus liel3e sich ableiten, dass es Studierende gibt, die durch das Angebot

der Vorlesung und des darauf abgestimmten Skripts sogar demotiviert

Allgemeinen zu etwa dem doppelten Zeitaufwand der Présenzzeit aus dem Selbststudium
besteht (Goller, 2020, S. 4f.).
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werden, das Skript und die Vorlesung als Lerngelegenheit im Laufe des Se-
mesters nicht mehr nutzen und dies sogar als Entlastung wahrnehmen, da
so mehr Zeit fir die vermeintlich wichtigeren Ubungsaufgaben aufgebracht
werden kann. Das Rechnen von Ubungsaufgaben oder Aufgaben der Alt-
klausuren wird von manchen Studienanfangern und -anféangerinnen zudem

als ausreichende Vorbereitung auf die Klausur angesehen.

Vor einer mundlichen Erganzungsprifung nach dem dritten fehlgeschlage-
nen schriftlichen Versuch bemihen sich etwa ein Viertel der Prifungskan-
didaten um ein Vorgesprach. Der Extremfall wird durch einen Studierenden
verkorpert, der sagte, er hatte vor jeder Klausur sehr viel gelibt, er hatte
alle Aufgaben aus den Ubungen und den Altklausuren gekonnt, und der
nun verzweifelt vom ausbleibenden Erfolg fragte: Was soll ich lernen und
wie soll ich lernen? (Langemann, 2015, S. 74f.)

Dies konnte durch eine besonders prasente Differenz zwischen der strate-
gischen Vorbereitung auf eine Mathematikarbeit in der Schule und der auf
eine Mathematikklausur in der Hochschule erklart werden. Die Vorbereitung
mittels zahlreicher Aufgaben, von welchen sich ein direktes Ubernehmen in
die Klausur erhofft wird, wie es an der Schule eventuell méglich war, sollte
seitens der Studierenden lernstrategisch fir die Universitat angepasst wer-
den. Dadurch, dass die Zeiten des Selbststudiums weniger angeleitet wer-
den als in der Schule, konnte vermutet werden, dass auch in Hinblick auf
die Klausurvorbereitung nicht allen Studierenden bewusst ist, was ein
Selbststudium genau ausmacht. Dies veranschaulicht unter anderem fol-
gender Beitrag einer Studentin, welche nach eigenen Angaben im zweiten

Semester folgende Erfahrung mit ihrer anfanglichen Studienzeit macht:

Ja, ich wusste gar nicht, was das heil3t, nacharbeiten. Ich dachte immer,
durch die Hausaufgaben arbeitet man die nach. Und hatte mir jemand ge-
sagt so: ,Weildt du was richtig gut ist? Wenn du wahrend des Semesters dir
wirklich die Satze und Definitionen®, das war wirklich das Elementarste,
muss ich ehrlich sagen [...]. ,Ahm schreib dir die echt raus und versteh die.
Ne, versuch echt alles, dass du die verstehst. Nimm dir Blicher und alles.
Und auch miteinander verkniipfen, und, ne. Das ist wirklich absolut wichtig.
Und wenn du das im Semester machst, hast du halt am Ende des Semes-
ters nicht so viel Stress.“ (Gdller, 2020, S. 343f.)

Auch hier wird, nicht nur im Hinblick auf die Klausur, der anfangliche Fokus
auf die Ubungsaufgaben deutlich. Die Erkenntnis, dass das systematische

Verinnerlichen von Inhalten aus dem Vorlesungsskript auf lange Sicht zu
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einem verstandnisreicheren und eventuell sogar zeitsparenden Bearbeiten
der Ubungsaufgaben, sowie eben dem Lernen in Hinblick auf die Klausur
fuhrt, tritt erst zu einem spéteren Zeitpunkt ein: Einem Zeitpunkt, zu dem
bereits einige Studierende ihr Mathematikstudium abgebrochen haben

koénnten (siehe Kapitel 1).

Auch Hochschuldozierende sind der Meinung, dass das Wiederholen von
Vorlesungsinhalten essenziell fir das Bestehen der Klausur sei. So empfahl
der Prufer bei Langemann (2015, S. 75) dem Studierenden bezuglich der
Frage, wie sich auf die Klausur vorbereitet werden soll, anstatt weiterhin

Aufgaben zu l6sen

[...] die Inhalte der Vorlesung zu rekapitulieren, die mathematische
Notation detailliert zu lesen und in selbststandigen Reproduktionen
sorgfaltig und korrekt zu verwenden, eigene Verbildlichungen zu
erarbeiten, Skizzen zu zeichnen und Kurzreferate zu wesentlichen Inhalten
zu memorieren. (Langemann, 2015, S. 75)

Nach der Beachtung dieser Empfehlung, &ufRerte sich der Studierende zu
der erfolgreich abgeschlossenen Klausur folgendermalien: ,Wie konnte ich

so etwas einfaches vorher nicht verstehen?” (Langemann, 2015, S. 75).

Die exemplarischen Ausfuihrungen zeigen, dass vor allem die Angebote
Ubungszettel und Vorlesung von Mathematikstudierenden nicht unbedingt
immer so genutzt werden, wie von den Hochschullehrenden vermutlich er-
wuinscht. Dabei scheint vor allem das Vor- oder Nacharbeiten der Vorlesung
nicht optimal auf die Bedurfnisse der Studierenden ausgerichtet zu sein.
Wahrend das Vorlesungsskript oftmals als Hilfestellung fungieren soll, die
eine Orientierung fur das Selbststudium bieten kann, wird es von Studieren-
den oftmals ausschlielich zur Bearbeitung von Ubungszetteln oder erst in
Vorbereitung auf die Klausur, genutzt. Dies wirft die Frage nach dem néhe-

ren Sinn dieser Ressource auf.
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3. Exemplarische Angebote zur Unterstitzung der Schnitt-

stelle Schule — Hochschule

Bereits existierende Unterstitzungsangebote im Zusammenhang mit der
Studieneingangsphase sind vielseitig. Im Folgenden werden zwei ausge-
wéahlte Fordermallnahmen naher vorgestellt, welche Grundideen fur die
Entwicklung des MMS 2.0 geschaffen haben.

3.1 Das Schul-Hochschulprojekt ,,Mathe Plus Aachen

Die folgenden Ausfiihrungen basieren hauptsachlich auf Heitzer (2015).
Zusatzlich wurden jedoch auch andere Materialien genutzt, welche von
Johanna Heitzer auf Anfrage zur Verfligung gestellt wurden. Diese
umfassen drei Prasentationen aus den Jahren 2011 und 2012, die
einzelnen Schilerarbeitshefte des Projekts und deren Ldsungen, die
Probeklausur aus dem Jahre 2014 und die eigentliche Klausur desselben

Jahres.?

Das Aachener Schul-Hochschul-Projekt ,Mathe Plus Aachen*!? verfolgt die
Zielsetzung, bereits in der Schule eine Grundlage fur die Mathematikanfor-
derungen in MINT-Studiengdngen zu schaffen und auf diese Weise den
Studieneinstieg zu erleichtern. Dabei wahlen Hochschuldozierende auf die
Inhalte der Universitat abgestimmte, mathematische Themen aus und erar-
beiten dazu Unterrichtsmaterialien in Form so genannter ,Schulerarbeits-
hefte“, welche von Lehrenden hauptséachlich in Projektkursen der Sekun-
darstufe 1l eingesetzt werden. Durch die AuRBerung von Themenwiinschen
und Ruckmeldungen zu den Materialien von den Lehrkraften sowie der Un-

terstitzung seitens der Hochschullehrenden durch Ldsungshefte,

9 Bei Interesse konnen die Zugangsdaten fiir die iIMPACt-Materialien per E-Mail an
impact@rwth-aachen.de angefragt werden.

10 Das Projekt ,Mathe Plus Aachen” wird im Folgenden wie von Heitzer (2015, S. 4) selbst
mit ,iMPACLt* abgekirzt.
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Literaturtipps, Klausuraufgaben und Zertifikaten findet eine Kooperation von

Schule und Hochschule statt.

Die im Zusammenhang mit diesem Projekt entstandenen Arbeitshefte eig-
nen sich auch zum autonomen Durcharbeiten der Lernenden. Allgemein
kénnen diese somit an ein selbststéandiges Arbeiten, wie es in der Hoch-
schule verstarkt erwartet wird, heranfihren. Dies wird in ihrem Aufbau deut-
lich. Die IMPACt-Arbeitshefte sind &hnlich wie Vorlesungsskripte aufgebaut,
wobei es viele Passagen gibt, die die Formalitat eines typischen Vorle-
sungsskripts durchbrechen. Der axiomatisch-deduktive Aufbau klassischer
Vorlesungsskripte existiert nicht, sondern wird durch viele Beispiele und
Aufgaben durchzogen. Es gibt aber auch ,wasserdichte® Definitionen, die
die formale mathematische Fachsprache aufzeigen. Die Teilkapitel der Ar-
beitshefte enthalten Einfihrungen und Einfihrungsaufgaben, Basiswissen,
Beispiele, einfache und komplexere Ubungsaufgaben, Anwendungen,
Probleme, Zusammenfassungen des jeweiligen Themengebiets in Form
von sogenannten ,Wissensspeichern® sowie Kurzkontrollen nach einzelnen
Teilkapiteln. Am Rand befinden sich zudem historische und andere Anmer-
kungen, Tipps, Hilfestellungen, Merkkasten und Orientierungshilfen an den
Randern (z.B. ,Einfihrung®, ,Erlauterung®, ,Ubungsaufgaben®, ,Beispiele®).
Definitionen und Satze sind immer visuell durch einen roten Rahmen ge-
kennzeichnet. Zudem gibt es Exkurse zu verschiedenen Begriffen, wie z.B.

zum Begriff der Aussage.!!

Lehrendenbeobachtungen zum iIMPACt-Projekt ergeben eine hohe Motiva-
tion, Interesse, zahlreiche Diskussionen und ein hohes Mal3 an Selbststan-
digkeit seitens der Schuler/-innen, die die Arbeitshefte im Rahmen der Pro-
jektkurse bearbeiten. Es wird von der Freude an reiner Mathematik und de-
ren Herausforderungen berichtet, welche von Schiler/-innen gewissenhaft

wahrgenommen werden.

11 Fir ein genaueres Bild des beschriebenen Arbeitshefts soll an dieser Stelle nochmals
auf den Artikel von Heitzer verwiesen werden, indem auch exemplarische Skript-Aus-
schnitte gezeigt werden (Heitzer, 2015, S. 10ff.).
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3.2 Das Modul ,,Mathematisches Problemlosen und Beweisen*

Wahrend in den meisten traditionellen Veranstaltungen eines Mathematik-
studiums fertiggestellte Theorien gelehrt werden, soll das methodisch ori-
entierte Modul ,Mathematisches Problemlésen und Beweisen“'? eben jene
Konzeption aufbrechen. Zentral sind dabei das Problemlésen und die auto-
nome Ausarbeitung von Beweisen, wobei verschiedenartige mathemati-
sche Probleme in der Vorlesung, den Tutorien und den Ubungszetteln be-
arbeitet werden (Grieser, 2015, S. 93).

Allgemein unterscheidet Grieser (2016, S. 670) fur die Lehrveranstaltung
MPB drei Phasen: Entdecken, Konsolidieren und Strategien lernen. Wah-
rend in der ersten Phase das mathematische Entdecken zentral ist, wird
dies nach und nach um die nachsten Phasen erganzt (Grieser, 2015, S. 94).

Die mathematischen Probleme fir die Lehrveranstaltung werden nach ihrer
JAttraktivitat® ausgewahlt. Passende Probleme werden von Grieser (2015,
S. 93) als ,hibsch® bezeichnet, an welchen konkreten Kriterien ein
»hubsches® Problem® gemessen wird, bleibt offen. Diese Art von Problem
sei forderlich, denn ,,htibsche‘ Probleme motivieren mehr als langweilige*
(Grieser, 2015, S. 93). Die Studierenden sollen auf diesem Wege die
Entstehung von Mathematik und die zugehotrigen kreativen Tatigkeiten
selbst entdecken, um so zum einen intrinsisch motiviert zu werden und zum
anderen ein gesteigertes mathematisches Selbstbewusstsein zu erlangen
(Grieser, 2013a, S. 69). Gleichzeitig sei auf diese Art die Férderung eines
Problembewusstseins moglich. Weiterhin werde die Konkretisierung und
der Ausdruck von Losungsideen eingetbt, sowie fur die Erfordernis von
Beweisen sensibilisiert (Grieser, 2016, S. 670). Allgemein werden so
verschiedenste Strategien zur Bearbeitung mathematischer Probleme

gelernt und eingesetzt (Grieser, 2016, S. 670). Weiterhin sei fur das Modul

12 Das Modul ,Mathematisches Problemlésen und Beweisen” wird im Folgenden wie von
Grieser (2016, S. 666) selbst mit MPB abgekdirzt.
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die Fuhrung eins Lerntagebuchs zentral, um individuelle Lernfortschritte
sichtbar zu machen (Grieser, 2013a, S. 70).

Sprachlich wird an dem alltagssprachlichen Register angesetzt, wobei stets
eine logisch exakte Formulierung beachtet wird, sodass nach und nach die
mathematisch formale Sprache in passenden Kontexten immer mehr imple-
mentiert werden kann (Grieser, 2015, S. 92). Systematische Behandlung
der mathematischen Logik und Beweise werden erst mit fortschreitender
Lange der Veranstaltung eingefuhrt (Grieser, 2015, S. 92). Ein Grund dafur
sei das Anknupfen an die Alltagslogik der Studienanfanger/-innen und die
damit einhergehende zeitversetzte Aufgeschlossenheit gegeniber explizi-
teren Betrachtungen (Grieser, 2015, S. 92).

Um einen aktiven Zugang zu der Mathematik zu ermdglichen, wird die Vor-
lesung zudem dialogorientierter gestaltet, sodass exploratives Lernen mog-
lich wird (Grieser, 2016, S. 671). Grieser betont die Relevanz solcher Lehr-
veranstaltungen insbesondere fir Lehramtsstudierende, indem er unter an-
derem behauptet, sie konnten ,ihren Schilern eine lebendige Mathematik
nur vermitteln, wenn sie sie selbst als solche erleben. Die Berufsrelevanz
ist fur sie klar erkennbar® (Grieser, 2015, S. 92).

Beim Abschluss des Moduls werde ein Niveau erlangt, welches andere ma-
thematische Einstiegsvorlesungen im Grad der logischen Komplexitat und
Bedarf an Kreativitat Uberrage (Grieser, 2015, S. 95). Nach Grieser (2016,
S. 671) sei dies ,nur moglich, da nicht gleichzeitig abstrakte Inhalte zu ver-

arbeiten sind®.

Grieser (2015, S. 101) selbst zahlt die hohen Anforderungen an
Tutor/-innen und Dozierenden zu den Herausforderungen dieser
Lehrveranstaltung, welche vor allem durch das interaktive Format
verursacht werden. Gleichzeitig sieht er dies auch als Chance, dennin einer
so mdglichen Sichtbarmachung des mathematischen Prozesses durch die
Dozierenden bestehe ein Ziel des Moduls MPB: ,Ausdrtckliches Ziel von

MPB ist es, Aspekte der Mathematik, die bisher hauptsachlich fir
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besonders leistungsstarke Studierende erreichbar waren, fur viele

zugénglich zu machen* (Grieser, 2016, S. 668).

Angelehnt an diese Lehrveranstaltung wurde zudem ein Buch unter dem
Titel ,Mathematisches Problemlésen und Beweisen — Eine Entdeckungs-
reise in die Mathematik“ (Grieser, 2013b) geschrieben, welches nun als
Grundlage des Moduls fungiert (Grieser, 2013a, S. 69).

4. Die Idee eines innovativen Vorlesungsskripts: Das
MMS 2.0

Im Gegensatz zu der Idee géanzlich neu gestalteter Lehrformate (wie z.B.
das Modul MPB) wurde in dieser Arbeit auf eine herkdmmliche und oft
bereits eingesetzte Ressource — das Vorlesungsskript — zuriickgegriffen. In
diesem Zusammenhang wurde das Analysis 1 Vorlesungsskript von
Werner (2021) herangezogen, welches im Sommersemester 2020 an der
Freien Universitat Berlin eingesetzt wurde. Jenes wurde im Rahmen dieser
Arbeit nach ausgewahlten hochschulmathematikdidaktischen

Gesichtspunkten verandert.

4.1 Rahmenbedingungen

Das MMS 2.0 richtet sich an alle Studierenden des Bachelorstudiengangs
Mathematik und/oder des Bachelorstudiengangs Mathematik fur das Lehr-
amt. Dabei ist das Skript insbesondere fir Studierende konzipiert, die be-
reits Uber fundamentale mathematische Fahigkeiten verfligen und beim
Ubergang in das Mathematikstudium bereit sind, an mdglichen auftretenden
Herausforderungen zu arbeiten. Dementsprechend ist der Entwurf des
MMS 2.0 getragen von der kognitiv-konstruktivistischen Uberzeugung, dass
alle Studierende der Studieneingangsphase als grundlegend aktive und

selbstreflexive Lernende auftreten, welche prinzipielle Fahigkeiten besitzen,
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neue Informationen durch die Selektion zweckmalRiger Strategien zu verar-
beiten und ihre individuelle Motivation zu lenken. Die Analysis fallt traditio-
nell in die bereits thematisierte Ubergangsphase, da sie in den letzten
Schuljahren des Gymnasiums gelehrt und grundsatzlich in den ersten bei-
den Studienjahren belegt wird (Roos, 2020, S. 65). Vor allem fir Studien-
anfanger/-innen ist sie aus diesem Grund von grof3er Bedeutung und folg-
lich auch fur diese Arbeit besonders relevant. Die Idee eines solchen Skripts
kann jedoch auf jede beliebige Vorlesung mit Mathematikanteilen tbertra-
gen werden. Gedacht ist das MMS 2.0 als fakultatives Angebot und kann in
selbststandiger Lernform durch die Studierenden bearbeitet werden. Die
mathematischen Inhalte des urspriinglichen Skripts sollen keinen grof3en
Abweichungen unterliegen. Grundsatzlich wirkt sich die hier vorgestellte Ar-
beit somit nicht explizit auf die Prasenzlehre der Dozierenden sowie Tutoren
und Tutorinnen aus, da prinzipiell dieselben (inhaltlichen) Anforderungen
gestellt werden. Dies soll im Allgemeinen den Einsatz dieser Ressource er-
leichtern.

4.2 Ziele und Intentionen

Das MMS 2.0 soll ein Angebot fiir Studierende stellen, welches eine lern-
forderlichere Nutzung der Vorlesung und Ubung erlaubt, wobei die Vorle-
sung immer noch im Vordergrund steht. Es soll dabei einen Versuch de-
monstrieren, der Forderung von Biehler (2018, S. 13), welche eine Umge-
staltung der Einstiegsvorlesungen im Hinblick auf eine Transitionsdidaktik
im Sinn hat, mithilfe eines leicht einsetzbaren Vorlesungsskripts, zumindest

implizit gerecht zu werden. Konkret lauten die Ziele wie folgt:
Das MMS 2.0 soll ...

1) ... Beitrage der Studierenden zur Hochschulmathematik motivieren.
2) ... die Aufgabenzettel als Lerngelegenheit hervorheben.
3) ... die Studierenden in den Mittelpunkt des mathematischen Lernens

ricken.
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4) ... die Anforderungen des Selbststudiums explizit vermitteln.

Um Studierende zur Hochschulmathematik zu motivieren, wird ein Teil des
Aufgabenbereichs der Tutoren und Tutorinnen auf das MMS 2.0 erweitert,
indem es individuelle AuRerungen der Studierenden anregt und sie ermu-
tigt, diese niederzuschreiben. Dabei wird jedoch weniger auf die Aufgaben-
zettel, als auf die Vorlesung fokussiert. Der individuelle Lernweg der Stu-
dierenden wird auf diese Weise nicht nur dokumentiert, sondern auch ex-

plizit fir die Studierenden sichtbar gemacht.

Die Aufgabenzettel sollen durch das MMS 2.0 gezielter in das Licht einer
Lerngelegenheit geschoben werden, welche das Anwenden der Vorle-
sungsinhalte beinhaltet. So soll das Skript nicht mehr blof3 als Nachschla-
gewerk fiir die Aufgabenzettel fungieren, sondern fir deren Bearbeitung ein

systematisches Vorbereiten der Vorlesung voraussetzen.

Fur eine Lernendenorientierung im Rahmen der Hochschulmathematik soll
das MMS 2.0 den Charakter der Vorlesung nicht vollstandig beibehalten
und diese somit nicht — wie bisher — ganzlich in ihren Inhalten widerspiegein.
Vielmehr soll neben der Sicherungsfunktion der wichtigsten Inhalte der Vor-
lesung eine Eigenaktivitat der Studierenden stattfinden, welche in einer tra-
ditionellen Vorlesung nicht angestrebt wird. Dabei soll sich eben nicht nur
an inhaltlichen ,Tatsachen® (Toeplitz, 1928, S. 3), sondern an der Individu-
alitat der Studierenden und deren Bedurfnissen orientiert werden. Das ma-
thematische Lernen soll im Rahmen des Selbststudiums von den Studie-
renden selbstbestimmt mitgestaltet und ihr Lernprozess dabei unterstiitzt
werden. Dies setzt das Einnehmen einer eher konstruktivistischen Perspek-

tive voraus.

Um die Anforderungen des Selbststudiums zu vermitteln, soll das MMS 2.0
eine Orientierungshilfe fir die verstehensorientierte Erarbeitung von Vorle-
sungsinhalten bieten und damit bei einer Erarbeitung selbst zu einer Lern-
gelegenheit statt zu einer Lernbehinderung werden. Die Studierenden sol-

len im Rahmen des Selbststudiums in Bezug auf die Vorlesung zu
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mathematischen Akteuren werden. Es wird das Resultat erhofft, dass Stu-
dierende der Vorlesung und den Ubungen im Anschluss besser folgen kon-

nen.

Allgemein wurde sich bei der Organisation des MMS 2.0 an der Ubersichtli-
chen Aufbereitung des Schulerarbeitshefts des iIMPACt-Projekts orientiert.
Grund dafir ist, dass dieses schulische Arbeitsheft trotz der Ausrichtung an
universitaren Inhalten positive Ergebnisse bei Schilern und Schilerinnen
im Umgang mit der Mathematik vorweisen konnte. Aul3erdem wurde der
Leitgedanke des entdeckenden Lernens und der Mathematik als kreatives
Handlungsfeld von der Lehrveranstaltung MPB tGibernommen und einige As-

pekte des MMS 2.0 durch eben jene Veranstaltung inspiriert.

5. Ansatzpunkte fur eine Umsetzung des MMS 2.0

Im Folgenden werden konkrete Mal3nahmen vorgestellt, welche die Umset-
zung des MMS 2.0 als innovatives Vorlesungsskript ermdglichen sollen.

5.1 Formalia

Zuerst sollen eher organisatorische Aspekte des Skripts erlautert werden,

die das Selbststudium im Rahmen des MMS 2.0 unterstiitzen kdénnen.

5.1.1 Format

Das MMS 2.0 wurde im DIN-A5-Format konzipiert, damit es mdglichst prak-
tikabel eingesetzt werden kann. Beachtet wird damit die Ausstattung vieler
Horsale, deren Sitzplatze oftmals eine eher geringe Schreibflache bieten.
Fur das Ermoglichen solch eines direkten Bearbeitens wirde zudem eine
Ringbindung des Skripts oder eine ahnlich gestaltete Darbietung ratsam er-
scheinen. Das MMS 2.0 bietet sich jedoch ebenfalls fur eine digitale Bear-

beitung an, wobei eine angemessene Ausstattung der Studierenden
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vorausgesetzt werden muss. Insgesamt kann das MMS 2.0 in solch einem
Format als kompakter Wegbegleiter tGiber den Zeitraum des Moduls fungie-

ren.

5.1.2 Deckblatt

Den Beginn des Skripts bildet klassischerweise ein Deckblatt. Dieses kann
jedoch, anders als bei dem urspringlichen Skript, durch den eigenen Na-
men und die Matrikelnummer personalisiert werden. Das Skript erscheint
so bereits auf den ersten Blick wie eine Art ,Lerntagebuch® oder ,Schulheft,
welche vielen Studierenden bereits aus dem schulischen Unterricht bekannt
sein durften. Die Idee der personalisierten Gestaltung entstammt dem Mo-
dul MPB (siehe Kapitel 3.2), in welchem ebenfalls Lerntagebticher einge-
setzt werden. Durch das personalisierte Deckblatt wird somit dem zunachst
neuartigen Format des Vorlesungsskripts entgegengewirkt und diesem eine
gewisse Vertrautheit hinzugefiigt. Zuséatzlich kénnte die sofortige Persona-
lisierung des Skripts die Wahrnehmung des MMS 2.0 als individuelle Lern-
gelegenheit fordern und eine personliche ldentifikation mit dem eigenen

Skript von Anfang an ermdglichen.

5.1.3 Bedienungsanleitung

Um eine mdglichst transparente Nutzung des Skriptangebots zu gewahr-
leisten, wird dessen Handhabung in einer Bedienungsanleitung vorgestellt.
Diese thematisiert die grundlegenden Bausteine des Skripts, wie die Drei-
teilung in einen Explorations-, Vorlesungs- und Reflexionsabschnitt, die un-
terschiedlichen Farbungen der Skriptseiten und die Randmarkierungen, um
ihre Bedeutung zu verdeutlichen. Zusatzlich wird betont, dass in dem ge-
samten Skript alles an lernforderlichen Handlungen erlaubt ist. Die Studie-
renden kdnnen in dem Skript grundsatzlich frei markieren, schreiben, durch-
streichen, etc. Der Vorteil solch einer Bedienungsanleitung ware, dass das
MMS 2.0 nicht explizit von den Lehrenden vorgestellt werden musste, da

das Skript auf diese Weise trotz seiner ungewo6hnlichen Form
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selbsterklarend ware. Dies erleichtert den Einsatz des Skripts in der Lehr-
veranstaltung auch fur Dozierende und entspricht der Zielsetzung, ein in

Lehrveranstaltungen moglichst leicht integrierbares Instrument zu schaffen.

5.1.4 Farb- und Randeinsatz

Die veranderte Organisation des MMS 2.0 entstammt in ihrer Ursprungs-
idee dem IMPACt-Schulerarbeitsheft (siehe Kapitel 3.1), welches ebenfalls
farbliche Hervorhebungen und den Einsatz von Randnotizen aufweist. Wei-
terhin wurde sich bei der farblichen Gestaltung an dem Skript von Schmitt
(2010) fur die Analysis 1 Vorlesung an der Freien Universitat Berlin zum
Wintersemester 2009/2010 orientiert, welches eine vergleichbare Farbge-

bung beinhaltet.

5.1.4.1 Farbgebung

Im MMS 2.0 wurde mit unterschiedlichen Farbhintergriinden gearbeitet:
Rot, Blau, Grau und Grin. Jeder Farbe ist dabei eine eigene Bedeutung
zugewiesen. Die Farbe Rot markiert Definitionen, die Farbe Blau mathema-
tische Satze und die Farben Grau und Grin zeigen an, dass die Studieren-
den selbst mathematisch tatig werden sollen. Fir den jeweiligen Tatigkeits-
bereich wurde explizit Raum fiir die Bearbeitung im Skript gelassen. In den
grauen Arealen werden Arbeitsauftrage passend zur Exploration, Vorlesung
und Reflexion gegeben. In den griinen Arealen befinden sich zusatzliche
Ubungen, wobei es freiwillige und verpflichtende Ubungen gibt. Auch die
Randbemerkungen sind farblich an die zugehérigen Areale angepasst. Die
unterschiedliche Farbgebung dient der optischen Organisation der Skriptin-
halte und soll die Studierenden bei der Arbeit mit dem Skript unterstitzen.

5.1.4.2 Randbemerkungen

Die Bezeichnungen der Definitionen und Séatze sowie Beispiele und Be-
weise sind am jeweiligen Rand kenntlich gemacht. Dabei wurden die Satze

und zugehdrige Beweise durchnummeriert. Zusatzlich gegebene Hinweise
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werden im MMS 2.0 durch ein Achtung-Symbol ebenfalls am Rand hervor-
gehoben. Da es flr das Lesen mathematischer Texte ,notwendig ist, [...]
immer wieder vor und zurtck zu springen” (Houston, 2012, S. 19), ist die
Orientierung am Rand insbesondere fur das gezielte Suchen von Vorle-
sungsabschnitten hilfreich. Ebenfalls unterstitzend kénnen dabei die Num-
merierungen der Beispiele, Satze und zugehoriger Beweise sein. Diese ste-
hen zudem durch die in das Skript eingebauten Handlungsrdume teilweise
nicht mehr direkt hintereinander, weshalb die Nummerierung zusatzlich

eine Zuordnungsfunktion von Satz oder Beispiel und Beweis bietet.

5.1.5 Inhaltsverzeichnis

I. Die reellen Zahlen "
I.1 Die natiirlichen Zahlen . . . . .
1.2 Die Vollstiindigkeit von R 3 NS S EEG B s S 5 a% 19

Abbildung 1: Ausschnitt aus dem Skript nach Werner (2021, S. Ill)

Nachdem der methodische Umgang mit dem MMS 2.0 durch die Bedie-
nungsanleitung erlautert wurde, wird durch das Inhaltsverzeichnis eine in-
haltliche Orientierung dargeboten. Diese fallt im Gegensatz zu dem ur-
sprunglichen Inhaltsverzeichnis deutlich detaillierter aus (siehe Abbildung 1
und 2).

1 Reelle Zahlen 6
1.1 Natiitliche Zahlen .. « «« s « 5 & w6 5 0 %5 5 0 50 5 w0 6 5 5 6
1.1.1 Exploration: Dominoeffekt . . . . . .. .. .. 7
1.1.2  Auflésung: Dominoeffekt . . . . . . .. .. .. 8
113 VORleSUNE: . = o 6 w50 o 0w e 5 st 0w 60 o0 a5 0 4 9
Natiirliche Zahlen . . . .. . ... .. .. .. 9
Vollstiandige Induktion . . . . . .. .. .. .. 10
Bernoullische Ungleichung . . . . . . ... .. 14

Fakultit und Binomialkoeffizient . . . . . . . 17

Freiwillige Ubung . . . . ... ... .. .... 23
Binomischer Satz . . . . ... .. ... .... 26
Verpflichtende Ubung . . . . .. ... .. .. 31

Varianten des Induktionsprinzips . . . . . . . 32

1.14 Meine Reflexion . ... ... ......... 35

Abbildung 2: Ausschnitt aus dem MMS 2.0 (S. 3)
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So wird das Inhaltsverzeichnis des urspringlichen Vorlesungsskripts in Ka-
pitel und Unterkapiteltberschriften geteilt, wahrend das MMS 2.0 zusatzlich
die grundlegende Aufteilung in Explorations-, Vorlesungs- und Reflexions-
abschnitte aufweist, auf welche im Verlauf der Arbeit noch néher eingegan-
gen wird. Ein weiterer Unterschied ist, dass der Vorlesungsabschnitt im
MMS 2.0 differenzierter gestaltet wurde. So besteht dieser aus mehreren
Abschnittstuiberschriften, welche den Beginn der Ausflihrung der Definitio-
nen und Satze thematisieren und nach eben diesen benannt wurden. Au-

Rerdem wird bereits hier auf zugehorige Ubungsabschnitte verwiesen.

Das Inhaltsverzeichnis als Uberblick bietet in einer solchen Form eine
Organisationsmoglichkeit, die in erster Linie die mathematischen Inhalte der
Vorlesung strukturiert. Die Struktur, nach der das mathematische Wissen in
der Vorlesung organisiert ist, wird flr Studierende auf diese Weise sofort
sichtbar gemacht. Dies erlaubt einen schnellen Ruckgriff auf zentrale
Abschnitte der Vorlesung und einen klaren Uberblick tiber deren Themen.
Es kann sein, dass solch eine Ubersicht als ,Plan des Wissens"
(Friedrich & Mandl, 2006, S. 4) mitgelernt wird. In Hinblick auf die Vor- bzw.
Nachbereitung der Vorlesung oder auf die Klausurvorbereitung ware es
denkbar, dass solch ein Plan den Einsatz von Planungsstrategien der
Studierenden fordern konnte, welche sich positiv auf eine ,aktive und
bewusste (Selbst-)Kontrolle und (Selbst-)Steuerung des eigenen Lernens®
(Wild, 2005, S. 195) und demnach auch auf ein systematisches Lernen der

Vorlesungsinhalte auswirken kénnte.

5.1.6 Das griechische Alphabet, Symbolik und Bezeichnungen

Die Handhabung der mathematischen Fachsprache bedarf einer Lesekom-
petenz fir mathematische Symbolik (Bauer & Hefendehl-Hebeker, 2019,
S. 41)). Bereits zu Anfang der Analysis-Vorlesung tauchen verschiedene

Zeichen auf welche fur viele Studienanfanger/-innen neu sein kdnnten, wie
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z.B. 2, v, € u.v.m.’® Im Sinne der Forderung einer mathematischen Fach-
sprache ware es vermutlich hilfreich, mathematische Symbole besser zu-
ordnen zu konnen. Daflr bietet es sich an, haufig benutzte Symbole und
Bezeichnungen, sowie deren Bedeutung, von Anfang an zu thematisieren.
Im MMS 2.0 befindet sich daftir zunéachst das Abbild des griechischen Al-
phabets, welches unter anderem das Auftreten des Summenzeichens oder
Epsilons erklart. Das griechische Alphabet wurde vollstandigkeitshalber mit
der Aussprache, dem grof3en und kleinen zugehdrigen Buchstaben, abge-
bildet. Solch ein Alphabet wurde von Dirk Werner in seiner Lehrveranstal-
tung im ersten Ubungszettel ebenfalls bereitgestellt. In dieser Arbeit wird
jedoch die Ansicht vertreten, dass dieses schon bekannt sein sollte, bevor
neuartige Buchstaben auf neue Inhalte treffen und das sei eben nicht erst
in der Ubung, sondern bereits in der Vorlesung der Fall. Das griechische
Alphabet soll an dieser Stelle vorbereitend wirken und fir die Verwendung
dieser Symbolik sensibilisieren. Zudem kann dieses Verzeichnis genutzt
werden, um Buchstaben des griechischen Alphabets und deren Ausspra-

che lokal nachzuschlagen.

Glossar fiir Symbole und Bezeichnungen

Erstellen Sie wiihrend der Bearbeitung des Skripts eine Ubersicht
mit den wichtigsten benutzten Symbolen und Bezeichnungen sowie
deren Bedeutung. (Auf mogliche Ergianzungen wird mit — Glossar
verwiesen.)

Symbol/Bezeichnung Bedeutung

N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

n Element von N

A(n)

Abbildung 3: Ausschnitt aus dem Glossar fir Symbole und Bezeichnungen des MMS 2.0 (S. 5)

13 Ein ausgiebiger Uberblick tiber in der Mathematik verwendete Zeichen findet sich bei-
spielsweise bei Hofner (2018, S. xiiiff.).
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Getrennt vom griechischen Alphabet wird ein Glossar angeboten, welches
die Symbolik und Bezeichnungen der Vorlesung, sowie die Bedeutung die-
ser thematisieren soll (siehe Abbildung 3). Grund dafir ist die Tatsache,
dass in der Mathematik nicht nur Symbole vorkommen, die viele Studien-
anfanger/-innen vorher noch nie gesehen haben, sondern dass gewisse
Symbole eine konventionell feste Bedeutung haben, welche vor allem Stu-
dienanfangern und -anfangerinnen nicht immer bekannt sein muss (Hous-
ton, 2012, S. 47). Ein ¢ stellt z.B. haufig eine kleine positive Zahl dar, wah-
rend n meistens als Variable fur eine naturliche Zahl verwendet wird. Ziel
des Glossars ist somit die Forderung eines angemessenen Umgangs mit
der mathematischen Symbolik. Des Weiteren kann so eine Ubersicht wich-
tiger Zeichen fur die Vorbereitung auf eine Klausur zusammengestellt wer-
den. Die Methode eines Glossars sollte den meisten Studierenden zudem
bereits aus der Schule bekannt sein. Das Glossar im MMS 2.0 ist dabei im
Gegensatz zum griechischen Alphabet unvollstdndig. Die Aufgabe der Stu-
dierenden ist hierbei, Symbole, welche zunachst fremd sind, wahlweise dort
einzutragen und deren Bedeutung zu notieren. Um das Potential dieser Me-
thode optimal nutzen zu kénnen, werden die Studierenden bei einem Ver-
wenden eventuell neuer mathematischer Zeichen durch Anmerkungen im
MMS 2.0 angehalten, das Glossar selbststandig weiterzuftihren. Dies soll
bewirken, dass zum Ende der Lehrveranstaltung ein mehr oder weniger gro-
Bes Zeichenglossar fir das Modul erarbeitet wird. Das Einfiihren eines sol-
chen Glossars ware zudem eine Organisationsstrategie, welche die Grund-
lage fur fortlaufende Lernaktivitaten darstellen konnte. Die Methodik konnte
in Hinblick auf die Klausur von Studierenden tibernommen werden um zu-

satzlich Definitions-, Satz- oder Beweisglossare zu erstellen.
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5.2 Handlungsraume

Mathematik ist eine Tatigkeit und sie sollte von Studierenden auch als sol-
che erfahren werden.'* Bereits Freudenthal (1971) weist darauf hin, dass
nur wenige Menschen Uberhaupt wissen, dass Mathematik eine Aktivitat

sei. So deklariert er folgendes:

Few people know that mathematics is an activity. Little children are taught ma-
thematics as an activity, but as they mature into rational beings, we are prone
to teach them a well organized prefrabicated deductive system of mathematics,
because rational beings may be supposed to understand deductive systems.
You know that it does not work very well. (Freudenthal, 1971, S. 414)

Mit dem MMS 2.0 sollen die Studierenden in einer Vorbereitung der Vorle-
sung zu mathematischen Tatigkeiten eingeladen werden und ihren indivi-
duellen, mathematischen Lernweg auf diese Weise mitgestalten. Die Moti-
vation eigenaktiven Lernens soll dabei im Mittelpunkt stehen. Mit der Eigen-
aktivitat soll dabei eine unterstitzte, aber trotzdem weitaus selbststandige
Erarbeitung neuen Wissens erfolgen. Diese kann nach Winter (2016, S. 2)
,ZU intellektuellen und emotionalen Identifikationen, zu Erfolgserlebnissen,
Teilerfolgserlebnissen, Misserfolgserlebnisse, zu Erlebnissen mit seinem
eigenen Verstand, seinem Gedachtnis [und] seinem Beharrungsvermogen

[...]¢ fUhren.

Der Gedanke der Eigenaktivitat orientiert sich dabei an der in der Fachdi-
daktik allgemein bekannten Methode des ,Entdeckenden Lernens®, an wel-

cher sich z.B. auch das Modul MPB orientiert.

,Entdeckendes Lernen“ ist weniger die Beschreibung einer Sorte von be-
obachtbaren Lernvorgangen (wenn so etwas Uberhaupt direkt moglich ist),
sondern ein theoretisches Konstrukt, die ldee namlich, dass Wissenser-
werb, Erkenntnisfortschritt und die Ertlichtigung in Problemltsefahigkeiten
nicht schon durch Informationen von auf3en geschieht, sondern durch eige-
nes aktives Handeln unter Rekurs auf die schon vorhandene kognitive

14 Diese Ansicht vertreten unter anderem auch Biehler & Kempen (2015, S. 122), welche
das Veranstaltungskonzept ,Einfiihrung in die Kultur der Mathematik“ entwickelten. Dieses
stellt das aktive Forschen und Entdecken durch sogenannte ,Forschungsprojekte® in der
Studieneingangsphase in den Mittelpunkt. Sie interpretieren die Kultur der Mathematik da-
bei in erster Linie als ,eine aktive Form von mathematischen Denk- und Arbeitsweisen®
(Biehler & Kempen, 2015, S. 122).
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Struktur, allerdings in der Regel angeregt und somit erst ermdglicht durch
auRRere Impulse. (Winter, 2016, S. 3)

Solche ,auleren Impulse“ werden im Modul MPB beispielsweise durch die
Bereitstellung geeigneter mathematischer Probleme gegeben. Im iMPACt-
Arbeitsheft befinden sich dazu zahlreiche Ubungsaufgaben, Beispiele und
Exkursionen fur Schuiler/-innen. Im MMS 2.0 sollen jedoch grundsétzlich die
Inhalte der Analysis 1 beibehalten werden. Wie solche ,aul3eren Impulse®
mit dieser Bedingung in die Form eines Skripts eingebaut werden kdnnen,
wird im nachsten Teilkapitel an ausgewéahlten Ausschnitten des MMS 2.0
verdeutlicht. Dabei soll an dieser Stelle bereits betont werden, dass es Ub-
licherweise in den meisten Vorlesungsskripts, die fur diese Arbeit unter-
sucht worden sind,'® schon einige solcher Impulse gibt, die zu Eigenaktivi-
taten der Lernenden anregen konnten. In erster Linie machen sich solche
durch Fragen der Art ,Warum ist das so?“ (z.B. Werner, 2021, S. 71) oder
Aufforderungen wie: ,Beweisen Sie dies!” (z.B. Ammann, 2019, S. 29), ge-
nauso wie Verweise auf die Ubungszettel (z.B. Schmitt, 2012, S. 4), be-
merkbar. An dieser Stelle sei jedoch behauptet, dass die Eigenart solcher
Impulse padagogisch-didaktisch nicht in der Form aufbereitet worden sind,
in der sie ihr volles Potential im Sinne eines verstandnisorientierten und ent-
deckenden Lernens entfalten konnten, wie an weiteren Beispielen gezeigt

wird.

Um einen Ort fur selbststéandiges Entdecken zu bieten, wurde sich an eini-
gen Prinzipien der Methodik des Lerntagebucheinsatzes orientiert. Die
grundsétzliche Idee von Lerntageblchern stammt, im Rahmen des Kon-
zepts dialogischen Lernens, aus dem schulischen Unterricht und besteht
darin, individuelle Lernprozesse im Rahmen eines Auftrags durch personli-
che ldeen, Gedanken, Bearbeitungen, aber auch Geflhle oder Fehler zu
verschriftlichen (Barzel et al., 2007, S. 130). Dabei sind informelle Notatio-

nen erlaubt. Solch eine Vorgangsweise, in der freier Raum zur personlichen

15 Siehe FuRRnote 7.
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Gestaltung geboten wird, kann vermehrt zu Lernerfolgen fihren (Barzel et
al., 2007, S. 130).

Im Gegensatz zu den im Rahmen des Moduls MPB eingesetzten Lerntage-
bichern soll das MMS 2.0 jedoch ein fakultativ zu bearbeitendes Vorle-
sungsskript darstellen, welches eben solche Freirdume zur individuellen
Bearbeitung erlaubt, aber nicht durch die Lehrenden kontrolliert wird. Dies
soll zum einen die Selbstbestimmtheit des Einsatzes dieser Ressource bei
Studierenden und zum anderen die ldentifikation der Lernenden mit dieser
Ressource starken. Nach Stefanou et al. (2004, S. 97) gehdren Mal3nah-
men, Gestaltungsraume fiir eigenes Lernen zu bieten zudem auch zu der
kognitiven Autonomieunterstiitzung von Lernenden, welche sich positiv auf

verstandnisorientiertes Denken auswirken kann18.

Konkret soll aus den oben genannten Griinden im allgemeinen Aufbau des
Skripts regelméaRig Platz zwischen einzelnen Abschnitten gelassen werden,
um eigene ldeen, Gedanken, Rechnungen und Fragen ausformulieren zu
konnen. In dem MMS 2.0 sind diese Passagen durch graue Kasten gekenn-
zeichnet, sodass Studierende automatisch zum ,Mitarbeiten® aufgefordert
werden. Die Methode ,Handlungsraume bieten®, indem freier Skriptraum
zur Verflgung gestellt wird, erscheint in dieser Form zunachst banal. Solch
eine ,simple“ Methodik bietet jedoch groRes Potential. Einerseits kann die
Einstellung transferiert werden, dass jedem und jeder Studierenden zuge-
traut wird, mathematisch téatig sein bzw. handeln zu kénnen. Somit wird die
individuelle Unterstitzung geboten, welche momentan in traditionellen
Lehrveranstaltungen fehlen soll. Das Unterbrechen des Leseflusses durch
gelegentliche Aufforderungen wie ,Beweisen Sie dies!” oder ,Wieso?“ (falls
dies Uberhaupt als Aufforderung interpretiert wird), wie sie in traditionellen
Vorlesungsskripten zu finden sind, verleiten schnell zum Uberlesen. Um

Mathematik zu betreiben — und schlieRlich wird das Fach vermutlich

16 Stefanou et al. (2004) beziehen sich im Allgemeinen auf schulisches Lernen, stiitzen
sich aber unter anderem auf die Selbstbestimmungstheorie nach Deci und Ryan (2000),
sodass dies ebenfalls auf universitares Lernen ausgeweitet werden kdnnte.
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studiert, um es auch auszutiben — sind Handlungen jedoch essenziell. Der
Akzent des Skripts wird allein durch den Handlungsraum, der Studierenden
gegeben wird ,vom Lehren aufs Lernen, vom Tun des Lehrers auf das des
Schulers® (Freudenthal, 1973, S. 2) verschoben.

5.2.1 Arbeitsauftrage

Obwohl in dieser Arbeit die Ansicht vertreten wird, dass frei verfugbarer
Platz im Vorlesungsskript allein bereits grofRes Potential fur eine erfolgrei-
chere Nutzung des Skripts bildet, wurde im MMS 2.0 die didaktische Ent-
scheidung getroffen, die Handlungsrdume durch Arbeitsauftradge zu ergan-
zen. Die Arbeitsauftrage verfolgen in der Exploration, Vorlesung und Refle-
xion unterschiedliche Ziele und sind deshalb auch verschieden aufgebaut.
Wahrend die Explorations- und Reflexionsphase als besondere Handlungs-
raume im nachsten Kapitel ndher erlautert werden, sollen an dieser Stelle
die grauen Areale der Vorlesungsphase dargelegt werden. Die griinen Are-

ale der Ubungen werden ebenfalls im nachsten Kapitel prazisiert.

Das Versehen der Handlungsraume mit Arbeitsauftradgen beriicksichtigt die
im  Kapitel 2.4 Dbereits hervorgehobene Ansicht, dass es
Studienanfanger/-innen gibt, die nicht wissen, wie eine Vorlesung nach-,
und dementsprechend auch vorbereitet wird. Die Arbeitsauftrage sollen

somit als eine explizite Orientierung fur ein Selbststudium dienen.

Die Arbeitsauftrage des MMS 2.0 wurden an schulischen Operatoren
(Kultusministerkonferenz, 2012) ausgerichtet, um an schulische
Arbeitsauftrdge anzuschlieBen und diese mit dem selbstorganisierten
Lernen im  Studium zu verknipfen. Durch die von der
Kultusministerkonferenz fur die Schule klar definierten Operatoren werden
die Arbeitsauftrage zudem expliziter gefasst, was der Zielsetzung
entsprechen wirde, die Anforderungen des Selbststudiums fur die
Studierenden explizit zu vermitteln. Im Folgenden werden exemplarisch
Arbeitsauftrage fur Handlungsrdume der Vorlesungsphase des MMS 2.0

begrindet vorgestellt.
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5.2.1.1 Skizzieren von Schaubildern

Die erste Aufgabenstellung, um die das urspringliche Vorlesungsskript er-
ganzt wurde, erfolgt bereits auf der ersten Seite des Vorlesungsabschnitts.
Dieser beginnt mit einer kurzen Einfihrung, welche aus dem ursprtinglichen
Skript (Werner, 2021, S. 5) auf das MMS 2.0 beinahe identisch Ubertragen
wurde. Ein Ausschnitt aus der Einfihrung des MMS 2.0 (S. 9) lautet somit
wie folgt:

Wir nehmen den Standpunkt ein, dass wir die Menge R der reellen Zahlen
kennen; dazu mehr im néachsten Teilkapitel, wo der Unterschied zur Menge
Q der rationalen Zahlen deutlich gemacht werden soll. Zuerst soll das Sys-
tem N der naturlichen Zahlen etwas néher betrachtet werden.

Daraufhin werden die Mengen N und N, in einer knappen Definition
vorgestellt. Es fallt auf, dass bereits auf der ersten Seite des
Vorlesungsabschnitts somit vier verschiedene mathematische Symbole
auftauchen: R, Q, N und N,. An dieser Stelle konnte bereits ein
Zusammenhang von der universitaren Mathematik zur schulischen
Mathematik geschaffen und Vorstellungen verschiedener Zahlenmengen
aktiviert werden, welche im Verlauf der Vorlesung eine grol3e Rolle spielen.
Die Aufgabe ,Skizzieren Sie ein Schaubild der Zahlenmengen R, Q, Z, N
und N,, welche Sie bereits aus der Schule kennen kénnten® soll so eine
Verknupfung erreichen. Der Operator Skizzieren soll das Darstellen der
,wesentlichen Eigenschaften eines Objekts, eines Sachverhaltes oder einer
Struktur” (Kultusministerkonferenz, 2012, S. 2) beinhalten, wobei dieser im
MMS 2.0 im Zusammenhang mit einem Schaubild verwendet wurde.
Visualisierungen bergen im Allgemeinen grol3es Potential, da sie als Mittel
gelten, Lernstoffe tiefergehend zu verarbeiten (Renkl & Nickles, 2005,
S. 135f). AulBerdem kénnen Zusammenhange Ubersichtlich
veranschaulicht und so Informationen leichter abgelesen werden
(Renkl & Nuckles, 2005, S. 136). Zudem kdnnen sie im Allgemeinen die
mathematische Symbol- oder Fachsprache entlasten, weil sie sich auf eine
ikonische Ebene beziehen. Wenn die Zahlenmengen zentral fur die

Analysis 1 Vorlesung sein sollen, kénnte es somit fir Einsteiger/-innen
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hilfreich sein, sich diese auf eine Art zu verdeutlichen, die einen schnellen
Uber- bzw. Riickblick erlaubt.

In dem Fall der vorgestellten Aufgabe wird Studierenden zudem die M6g-
lichkeit geboten, Wissensliicken zu schliel3en, welches ebenfalls eine Funk-
tion von Schaubildern sein kann (Renkl & Nuckles, 2005, S. 136). Da in der
Aufgabe angedeutet wird, dass ein grundlegendes Wissen Uber Zahlen-
mengen bereits aus der Schule bekannt sein sollte, kdnnten auf diese
Weise Schulinhalte nachgearbeitet werden.

5.2.2.2 Exemplarisches Priufen von Aussagen

Im MMS 2.0 sollen regelméfRig vorgegebene Aussagen von Studierenden
anhand von Beispielen Uberpruft werden. Beispiele fur solche
Aufgabenstellungen aus dem MMS 2.0 waren folgende: ,Prufen Sie den
Wabhrheitsgehalt der Aussage exemplarisch, indem Sie fur n naturliche
Zahlen einsetzen® (MMS 2.0, S. 10) oder ,Prifen Sie den Wahrheitsgehalt
der Bernoullischen Ungleichung exemplarisch® (MMS 2.0, S. 14). Um den
Operator Prifen gezielt von den Operatoren Zeigen oder Beweisen
abzugrenzen, wurde dabei jedes Mal betont, dass solch eine Uberpriifung
exemplarisch erfolgen soll. Anstatt des Operators Prifen kdnnte an dieser
Stelle ebenfalls der schulische Operator Belegen verwendet werden, da die
Definition dieses Operators treffender zu sein scheint. So beinhaltet der
Operator Belegen die Forderung, ,die Gultigkeit einer Aussage anhand
eines Beispiels [zu] veranschaulichen® (Kultusministerkonferenz, 2012,
S. 1). Die Definition des Operators Prifen ist hingegen etwas weiter gefasst:
,Fragestellungen, Sachverhalte, Probleme nach bestimmten fachlich
ublichen bzw. sinnvollen Kriterien bearbeiten® (Kultusministerkonferenz,
2012, S. 2). Entschieden wurde sich in diesem Zusammenhang fir den
Operator Prifen da so eher eine kritisch-fragende Haltung vermittelt werden
soll. Diese ist in der Mathematik beispielsweise fir das Aufstellen von

Vermutungen (Mason et al., 2012, S. 67) oder Aufklaren von Strukturen in
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Hinblick auf Erklarungen und Beweise (Mason et al.,, 2012, S. 90ff.)

relevant.

5.2.2.3 Erklaren von mathematischen Sachverhalten

Man beachte, dass n! die Anzahl der Anordnungen einer n-elementigen Menge
angibt (warum?).

Abbildung 5: Beispiel fur einen ,dul8eren Impuls“im Skript nach Werner (2021, S. 7)

Fiir das Bestimmen der Fakultiten n! (lies ,,n Fakultit®; engl. Fakul-
“n factorial”) setzt man fir n € N titen
nl:=1-2-3.--n — Glossar
sowie
="

Man beachte, dass n! die Anzahl der Anordnungen einer n-
elementigen Menge angibt.

Das bedeutet, dass die Anzahl der Moglichkeiten, auf wie viele
verschiedene Arten die 3 Elemente einer 3-elementigen Menge ange-

ordnet werden konnen, 3! und auf wie viele verschieden Arten die 4
Elemente einer 4-elementigen Menge angeordnet werden konnen, 4!
entspricht.

Erkliaren Sie in eigenen Worten, warum n! die Anzahl der An-
ordnungen einer n-elementigen Menge angibt.

Abbildung 4: Beispiel fiir einen ,duBeren Impuls“im MMS 2.0 (S. 19)

Rach und Heinze (2013, S. 121) ,deuten darauf hin, dass insbesondere die
Entwicklung von Selbsterklarungsaktivitaten in Phasen des Selbststudiums
einen bedeutsamen Einfluss auf die Entwicklung des Interesses an Mathe-

matik, des mathematikbezogenen Selbstkonzepts sowie auf den
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Studienerfolg im ersten Semester zeigt.“. Selbsterklarungen bilden damit
eine Elaborationsstrategie, welche verstandnisorientiertes Lernen fordern
kann. Aus diesem Grund sind die meisten Arbeitsauftrage der Handlungs-
raume mit dem Operator Erklaren versehen, wie z.B.: ,Erklaren Sie die ein-
zelnen Schritte der Gleichungskette® (MMS 2.0, S. 12), ,Erklaren Sie die
zweite Gleichung durch Einsetzen der Fakultaten® (MMS 2.0, S. 22) oder
,Erklaren Sie die Fallunterscheidung in ihren eigenen Worten“ (MMS 2.0,
S. 33). Mit dem Operator Erklaren konnten zudem einige der im Kapitel 5.2
bereits angesprochenen ,aulleren Impulse” des urspringlichen Skripts ver-
wendet werden. So kdénnen z.B. ,Warum?“-Fragen (siehe Abbildung 4) bei-
spielsweise in einen Arbeitsauftrag mit dem Operator Erklaren verwandelt
werden, der mit einem Handlungsraum versehen werden kann (siehe Ab-
bildung 5).

5.2.2.4 Vergleichen von Inhalten

Der Operator Vergleichen zielt auf das Darstellen von ,Gemeinsamkeiten,
Ahnlichkeiten und Unterschiede[n]* (Kultusministerkonferenz, 2012, S. 2).
Das damit einhergehende Aufdecken von Zusammenhangen sei in ver-
schiedenen Bereichen des mathematischen Arbeitens von grof3er Relevanz
(Gallin, 2011, S. 107). Im MMS 2.0 wurde dieser Operator beispielsweise
verwendet, um einen Zusammenhang vom Explorations- zum Vorlesungs-
abschnitt zu schaffen und so auf die bereits durch die Exploration geschaf-
fene Intuition zum Induktionsprinzip zu verweisen. Die zugehorige Aufga-
benstellung lautet dabei: ,Vergleichen Sie den Dominoeffekt mit dem hier
vorgestellten Beweisprinzip“ (MMS 2.0, S. 12). AuRerdem konnten mithilfe
des Operators Vergleichen beispielsweise bereits verwendete Beweisstruk-
turen mit neuen verglichen und so sichtbar voneinander abgegrenzt wer-
den. Im MMS 2.0 wurde z.B. versucht, eine Variante des Induktionsprinzips
durch den Vergleich der zu beweisenden Aussage mit bereits bewiesenen
Aussagen als solche zu identifizieren (siehe Abbildung 6). Eine entspre-

chende Beweisidee kdnnte so bereits vor der Definition dieser Variante
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entstehen. AuRerdem konnten Studierende fur verschiedene Abwandlun-

gen des Beweisprinzips bereits sensibilisiert werden.

Varianten des Induktionsprinzips

Beispiel 4 Im Folgenden mochten wir uns eine Variante des Induktionsprinzips
verdeutlichen, durch die wir die Existenz der Primfaktorzerlegung
jeder natiirlichen Zahl n > 2 begriinden:

Sei A(n) die Aussage
»n kann als Produkt von Primzahlen geschrieben werden®.
Dabei wird auch ein Produkt mit genau einem Faktor zugelassen.

Priifen Sie exemplarisch den Wahrheitsgehalt der Aussage. Ver-
gleichen Sie die Aussage mit den bereits bewiesenen Aussagen
in Hinblick auf eine Beweisidee.

Abbildung 6: Vergleichen von Aussagen in Hinblick auf eine Beweisidee im MMS 2.0 (S. 32)

5.2.2.5 Zusammenfassen von Beweisen

Zusammenfassungen im Allgemeinen stellen Organisationsstrategien dar,
welche Erkenntnisse festhalten und zu einem spéteren Zeitpunkt abrufbar
machen (Goéller, 2020, S. 99). Im MMS 2.0 wird die Aufgabe: ,Fassen Sie
die Kernidee des Beweises in ein bis zwei Satzen zusammen® (MMS 2.0,
S. 12) gestellt, welche sich auf das erste Beispiel des Beweises per voll-
standige Induktion bezieht. Das Beweisbeispiel wurde dabei besonders de-

tailliert vorgefthrt und bereits durch mehrere Arbeitsauftrdge beleuchtet.
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Die vorangegangenen Inhalte des MMS 2.0 und die zugehérigen Arbeits-
auftrage munden dabei in dieser Zusammenfassung. In diesem Fall werden
die zentralen Punkte des Beweises per vollstandige Induktion anhand eines
Beispiels herausgearbeitet, noch bevor die formale Definition des Beweis-
prinzips vorliegt. So kann eigenstandig auf die formale Definition vorbereitet
werden. AuRerdem wird eine Strategie aufgezeigt, das Verstandnis des vor-

gegebenen Beweisbeispiels zu tberpriufen (Houston, 2012, S. 309).

5.2.2.6 Beschreiben in eigenen Worten

Gueduet (2008, S. 244) macht darauf aufmerksam, dass Studierende in der
Studieneingangsphase schnell anfangen, die mathematisch formale Spra-
che der Lernenden zu imitieren, wobei Texte produziert werden, die mehr
auf die Form ausgerichtet sind als auf die Bedeutung. Im MMS 2.0 wurde
der Operator Beschreiben bei Aufgaben verwendet, in denen Uber die Be-
deutung der mathematisch formalen Sprache nachgedacht werden sollte.
Beschreib-Aufgaben im Rahmen des MMS 2.0 waren z.B. ,Beschreiben Sie
das Prinzip der vollstandigen Induktion in eigenen Worten“ (MMS 2.0, S. 13)
oder ,Beschreiben Sie die Varianten des Induktionsprinzips in eigenen Wor-
ten“ (MMS 2.0, S. 34). Dabei wurde betont, dass die Beschreibung in eige-
nen Worten geschehen soll, um das reine Imitieren der formalen Sprache
zu vermeiden und stattdessen auf das bekannte, alltdgliche Sprachregister
zurtckzugreifen. Dieses sei nach Wagenschein (1986, S. 102) die Sprache
des Verstehens und wirde dementsprechend verstehensorientiertes Ler-
nen fordern. Die Fachsprache wird bei Wagenschein (1986, S. 102) eher
als Lerngegenstand deklariert, welcher sich aus der Alltagssprache mit dem

Lernprozess erst entwickelt.

In diesem Zusammenhang soll nochmals auf Freudenthal (1971, S. 427)

verwiesen werden, welcher folgendes behauptet:

Active mathematics, however, knows many levels of rigor, and good
teaching should respect them. It should also respect the fact that rather
than being imposed each of these kinds of rigor should naturally develop in
the learning process.
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Auf die mathematische Fachsprache bezogen kénnte dementsprechend
angenommen werden, dass anstatt eines Aufdrangens der mathemati-
schen Fach- bzw. Formelsprache, ein Ruckgriff auf die Alltagssprache als
Sprache des Verstehens trotz der fehlenden Strenge in den Lernprozess
eingebunden werden kénnte, um eben jenen zu férdern. Das Ziel ware da-
bei ein schrittweises Erlernen der mathematischen Fachsprache tUber die
Sprache des Lernenden, wie sie durch den Ausdruck ,in eigenen Worten®

intendiert wurde.

5.2.2.7 Erstellen von Beweisideen

Nachdem der Wahrheitsgehalt eines Satzes uberpruft wurde, wurde die
Moglichkeit geboten, eine eigene Beweisidee zu erstellen. Die ldee ent-
spricht der Behauptung von Riss & Schmidt (2011, S. 290), welche betonen,
dass Losungsansatze entwickelt werden mussen, bevor diese abgeleitet
werden. An dieser Stelle wird zudem eine weitere Funktion der Prifen-Auf-
gaben deutlich, namlich die, auf Beweisideen vorzubereiten. Es wird her-
vorgehoben, dass das ,eigentliche Hauptproblem fur Mathematikstudenten
[...]im Auffinden des richtigen Ansatzes zur Losung eines mathematischen
Problems® (Riss & Schmidt, S. 290) bestehe. Im MMS 2.0 werden Studie-
rende durch Erstellen-Aufgaben motiviert, nach einer entsprechenden Vor-
bereitung durch Prifen-Aufgaben zunachst nach einem Ansatz zu suchen,
bevor dieser im Skript korrekt prasentiert wird. Dies wirde Studierende an-
regen, eigene mathematische ldeen in ihr personliches Skript einzubringen
und entsprache direkt der Zielsetzung, Studierende zu eigenen hochschul-

mathematischen Beitrdgen zu motivieren.

5.2.2.8 Ergénzen von Beweisen

Im MMS 2.0 werden die Studierenden an verschiedenen Stellen aufgefor-
dert, Beweise zu ergdnzen, indem z.B. Rechnungen durch Zwischenschritte
erganzt oder leichtere Beweisschritte, wie z.B. der Induktionsanfang, eigen-
standig gezeigt werden sollten (siehe Abbildung 7). Auch damit wird eine
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Moglichkeit aufgezeigt, Studierende in Bezug auf das Beweisen unterstit-

zend zu aktivieren.

Beweis zu Die Aussage A(n), die fiir jede natiirliche Zahl n durch Induktion
Satz 1 zu beweisen ist, lautet hier:

LFiir jede reelle Zahl > —1 gilt (1 + z)™ > 1+ na.®

Zeigen Sie zuerst, dass der Induktionsanfang gilt:

Nun miissen wir noch zeigen, dass auch der Induktionsschluss
(A(n) = A(n + 1)) stimmt: Nehmen wir also an, wir wiissten, dass
die Ungleichung fiir ein beliebiges, aber festes n fiir alle x > —1
richtig ist, und wir wollen sie fiir n + 1 zeigen.

Dazu rechnen wir fiir # > —1 folgendermaflen:

Erginzen Sie.

A+ 2121 +2)"1 +2)

IV

D1+ (n+ 1)z + nx?®

(1)
2

Abbildung 7: Beispiel fir das Erganzen von Beweisen im MMS 2.0 (S. 16)

Die Zeigen-Aufgaben wurden ebenfalls mit der Intention konzipiert, Be-
weise zu erganzen. Der Operator Zeigen bedeute in der schulischen Ma-
thematik dabei ,Aussagen unter Nutzung von gultigen Schlussregeln, Be-
rechnungen, Herleitungen oder logischen Begrindungen [zu] bestatigen®
(Kultusministerkonferenz, 2012, S. 2) und entspricht dem im MMS 2.0 in-
tendierten, universitaren Gebrauch des Operators. Im MMS 2.0 wurde dies-
bezuglich z.B. die Aufgabe gestellt, den Induktionsanfang zu zeigen, wel-
cher bei Werner (2021) meist eher nebensachlich thematisiert wurde. In die-

ser Arbeit wird jedoch die Meinung vertreten, dass auch solche von
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Dozierenden als leicht empfundenen Beweisschritte trotzdem eine Berech-

tigung im Vorlesungsskript haben sollten.

5.3 Aufbau: Exploration — Vorlesung — Reflexion

Das Skript verfolgt wie bereits erwahnt einen dreiteiligen Aufbau, der in ei-
nen Explorations-, einen Vorlesungs- und einen Reflexionsabschnitt geglie-
dert ist. Der Aufbau des Skripts erinnert dabei an den methodischen Drei-
schritt nach Meyer (2012, S. 70f.). Dieser besteht aus einem Einstieg, einer
Arbeitsphase und einer Ergebnissicherung und sei ,uberall dort, wo der Un-
terricht Gber klare Aufgabenstellungen gesteuert wird“ (Meyer, 2012, S. 70),
vertreten. Dieses Konzept, welches einen klassischen Aufbau fur Unter-
richtsstunden beschreibt, wird hierbei auf das MMS 2.0 Ubertragen.
Dadurch soll wieder an Methoden der Schule angeschlossen und somit fur
ein vertrauteres Lernumfeld gesorgt werden. Der Einstieg nach Meyer
(2012, S. 70) soll dabei eine Eroffnung der Stunde und somit des Themas
im Sinne einer Motivation beinhalten und entspricht im MMS 2.0 der Explo-
rationsphase. Die Arbeitsphase beinhaltet nach Meyer (2012, S. 70) die
Konkretisierung, Anwendung und Ubung, welche in dem Vorlesungsab-
schnitt des MMS 2.0 stattfinden soll. Die Ergebnissicherung als Unterrichts-
phase beinhaltet unter anderem eine Dokumentation, Prasentation und ggf.
Reflexion des Gelernten. Im MMS 2.0 wurde bewusst mehr auf die Refle-
xion fokussiert, nach der dieser Abschnitt auch benannt wurde. Dies beach-
tet, dass eine Dokumentation des Gelernten sich bereits durch das gesamte
MMS 2.0 zieht, damit Lernen als Prozess sichtbar wird und eine formale

Sicherung in der Prasenzvorlesung erfolgen kann.

5.3.1 Exploration

In der Lehrveranstaltung MPB stellt Grieser (2015, S. 96) die Relevanz ex-
plorativer Phasen dar, welchen idealerweise viel Zeit eingeraumt werden

sollte. Diese Zeit wird wahrend einer traditionell gestalteten Vorlesung
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grundsatzlich nicht fur Studierende bereitgestellt und ist auch bei Werner
(2021) nicht in derselben Form vorhanden. Um solche Phasen trotzdem,
auch fur traditionell gestaltete Vorlesungen, anzubieten, kann eine fakulta-
tive Explorationsphase zu Beginn jeden Teilkapitels des Vorlesungsskripts
bereitgestellt werden. Das Ziel soll ein motivierender, aber gleichzeitig nicht
zu herausfordernder Einstieg in das nachste Thema sein. Dass am Anfang
von jedem Fachwissen der motivationale Aspekt stehen sollte, stellt unter
anderem Gallin (2011, S. 107) dar. Im MMS 2.0 soll so die zentrale Idee,
das zentrale Prinzip oder das zentrale Thema moglichst interessant einge-
leitet und darauf aufbauend die eigentlichen Vorlesungsinhalte abgebildet
werden. Solch eine Explorationsphase kann Studierende bereits vor dem
Bearbeiten der Vorlesung auf die kommenden Inhalte einstimmen. Gleich-
zeitig stellt diese den Anfang der mathematischen Tatigkeit jedes Teilkapi-
tels und somit einen besonderen Handlungsraum dar. Exemplarisch soll

solch eine Explorationsphase im Folgenden vorgestellt werden.

5.3.2 Der Dominoeffekt

Die erste Explorationsphase des MMS 2.0 soll auf das erste Teilkapitel des
Analysis-Skripts vorbereiten. Dieses ist vor allem durch den erstmaligen
Gebrauch des Beweisprinzips der vollstandigen Induktion gekennzeichnet.
Aus diesem Grund hat die Exploration auch das Ziel, eine intuitive Grund-
haltung fur das Prinzip der vollstandigen Induktion vorzubereiten. Winter
(2016, S. 148) verweist darauf, dass ,beim Lernen die intuitiven Momente
nicht durch logische und axiomatische Regelungen erdruckt werden® dir-
fen, wenn ein intuitives Verstehen angestrebt werden soll.1” Aus diesem
Grund erschien ein eher auf die Intuition ausgerichteter Einstieg per Domi-
noeffekt sinnvoll, welcher eine Assoziation zu der im Vorlesungsabschnitt
thematisierten vollstandigen Induktion, hervorrufen soll. Der zugehorige Ar-

beitsauftrag lautet wie folgt:

17 Winter (2016, S. 148) betont ebenfalls, dass nach Poincaré (1976, S. 13) die vollstandige
Induktion nur auf eine intuitive Weise gelernt werden kann.
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Stellen Sie sich eine aufgestellte Reihe von Dominosteinen vor, welche auf-
steigend mit nattrlichen Zahlen durchnummeriert worden sind. Das heif3t
der erste Dominostein hat die Nummer 1, der zweite die Nummer 2, der
dritte die Nummer 3, usw. Sie dirfen einen Dominostein anstof3en. Be-
schreiben Sie, was gelten misste, damit alle Steine umfallen.

Diese Aufgabe soll einen ,aufReren Impuls“ geben, der Studierende durch
eine lebensweltlich bekannte Situation zum Denken auffordert. Sie wird be-

wusst alltagssprachlich formuliert, um zugénglicher gestaltet zu sein.

Angelehnt ist die Idee des Dominoeffekts, welcher aufgrund der Exploration
mit der vollstandigen Induktion in Verbindung gebracht wird, an die bereits
vorgestellten IMPACt-Arbeitshefte und das ebenfalls schon erwahnte Werk
von Grieser (2013b). Der iMPACt-Grundlagenkurs behandelt in einem Ka-
pitel ebenfalls die natirlichen Zahlen, wobei der Schwerpunkt auf der In-
duktion und Rekursion liegt. Nachdem eine Einfihrung der natirlichen Zah-
len und anderer Zahlenmengen erfolgt, wird das Induktionsprinzip dort als
,grundlegende Eigenschaft® der natirlichen Zahlen und die Varianten fur
Ny, Z = a, wobei a eine ganze Zahl sei und fir Z, wobei a und b gegeben
sind mit a < b mathematisch-formal vorgestellt. Danach wird das Beweis-
prinzip der vollstandigen Induktion ebenfalls mathematisch-formal gezeigt
und mit Anmerkungen zum Benennen der einzelnen Beweisschritte und
dem Index abgeschlossen. Bis hierhin ist das Arbeitsheft beinahe identisch
mit dem Vorlesungsskript von Werner (2021), wobei bei jenem eine weniger
detaillierte Gestaltung vorliegt und die Varianten des Induktionsprinzips erst
am Ende des Teilkapitels thematisiert werden. Im iIMPACt-Arbeitsheft wird
im Anschluss eine Beispielaussage vorgestellt, welche mithilfe der vollstan-
digen Induktion bewiesen wird. Die zugehdrige Erlauterung beinhaltet dann
den Vergleich des Beweises mit dem Dominoeffekt, wobei jeder Schritt auf
diesen Ubertragen wird. Bei Grieser (2013b, S. 61f.) wird mit weniger Vor-
arbeit das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion vorgestellt und im An-
schluss kurz auf den Dominoeffekt verwiesen, welcher durch eine Zeich-

nung zusatzlich veranschaulicht wird.
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Um dem vorgestellten Ziel, die Studierenden selbst tatig werden zu lassen
und ihr eigenes Lernen mitzugestalten, gerecht zu werden, wurde
entschieden, im Gegensatz zu den vorgestellten Ansétzen nicht mit einer
formalen Klarung der vollstandigen Induktion zu beginnen. Die in den
IMPACt-Arbeitsheften und bei Grieser vorgestellte Idee des Dominoeffekts,
wurde hingegen als Einstieg in das Teilkapitel gewahlt, welcher die

Studierenden von Beginn an motivieren soll.

Im MMS 2.0 befindet sich auf der folgenden Seite dann die Auflésung des
Dominoeffekts, welche zuséatzlich bereits auf die Variable n als Element der
naturlichen Zahlen vorbereitet, da diese nun verallgemeinert mit der Num-
merierung der Dominosteine assoziiert wird. Die Studierenden werden im
Anschluss aufgefordert, die Auflosung mit der eigenen Beschreibung zu
vergleichen und Unterschiede aufzuschreiben. Dadurch soll ein erweitertes
Bewusstsein fur die einzelnen Schritte der Losung geschaffen und Ver-

standnisschwierigkeiten aufgedeckt werden.

5.3.2 Vorlesung

Der Abschnitt zu der Vorlesung stellt die eigentlichen Vorlesungsinhalte dar.
In diesem Fall bestehen diese aus dem urspriunglichen Skript von Werner
(2021), werden jedoch auf eine andere Art dargeboten, um beim Durchar-
beiten einen Mehrwert fiir das Lernen an sich, das Bearbeiten der Ubungs-
zettel, und die Vorbereitung auf die Klausur, zu leisten. Im Folgenden wer-
den einige Aspekte des Vorlesungsabschnitts des MMS 2.0 erklart, welche
fur die Realisierung der in Kapitel 4 beschriebenen Zielsetzung besonders

wichtig erscheinen.

5.3.2.1 Uberschriften

Das urspriingliche Skript wurde zunachst durch mehrere Uberschriften er-
ganzt, welche bereits in Kapitel 5.1.5 thematisiert worden sind. Inspiriert
wurde die Idee durch das Vorlesungsskript von Weidmann (2004), in wel-

chem eine Uubersichtlichere Darstellung einzelner Vorlesungsabschnitte
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durch Zwischenuberschriften empfunden wurde. Im MMS 2.0 richten sich
die Zwischeniberschriften nach den in dem jeweiligen Abschnitt fokussier-
ten Definitionen und Satzen, sodass eine zusatzliche Strukturierung der
Vorlesung stattfindet. Durch die verschiedenen Abschnittsuiberschriften,
kénnen explizit Verknipfungen zwischen den verschiedenen Textteilen der
Vorlesung geschaffen werden. Dabei dient die zusatzliche Ubersichtlichkeit
in erster Linie der Moglichkeit, dass inhaltliche Zusammenhange durch die
Studierenden erkannt werden kénnten. Solche beispielsweise durch Uber-
schriften erzeugten Zusammenhange werden in der Textlinguistik mit der
Begrifflichkeit ,globale Textkoharenz® (Stephany, 2017, S. 47) bezeichnet.
Dass durch Titelinformationen verschiedenste Sachverhalte kognitiv zu-
sammengefasst werden und somit einen erheblichen Beitrag zu der Forde-
rung einer solchen Textkoharenz leisten kbnnen, zeigt z.B. Schwarz-Friesel
(2006, S. 70). Sie stellt zudem heraus, dass globale Koharenz eine Voraus-

setzung fur weiterfiihrendes Verstandnis sei (Schwarz-Friesel, 2006, S. 70).

5.3.2.2 Vom Konkreten zum Abstrakten

Wie bereits herausgestellt, sind traditionell gestaltete Vorlesungen bzw.
Vorlesungsskripte durch Definitionen, Satze und Beweise gekennzeichnet
(Rach etal., 2014, S. 208). Dabei sei folgende Reihenfolge tblich: Zunéchst
werden Begriffe durch eine formale Definition prasentiert, die eventuell
durch Beispiele ergéanzt wird. Dabei wird sich jedoch hauptsachlich und
meist auch sehr knapp darauf beschrankt, die durch die Definition gegebe-
nen Eigenschaften des Begriffs nachzuprifen. Aufbauend auf der Definition

wird die mathematische Theorie weiter vorgestellt.'8

Bei der Einfuhrung neuer mathematischer Begriffe in der Schule wird meist
ein informelleres Format gewahlt (Engelbrecht, 2010, S. 143). Lernende bil-
den so zunachst eine kognitive Struktur des Begriffs aus, welche in der
Fachdidaktik auch als concept image (Tall & Vinner, 1981, S. 152)

18 Diese Aussagen werden durch das Einarbeiten in die bereits vorgestellten Skripte ge-
troffen (siehe Ful3note 7).
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beschrieben wird. Erst dann erfolgt eine Spezifizierung des Konzepts hinter
dem Begriff, welche als concept definition (Tall & Vinner, 1981, S. 152) titu-
liert wird und das concept image so erganzen kann. Dabei wird betont, dass
die formale Definition im schulischen Unterricht auch ganzlich ausbleiben
kann (Rach & Heinze, S. 126). Winter betont in seinem Artikel ,Uber die
Entfaltung begriffichen Denkens im Mathematikunterricht“ vor allem das
Potential von Beispielen als Zugange zu mathematischen Begriffen (Winter,
1983, S. 175). Um der Akzentverschiebung entgegenzuwirken, wie sie von
der Schule zur Hochschule in der Begriffsbildung erfolgt, wird im MMS 2.0
die Reihenfolge der Prasentation mathematischer Inhalte verandert. Im
Sinne eines verstandnisorientierten Lernens, der die schulischen Methoden
ebenfalls im Blick behélt, soll das MMS 2.0 zunachst Beispiele vorstellen,
bevor allgemeingultige Definitionen eingefuhrt werden. Auf diese Weise sol-
len die Beispiele eine Grundlage schaffen, welche ebenfalls das mathema-
tische Lesen formaler Definitionen erleichtern kénnten. Die formalen Defini-
tionen wurden im MMS 2.0 sprachlich nicht verandert und vom ursprungli-
chen Skript Gbernommen. Ein Beispiel fur solch eine veranderte Einfihrung
von Definitionen ware z.B. die Fakultat. Diese wird bei Werner (2021, S. 6)
eher flichtig innerhalb der Definition des Binomialkoeffizienten vorgestellit.
Im MMS 2.0 wird diese jedoch erst durch Beispiele herangefiuihrt, bevor die
formale Definition erfolgt (MMS 2.0, S. 17).

Auch die vollstandige Induktion wird zunachst per Exploration und dann
durch ein konkretes, vollstandig angegebenes Beweisbeispiel eingefihrt.

Korner betont in diesem Zusammenhang (2005, S. 243):

Wir lernen nicht das Violinspielen, indem wir Violine spielen, oder das Klet-
tern, indem wir klettern. Wir lernen es, indem wir Experten dabei zu-
schauen, wie sie das machen, und indem wir sie dann imitieren. Ubung ist
ein wesentlicher Teil des Lernens, aber das Uben ohne Anleitung ist im
Allgemeinen nutzlos und oft sogar schadlich.
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Bei Blomeke (2016, S. 10f.) wird zudem herausgestellt, dass Modelllernen
das mathematikbezogene Kompetenzerleben fordern kann. Es wird auf-
grund der anfanglichen Fokussierung vieler Studierender auf das Beweisen
z.B. vorgeschlagen, anhand der Auseinandersetzung mit fertigen Beweisen
das Beweisen zu lernen (Blomeke, 2016, S. 11). Trotz der Betonung des
MMS 2.0 auf Phasen der Eigenaktivitat, soll es also auch, wie in der Vorle-
sung, Phasen geben, welche konkrete Losungsbeispiele (z.B. fur einen Be-
weis per Vollstandige Induktion) vorzeigen. Diese wurden jedoch detaillier-
ter gestaltet als im ursprunglichen Skript (siehe Abbildung 8 und 9). Es
wurde versucht, jeden einzelnen Beweisschritt herauszustellen und wiede-
rum durch Abséatze zu strukturieren, um Ubersichtlichkeit zu schaffen, die

das Lernen dieses Beweises unterstiitzen soll.

Als Beispiel betrachten wir die Aussage

A(n): ZA - L” (L1.1)

k=1

die wir durch vollstindige Induktion beweisen wollen. Dass der Induktionsanfang
stimmt, sieht man, indem man auf beiden Seiten n = 1 einsetzt. Nehmen wir
nun an, wir wiissten, dass die Formel fiir ein beliebiges, aber festes n richtig ist,
und wir wollen sie dann fiir n + 1 beweisen. Das machen wir in der folgenden
Gleichungskette:

n+1 9

ZI\—ZI\+11+1 (]I+1)+(,1+1):M

2

im vorletzten Schritt wurde die Induktionsvoraussetzung benutzt.

Abbildung 8: Beispiel zur vollstandigen Induktion bei Werner (2021, S. 6)
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Um allgemeingiiltig zu zeigen, dass die Aussage fiir wirklich alle
n € N wahr ist, reicht das exemplarische Probieren leider nicht aus.

Wir brauchen einen Beweis.

Zuerst iiberpriifen wir, ob die Aussage fiir die erste natiirliche Zahl, Beweis zu
also n = 1, gilt. Vielleicht haben Sie dies fiir Ihre exemplarische Beispiel I
Uberpriifung der Aussage sogar bereits getan, vollstindigerweise

wird dies hier trotzdem nochmals aufgefiihrt:

n+1

A1): Y k=1= —l“: D
k=1 -

Im zweiten Schritt setzen wir hypothetisch voraus, dass A(n) gilt
und iiberpriifen, ob dann auch A(n + 1) wahr ist. Das heifit, wir
mochten die Aussage A(n + 1) zeigen unter der Voraussetzung, dass
A(n) wahr ist.

Wenn wir uns zuerst iiberlegen, wie die Aussage A(n + 1) konkret
aussieht, fillt uns der Beweis eventuell etwas leichter:

n+1 .
An+1):Y k= w
k=1 2

Nun versuchen wir eine Gleichungskette zu bilden, in der wir zeigen,
dass A(n + 1) gilt, wenn A(n) gilt:

”i:lkgi:k +(n+1)
k=1 k=1

(2) n(n+ 1)
= ———

+(n+1)

@3)(n+1)(n+2)
B e—

Abbildung 9: Beispiel zur vollstdndigen Induktion im MMS 2.0 (S. 11)

5.3.2.3 Schulbezug

,Der junge Student sieht sich im Beginn seines Studiums vor Probleme ge-
stellt, an denen ihn nichts mehr an das erinnert, womit er sich bisher be-
schaftigt hat, und naturlich vergisst er daher alle diese Dinge rasch und
grandlich® (Klein, 1908, S. 1). Auch heutzutage wird der Fokus der univer-
sitaren Ausbildung auf eine Theorie gerichtet, welche einen geringen Bezug
zu der Schulmathematik aufzuweisen scheint (Hochmuth, 2015, S. 188). In

51



dieser Arbeit wird die Ansicht vertreten, dass das Interesse von Studieren-
den zu Beginn des Studiums weniger stark absinke, wenn auf Zusammen-
hange universitarer Mathematik mit schulischer Mathematik in Vorlesungen
oder Vorlesungsskripten hingewiesen wird. Durch diese konnte z.B. Vorwis-
sen aktiviert werden. ,Die gezielte Aktivierung bestimmter Wissensbe-
stande unterstitzt ein bedeutungsvolles und nachhaltiges Lernen und die
Korrektur bzw. Vermeidung von Fehlkonzepten® (Krause & Stark, 2006,
S. 41). Solch eine Aktivierung im Zusammenhang mit einem Bezug zur
Schulmathematik kénnte z.B. in der bereits vorgestellten Aufgabe des Skiz-
zierens eines Schaubilds von Mengen erreicht werden. Bei dieser Aufgabe
wirde es sich zudem anbieten, bei spaterem Verlauf der Vorlesung noch-
mals auf die anfangliche Skizze zu verweisen und auf Unterschiede des
mitgebrachten Wissens und des durch die universitare Mathematik gewon-
nenen Wissens zu verweisen, um eine erwunschte, eventuell nétige ,Kor-
rektur von Fehlkonzepten® zu verstarken. Auch im Zusammenhang mit der
Definition des Binomialkoeffizienten und der Fakultat wurde im MMS 2.0 auf
die eventuelle schulische Bearbeitung dieser Inhalte verwiesen. Im MMS
2.0 wurden zudem auch Zusammenhange aus der schulischen Mathematik
aufgezeigt, welche durch die universitare Mathematik erweitert wurden. So
wird die binomische Formel, welche einen Spezialfall des binomischen Sat-
zes darstellt, bereits in der Sekundarstufe | vorgestellt (Senatsverwaltung
fur Bildung, Jugend und Sport Berlin, 2017, S. 56). Der binomische Satz in
der Universitéat gilt dann fir jedes n € N. Diese besondere Erweiterung des
Wissens konnte fur Studierende interessant sein, also wird im MMS 2.0
auch explizit darauf hingewiesen, wie z.B. in der folgenden Prifen-Aufgabe:
,Prifen Sie den Binomischen Satz fir den Spezialfall n = 2. Diesen ken-
nen Sie wahrscheinlich bereits aus der Schule unter dem Namen der Bino-
mischen Formel” (MMS 2.0, S. 26).

5.3.2.4 Freiwillige Ubung

Es ist zu bedenken, dass es sich bei Professorinnen und Professoren der
Mathematik in der Regel um Hochbegabungen mit einer intensiven
fachlichen Identifikation und einem eingelbten Habitus handelt. [...] Oft
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sind diese Pragungen so weit verinnerlicht, dass kaum noch nachvollzogen
werden kann, wie viel Anstrengung Novizen aufbringen missen, um in
diese Gedankenwelt und ihre latenten Normen hineinzuwachsen.
(Hefendehl-Hebeker, 2013, S. 7)

Vermutlich kann dadurch erklart werden, dass viele Gedankengéange, wel-
che fur Novizen und Novizinnen keinesfalls selbstverstandlich sind, in den
Ausfuhrungen der Vorlesungsskripte, aber auch in Vorlesungen tbersprun-

gen werden (siehe Abbildung 10). Wéahrend viele Studierende somit in der

n n+1 - n n k, n+1—k n n+1
= x i x
)+ () ()t ()

Die beiden dufleren Binomialkoeffizienten sind jeweils 1. und fiir die Binomial-
koeffizienten in der Summe gilt

o)+ () =(37)

dies kann man mit Hilfe der Fakultiten nachrechnen (tun Sie’s!) oder sich mit
Hilfe der kombinatorischen Bedeutung der Binomialkoeffizienten klarmachen

(tun Sie’s!). Daher vereinfachen sich die zuletzt berechneten Terme zu
n+1
”+‘l k. n+l1—k
p JTY ;
k=0
und das war zu zeigen. O

Abbildung 10: Beispiel fur das Uberspringen von Beweisschritten bei Werner (2021, S. 8)

Schule regelméfRig Kompetenz und Autonomie erlebten (Rach & Heinze,
2013, S. 143), bieten sich dafur durch das verstandnislose Umgehen von
Beweisschritten noch weniger Chancen. Bei Rach und Heinze (2013,
S. 143) wird ausgefuhrt, dass einige Studierende sich diesbezuglich fur
,eine Mischung aus einfacheren und schwierigeren Ubungsaufgaben® aus-
sprechen, um Erfolgserlebnisse zu konstruieren und das Kompetenzerle-
ben zu beginstigen. Im MMS 2.0 wurde versucht, das Uberspringen von
Beweisschritten der Vorlesungsskripts fiir zusétzliche freiwillige Ubungsauf-
gaben zu nutzen (siehe Abbildung 11), welche dementsprechend einen
niedrigeren Schwierigkeitsgrad haben und den entsprechenden Beweis
vorbereiten. In dem zugehoérigen Beweis wurde dann auf diese verwiesen
(MMS 2.0, S. 30).
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Freiwillige Ubung

Aufgabe 1: Zeige fiir alle n € N

Aufgabe 3: Zeige fiir alle n € N

(") ()= (%)

Abbildung 11: Freiwillige Ubung im MMS 2.0 (S. 23ff.), Abstande verandert

5.3.2.5 Verpflichtende Ubung

Um der Zielsetzung, die Aufgabenzettel als Lerngelegenheit hervorzuhe-
ben, direkt zu entsprechen, wurden deren Aufgaben in das MMS 2.0 inte-
griert. In diesem Zusammenhang wurde ein Ansatz von Biehler und Kem-
pen verfolgt, die fur die Abgabe der Ubungsaufgaben zwei Ausfiihrungen
fordern: Die ,Entdeckungsnotizen“ der Studierenden und eine ,Reinschrift*
der Bearbeitung der Ubungsaufgaben (Biehler & Kempen, 2015, S. 129).
,In der ,Reinschrift* werden héhere Anforderungen an die logische, formale
und sprachliche Darstellung gestellt.“ (Biehler & Kempen, 2015, S. 129).
Diese soll im besten Fall die von Hochschuldozierenden erwartete mathe-
matische Leistung widerspiegeln. Die Entdeckungsnotizen sollen dabei
eher den Weg zu der Beweisidee darstellen, welcher nicht formal korrekt
dargeboten werden muss. Auf diese Weise soll der Unterschied der Phasen
des Entdeckens und Begriindens gehandhabt werden (Biehler & Kempen,
2015, S. 129), welche auch bei der Bearbeitung der Ubungszettel stattfin-
den sollten. Dem Grundsatz folgend, dass eine Trennung von Lern- und

Leistungssituationen fur das mathematikbezogene Kompetenzerleben von
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Bedeutung sei (Blomeke, 2015, S. 20), wird in dieser Arbeit die Ansicht ver-
treten, dass das Einsammeln solcher ,Entdeckungsnotizen“ sich nicht un-
bedingt positiv auf das Erleben von Kompetenz der Studierenden auswirken
muss. Die Idee, informelle Erkundungen der Ubungsaufgaben zu motivie-
ren, wurde jedoch Gbernommen. Um den Zusammenhang zu mathemati-
schen Inhalten der Vorlesung und deren Relevanz deutlich zu machen, wer-
den die jeweiligen Ubungsaufgaben thematisch sortiert an die passende
Stelle im Skript integriert. Erhofft wird dadurch eine positivere, stressredu-
ziertere Herangehensweise, welche einerseits den Wert des systemati-
schen Vorarbeitens der Vorlesung auch im Zusammenhang mit den
Ubungsaufgaben deutlich macht und die Ubungsaufgaben andererseits als
zwangfreie Lerngelegenheit darbietet. Wie gewohnt kann jedoch eine ge-
trennt formulierte Reinschrift von den Studierenden verfasst und verpflich-

tend abgegeben werden.

5.3.3 Reflexion

Das urspriungliche Skript wurde zum Abschluss des ersten Teilkapitels um
eine Reflexionsphase erganzt. Diese soll die Haltung zum individuellen
Lernverhalten wie eine Art Rickblick sichtbarmachen, kann jedoch
wahlweise auch bereits parallel zur Bearbeitung des Explorations- oder
Vorlesungsabschnitts ausgefullt werden. Dabei soll jedoch nicht unbedingt
eine inhaltliche Wiederholung, wie sie beispielsweise in den iIMPACt-
Arbeitsheften im Rahmen der Wissensspeicher angestrebt wurde, sondern
zudem ein Ruckblick auf nichtkognitive Aspekte ermdglicht werden, welche
ebenfalls eine Rolle fir das Lernen spielen und sogar Bestandteile von
Kompetenzen sind (Greefrath et al., 2015, S. 28). Das Einnehmen einer
solchen reflexiven Haltung soll die Lernleistung der Studierenden
nachhaltig positiv beeinflussen (Bottinger & Boventer, 2016, S. 57) und

somit auf zukinftiges Lernen vorbereiten.

Die Reflexionsphase wurde in folgende drei Abschnitte unterteilt: ,Mein(e)

Aha-Moment(e)“, ,Meine Herausforderung(en) und ,Meine Frage(n)“.
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Jeder der drei Abschnitte muss sich dabei — je nach Interpretation der Stu-
dierenden — nicht auf mathematische Inhalte beziehen. Mdglich sind auch
das Dokumentieren von Erfolgen oder Herausforderungen bei Lernstrate-
gien sowie organisatorische Fragen.

5.3.3.1 Mein(e) Aha!-Moment(e)

Sobald Einsicht und Verstehen ins Spiel kommen, reicht es nicht mehr aus,
beim lernenden Menschen nur die fachlichen Kompetenzen zu férdern,
sondern man muss sich — gemaR Weinert — auch um seine motivationalen
und emotionalen Grundlagen kiimmern. (Gallin, 2010, S. 107)

Studierende haben sich grundsatzlich fur ein Mathematikstudium entschie-
den, weil ihnen das Fach in der Schule vermutlich gefiel und sie gute Leis-
tungen erbracht haben (Kaenders et al., 2015, S. 149). Somit erwarten sie
auch, dass das Studium ihnen Freude bereiten wird. Wie bereits ausgefihrt,
verliert ein groRer Teil der Studierenden jedoch vor allem am Studienanfang
an intrinsischer Motivation. Schon Uber kleine Erfolgserlebnisse kann je-
doch die Motivation und das mathematische Selbstbewusstsein gestarkt
werden (Blomeke, 2016, S. 10). Aus diesem Grund werden die Studieren-
den dazu ermutigt, solche individuellen Erfolgserlebnisse, welche im MMS
2.0 als ,Ahal-Momente“ betitelt wurden, zu verschriftlichen. Dies hat eine
Sichtbarmachung der positiven Seiten des geleisteten Lernens zur Folge

und soll die Studierenden ermutigen und motivieren.

5.3.3.2 Meine Herausforderung(en)

Bei der Bearbeitung des MMS 2.0 werden den Studierenden vermutlich ne-
ben Erfolgserlebnissen auch Herausforderungen begegnen. Dass Heraus-
forderungen fir den Lernprozess notwendig und Fehler, Irrtimer oder Um-
wege trotz der formalen Gestaltung der Vorlesung auch in der Mathematik
vorkommen, soll in dem Abschnitt ,Meine Herausforderung(en)“ sichtbar
werden. Dabei wird folgende Ansicht von Mason et al. (2010, S. viii) vertre-
ten: ,being stuck is an honourable state and an essential part of improving
thinking“. Die Sichtbarmachung solcher Herausforderungen kénnte inner-

halb der Reflexion dabei zu Einsichten fihren, an welcher Stelle und
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eventuell auch warum diese Herausforderungen entstanden sind. Somit
konnte das Aufzeigen individueller Herausforderungen auch als individuelle

Lerngelegenheit gesehen werden.

5.3.3.3 Meine Frage(n)

Nach Stefanou et al. (2004, S. 101) soll das Fragenstellen eine Strategie
darstellen, die kognitive Autonomie zu fordern. Bei Prediger und
Hefendehl-Hebeker (2016, S. 255) werden ,Fragen als Wegbereiter zur
Entdeckung® erfasst. Auch Neber (2006, S. 51) stellt die Relevanz des
eigenstandigen Fragenstellens heraus, welches ,die Konstruktion von
Wissen, [...] lernorientierte Motivation und [...] metakognitive Fertigkeiten®
fordern soll. Aus diesen Griunden wurde im MMS 2.0 ebenfalls Raum fur
Fragen gelassen, welche beim Bearbeiten der Vorlesung auftreten kbnnten.
Dieser soll die fragend-entdeckende Haltung der Studierenden férdern.
Durch die geleistete Vorarbeit sollen sich Studierende gleichzeitigt ermutigt
fuhlen, Dozierende, Tutor/-innen, Kommilitonen und Kommilitoninnen auf
gegebenenfalls entstandene Ungereimtheiten anzusprechen und vorher

bereits Uberlegte Fragen zu stellen.

6. Manual an Hochschuldozierende

Dieser Teil der Arbeit richtet sich explizit an die Hochschuldozierenden der
Mathematik. Angesichts der Fortgeschrittenheit der Arbeit diirfte die Verén-
derung herkémmlicher Vorlesungsskripte im Sinne des MMS 2.0 durchaus
als sinnhaft erachtet werden. Um bei Dozierenden einerseits eine mogliche
Uberarbeitung ihrer Skripte anzuregen, andererseits aber auch Ideen vor-
zustellen, wie so eine Uberarbeitung erfolgen konnte, wird im Folgenden
eine Idee prasentiert, kurze Anleitungen fur das Uberarbeiten von Vorle-
sungsskripten zu erstellen, welche z.B. in der Universitat ausgeteilt werden
kénnten. Ein solches Manual wurde zudem exemplarisch erstellt (siehe Ab-

bildung 12). Dieses soll eine kurze und pragnante Anweisung darstellen,
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welche mdglichst leicht integrierbare ldeen vorstellt, um eine realistische
Anregung fir Dozierende darzubieten. Trotz der leichteren Realisierbarkeit
der im Manual vorgestellten, exemplarisch ausgewahlten Maflinahmen,
kann auf Grundlage dieser Arbeit auch so ein Beitrag zu einem lernfoérderli-
chen Vorlesungsskript geleistet werden. Nicht vorgestellt wurde in der Ar-
beit bisher die grundsatzliche Annahme, dass die Mathematikdidaktik be-
reitwillige Mathematikdozierende bei solchen Veranderungen unterstutzen
sollte, die im Manual ebenfalls deutlich wird.
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An alle Mathematikhochschuldozierenden, die Lust haben, das
eigene Vorlesungsskript lernférderlicher zu gestalten!

Mit diesen 8 MaRRnahmen, kénnen Sie Ihr Skript didaktisch aufpeppen:

1. Erstellen von Abséatzen!
Erstellen Sie Absatze zwischen Definitionen, Satzen, Beispielen, Hinweisen,
Beweisen, Beweisschritten usw. Dies schafft eine Uberschaubare Struktur.

2. Erstellen von Uberschriften fiir einzelne Absétze!
Erstellen Sie einschldgige Uberschriften fiir alle Absétze und erhéhen Sie so die
Ubersichtlichkeit Ihres Vorlesungsskripts.

3. Rénder nutzen!
Kennzeichnen wichtiger Vorlesungsinhalte am Rand des Skripts ermdglicht das
schnelle Zurtickgreifen auf eben jene.

4. Ein bisschen Farbe schadet nicht!
Durch das Hervorheben der Definitionen und Satze in unterschiedlichen Farben,
stechen diese noch mehr hervor.

5. Arbeitsauftrdge ausformulieren!
Impulse wie ,Warum?*“ oder ,Tun Sie dies!" in lhrem Skript konnten als ausformulierte
Arbeitsauftrage zu Eigenaktivitat anregen. Die Verwendung von Operatoren wiirde
sich anbieten, z.B.: Erklaren Sie...

6. Platz lassen!
Um ihre Arbeitsauftrage fir die Vor- und Nachbereitung einer Vorlesung nutzen zu
konnen, kdnnte nach solchen Impulsen Platz fiir ein direktes Bearbeiten im Skript
gelassen werden.

7. Integrieren Sie die Ubungen zusétzlich in Ihr Skript!
Auf diese Weise konnten Ubungen fiir Studierende eher als Lerngelegenheit
wahrgenommen und genutzt werden.

Sie méchten Ihr Skript lernforderlich gestalten, wissen aber nicht wie?

Die Mathematikdidaktik lhrer Hochschule hat jede Menge Ideen,
Angebote der mathematischen Lehre umzugestalten.

Lassen Sie sich beraten!

Abbildung 12: Manual an Mathematikhochschuldozierende



7. Reflexion der Arbeit

Im Folgenden werden einige Aspekte der entstandenen Arbeit reflektiert.

7.1 Probleme und Grenzen des MMS 2.0

Bei der Konzeption des MMS 2.0 und dessen Begrtindung sind einige Prob-

leme und Grenzen aufgefallen, welche im Folgenden dargestellt werden.

Obwohl das Skript eine Nutzbarmachung der Ressource ,Vorlesungsskript*
im Sinn hatte, weist die hohe Seitenzahl des ersten Teilkapitels bereits eine
Schwachstelle des MMS 2.0 aus. Diese entsteht in erster Linie durch die
vielen Handlungsrdume, welche zwar Raum fir direkt auf die Inhalte bezo-
genen Lernvorgange schaffen, gleichzeitig aber das Skript erheblich in die
Lange ziehen. Die so entstehende Uberdurchschnittliche Lange des
MMS 2.0 konnte auf Studienanfanger/-innen ebenfalls einschiichternd wir-

ken und die lernfoérderliche Nutzung des Angebots beeintrachtigen.

Auch die bunte Gestaltung kénnte den Einsatz des MMS 2.0 verringern.
Diese sollte in erster Linie das Ziel verfolgen, Ubersichtlichkeit und Attrakti-
vitat zu bieten, um die Nutzung des Angebots zu optimieren. Jedoch wurden
die damit entstehenden Druckkosten nicht bedacht, welche bei Studieren-
den ohne entsprechende Ruckgriffméglichkeiten auf digitale Formate, an-
fallen wirden. Zusatzlich wurde bei der Konzeption des Skripts nicht auf
Studierende geachtet, die eine Rot-Grin-Schwache aufweisen. Eventuell
konnte so eine soziale Benachteiligung stattfinden. Eine mdgliche Lésung
fur dieses Problem wiirde das Andern des MMS 2.0 in verschiedene Grau-

tone bieten.

Die vorgestellten Mdglichkeiten des MMS 2.0 sind kein Garant fir verbes-
serte Studienleistungen von Studienanfangern und /-anfangerinnen. Wie
lernférderlich und didaktisch-préazise die Vorschlage des MMS 2.0 umge-

setzt werden, ist immer noch dem didaktischen Potential der
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Hochschuldozierenden unterworfen. Diese konzipieren letztendlich immer
noch die Vorlesungsskripte fir eigene Veranstaltungen und sind somit fir
eben jene selbst verantwortlich. Die exemplarischen Ausfihrungen dieser
Arbeit kdnnen dabei Mdglichkeiten und Ideen vorzeigen, wie solch eine ver-
anderte Ausrichtung eines Vorlesungsskripts aussehen kénnte. Ohne ent-
sprechendes Hintergrundwissen in Bezug auf didaktische Herangehens-
weisen muss jedoch auch mit dem Vorschlag eines innovativen Vorlesungs-
skripts nicht unbedingt eine verbesserte Ausrichtung der Angebote auf die
Bedurfnisse von Studierenden stattfinden. Vorgeschlagen wird hier ein in-
tensiver Austausch von Dozierenden der Mathematik und Mathematikdi-
daktik, welcher grundsatzlich zu einer verbesserten Hochschullehre fiihren
konnte (siehe Kapitel 6).

Ungeklart ist auch die Frage, ob sich Anpassungen des MMS 2.0 fir Stu-
dierende hoheren Fachsemesters ebenfalls als geeignet erweisen kénnten.
Studierende hoheren Fachsemesters sollten mit den wissenschaftlichen
Konzepten eines mathematischen Universitatsmoduls und auch zugehdri-
gen Vorlesungsskripten vertraut sein. Der Einsatz eines innovativen Vorle-
sungsskripts in hoheren Fachsemestern kdnnte durch den erneuten Wech-

sel der Darbietung mathematischer Inhalte zu Verwirrung fuhren.

7.2 Weitere Moglichkeiten des MMS 2.0

Im Rahmen dieser Arbeit wurde bloR ein erstelltes Teilkapitel des MMS 2.0
exemplarisch vorgestellt. Bei der Konzeption wurden jedoch weitere Ideen

gesammelt, von denen im Folgenden einige vorgestellt werden sollen.

7.2.1 Wie man beweist, dass...

Im MMS 2.0 wurden den Studierenden zwei Glossare zur Verfiigung ge-
stellt, wobei das eine das griechische Alphabet abbildet und das andere um
mathematische Symbole und Bezeichnungen durch die Studierenden er-

ganzt werden kann. Es kénnte jedoch auch dariber nachgedacht werden,
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stattdessen oder ggf. erganzend eine Ubersicht zu verschiedenen im Rah-
men der Vorlesung erlernten Beweistechniken zu erstellen'®. Dies wiirde
sich vermutlich besonders fir Einstiegsvorlesungen anbieten, in welchen
grundlegende Beweisprinzipien vorgestellt werden. Houston (2012,
S. 316ff.) stellt in seinem Buch z.B. eine glossarahnliche Zusammenfas-
sung mit dem Titel ,Wie man beweist, dass...“ zusammen. In Bezug auf die
Analysis 1 konnte an solch einer Stelle eine Ubersicht erstellt werden, wel-
che einen schnellen Ruckgriff erlaubt, der sich zudem nachhaltig positiv auf

das Bearbeiten von Ubungszetteln auswirken konnte.

7.2.2 Vorgegebene Visualisierungen

In der Arbeit wurde auf den Operator Skizzieren als Arbeitsauftrag einge-
gangen, wobei auf das Potential von eigens angefertigten Visualisierungen
gedeutet wurde. An dieser Stelle soll auf das Potential von bereits von Leh-
renden vorgegebenen Visualisierungen hingewiesen werden, welche sich
an mehreren Stellen der Vorlesung anbieten wirden. Deren fehlender Ein-
satz wird z.B. bei Kdrner (2015, S. 207) kritisiert. Visualisierungen kdénnten
dann im Rahmen eines Arbeitsauftrags beispielsweise von den Studieren-
den beschrieben, und in Zusammenhang zu mathematisch formalen Inhal-
ten gebracht werden. Ammann (2019, S. 27) z.B. erganzt die mathematisch
formale Definition von injektiven, surjektiven und bijektiven Abbildungen
durch schematische Darstellungen solcher Abbildungen. Visualisierungen
kénnten dabei mit entsprechenden Arbeitsauftragen im Sinne eines Darstel-
lungswechsels eingesetzt werden, indem durch Vergleich-Aufgaben Zu-
sammenhénge zwischen der formalen Definition und den Visualisierungen
gebildet und Vorstellungen aufgebaut werden. Dadurch kénnte die anfangs
herausfordernde mathematische Formelsprache zunachst entlastet wer-
den. Diese Methodik wird fiir die schulische Mathematik beispielsweise im

Sinne eines sprachsensiblen Unterrichts fur das Arbeiten mit

19 Im urspriinglichen Skript wiirde sich solch ein Glossar beispielsweise fur die neu einge-
fuhrten Beweisprinzipien Beweis per vollstdndige Induktion, Beweis per Kontraposition,
Beweis durch Widerspruch, Beweis per Fallunterscheidung u.v.m. anbieten.
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mathematischen Textaufgaben empfohlen (z.B. Prediger & Wessel, 2011,
S. 166ff.). Hier werden verwendbare Potentiale auch traditionell gestalteter

Vorlesungsskripte sichtbar.

An dieser Stelle sei ebenfalls die Idee von Alcock (2017, S. 145f.) hervor-
gehoben, welche vor ihren Vorlesungen Concept Maps austeilt, die den
grundlegenden Aufbau der Vorlesung aufzeigen. Eine weitere Mdglichkeit
iIm Zusammenhang mit dem Einsatz von Visualisierungen ware, solch eine
Concept Map von den Studierenden im Rahmen eines innovativen Skripts
parallel zur Vorlesung erganzen zu lassen, indem z.B. die Pfeile beschriftet
oder Beispiele sowie Gegenbeispiele erganzt werden sollen. Dies kdnnte

vernetztes Lernen ermoglichen.

7.2.3 Prufen von Beweisen

Der Operator Prufen konnte ebenfalls an vielen anderen Stellen eingesetzt
werden, welche ebenfalls lernforderlich sein kbénnten. Wie bereits erwahnt
wurde herausgestellt, dass Studierende oft Schwierigkeiten aufweisen, zu
entscheiden ob Aussagen oder Beweise giiltig sind und sich oftmals am
Grad ihrer Formalitat orientieren. Tatsachlich sei es jedoch wichtig, in der
Mathematik auch Kontrollstrategien zur Uberpriifung der Giiltigkeit von Be-
weisen zu erlernen. Mason et al. (2012, S. 102) sprechen in diesem Zusam-
menhang von einem ,inneren Feind, welcher jeden mathematischen Schritt
kritisch hinterfragen sollte. So konnte es sich eventuell anbieten, Aufgaben-
stellungen mit dem Operator Prifen auch im Zusammenhang mit Beweisen

in die Handlungsrdume einzufuigen.

7.2.4 Beispiele im Allgemeinen

Hervorzuheben ist an dieser Stelle auch die Funktion der Beispiele, anhand
derer mathematische Aussagen im MMS 2.0 Uberprift werden sollen. Bei-
spiele haben den Vorteil, dass eine intuitive Vorstellung von den zu bewei-
senden Aussagen und eine lernforderliche Beziehung zum symbolischen

Kalkul aufgebaut werden kann. Dass die Studierenden ein Gefuhl fir
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mathematische Aussagen kriegen, soll fir den Arbeitsbeginn besonders re-
levant sein. Gleichzeitig wirkt die Symbolik nicht mehr so abschreckend und
mogliche Angste vor abstrakter Mathematik kénnen gemindert werden.
Eine mogliche Ubertragung der Strategie, Beispiele zu mathematischen
Aussagen zu bilden, auf das Bearbeiten von mathematischen Problemen
oder allgemeinen Ubungsaufgaben, konnte sich zudem positiv auf das ei-
genstandige Bearbeiten der Ubungszettel auswirken. Vor allem das Ausei-
nandersetzen mit Anfangs- oder Spezialfallen wird in der Literatur betont
(Mason et al., 2012, S. 2). In dem exemplarisch Uberarbeiteten Teilkapitel
des MMS 2.0 féllt das Potential von Anfangsbeispielen besonders bei Aus-
sagen auf, die mithilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion bewiesen
werden kénnen. Allein durch das exemplarische Uberprifen der Aussage
fur n = 1 ist der Induktionsanfang bereits gezeigt. Durch solch ein Heran-

fuhren an Beweise kdnnten diese nicht mehr so herausfordernd erscheinen.

Dem Beweisen gehen in der mathematischen Forschung andere Abschnitte
voraus, welche das Aufstellen von Beispielen grundsatzlich beinhalten.
Modellhaft werden die Phasen Exploration, das Generieren einer
Vermutung und der Beweis festgehalten, wobei das Verstehen und
Erkennen solcher Phasen die Stufe der ,Reflexive Literacy“?° fordern kann
(Bauer & Hefendehl-Hebeker, 2019, S. 35).

20 Naheres zu diesem Ansatz, der jedoch grundsatzlich fir das Mathematiklehramtsstu-
dium ausgefihrt wurde, findet sich bei Bauer und Hefendehl-Hebeker (2019).
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7.2.5 Alternative Explorationen

Sei ¢ € R. Um den Wert der Summe
s = 1+q+(12+---
zu bestimmen, kénnte man zuerst
2 3
gs=q+q¢ +q +---
betrachten und anschliefend
s—gs=14+q+¢+---)—(g+¢F+¢+--)=1

rechnen. Es ist also

l+g+¢*+---= : ; (IL.1.1)

1~9
wenn ¢ # 1 ist. Setzen wir jetzt q = % so wird 1 + % + 14 ... =2: das sieht
verniinftig aus, wenn man mit der endlichen Summe 1 + g + oot 2% =2— }
(Beweis durch vollstindige Induktion!) vergleicht. Setzt man jedoch ¢ = —1, so
erhilt man die merkwiirdige Formel 1 4+ (=1) + 1+ (=1) 4+ --- = 1; vollends

seltsam wird es, wenn man ¢ = 2 einsetzt, dann behauptet die Formel (IL.1.1)
namlich 1+2+4+4+8+--.- = —1.

Welchen dieser Berechnungen kann man nun trauen? Das ldsst sich nur be-
antworten, wenn man einen Begriff der Dinge hat; man muss zunichst einem
Symbol wie 14 g+ ¢® +-- - eine inhaltliche Bedeutung zuweisen. (Das Problem

Abbildung 13: Ausschnitt aus einer moglichen Exploration bei Werner (2021, S. 17)

Bei der Auseinandersetzung mit Grieser ist aufgefallen, dass postuliert
wurde, ,schone” Probleme seien interessanter und motivierender, weshalb
eben solche fur die Lehrveranstaltung ausgewéahlt wurden. Da ein Vorle-
sungsskript in seiner Funktion als Sicherung der Vorlesung trotz der unub-
lichen Form des MMS 2.0 bestehen soll, kdnnen nicht gezielt ,schone® De-
finitionen, Satze oder Beweise ausgewahlt werden. Das Ergebnis sollte
trotzdem die wichtigsten inhaltlichen Elemente der Vorlesung wiedergeben.
An dieser Stelle soll somit betont werden, dass die Exploration als motivie-
rende Phase, vermutlich am aufwendigsten zu gestalten ist, da es heraus-
fordernd sein kann, sich fur fest vorgegebene Themen geeignete Explorati-
onen zu Uberlegen. Trotzdem wurden in traditionellen Vorlesungsskripten,
wie z.B. bei Werner (2021, S. 17), bereits existierende mathematische Ex-
plorationen gefunden (siehe Abbildung 13). Diese wurden jedoch nicht als
solche ausgelegt, da keine, fur die Exploration so wichtige, Eigenaktivitat
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durch Studierende initiiert wird. Trotzdem kdnnen solche Ausschnitte aus
traditionellen Vorlesungsskripten fur innovative Skripte im Rahmen einer

Explorationsphase verwertet werden (siehe Abbildung 14).

Exploration

Sei ¢ € R. Wir méchten den Wert der Summe s =14 q + ¢* + ---
bestimmen und rechnen deshalb folgendes:

<

s=14+q+q¢ +---
Qs q{qg-q"‘}---
&—>5—qs = (1+q+ q"z } ‘--)--(q-kq"2 + q3 +---)=1
<>s(1—¢q) =1
1
S -
1—gq

wobei ¢ # 1.
Es gilt also: s =1+q+¢*> +--- l+q fiir ¢ # 1.

Setze fiir ¢ verschiedene exemplarische Werte aus R ein und iiber-
priife die Gleichung. Deute deine Ergebnisse.

Abbildung 14: Veranderte Exploration von Werner (2021, S. 17) im Sinne einer Explorationsphase

8. Fazit

In der vorliegenden Arbeit wurde auf verschiedene Herausforderungen fir
Studierende aufmerksam gemacht, die bei dem Ubergang von der Schule
an die Hochschule entstehen kdnnen. Obwohl bereits einige Unterstit-
zungsmafnahmen entwickelt wurden, welche Studierenden das mathema-
tische Lernen in der Transitionsphase erleichtern sollen, bestehen immer
noch Forderungen nach weiteren Hilfestellungen, welche auf bestehende
Veranstaltungen Ubertragen werden konnten. Diese Arbeit versucht eine
solche zu bieten und entwickelt die Idee des MMS 2.0 als innovatives Vor-

lesungsskript, wobei sich dessen Zielsetzungen in vier Punkten definieren
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lassen. Das MMS 2.0 soll (1) Beitrage der Studierenden zur Hochschulma-
thematik motivieren, (2) die Aufgabenzettel als Lerngelegenheit hervorhe-
ben, (3) die Studierenden in den Mittelpunkt des mathematischen Lernens

ricken und (4) die Anforderungen des Selbststudiums explizit vermitteln.

Als besonders wichtig fir das Erreichen einer grundlegenden Motivation
von Beitragen der Studierenden ist zunachst eine tbersichtliche Organisa-
tion von Vorlesungsinhalten. Diese beinhaltet vor allem eine vertiefende
Ausschilderung der Inhalte, also eine Erweiterung des Inhaltsverzeichnis-
ses und des Vorlesungsabschnitts durch sinnvolle Uberschriften, Nutzen
von Randnotizen und ggf. farbliche Kennzeichnungen inhaltlicher Zusam-
mengehorigkeit. Auch Hinweise der Dozierenden sollten eine eigene Be-
rechtigung haben und ausgeschildert werden. Die veranderte Organisation
wuirde sich zudem auch leicht in bereits existierende Vorlesungsskripte in-

tegrieren lassen.

Das MMS 2.0 ist in seiner Konzeption als zentraler Ort des Lernens ge-
dacht, bei dem Vorlesungsinhalte und Ubungsaufgaben zusammenkom-
men. Durch immer wieder auftretende Aufgabenstellungen und freiwillige
Ubungen bestenht die Hoffnung, dass die in das MMS 2.0 integrierten
Ubungszettel ebenfalls mehr als Lerngelegenheit genutzt und Studierende
durch die so aufgewiesene direkte Verbindung von Vorlesungsinhalten und
Ubungen beide Angebote seitens der Universitat fir sich nutzbarer machen

kdnnen.

Die Studierenden werden durch das Angebot der Handlungsrdume inner-
halb des Skripts stets angehalten, mathematisch aktiv zu werden. Dabei
sollte der gesamte Aufbau des Skripts mit Exploration, Vorlesung und Re-
flexion an die Bedirfnisse von Studierenden angepasst werden, welche
sich besonders auf die Grundbedurfnisse nach Kompetenz und Selbstbe-
stimmung bezogen haben. Besonders die Exploration und Reflexion als neu
eingefihrte Elemente eines Vorlesungsskripts, machen die Studierenden
zum Mittelpunkt des mathematischen Lernens. Die Exploration hat dabei

motivierende und interesseweckende Intentionen, wahrend die Reflexion
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auch das Auseinandersetzen mit eigenen Starken und Schwachen ermdg-
licht.

Durch fakultativ zu bearbeitende Arbeitsauftrage, welche durch Operatoren
ausgezeichnet sind, wurde versucht, die Anforderungen eines lernférderli-
chen Selbststudiums fur Studierende sichtbar zu machen. Teilweise konn-
ten dabei bereits existierende Impulse der Dozierenden selbst in das

MMS 2.0 integriert werden.

Die Mdglichkeiten fiir eine lernférderliche Uberarbeitung des Skripts sind
mannigfaltig und somit noch lange nicht ausgeschopft. Die Auswabhl, die im
MMS 2.0 getroffen wurde, kann in erster Linie didaktisch begriindet werden
und beachtet eine gewisse Umsetzbarkeit fur Dozierende. Diese wird unter
anderem bereits durch die Ideen des MMS 2.0 offeriert, bereits existierende
Vorlesungsskripte zu Uberarbeiten. Ganzlich neu mussten die Inhalte einer
Vorlesung nicht gestaltet werden. Es bietet sich an mehreren Stellen an,
Impulse der Dozierenden durch gezieltere Arbeitsauftrage und Handlungs-
raume fir Studierende attraktiver zu gestalten. An dieser Stelle soll zudem
betont werden, dass das im Rahmen dieser Arbeit entstandene Skript blof3
eine ldee darstellt, ein Vorlesungsskript lernférderlich umzugestalten. Diese

Idee kann nach Belieben verandert und ausgeweitet werden.

Das MMS 2.0 ist der Versuch das Skript einer Mathematikvorlesung didak-
tisch zu verbessern und so lernférderlicher zu gestalten, bewegt sich jedoch
innerhalb dieser Arbeit auf einer theoretischen Basis. Ob sich das MMS 2.0
in der Praxis bewahrt, bleibt noch zu erproben und empirisch zu belegen.
Dafir braucht es vor allem Mathematikhochschuldozierende, welche bereit
sind ihre Skripte entsprechend anzupassen und ihre Erfahrungen und Er-
gebnisse zu teilen. Erhofft wird durch diese Arbeit eine Ermutigung dazu,

solch eine Veranderung des eigenen Vorlesungsskripts zu wagen.

Die vorgestellten Moglichkeiten des MMS 2.0 stellen ebenfalls kein Garant
fur verbesserte Studienleistungen oder eine geringere Abbruchsquote von

Studienanfangerinnen und -anfangern. Letztendlich ist das didaktische
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Potenzial und die didaktischen Fahigkeiten des Dozierenden ausschlagge-
bend auf die Umsetzung der Vorschlage des MMS 2.0. Das MMS 2.0 allein
kann nicht etwaige didaktische Lucken von Dozierende schliel3en. Dies
bleibt der Dozierenden(aus)bildung bzw. den Dozierenden selbst tberlas-
sen, sollte jedoch ggf. durch die Hochschulmathematikdidaktik unterstitzt

werden.

69



Anhang

Freie Universitat Berlin

Fachbereich Mathematik und Informatik

Mein Skript

zum Selbstlern- und Prasenzstudium

Analysis 1

Vorname:
Name:

Matrikelnummer:

70




Zur Bedienung dieses Skripts

Liebe Studierende!

Dieses Skript unter dem Titel , Mein Mathe-Skript 2.0% soll IThnen als
fakultatives Angebot den Studieneinstieg erleichtern und weist des-
wegen einige Besonderheiten auf. Im Folgenden werden diese erlintert.

Das Skript weist eine Dreiteilung auf. Diese besteht aus folgenden
Abschnitten: Exploration, Vorlesung, Reflexion. Nutzen Sie den
Abschnitt . Meine Reflexion®, um Ahal-Momente, Schwierigkeiten
und Fragen zum jeweiligen Vorlesungsabschnitt zu notieren.

Das Bearbeiten aller Abschnitte ist freiwillig. Lediglich die Ver-
pflichtende Ubung entspricht der im Rahmen des Tutoriums ab-
zugebenden Ubung.

Das Skript ist mit vier Farben versehen, wobei jede Farbe eine eige-
ne Bedeutung hat. Die Farbe Rot markiert Definitionen, die Farbe
Blau mathematische Siétze und die Farben Grau und Griin zeigen
an, dass Sie selbst titig werden sollen. Fiir den jeweiligen Titig-
keitsbereich wurde explizit Raum fiir die Bearbeitung im Skript ge-
lassen. In den grauen Arealen werden Arbeitsauftriige passend zur
Exploration. Vorlesung und Reflexion gegeben. In den griinen Area-
len befinden sich zusitzliche Ubungen (freiwillige und verpflichtende
Ubungen).

Grundsitzlich sind alle lernforderlichen Handlungen erlaubt. Das
heifit: Wenn Sie etwas markieren mochten. markieren Sie! Wenn Sie
etwas notieren mochten. notieren Sie! Wenn Sie etwas durchstreichen
mochten, streichen Sie durch! etc.

& Hinweis: Dieses Zeichen markiert einen Hinweis.

(-]

71




Inhaltsverzeichnis

1 Reelle Zahlen

1.1 Natiirliche Zahlen . . . . . ... .. ..o
1.1.1 Exploration: Dominceffekt . . . . . .. . ...

1.1.2  Aufltsung: Dominceffekt . . . . . . . .. . ..

1.1.3 Vorlesung . . .. .. .. L L.
Natiirliche Zahlen . .. . ... ... ... ..
Vollstiindige Induktion . . . . . . .. ... ..
Bernoullische Ungleichung . . . . . . ... ..

Fakultit und Binomialkoeffizient . . . . . . .

Freiwillige Ubung . . . . . . .. ... ... ..
Binomischer Satz . . . . ... ... 0L
Verpflichtende Ubung . . . . . ... ... ..

Varianten des Induktionsprinzips . . . . . . .

1.1.4 Meine Reflexion . . .. . ... ... .....

2 Konvergenz
2.1 Konvergente Folgen. . . . . .. ... ... ......

72




Das griechische Alphabet

Name grofl  klein

Alpha A a
Beta B a
Gamma It ~
Delta A )
Epsilon E €
Zeta Z ¢
Eta H n
Theta (C] 7]
lota I L
Kappa K K
Lambda A A
My M 1
Ny N v
Xi = £
Omikron 0 o
Pi Il i
Rho P p
Sigma b o
Tau T T
Ypsilon o v
Phi d )
Chi X X
Psi W U
Omega Q w
4
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Glossar fiir Symbole und Bezeichnungen

Erstellen Sie wiihrend der Bearbeitung des Skripts eine Ubersicht
mit den wichtigsten benutzten Symbolen und Bezeichnungen sowie

deren Bedeutung. (Auf mogliche Erginzungen wird mit — Glossar

verwiesen. )

Symbol/Bezeichnung Bedeutung
N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2.3,...
n Element von N
A(n)
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Kapitel 1

Reelle Zahlen

1.1 Natiirliche Zahlen
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1.1.1 Exploration: Dominoeffekt

Stellen Sie sich eine aufgestellte Reihe von Dominosteinen vor, wel-
che aufsteigend mit natiirlichen Zahlen durchnummeriert worden
sind. Das heifit der erste Dominostein hat die Nummer 1, der zweite
die Nummer 2, der dritte die Nummer 3. usw. Sie diirfen einen Do-
minostein anstofien. Beschreiben Sie, was gelten miisste, damit alle
Steine umfallen.
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1.1.2 Auflésung: Dominoeffekt

Um wirklich sicher zu sein, dass alle Dominosteine umkippen, muss
Folgendes gelten: Zuerst muss sichergestellt sein, dass der erste Do-
minostein umkippt.

Damit ist es aber noch nicht getan. Im zweiten Schritt muss noch
iiberpriift werden, ob fiir einen beliebigen, aber festen Dominostein
der umfallt, garantiert auch sein Nachfolger umfillt. Da das fiir alle
k Dominosteine gelten muss, kann dies fiir die Dominosteine mit den
Nummern n und n + 1 iiberpriift werden. Dafiir muss hypothetisch
vorausgesetzt werden, dass der Stein mit der Nummer n umfillt und
dann iiberpriift werden, ob auch der Stein mit der Nummer n + 1
umfillt.

Skizzieren Sie die hier beschriebene Situation. Vergleichen Sie die
Auflésung des Dominoeffekts mit der durch Sie vollfiihrten Beschrei-
bung in der Exploration.
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1.1.3 Vorlesung
Natiirliche Zahlen

JIm Anfang war die Zahl * — so hétte Doktor Faust die Analysis-
vorlesung begonnen, und heute soll es nicht anders geschehen. Wir
nehmen den Standpunkt ein, dass wir die Menge B der reellen Zah-
len kennen; dazu mehr im nichsten Abschnitt, wo der Unterschied
zur Menge (§ der rationalen Zahlen deutlich gemacht werden soll.
Zuerst soll das System B der natiirlichen Zahlen etwas niher be-
trachtet werden.

In dieser Vorlesung ist
M={1,2..}
und

Ny ={0.1,2,...}

Hinweis: Diese Konvention ist uneinheitlich, denn fiir einige Au-
toren ist auch 0 eine natiirliche Zahl.

Skizzieren Sie ein Schaubild der Zahlenmengen E, (¥, Z, M und
My, welche Sie bereits aus der Schule kennen kénnten.

9

— Glossar

Natiirliche

Zahlen

[N
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Vollstindige Induktion

In diesem Kapitel lernen Sie zunichst ein Beweisprinzip kennen,
mit welchem Sie eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen beweisen
kinnen. Dafiir fangen wir mit einem Beispiel an.

Beispiel I Wir betrachten die folgende Aussage A(n), die fiir jedes n € M gelten
soll.

" . L1
Glossar « A(n): E k= %
k=1

Priifen Sie den Wahrheitsgehalt der Aussage exemplarisch, in-
dem Sie fiir n natiirliche Zahlen einsetzen.

10
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Um allgemeingiiltig zu zeigen. dass die Aussage fiir wirklich alle
n € M wahr ist, reicht das exemplarische Probieren leider nicht aus.

Wir brauchen einen Beweis.

Zuerst iiberpriifen wir, ob die Aussage fiir die erste natiirliche Zahl,
also n = 1, gilt. Vielleicht haben Sie dies fiir Thre exemplarische
Uberpriifung der Aussage sogar bereits getan, vollstindigerweise
wird dies hier trotzdem nochmals anfgefiihrt:

jas 1+1)
Wi k=t="5—

Im zweiten Schritt setzen wir hypothetisch voraus, dass A(n) gilt
und iiberpriifen, ob dann anch A(n 4 1) wahr ist. Das heifit, wir
mochten die Aussage A(n+ 1) zeigen unter der Voraussetzung, dass
A(n) wahr ist.

Wenn wir uns zuerst iiberlegen, wie die Aussage A(n + 1) konkret

aussieht, fillt uns der Beweis eventuell etwas leichter:

n+1

A2 3k (otNn+3)

Nun versuchen wir eine Gleichungskette zu bilden, in der wir zeigen,
dass A(n + 1) gilt, wenn A(n) gilt:

n+1

Ek ”EL+ (n+1)

11

Beweis zu
Beispiel 1
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Priifen Sie die einzelnen Schritte der Gleichungskette.

(3):

Vergleichen Sie den Dominoeffekt mit dem hier vorgestellten Be-
welsprinzip.

Fassen Sie die Kernidee des Beweises in ein bis zwel Sdtzen
Z1SAINIMEN.
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Das Prinzip des Beweises, wie wir ihn in dem ersten Beispiel durch-
gefithrt haben, wird Prinzip der vollstdndigen Induktion genannt
und kann verallgemeinert formuliert werden:

Prinzip der vollstéindigen Induktion. Fiir jedes n € M sei
Aln) eine Aussage iber die natirliche Zahl n. Es gelte der In-

duktionsanfang“A(l) sowie fir jedes n € M der . Induktions-
sehluss®

Wenn A(n) gilt, dann gilt auch A(n + 1).

Dann trifft die Aussage A(n) fir jede natirliche Zahl n zu.

Beim Induktionsschluss nennt man A(n) die Induktionsvorausset-
zung und A(n + 1) die Induktionsbehauptung.

Beschreiben Sie das Prinzip der vollstindigen Induktion in ei-
genen Worten.

13

Voll-
stindige
Induktion
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Bernoullische Ungleichung

Satz 1: Satz (Bernoullische Ungleichung). Fiir jede reelle Zahl x = —1
Bernou- und jede natiirliche Zahl n gilt

[lische

Ungleichung (1+a)" =1+ nz. (1.1)

Priifen Sie den Wahrheitsgehalt der Bernoullischen Ungleichung
exemplarisch.

14
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Erstellen Sie eine erste Beweisidee fiir die Bernoullische Un-
gleichung,
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Beweis zu Die Aussage A(n). die fiir jede natiirliche Zahl n durch Induktion
Satz 1 zu beweisen ist, lantet hier:

LFiir jede reelle Zahl x > —1 gilt (14 )" > 1 4+ na.”

Zeigen Sie zuerst, dass der Induktionsanfang gilt:

Nun miissen wir noch zeigen, dass auch der Induktionsschluss
(A(n) = A(n + 1)) stimmt: Nehmen wir also an, wir wiissten, dass
die Ungleichung fiir ein beliebiges, aber festes n fiir alle + > —1
richtig ist, und wir wollen sie fiir n + 1 zeigen.

Dazu rechnen wir fiir # > —1 folgendermafien:

Ergiéinzen Sie die Rechnung.

1+ 2" Y (14 2)"(1+2)

=8 + (n 4+ 1)z + nz®

V=

16
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Erkliren Sie die einzelnen Schritte.

(1):

(2):

(3):

(4):

Hinweis: Zu (2): Das Multiplizieren beider Seiten einer Unglei-
chung mit einer negativen Zahl kehrt die Ungleichung um! Beachten
Sie, dass 1 + x = 0 ist und sich deswegen das Ungleichheitszeichen
in diesem Fall nicht umkehrt.

Fakultéit und Binomialkoeflizient

Fiir den nichsten Satz brauchen wir die Binomialkoeffizienten. Viel-
leicht kennen Sie diese bereits aus der Schule. Wir wiederholen an
dieser Stelle deren Bedeutungen und widmen uns dafiir zuniachst
dem Begriff der Fakultiten. Dazu schanen wir uns zunéchst Beispie-
le an:

Das Element {wir nennen es a) einer l-elementigen Menge kann auf
1 Art angeordnet werden: {a}.

Die 2 Elemente (wir nennen sie a und b) einer 2-elementigen Menge
kimnen auf 2 Arten angeordnet werden: {a,b} und {b,a}.

17

Beispiele

E
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Bestimmen Sie die Anzahl der Maglichkeiten, auf wie viele ver-
schiedene Arten die 3 Elemente einer 3-elementigen Menge an-
geordnet werden kénnen.

Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten, auf wie wviele
verschiedene Arten die 4 Elemente einer 4-elementigen Menge
angeordnet werden kinnen.

13
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Fiir das Bestimmen der Fakultiten n! (lies .n Fakultat“; engl.
“n factorial”) setzt man fiir n € N

nl:=1-2-3---n
sowie
o :=1.

Man beachte, dass n! die Anzahl der Anordnungen einer n-
elementigen Menge angibt.

Das bedeutet, dass die Anzahl der Méglichkeiten, auf wie viele
verschiedene Arten die 3 Elemente einer 3-elementigen Menge ange-
ordnet werden kinnen, 3! und auf wie viele verschieden Arten die 4

Elemente einer 4-elementigen Menge angeordnet werden kénnen, 4!
entspricht.

Erkldaren Sie in eigenen Worten, warum n! die Anzahl der An-
ordnungen einer n-elementigen Menge angibt.

19

Fakul-

taten

— Glossar
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Nun widmen wir uns den Binomialkoeffizienten. Dazu iiberlegen wir
uns auch zuniichst ein paar Beispiele:

Beispiele Bestimme die Anzahl der Maglichkeiten, aus 4 Objekten 3 Stiick
3 auszuwihlen, ohne die Reihenfolge zu beachten.

Bestimme die Anzahl der Maglichkeiten, aus 4 Objekten 2
Stiick auszuwihlen, ohne die Reihenfolge zu beachten.

Bestimme die Anzahl der Moglichkeiten, aus 4 Objekten 1
Stiick anszuwiihlen, ohne die Reihenfolge zu beachten.

20
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Der Binomialkoeffizient [’;} (lies ..n iiber k*; engl. “n choose
k™) gibt an, auf wie viele Weisen man aus n Objekten & Stiick
auswiihlen kann, ohne die Reihenfolge zu beachten.

Mit anderen Worten ist (}) die Anzahl der k-elementigen Teil-
mengen von {1,...,n}. Diese Anzahl kann explizit mit Hilfe der
Fakultiten bestimmt werden.

Es gilt fiir n,k € Mg, & < n,

(n){ijn‘{n—l}-{n—?}--‘{n—k—l-l]ij n! )
k] 1-2-3---k T Kl(n -k

die erste Formel gilt sogar fiir k = n.

(1): Zur Begriindung der ersten Gleichung beachten wir, dass es n
Maoglichkeiten gibt, das erste Element einer k-elementigen Teilmenge
anszuwiihlen, dass es danach noch n—1 Maglichkeiten gibt, das zwei-
te Element auszuwihlen, dass es danach noch n — 2 Maglichkeiten
gibt, das dritte Element anszuwihlen usw., his man noch n — k + 1
Miglichkeiten fiir das k-te Element hat.

Das sind insgesamt n-(n— 1) - (n—2)--- (n — &k + 1) Miglichkeiten.

Doch Achtung! Damit haben wir Auswahlen, die sich nur in der
Reihenfolge unterscheiden, seperat gezihlt; also ist diese Anzahl
noch durch &! zu teilen.

21

Binomial-
koeffizient

— Glossar
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(2): Erkliaren Sie die zweite Gleichung durch Einsetzen der Fa-
kultiten.

Erkliren Sie, warum die Formel auch in den Grenzfallen & =0
oder n = 0 stimmt, wo das verbale Argument etwas hinkt.
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Freiwillige Ubung

Aufgabe 1: Zeigen Sie fiir alle n € M

()=

92




Aufgabe 2: Zeigen Sie fiir alle n € M

(6) =

24
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Aufgabe 3: Zeigen Sie fiir alle n € M

() + ()= (4)

[
i ]




Satz 2: Satz (Binomischer Satz). Fir reclle Zahlen = und y und jede
Binomi- natiirliche Zahl n gilt

scher Satz
" n ke
(z+w) =Z (k)mky k (1.2)

c=0

Priifen Sie den Binomischen Satz fiir den Spezialfall n = 2.
Diesen kennen Sie wahrscheinlich bereits aus der Schule unter
dem Namen der Binomischen Formel.
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Um den binomischen Satz allgemeingiiltig zu zeigen, brauchen wir
einen Beweis.

Erstellen Sie eine erste Beweisidee fiir den binomischen Satz.

2
=
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Beweis zu
Satz 2

Fiir den Beweis verwenden wir vollstindige Induktion iiber n.

Zeigen Sie zuerst den Induktionsanfang A(1):

Nun zum Induktionsschluss von n auf n + 1.

Ergéinzen Sie den folgenden Satz.

Wir nehmen an, dass...

28
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Dafiir rechnen wir:

Erginzen Sie die Rechnung gef. durch Zwischenschritte.

1
(z+1)" L@ +y)(@+y)

n
(2) (?‘1) J:ky"_k{;]’: +y)

n+l n
(1) i k, nt+l—k ke, ndl—k

n+1

[i] n+ 1 J:ky1:+]—k‘
A‘.

k=0

und das war zu zeigen.
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Erkliren Sie die einzelnen Schritte.

(1):

(2):

(4):

(6):

Hinweis: Zu (6): Diesen Schritt haben Sie bereits fast in der frei-
willigen Ubung auf Seite 23 gezeigt.
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Verpflichtende Ubung

Aufgabe 1

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion

= n?2(n+1)2 . i
Z = fiir alle n € N.
k=1
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Beispiel 4

Varianten des Induktionsprinzips

Im Folgenden méchten wir uns eine Variante des Induktionsprinzips
verdeutlichen. durch die wir die Existenz der Primfaktorzerlegung
jeder natiirlichen Zahl n > 2 begriinden:

Sei A(n) die Aussage
.n kann als Produkt von Primzahlen geschrieben werden®.

Dabei wird auch ein Produkt mit genau einem Faktor zugelassen.

Priifen Sie exemplarisch den Wahrheitsgehalt der Aussage. Ver-
gleichen Sie die Aussage mit den bereits bewiesenen Aussagen
in Hinblick auf eine Beweisidee.
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Wir méchten die Aussage fiir alle n < 2 zeigen. das heifit wir fangen
auch mit dem Induktionsanfang bei 2 an. Hier ist A(2) offenbar
richtig, denn 2 ist ja eine Primzahl.

Nehmen wir nun an, dass fiir eine gegebene Zahl n alle natiirlichen
Zahlen 2. ....n in Primfaktoren zerlegt werden kénnen.Wir miissen
das mithilfe dieser Annahme auch fiir n + 1 begriinden.

Wir unterscheiden zwei Fille:
1. n+ 1 ist eine Primzahl
2. n+ 1 ist keine Primzahl

Im ersten Fall steht die Primfaktorzerlegung (mit einem einzigen
Faktor) schon da.

Im zweiten Fall kann man n+1 als Produkt zweier Zahlen schreiben,
die weder 1 noch n + 1 sind: n + 1 = kyk,;. Also sind k; und k,
zwischen 2 und n, und nach Induktionsvoraussetzung kénnen %, und
ko beide als Primzahlprodukte geschrieben werden. Daher trifft das
auch fiir ihr Produkt n 4 1 zu.

Erkliren Sie die Fallunterscheidung in ihren eigenen Worten.
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Wir stellen fest, dass das Induktionsprinzip variiert verwendet wer-
den kann.

Varianten Die Variante des Induktionsprinzips, in der der Induktionsan-

des Induk- fang fiir eine Zahl N € N und der Induktionsschluss fiir ein

tionsprinzips  beliebiges n > N durchgefiihrt wird, zeigt die Giiltigkeit der
Aussage A(n) fiir alle n > N.

Manchmal ist die folgende Spielart der Induktion niitzlich, in
der man den Induktionsschluss durch

Wenn A(k) fiir alle k& < n gilt, dann gilt auch A(n + 1).

ersetzt.

Beschreiben Sie die Varianten des Induktionsprinzips in eigenen
Worten.
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1.1.4 Meine Reflexion

Mein(e) Ahal-Moment(e):

Mein(e) Schwierigkeit(en):

Meine Frage(n):

3!

104




Literaturverzeichnis

Ablauf der Tutorien und Aufgaben von Tutoren. (0. D.). Freie Universitat Berlin.
Online verflgbar unter: https://ww. mi.fu-
berlin.de/public/stellen/tutorentaetigkeit/aufgabentutor/index.html

Ableitinger, C., Kramer, J. & Prediger, S. (Hrsg.). (2013). Zur doppelten Diskonti-
nuitat in der Gymnasiallehrerbildung. Ansatze zu Verknupfungen der fachin-
haltlichen Ausbildung mit schulischen Vorerfahrungen und Erfordernissen.
Wiesbaden: Springer Spektrum.

Alcock, L. (2017). Wie man erfolgreich Mathematik studiert. Besonderheiten eines
nicht-trivialen Studiengangs. Berlin, Heidelberg: Springer Spektrum.

Ammann, B. (2019). Vorlesungsskript Analysis |. Wintersemester 2018/19.
Regensburg. Online  verfigbar unter: http://www.mathematik.uni-
regensburg.de/ammann/lehre/2018w_analysisl/analysis.pdf, zuletzt gepruft
am 18.10.2021.

Barzel, B., Buchter, A. & Leuders, T. (2007). Mathematik Methodik. Berlin: Cornel-
sen.

Bauer, T (2013a). Analysis-Arbeitsbuch: Bezlige zwischen Schul- und Hochschul-
mathematik — sichtbar gemacht in Aufgaben mit kommentierten Lésungen.
Wiesbaden: Springer Spektrum.

Bauer, T. (2013b). Schnittstellen bearbeiten in Schnittstellenaufgaben. In C. Ab-
leitinger, J. Kramer & S. Prediger (Hrsg.), Zur doppelten Diskontinuitét in der
Gymnasiallehrerbildung. Anséatze zu Verknupfungen der fachinhaltlichen
Ausbildung mit schulischen Vorerfahrungen und Erfordernissen (S. 39-56).
Wiesbaden: Springer Spektrum.

Bauer, T. & Hefendehl-Hebeker, L. (2019). Mathematikstudium fiir das Lehramt an
Gymnasien. Anforderungen, Ziele und Ansétze zur Gestaltung. Wiesbaden:
Springer Spektrum.

Bausch, I., Biehler, R., Bruder, R., Fischer, P. R., Hochmuth, R., Koepf, W., Schrei-
ber, S. & Wassong, T (Hrsg.). (2014). Mathematische Vor- und Briicken-
kurse. Konzepte, Probleme und Perspektiven. Wiesbaden: Springer Spekt-
rum.

Beutelspacher, A., Danckwerts, R., Nickel, G., Spies, S. & Wickel, G. (2011). Ma-
thematik Neu Denken. Impulse fir die Gymnasiallehrerbildung an Universi-
taten. 1. Auflage. Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Biehler, R. & Kempen, L. (2015). Entdecken und Beweisen als Teil der Einfiihrung

in die Kultur der Mathematik fir Lehramtsstudierende. In J. Roth, T. Bauer,
H. Koch & S. Prediger (Hrsg.), Ubergénge konstruktiv gestalten. Anséatze fir

105



eine hochschulspezifische Hochschuldidaktik Mathematik (S. 121-135).
Wiesbaden: Springer Spektrum.

Biehler, R. (2018). Die Schnittstelle Schule - Hochschule — Ubersicht und Fokus.
Der Mathematikunterricht 64 (5), 3—15.

Blomeke, S. (2016). Der Ubergang von der Schule in die Hochschule: Empirische
Erkenntnisse zu mathematikbezogenen Studiengéangen. In A. Hoppenbrock,
R. Biehler, R. Hochmuth & H.-G- Rick (Hrsg.), Lehren und Lernen von Ma-
thematik in der Studieneingangsphase. Herausforderungen und Lésungsan-
satze (S. 3-13).Wiesbaden: Springer Spektrum.

Bottinger, C. & Boventer, C. (2016). Methodische Innovationen in der Veranstal-
tung ,Arithmetik® fir das Lehramt Grundschule. In In A. Hoppenbrock, R.
Biehler, R. Hochmuth & H.-G. Rk (Hrsg.), Lehren und Lernen von Mathe-
matik in der Studieneingangsphase (S. 51-66). Wiesbaden: Springer Spekt-
rum.

Das Prasidium der Freien Universitat Berlin (2013). FU-Mittelungen 39/2013, Ber-
lin: Kulturbuch-Verlag GmbH.

Deci, E. L. & Ryan, R. M. (2000). Self-Determination Theory and the Facilitation of
Intrinsic Motivation, Social Development, and Well-Being. American Psycho-
logist, 55 (1), 86—78.

Dieter, M. (2012). Studienabbruch und Studienfachwechsel in der Mathematik:
Quantitative  Bezifferung und  empirische  Untersuchung  von
Bedingungsfaktoren. Online verfigbar unter: https://duepublico2.uni-
due.de/receive/duepublico_mods_00028564 (Stand: 20.09.2021).

Engelbrecht, J. (2010). Adding structure to the transition process to advanced ma-
thematical activity. International Journal of Mathematical Education in Sci-
ence and Technology, 41 (2), 143-154.

Fend, H. (1998). Qualitat und Qualitatssicherung im Bildungswesen. Wohlfahrts-
staatliche Modelle und Marktmodelle. Zeitschrift fur Padagogik, Beiheft, 41,
55-72.

Freudenthal, H. (1971). Geometry between the devil and the deep sea. Educatio-
nal Studies in Mathematics, 3, 413-435.

Freudenthal, H. (1973). Mathematik als padagogische Aufgabe. Band 1. Stuttgart:
Klett.

Friedrich, H. F. & Mandl, H. (2006). Lernstrategien: Zur Strukturierung des For-
schungsfeldes. In Mandl, H. & Friedrich, H. F. (Hrsg.), Handbuch Lernstrate-
gien. Gottingen, Bern, Wien, Toronto, Seattle, Oxford, Prag: Hogrefe.

Gallin, P. (2011). Mathematik als Geisteswissenschaft. Der Mathematikschadi-
gung dialogisch vorbeugen. In M. Helmerich, K. Lengnink, G. Nickel & M.

106



Rathgeb (Hrsg.), Mathematik verstehen. Philosophische und Didaktische
Perspektiven (S. 105-116). Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Goller, R. (2020). Selbstreguliertes Lernen im Mathematikstudium. Wiesbaden:
Springer Spektrum.

Greefrath, G., Hoever, G., Kirten, R. & Neugebauer, C. (2015). Vorkurse und Ma-
thematiktests zu Studienbeginn — Mdglichkeiten und Grenzen. In Roth, J.,
Bauer, T., Koch, H. & Prediger, S. (Hrsg.), Ubergange konstruktiv gestalten.
Ansétze fir eine zielgruppenspezifische Hochschuldidaktik Mathematik (S.
19-32). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Grieser, D. (2013a). Mathematisches Problemldsen und Beweisen — ein neuer Ak-
zent in der Studieneingangsphase. In A. Hoppenbrock, S. Schreiber, R. Gol-
ler, R. Biehler, B. Biichler, R. Hochmuth & H.-G. Riick, Mathematik im Uber-
gang Schule/Hochschule und im ersten Studienjahr. Extended Abstracts zur
2. khdm-Arbeitstagung 20.02-23.03.2013

Grieser, D. (2013b). Mathematisches Problemlésen und Beweisen — Eine Entde-
ckungsreise in die Mathematik. Wiesbaden: Springer Spektrum.

Grieser, D. (2015). Mathematisches Problemlésen und Beweisen: Entdeckendes
Lernen in der Studieneingangsphase. In J. Roth, T. Bauer, H. Koch & S. Pre-
diger (Hrsg.), Ubergange konstruktiv gestalten. Ansétze fiir eine hochschul-
spezifische Hochschuldidaktik Mathematik (S. 87-102). Wiesbaden: Sprin-
ger Spektrum.

Grieser, D. (2016). Mathematisches Problemlésen und Beweisen: Ein neues Kon-
zept in der Studieneingangsphase. In A. Hoppenbrock, R. Biehler, R. Hoch-
muth & H.-G. Riick (Hrsg.), Lehren und Lernen von Mathematik in der Stu-
dieneingangsphase (S. 661-675). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Gueduet, G. (2008). Investigating the secondary—tertiary transition. Educational
Studies in Mathematics, 67, 237-254.

Gunesch, R. (2013). Verbesserung des Vorlesungserfolgs durch mathematikspe-
zifische Vorlesungs-Videoaufzeichnung und Bereitstellung im Web. In A.
Hoppenbrock, S. Schreiber, R. Goller, R. Biehler, B. Biichler, R. Hochmuth
& H.-G. Riick, Mathematik im Ubergang Schule/Hochschule und im ersten
Studienjahr. Extended Abstracts zur 2. khdm-Arbeitstagung 20.02-
23.03.2013

Halverscheid, S. & Miiller, N. C. (2013). Experimentelle Aufgaben als grundvor-
stellungsorientierte Lernumgebungen fir die Differenzialrechnung mehrerer
Verénderlicher. In C. Ableitinger, J. Kramer & S. Prediger (Hrsg.), Zur dop-
pelten Diskontinuitéat in der Gymnasiallehrerbildung. Anséatze zu Verknupfun-
gen der fachinhaltlichen Ausbildung mit schulischen Vorerfahrungen und Er-
fordernissen (S. 117-134). Wiesbaden: Springer Spektrum.

107



Heitzer, J. (2015). Das Aachener Schul-Hochschul-Projekt iMPACt. In J. Roth, T.
Bauer, H. Koch & S. Prediger (Hrsg.), Ubergange konstruktiv gestalten. An-
satze fur eine zielgruppenspezifische Hochschuldidaktik Mathematik (S. 3—
18). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Hefendehl-Hebeker, L. (2013). Doppelte Diskontinuitat oder die Chance der Bri-
ckenschlage. In C. Ableitinger, Kramer, J. & Prediger, S. (Hrsg.), Zur doppel-
ten Diskontinuitat in der Gymnasiallehrerbildung. Ansatze zu Verkniipfungen
der fachinhaltlichen Ausbildung mit schulischen Vorerfahrungen und Erfor-
dernissen (S. 1-15). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Helmke, A. & Schrader, F.-W. (2006). Lehrerprofessionalitéat und Unterrichtsquali-
tat. Den eigenen Unterricht reflektieren und beurteilen. Schulmagazin 5 bis
10, 9, 5-12.

Hochmuth, R. (2015). Mathematischer Forschungsbezug in der Sek-ll-Lehramts-
ausbildung?. In J. Roth, T. Bauer, H. Koch & S. Prediger (Hrsg.), Ubergange
konstruktiv gestalten. Ansatze fur eine hochschulspezifische Hochschuldi-
daktik Mathematik (S. 185-198). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Houston, K. (2012). Wie man mathematisch denkt. Eine Einfihrung in die mathe-
matische Arbeitstechnik fur Studienanféanger. Wiesbaden: Springer Spekt-
rum.

Hofner, G. (2018). Mathematik-Fundament fur Studierende aller Fachrichtungen.
Berlin: Springer Spektrum.

Kaenders, R., Kvasz, L. & Weiss-Pidstrygach, Y. (2015). Mehr Ausgewogenheit
mathematischer Bewusstheit in Schule und Universitat. In J. Roth, T. Bauer,
H. Koch & S. Prediger (Hrsg.), Ubergénge konstruktiv gestalten. Anséatze fir
eine hochschulspezifische Hochschuldidaktik Mathematik (S. 149-163).
Wiesbaden: Springer Spektrum.

Klein, F. (1908). Elementarmathematik vom hodheren Standpunkte aus. Teil 1:
Arithmetik, Algebra, Analysis. Leipzig: B. G. Teubner.

Korner, T. W. (2005). Ein Lob der Vorlesungen. DMV-Mitteilungen 13, (4), 241—
246.

Kdrner, H. (2015). Mathematik in Schule und Hochschule — welche Mathematik fur
Lehramtsstudierende?, In Roth, J., Bauer, T., Koch, H. & Prediger, S. (Hrsg.)
(2015). Ubergange konstruktiv gestalten. Ansétze fur eine zielgruppenspezi-
fische Hochschuldidaktik Mathematik (S. 199-210). Wiesbaden: Springer
Spektrum.

Krause, U.-M. & Stark, R. (2006). Vorwissen aktivieren. In Mandl, H. & Friedrich,
H. F. (Hrsg.), Handbuch Lernstrategien (S. 38-49). Géttingen, Bern, Wien,
Toronto, Seattle, Oxford, Prag: Hogrefe.

108



Kultusministerkonferenz (2012). Operatoren fur das Fach Mathematik an den
deutschen  Schulen im  Ausland. Online verfigbar unter:
https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/pdf/Bildung/Auslandsschulwesen/Ke
rncurriculum/Auslandsschulwesen-Operatoren-Mathematik-10-2012. pdf,
zuletzt geprift am: 18.10.2021.

Langemann, D. (2015). Begriffssysteme und Differenzlogik in der mathematischen
Lehre am Studienbeginn. In J. Roth, T. Bauer, H. Koch & S. Prediger (Hrsg.),
Ubergange konstruktiv gestalten. Anséatze fiir eine hochschulspezifische
Hochschuldidaktik Mathematik (S. 69-85). Wiesbaden: Springer Spektrum.

Liebendorfer, M. (2018). Motivationsentwicklung im Mathematikstudium. Wiesba-
den: Springer Spektrum.

Mason, J., Burton, L. & Stacey, K. (2012). Mathematisch Denken. Mathematik ist
keine Hexerei. Berlin: De Gruyter Oldenbourg.

Mason, J., Burton, L. & Stacey, K. (2010). Thinking Mathematically. London: Pear-
son.

Meyer, H. (2012). Leitfaden Unterrichtsvorbereitung. (6. Aufl.). Berlin: Cornelsen.

Moser-Fendel, J. & Wessel, L. (2019). Relevante Fakten am Ubergang Schule—
Hochschule in Mathematik. GDM-Mitteilungen, 107, 8-21.

Neber, H (2006). Fragenstellen. In H. Mandl, H. F. Friedrich (Hrsg.), Handbuch
Lernstrategien (S. 50-58). Géttingen, Bern, Wien, Toronto, Seattle, Oxford,
Prag: Hogrefe.

Pischl, J. (2019). Kriterien guter Mathematikiibungen. Potentiale und Grenzen in
der Aus- und Weiterbildung studentischer Tutorinnen und Tutoren. Wiesba-
den: Springer Spektrum.

Prediger, S. & Wessel, L. (2011). Darstellen — Deuten — Darstellungen vernetzen.
Ein fach- und sprachintegrierter Forderansatz fur mehrsprachige Lernende
im Mathematikunterricht. In S. Prediger, E. Ozdil (Hrsg.), Mathematiklernen
unter Bedingungen der Mehrsprachigkeit. Stand und Perspektiven der For-
schung und Entwicklung in Deutschland (S. 163-184). Mlnster, New York,
Minchen, Berlin: Waxmann.

Rach, S. & Heinze, A. (2013). Welche Studierenden sind im ersten Semester er-
folgreich?. Zur Rolle von Selbsterklarungen beim Mathematiklernen in der
Studieneingangsphase. Journal fur Mathematik-Didaktik, 34, 121-147.

Rach, S. (2014). Charakteristika von Lehr-Lern-Prozessen im Mathematikstudium.

Bedingungsfaktoren fur den Studienerfolg im ersten Semester. Minster,
New York: Waxmann.

109



Rach, S., Heinze, A. & Ufer, S. (2014). Welche mathematischen Anforderungen
erwarten Studierende im ersten Semester des Mathematikstudiums?. Jour-
nal fur Mathematik-Didaktik, 35, 205-228.

Reiss, K. & Hammer, C. (2013). Grundlagen der Mathematikdidaktik. Eine Einfuh-
rung fur den Unterricht in der Sekundarstufe. Basel: Birkhauser.

Renkl, A. & Nilckles, M. (2005). Lernstrategien der externen Visualisierung. In: H.
Mandl| & H. F. Friedrich (Hrsg.), Handbuch Lernstrategien (S. 135-147). Got-
tingen, Bern, Wien, Toronto, Seattle, Oxford, Prag: Hogrefe.

Riss, U. V. & Schmidt, V. A. (2011). Wissen und Handeln der Mathematiker. Phi-
losophische Analyse und Betrachtung ihrer Relevanz fur die Industrie. In M.
Helmerich, K. Lengnink, G. Nickel & M. Rathgeb (Hrsg.), Mathematik verste-
hen. Philosophische und Didaktische Perspektiven (S. 283-296). Wiesba-
den: Vieweg+Teubner.

Roth, J., Bauer, T., Koch, H. & Prediger, S. (Hrsg.) (2015). Ubergénge konstruktiv
gestalten. Ansétze fur eine zielgruppenspezifische Hochschuldidaktik Ma-
thematik. Wiesbaden: Springer Spektrum.

Roos, A.-K. (2020). Mathematisches Begriffsverstandnis im Ubergang Schule—
Universitat. Verstandnisschwierigkeiten von Mathematik an der Hochschule
am Beispiel des Extrempunktbegriffs. Wiesbaden: Springer Spektrum.

Schmitt, A. (2010). Analysis I. Vorlesung an der Freien Universitat Berlin im Win-
tersemester 2009/2010. Berlin. Online verfiigbar unter: http://userpage.fu-
berlin.de/~aschmitt/skript.pdf, zuletzt geprift am 18.10.2021.

Schwarz-Friesel, M. (2006). Koharenz versus Textsinn: Didaktische Facetten einer
linguistischen Theorie der textuellen Kontinuitat. In M. Scherner & A. Ziegler
(Hrsg.), Angewandte Textlinguistik. Perspektiven fiir den Deutsch- und
Fremdsprachenunterricht (S. 63—-75). Tubingen: Gunter Narr.

Senatsverwaltung fir Bildung, Jugend und Sport Berlin (2017). Teil C Mathematik.
Jahrgangsstufen 1-10.

Stefanou, C. R., Perencevich, K. C., DiCintio, M. & Turner, J. C. (2004). Supporting
Autonomy in the Classroom: Ways Teachers Encourage Student Decision
Makind and Ownership. Educational Psychologist, 39 (2), 97-110.

Stephany, S. (2017). Textkoharenz als Einflussfaktor beim Losen mathematischer
Textaufgaben. In D. Leiss, M. Hagena, A. Neumann & K. Schwippert (Hrsg.),
Mathematik und Sprache. Empirischer Forschungsstand und unterrichtliche
Herausforderungen (S. 43-61). Minster, New York: Waxmann.

Tall, D. & Vinner, S. (1981). Concept image and concept definition in mathematics

with particular reference to limits and continuity. Educational Studies in Ma-
thematics, 12, 151-169.

110



Thomas, M. O. J., Klymchuk, S. (2012). The school—tertiary interface in mathema-
tics: teaching style and assessment practice. Mathematics Education Rese-
arch Journal, 24, 283-300.

Toeplitz, O. (1928). Die Spannungen zwischen den Aufgaben und Zielen der Ma-
thematik an der Hochschule und an der htéheren Schule. Schriften des deut-
schen Ausschusses fir den mathematischen und naturwissenschaftlichen
Unterricht, 11 (10), 1-16.

Wagenschein, M. (1968). Verstehen lernen. Genetisch — Sokratisch — Exempla-
risch. Weinheim: Beltz.

Weidmann, J. (2004). Analysis I. Wintersemester 2001/2002. Vorlesungsskript.

Online verfligbar unter: https://www.uni-
frankfurt.de/52168215/anal_ohnel5 0102.pdf, zuletzt geprift am
18.10.2021.

Werner, D. (2021). Analysis | und Il. Vorlesungsskript FU Berlin, SS 2020 und WS
2020/21. Online verfugbar unter: http://page.mi.fu-
berlin.de/werner99/skripte/analskript.pdf, zuletzt gepruft am: 18.10.2021.

Wild, K.-P. (2005). Individuelle Lernstrategien von Studierenden. Konsequenzen
fur die Hochschuldidaktik und die Hochschullehre. Beitrage zur Lehrerbil-
dung, 23 (2), 191-206.

Winter, H. W. (2016). Entdeckendes Lernen im Mathematikunterricht. Einblicke in
die Ideengeschichte und ihre Bedeutung fir die Padagogik. 3. Auflage. Wies-
baden: Springer Spektrum.

111






