DIDAKTIK DER
MATHEMATIK

INSTITUT FUR MATHEMATIK
AN DER FREIEN UNIVERSITAT BERLIN

Masterarbeit

Differenzierte Forderung der Beweiskompetenz
im Geometrieunterricht
durch Anleitung und Vereinfachung

der Beweisfiihrung,
illustriert am Mittenviereck

Johannes Jenkner

Gutachterin: Dr. Martina Lenze
Semester: Wintersemester 2021/22
Verfasser: Johannes Jenkner

Abgabetermin:  22. November 2021



Abstract

Unterschiedliche Forderwerkzeuge konnen Lernende im Geometrieunterricht beim eigenstén-
digen Aufstellen einer Beweisfithrung zu einem Satz unterstiitzen. Erstens trifft | Lokales
Ordnen® eine Vorauswahl der zur Verfligung stehenden Sétze. Dadurch kann eine Beweis-
fithrung in eine bestimmte Richtung gelenkt und an ein bestimmtes Anforderungsniveau
angepasst werden. Zweitens kann die formale sowie die sprachliche Strenge eines Beweises
auf eine Lerngruppe zugeschnitten werden. Drittens konnen verschiedene Heurismen die
Losungsfindung eines Beweisproblems erleichtern. Nachdem die unterschiedlichen Werkzeuge
im ersten Teil vorgestellt werden, werden sie im zweiten Teil anhand des Beweisbeispiel
zum Mittenviereck als Parallelogramm diskutiert. Bei diesem Beweis wird eine neue Be-
weisfithrung vorgefithrt, die ausschliefSlich auf Winkel- und Kongruenzsétzen basiert. Zum
einen wird gezeigt, wie diese Sétze geméfl des ,Lokalen Ordnens“ zur Verfiigung gestellt
und zur Differenzierung genutzt werden kénnen. Sowohl die Konzeption von Arbeitsblét-
tern zum Beweisbeispiel als auch die Einordnung der Aufgabenstellungen in verschiedene
Schwierigkeitsgrade werden erortert. Zum anderen wird demonstriert, wie weitere Unter-
stiitzungsmethoden herangezogen werden konnen, um den Schiilerinnen und Schiilern eine
eigensténdige Beweisfindung zu ermdglichen. Schliellich wird eine Reflexion der Differenzie-
rungsmoglichkeiten mithilfe aller vorgestellten Werkzeuge durchgefiihrt und die Tragweite
des didaktischen Konzepts wird kurz besprochen.



Abstract

Various support tools can boost an autonomous establishment of proof of a theorem by
students in the geometry classroom. Firstly, ,Local arrangement® pre—selects available
theorems for the proof. Thus, the process of proof finding is directed into a certain direction
and a line of arguments can be tailored to a specific proficiency level. Secondly, both the
formal and the linguistic strictness of proof can be adjusted towards a specific study group.
Thirdly, various heuristics can make problem solving easier in relation to proof finding. After
all the tools have been presented in the first part, they are discussed in the second part
with respect to the proof example of the quadrilateral formed by connecting the midpoints
of an outer quadrilateral being a rhomboid. Within this proof example, a novel line of
arguments is introduced which is only based on angle and congruence theorems. On the one
hand, it is shown how these theorems can be made available according to the principles of
,Local arrangement“ and used for differentiation of proficiency levels. Both the conception of
exercise sheets on the proof example and the classification of possible assignments into levels
of difficulty is discussed. On the other hand, other support tools are demonstrated to render
possible an independent proof finding by students. Finally, possibilities to differentiate are
discussed with reference to the selection of support tools and the future scope of the didactic
concept is considered shortly.
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1. Einleitung

1.1. Personliche Motivation

Eine Beschéftigung mit dem Thema der vorliegenden Arbeit war fiir mich personlich aus den
hier aufgefithrten Griinden durchaus reizvoll. Frither habe ich eine Zeit lang in meiner Freizeit
sehr gerne Ratsel, Knobelaufgaben und Denksportaufgaben bzw. sogenannte Kopfniisse
in Zeitschriften, Réatselheften oder bestimmten Materialien zur Schulung des Verstandes
bzw. des Scharfsinns gemacht. Es wire mir ein Anliegen, die aufgekommene Kurzweiligkeit
beim Losen der Aufgaben bzw. mein damaliges Gefiihl eines Erfolgserlebnisses an meine
Schiilerinnen und Schiiler weiterzugeben. Insofern habe ich auch in der vorliegenden Arbeit
das Bestreben, mich naher mit der von der KMK (2003, S. 8) vorgegebenen allgemeinen
mathematischen Kompetenz des Problemlésens (siehe auch Blum & Berlin IQB 2006, S. 39
ff) auseinanderzusetzen. Um anderen Leuten klar zu machen, dass ich ein Problem wirklich
durchdrungen hatte, fand ich es damals schon am eindrucksvollsten, meine eigene Expertise
durch einen Beweis der Richtigkeit meiner eigenen Losung zu untermauern. Insofern halte
ich eine schliissige Beweisfithrung fiir ein essenzielles Werkzeug, um den eigenen Standpunkt

in alltdglichen Auseinandersetzungen zu starken.

1.2. Curriculare Vorgaben

Bis 1997 lag ein Hauptinteresse der deutschen Bildungsplanung in der Entwicklung und
Erprobung von Modellen zur Optimierung der Lehre an Einzelschulen und der Einfithrung
neuer didaktischer Modelle in die Unterrichtspraxis (vgl. Blum & Berlin IQB 2006, S. 8).
Solch eine Input-Orientierung hatte teilweise zur Folge, dass Lernende mathematisches
Vorgehen als eher stur und stumpfsinnig angesehen haben (z. B. Bauersfeld & Breiden-
bach 1978). Dann stiirzte 1997 die Bereitstellung von Informationen tiber die méafigen
Ertragslagen deutscher Schulen in den Bereichen Mathematik und Naturwissenschaften
das Bildungssystem in eine Krise. Als Konsequenz riickte danach in den Fokus, welche
Art an Kompetenzen sich Schiilerinnen und Schiiler im Laufe ihrer schulischen Ausbildung
aneignen und welche konkreten Leistungsniveaus sie erreichen (vgl. Blum & Berlin 1QB

2006, S. 9). Kompetenz meint dabei eine Handlungsfahigkeit, in der Wissen und Kénnen



1. Einleitung
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Abbildung 1.1.: Drei Arten von Mathematikaufgaben: Bei einer einspurigen Aufgabe
gibt es genau einen Losungsweg, wihrend bei einer mehrspurigen Aufgabe verschiedene
Losungswege verfolgt werden konnen. Im Gegensatz zu herkommlichen Aufgaben (einspurig
oder mehrspurig) sind die Ansitze und mogliche Losungswege bei einer Problemléseaufgabe
fiir die Schiilerinnen und Schiiler unbekannt bzw. nicht direkt verfiighar.

Losungsschemata Lésungsschema

mit Motiven und Einstellungen verbunden sind (vgl. Kleinschmidt-Bréutigam 2005, S. 2).
Durch diese sogenannte Output- oder Outcome-Orientierung kam das Bestreben auf, mehr
Fragestellungen im Problemlosen, die nicht durch ein festes Losungsschema zu beantworten
sind (vgl. Abbildung 1.1), in den Mathematikunterricht zu integrieren. Die Zielvorstellung
war, den Lernenden die Moglichkeit zu verschaffen, einen eigenen Losungsweg zu entdecken,
um sich ein Erfolgserlebnis zugute halten zu kénnen. In den Bildungsstandards der KMK”
wurde festgelegt (KMK 2003), welche Fahigkeiten und Fertigkeiten die Schiilerinnen und
Schiiler zu festgelegten Zeitpunkten haben sollen. Als eine der allgemeinen Kompetenzen
wurde das Problemlosen in den Bildungsstandards definiert, um mehr Schiilerinnen und
Schiiler in die Lage zu versetzen, selbststédndig Losungswege zu entwickeln (KMK 2003,
S. 8). Deswegen gilt es neben den in Abbildung 1.1 dargestellten ein- und mehrspurigen
Aufgaben mit vorher eingeiibtem Losungsweg zunehmend auch Problemléseaufgaben im

Mathematikunterricht zu favorisieren.

Nach Blum & Berlin IQB (2006, S. 21) beziehen sich die Bildungsstandards direkt auf die
von Winter (1995) konstatierten Grunderfahrungen, die im Mathematikunterricht vermittelt
werden. Die erste Grunderfahrung beleuchtet ,Erscheinungen der Welt um uns“, die es

zu verstehen gilt. Sie entspricht einer induktiven Sichtweise, bei der eine universelle Regel

* ..
Kultusministerkonferenz



1.3. Aufbau der Arbeit

von beobachteten Féllen abgeleitet werden soll. Die zweite Grunderfahrung bezieht sich
unmittelbar auf eine ,,deduktiv geordnete Welt“, bzw. eine deduktive Sichtweise, bei der von
einer universellen Regel auf Einzelfille geschlossen werden soll. Schlieflich spricht die dritte
Grunderfahrung das Problemlésen bzw. die damit verbundenen heuristischen Fahigkeiten
an. Wenn Mathematikunterricht sowohl Beweise mit induktiver als auch mit deduktiver
Beweisfiihrung lehrt und nebenbei Problemlosefdhigkeiten schult, adressiert er also alle drei
Grunderfahrungen von Winter (1995).

1.3. Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit zeigt Moglichkeiten fiir eine differenzierte Forderung von Problemlésekompetenz
im Geometrieunterricht der Sekundarstufe I" auf, um eigenstindig einen mathematischen
Beweis zu fiithren. In Kapitel 2 werden die grundlegenden mathematikdidaktischen Erkennt-
nisse beziiglich des Problemlosens und Beweisens im Unterricht prasentiert. Nachdem die
zugrunde liegenden Forderkonzepte in Kapitel 3 besprochen werden, wird die Vorgehens-
weise am Beispiel des Mittenvierecks exemplifiziert. In Kapitel 4 werden die Eigenschaften
eines Mittenvierecks sowie Moglichkeiten zum Nachweis dieser Eigenschaften diskutiert
und es wird die zentrale Beweisfithrung dieser Arbeit vorgestellt. Danach wird in Kapitel
5 die Forderung der Beweiskompetenz am Beispiel konkretisiert und einige Differenzie-
rungsmoglichkeiten werden erortert. Schliellich wird in Kapitel 6 eine Reflexion der neuen
mathematikdidaktischen Aspekte durchgefiihrt sowie kurz auf die Tragweite des neuen
Konzepts eingegangen. Im Anhang sind Arbeitsblatter zur zentralen Beweisfiihrung fiir un-
terschiedliche Anforderungsniveaus zur Verfiigung gestellt und eine fiktive Unterrichtsstunde

zur Thematik wird in den Berliner Rahmenlehrplan eingeordnet.

“umfasst die Schulstufen der mittleren Bildung und entspricht dem Level 2 der ISCED



2. Didaktischer Hintergrund

2.1. Problemlosen im Geometrieunterricht

2.1.1. Psychologie des Problemlosens

In der allgemeinen Psychologie haben sich zahlreiche Wissenschaftler mit der Begrifflichkeit
des Problemlosens beschéftigt. Dabei haben sich viele Definitionen von Problemlésen in
wissenschaftlichen Kreisen etabliert, die sich alle leicht voneinander unterschieden. Im Fol-
genden werden die drei meist zitierten Definitionen wiedergegeben. Dorner (1976) beschaftigt
sich in seiner Forschung sehr ausgiebig mit Informationsverarbeitung und Problemlosen
und kommt zu folgender Eingrenzung (1. Definition): , Ein Individuum steht einem Pro-
blem gegentiber, wenn es sich in einem inneren oder dufleren Zustand befindet, den es
aus irgendwelchen Griinden nicht fiir wiinschenswert halt, aber im Moment nicht tiber die
Mittel verfiigt, um den unerwiinschten Zustand in den wiinschenswerten Zielzustand zu
tberfithren.“ Wenige Jahre spéter kommt Hussy (1984) zu einer Erklarung, auf die sich die
Mathematikdidaktik bis heute immer wieder bezieht (2. Definition): ,Unter Problemlsen
versteht man das Bestreben, einen gegebenen Zustand (Ausgangs— oder Ist—Zustand) in
einen anderen, gewtinschten Zustand (Ziel- oder Soll-Zustand) zu tiberfithren, wobei es
gilt, eine Barriere zu iiberwinden, die sich zwischen Ausgangs- und Zielzustand befindet.”
Schliellich hat sich in den letzten Jahrzehnten die Universitdat Heidelberg in der Forschung
tiber kognitive Problembewéltigung einen groffen Namen gemacht und Funke (2003) kommt
zu folgendem Schluss (3. Definition): , Problemlosendes Denken erfolgt, um Liicken in
einem Handlungsplan zu fiillen, der nicht routineméfig eingesetzt werden kann. Dazu wird
eine gedankliche Représentation erstellt, die den Weg vom Ausgangs- zum Zielzustand
iiberbriickt.”

Allen drei Definitionen ist gemeinsam, dass ein Ubergang von einem Zustand in einen
anderen angestrebt wird. Dabei gibt es einen oder mehrere Griinde, warum dieser Ubergang
nicht so leicht vollzogen werden kann. Ein fehlendes Mittel bei Dorner (1976) entspricht einer
Barriere bei Hussy (1984) und wird bei Funke (2003) als Liicke paraphrasiert. Nur wenn eine
entsprechende Zwischenphase erfolgreich bewaltigt wird, kann ein Problem zufriedenstellend

gelost werden.



2.1. Problemlésen im Geometrieunterricht

2.1.2. Problemlosen als Kompetenz im Geometrieunterricht

Wenn Schiilerinnen und Schiiler im Unterricht durch Problemléseaufgaben einen Lernerfolg
erzielen sollen, diirfen die gestellten Probleme weder zu leicht noch zu schwer sein. In diesem
Zusammenhang spricht Bruder (2003) davon, dass die gestellten Aufgaben einen Problem-
charakter haben sollen, der in der ,Zone der nachsten Entwicklung® liegt. Geometrie bietet
sich als geeignetes Ubungsfeld fiir das Problemlésen an, da sich viele geometrische Probleme
in Modellen, Skizzen und Zeichnungen gut veranschaulichen lassen, die Handlungsobjekte
tiberschaubar und die erlaubten Handlungen (etwa Operationen mit Zirkel und Lineal) gut
nachvollziehbar sind (vgl. Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 9 f). Um den Schiilerinnen
und Schiilern auch bei unbekannten Losungswegen eine didaktische Struktur an die Hand zu
geben, haben sich zahlreiche Hilfsmittel, Strategien und Prinzipien im Geometrieunterricht
bewéhrt, deren Verwendung mit den Schiilerinnen und Schiilern eingeiibt werden kann.
AuBlerdem hat sich gezeigt, dass eine bewusste und reflexive Steuerung des eigenen Lernver-
haltens und ein Uberdenken des gefundenen Losungsweges einen nachhaltigen Lernerfolg
fordert (z. B. Giirtler et al. 2002).

Hinsichtlich der verschiedenen Aktivitdten, die von den Schiilerinnen und Schiilern im
Geometrieunterricht geleistet werden, lassen sich laut Filler (2011) verschiedene Arten von
geometrischen Problemen unterscheiden. Je nach Art der vorgesehenen Handlung kann ein
geometrisches Problem demnach in eine oder mehrere der folgenden Kategorien eingeordnet
werden (vgl. Filler 2011, S. 24 f):

o Berechnungsproblem: Es wird die rechnerische Ermittlung einer unbekannten
Grofle verlangt, die eine Berticksichtigung von bestimmten geometrischen Gesetzma-

Bigkeiten zwingend erfordert.

o Beweisproblem: Es wird nach einem mathematischen Beweis fiir eine Behauptung

in einem geometrischen Kontext gefragt.

« Konstruktionsproblem: Es wird die Konstruktion eines bestimmten Objekts (Punkt,

Strecke, Winkel, Figur) verlangt.

o Modellierungsproblem: Es wird nach der Losung eines auBlermathematischen Pro-
blems mittels einer Ubersetzung in einen innermathematischen geometrischen Kontext

gesucht.
« Anzahlproblem: Es soll die Anzahl von Objekten (Punkt, Strecke, Winkel, Figur)

mit einer bestimmten geometrischen Eigenschaft gezahlt werden.
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o Optimierungsproblem: Es soll eine bestimmte Grofle in einem geometrischen Kon-

text optimiert (z. B. maximiert oder minimiert) werden.

Die vorliegende Arbeit legt den Fokus auf die Aufbereitung von Beweisproblemen fiir den
Geometrieunterricht und untersucht Moglichkeiten fiir eine differenzielle Forderung von

geometrischen Beweisfiihrungen.

2.1.3. Schritte des Problemlosens nach Polya (1979, 1995)

Um Schiilerinnen und Schiilern den Problemloseprozess im Unterricht nahe zu bringen,
kann ihnen eine strukturelle Hilfe an die Hand gegeben werden. Dazu wird empfohlen, die
immanente Struktur eines Problemléseprozesses zu erkennen und zu verstehen. Aus der Sicht
von Polya (1995) ist das Losen eines Problems ein ,, Entdeckungs— und Findungsvorgang*, der
viele Parallelen zur wissenschaftlichen Arbeitsweise aufweist. Polya (1979, 1995) identifiziert
vier fundamentale Schritte im Problemloseprozess, die im Folgenden kurz beschrieben

werden.

Schritt 1: Das Problem verstehen

Am Anfang geht es bei einem Problem zunéchst darum, genau herauszufinden, welche
Informationen bekannt bzw. unbekannt sind, und daraufthin genau zu erkennen, was zu
zeigen (oder zu transformieren) ist. Dabei kann iiberlegt werden, ob eine Skizze oder ein
Diagramm zum besseren Verstandnis beitragen konnen, und ob das Problem in eigenen
Worten verstandlicher formuliert werden kann. Es kann auflerdem hilfreich sein, eine
geeignete Schreibweise einzufiithren oder das Problem an einem Beispiel zu exemplifizieren.
Die anfanglichen Bemiihungen zielen also darauf ab, moglichst viel relevantes Wissen iiber

die Problemstellung zusammenzutragen.

Schritt 2: Einen Plan bereitstellen

Nachdem das Problem moglichst detailliert erkannt worden ist, muss tiberlegt werden, auf
welche Weise eine Losung herbeigefiihrt werden konnte. Wenn nicht intuitiv klar ist, welches
Vorgehen zielfithrend ist, muss ein Plan entworfen werden, von dem erwartet wird, dass er
zur Losung beitragt. Um einen moglichst guten Plan zu finden, wird nach denkbaren Ver-
bindungen zwischen dem Gegebenen und dem Gesuchten Ausschau gehalten. Eine intuitive
oder bewusste Auswahl von Heurismen kann zu einem guten Plan beitragen. Auflerdem kann
es von Vorteil sein, das Problem strategisch mithilfe unterschiedlicher Ansétze in Angriff

zu nehmen. Sollte es so aussehen, als ob das Problem unlésbar sei, kann jetzt versucht
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werden, das Problem zu vereinfachen oder Spezialfélle einer vorgegebenen Situation naher
zu untersuchen. Manchmal empfiehlt es sich auch, nach verwandten Problemen zu suchen,
da diese unter Umstanden durch einen ahnlichen Losungsweg bewéltigt werden kénnen und

dieser Losungsweg kopiert werden kann.

Schritt 3: Den bereitgestellten Plan ausfiihren

Nachdem ein moglichst guter Plan aufgestellt worden ist, soll der Plan erwartungsgeméf
auch durchgefithrt werden. Es kommt jetzt darauf an, hartnéckig zu sein und alle geplanten
Operationen nach und nach in die Tat umzusetzen. Dabei gilt es, jede einzelne Stufe des
Plans geduldig und beharrlich zu erklimmen. Um Folgefehler zu vermeiden, empfiehlt es
sich, jeden einzelnen Teilschritt zeitnah zu priifen und seine Richtigkeit zu beweisen. Auf
diesem Weg nahert man sich sich allméhlich der gesamten Problemlosung und ist stets
bestrebt, den Uberblick iiber die bereits durchgefiihrten und die noch durchzufithrenden

Operationen zu behalten.

Schritt 4: Riickschau halten

Am Schluss findet eine Reflexion bzw. Riickschau auf die Problembewéltigung statt. Jetzt
ist es wichtig, das gefundene Ergebnis bzw. die gefundene Antwort auf die Problemstellung
zu verifizieren. Dabei werden die gewahlten Teilschritte nochmal hinterfragt und untersucht,
ob alle Schritte zufriedenstellend ausgefiihrt worden sind. Schliellich kann nachgeschaut
werden, ob das Problem vielleicht auf eine andere Art gelost werden konnte, die einfacher und
passender wére. Es muss herausgefunden werden, ob die Losung den gestellten Anspriichen
geniigt. Wenn dies nicht der Fall sein sollte, miissen die vorherigen Schritte nochmal

durchlaufen werden, d. h. ein neuer Plan muss aufgestellt und ausgefiithrt werden.

2.1.4. Heurismen beim Problemlosen

Dorner (1976) unterscheidet zwei unterschiedliche Strukturen innerhalb des kognitiven
Apparates eines Menschen. Zum einen umfasst die epistemische Struktur das gespeicherte
Wissen, bzw. die ,Datenbasis®, eines Menschen. Zum anderen umfasst die heuristische
Struktur die tibergeordnete Steuerung des kognitiven Geschehens, bzw. das Bewusstwerden
der Gedankengénge. Sie beinhaltet auch, dass sich eine Person — bewusst oder unbewusst —
an frithere kognitive Prozesse erinnern kann, die eine positive Veranderung herbeigefiihrt
haben. Die heuristische Struktur kann mithilfe von sogenannten Heurismen greifbar gemacht

werden, die sich in die drei Teilaspekte der Hilfsmittel, Strategien und Prinzipien aufspalten.
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Ein durch Heurismen geleitetes Vorgehen wird zum Beispiel beim professionellen Schachspiel
offensichtlich, bei welchem Schachmeister Heurismen selektiv in Spielsituationen zum Einsatz
bringen (Simon & Simon 1962). Die Teilaspekte sind insbesondere auch fiir das Problemlosen
im Mathematikunterricht von grofler Bedeutung. Deswegen wird ihre Relevanz fiir den
Mathematikunterricht in der vorliegenden Arbeit besprochen. Im néchsten Kapitel wird
dann im Abschnitt 3.3 ein bewusster Kompetenzaufbau im mathematischen Problemlosen

in Verbindung mit einem Trainieren der Anwendung von Heurismen beleuchtet.

Erleben eines Heureka—Effekts

Wenn eine knifflige Aufgabe, ein Problem im Alltag oder ein Rétsel in einer Zeitschrift
gelost ist, kann man sich freuen und mit seinem Erfolg zuerst einmal zufrieden zu sein. Jeder
hat solch ein Erfolgserlebnis schon einmal gehabt und denkt gerne daran zuriick. Insofern
streben die Menschen danach, in einem Problemfall am Ende eines Losungsprozesses sagen
zu konnen (vgl. Bruder 2003, S. 5): Ich hab’s geschafft! Dieser Ausruf geht der Uberlieferung
nach auf den Archimedes von Syrakus zuriick, der von seinem Konig den Auftrag erhielt,
eine gefilschte Krone zu entlarven, die nicht aus reinem Gold besteht. Als er den Einfall
hatte, den Auftrieb in Wasser zu benutzen, um die gefidlschte Krone von einer echten zu
unterscheiden, titigte er — gemafl der Uberlieferung — den griechischen Ausruf ,Heureka®,
was soviel wie ,Ich hab’s gefunden!“ bedeutet. Die ziindende Idee zur Problemlosung hatte
Archimedes angeblich gerade dann, als er ein Bad nahm (vgl. Bruder 2002). Auf diese
Begebenheit geht der Begriff eines ,,Heurismus® zuriick, welcher ein Findeverfahren zum
Erkennen eines Losungsweges bezeichnet. Dorner (1976) spezifiziert einen Heurismus etwas
genauer und versteht unter ihm eine bestimmte Abfolge elementarer geistiger Operationen,

durch die ein Problem gelost werden kann, aber nicht unbedingt gelost werden muss.

Geistige Beweglichkeit als Voraussetzung

Bruder (2003) zahlt fiinf Merkmale einer geistigen Beweglichkeit auf, die eine erfolgreiche
Anwendung von Heurismen fordern und einen potenziellen Heureka-Effekt moglich machen.
Eine Reduktion des Problems (1. Merkmal) bedeutet, dass das urspriingliche Problem
vereinfacht und veranschaulicht wird (vgl. auch Bruder & Collet 2011, S. 33). D. h. es
konnen einzelne Teilprobleme gesondert betrachtet werden oder passende Beispiele gefunden
und durchdacht werden. Das Beherrschen der Reversibilitdt (2. Merkmal) bedeutet, dass
einzelne Gedankengénge umgekehrt werden kénnen. Die sogenannte Aspektbeobachtung

(3. Merkmal) bringt mit sich, dass Erfolg versprechende Ideen bewusst identifiziert und
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konsequent weiter verfolgt werden kénnen. Aulerdem impliziert die Aspektbeobachtung,
dass Querverbindungen und Abhéngigkeiten in der angestrebten Vorgehensweise erkannt
werden. Die Féahigkeit zum Aspektwechsel (4. Merkmal), d. h. zum Aufnehmen neuer
Gedankengéinge, ist essentiell, um nicht zu viel Zeit mit Ansédtzen und Losungswegen zu
verlieren, die nicht zum Ziel, sondern nur in eine Sackgasse fithren. Schliefllich gibt es
noch das Konzept der Transferierung (5. Merkmal), das die Fahigkeit beschreibt, einen
Sachverhalt oder ein Vorgehen in einen anderen Kontext zu stellen bzw. auf eine andere

Situation zu iibertragen.

Heuristische Hilfsmittel im Mathematikunterricht

Im Gegensatz zu anderen Heurismen haben die Hilfsmittel keinen Verfahrenscharakter,
sondern beziehen sich auf visuell erkennbare Instrumente bzw. explizite Darstellungen.
Dabei beantworten sie folgende Schliisselfrage im Problemloseprozess: ,Wie kann ich die
Problemstellung veranschaulichen oder anders darstellen® (Bruder & Collet 2011, S. 46).
Im Folgenden werden die wichtigsten Hilfsmittel fiir das mathematische Problemlosen kurz

vorgestellt.

o Tabellen: Tabellen sind allgemein sehr gebrauchlich zur Darstellung von beliebigen
Informationen. Allerdings entfalten sie ihren wahren Wert zur Reduktion und Fokus-
sierung von Informationen in Problemléseaufgaben erst dann, wenn sie ganz bewusst
zum Strukturieren von Informationen eingesetzt werden (Bruder & Collet 2011, S.
56).

» Wissensspeicher: Wissensspeicher werden herkommlich unter dem Namen ,,Merk-
heft oder ,Formelheft® gefiihrt, stellen aber im Rahmen der hier vorgestellten Heuris-
men eine Erweiterung dieser ,Hefte“ dar. Insbesondere dienen sie als iibergeordnetes
Hilfsmittel, um neben mathematischen Begriffen, Kalkiilen und Formeln auch die
Anwendung anderer Heurismen schriftlich festzuhalten und zu strukturieren (Bruder
& Collet 2011, S. 61).

o Losungsgraphen: Losungsgraphen stellen in gewisser Weise eine Erweiterung von
Wissensspeichern dar. Genauer gesagt immer dann, wenn Losungswege mithilfe einer
Auflistung der gegebenen und gesuchten Grofien sowie deren Verkettung dargestellt
werden, spricht man von einem Losungsgraph. Eine Verkettung einzelner Elemente
wird dabei gewohnlich durch gerichtete Pfeile visualisiert und représentiert einen ange-
dachten Losungsweg. Laut Bruder & Collet (2011, S. 66) bieten sich Losungsgraphen

gerade auch fiir mehrschrittige mathematische Beweise an.
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o Informative Figur: Eine informative Figur bezeichnet laut Bruder & Collet (2011, S.

46 ff) eine Skizze, aus der man ,, moglichst viel ablesen kann“ und in der im Idealfall auch
noch ,Beziehungen oder Informationen® stecken, die ,man dem Aufgabentext noch
nicht entnehmen konnte“. Dabei konnen je nach Aufgabentyp ganz unterschiedliche
Arten von graphischen Darstellungen eine sinnvolle Verwendung finden. Ein klassisches
Beispiel stellt ein Koordinatensystem dar, in dem Schnittpunkte von Funktionen meist
sehr einfach gefunden werden kénnen. Wenn solch eine Losung lediglich graphisch
bestimmt wird, hat sie meistens eine begrenzte Genauigkeit, die allerdings in vielen

realitdtsbezogenen Aufgabenstellungen vollig ausreichend ist.

Gleichung: Eine Gleichung stellt unter einem heuristischen Blickwinkel ein ideales
Instrument zur Informationsreduktion dar und bietet in der Regel eine hohere Ab-
straktionsleistung als andere Hilfsmittel (vgl. Bruder & Collet 2011, S. 67). Auch wenn
eine Gleichung bereits in einfachen mathematischen Zusammenhangen sehr hilfreich
sein kann, entfaltet sie erst ihr volles Potenzial, wenn die Zusammenhénge komplex
sind und viele Bedingungen zu berticksichtigen sind (vgl. Bruder & Collet 2011, S.
68).

Heuristische Strategien im Mathematikunterricht

Heuristische Strategien beschreiben ,, grundsatzliche Vorgehensweisen, wie man in einer

Problemsituation agieren kann, wenn das Problem im Wesentlichen verstanden wurde“

(Bruder & Collet 2011, S. 68). Zahlreiche Anwendungen zeigen, dass heuristische Strategien

dazu beitragen, komplexe Problemstellungen in verschiedenen Bereichen schneller und

effektiver zu losen. Zum Beispiel nutzen professionelle Schachspieler ausgefeilte Strategien,

um ihre nachsten Ziige zu planen (Simon & Simon 1962).
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o Systematisches Probieren: Ein Vorgehen geméfl Versuch und Irrtum® stellt eine

der trivialsten Handlungsweisen im Umgang mit Problemen dar. Solch ein Vorge-
hen kann, je nach Loésungsraum, auch nur eine sehr geringe ., Trefferquote® bzw.
Erfolgswahrscheinlichkeit aufweisen. Wenn dagegen systematisch gesucht bzw. planvoll
ausprobiert wird, verbessern sich die Erfolgsaussichten erheblich (z. B. Simon 1977;
Ross & Maynes 1983).

o Vorwartsarbeiten: Beim Vorwértsarbeiten ,inspiziert man zunéchst das Gegebene

und versucht davon ausgehend das Gesuchte zu erreichen® (Bruder & Collet 2011, S.
76). Die angestellten Uberlegungen bestehen also wiederholt darin, welcher Schritt

der jeweils néachste sein konnte.
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o Riickwartsarbeiten: Das Riickwartsarbeiten ist gegenlaufig zum Vorwéartsarbeiten.
Allerdings ist die Suchstrategie dahinter bis auf die umgekehrte Richtung sehr vergleich-
bar. Im Wesentlichen geht es darum, vom Gesuchten auf vorherige Zwischenschritte zu
schliessen. Man versucht, geniigend viele Zwischenschritte zu rekonstruieren, bis man
beim Gegebenen angekommen ist. Dabei miissen beim Riickwartsarbeiten Umkehrope-
rationen und Umkehrfunktionen der eigentlichen Rechen— oder Abbildungsvorschriften

angewendet werden.

o Analogieschluss: Bei Analogieschliissen wird tiberpriift, ob ,man eine zu einem
Problem &hnliche Aufgabe schon einmal erfolgreich gelost hat und sich daher bei der
Losungsfindung auf eine bereits bekannte Vorgehensweise stiitzen kann® (Bruder &
Collet 2011, S. 83). Im Mathematikunterricht werden die Schiilerinnen und Schiilern
bei entsprechenden Aufgaben gefragt, welche Eigenheiten einer Aufgabe ihnen bekannt

vorkommen bzw. wie sie zuvor bei verwandten Aufgaben vorgegangen sind.

 Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes: Laut Bruder & Collet (2011,
S. 87) ist die Riickfiihrung von Unbekanntem auf Bekanntes unverzichtbar, wenn Ein-
sichten in Erarbeitungsphasen neuer Lerninhalte gewonnen werden sollen. Dabei wird
so lange versucht, Informationen umzustrukturieren, zu erweitern oder auszusortieren,
bis Analogieschliisse moglich sind. Eine Mdoglichkeit ist, mithilfe von Fallunterschei-
dungen oder einer Problemzerlegung eine Riickfithrung auf bekannte Teilprobleme
zu erreichen. In solch einer Situation kann eine Einfithrung zusétzlicher Bedingungen
das urspriingliche Problem in mehrere Spezialfille unterteilen, die hinterher wieder

verallgemeinert werden koénnen (vgl. Vorwort in Polya 1995).

Heuristische Prinzipien im Mathematikunterricht

Im Vergleich zu den heuristischen Strategien sind heuristische Prinzipien starker an die
jeweiligen Fachinhalte und die gegebenen Voraussetzungen gebunden. Die hier dargestell-
ten Prinzipien korrespondieren zu Grundsétzen bzw. Leitsdtzen im Problemlésen und sie
beschreiben, wie bestimmte Losungsprozesse ablaufen. Die damit verbundenen Vorgehenswei-
sen sind mit den mentalen Beweglichkeitsmerkmalen in Abschnitt 2.1.4 verkntipft. Teilweise
konnen diese Prinzipien fiir die Losung spezieller Probleme auflerordentlich hilfreich sein
(vgl. Bruder & Collet 2011, S. 87 f). Die relevantesten mathematischen Prinzipien fiirs
Problemlosen sind die folgenden: das Transformationsprinzip, das Zerlegungs— und Ergan-
zungsprinzip, die Fallunterscheidung, das Invarianzprinzip, das Symmetrieprinzip sowie das

Extremalprinzip.
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Spezielle Heurismen in der Geometrie

Neben den allgemeinen heuristischen Strategien kénnen auch inhaltsspezifische heuristi-
sche Strategien identifiziert werden, die beim Losen von geometrischen Problemen helfen
(z. B. Filler 2011; Ludwig & Weigand 2018). Die Idee dabei ist, besondere Heurismen
so anzuwenden, um sich dann bestimmte Identititen und Ahnlichkeiten bzw. bestimm-
te geometrische Lehrsiatze (z. B. Satz des Pythagoras, Strahlensétze) zunutze machen
zu konnen. Inhaltsspezifische Strategien umfassen z. B. die im Folgenden aufgezahlten
Vorgehensweisen fiir Problemstellungen in der Sekundarstufe I (vgl. Ludwig & Weigand
2018, S. 5). (1.) Das Einzeichnen von geeigneten Hilfslinien fordert die Erkennung von
kleineren Objekten. (2.) Das Suchen bzw. Finden gleich langer Strecken oder gleich grofier
bzw. einander ergénzender Winkel begtinstigt die Entdeckung von Gleichartigkeit. (3.) Die
Identifikation von rechtwinkligen Dreiecken oder Teildreiecken ermdoglicht die Anwendung
einer der Satze aus der Pythagoras—Gruppe oder einer trigonometrischen Identitat. (4.)
Das Erkennen von dhnlichen Vielecken erlaubt die Bestimmung von Streckenverhaltnissen.
(5.) Das Erkennen von parallelen Geraden erlaubt eine Anwendung der Winkelbeziehungen
an Geradendoppelkreuzungen oder der Strahlensitze. (6.) Die Identifikation von inhalts-
gleichen bzw. erganzungs— oder zerlegungsgleichen Vielecken ermdglicht eine Verkntipfung

der entsprechenden Formeln fiir den Flacheninhalt.

Chinnappan (1998) definiert bestimmte Losungsschemata in der Geometrie und schreibt
ihnen geometrische Lehrsétze (z. B. Satz des Pythagoras, Strahlensétze) zu. Dann zeigt Chin-
nappan (1998), dass leistungsstarke Schiilerinnen und Schiiler diese Schemata wiahrend des
Losungsprozesses eines geometrischen Problems viel haufiger aktivieren als leistungsschwache.
Da die inhaltsspezifischen heuristischen Strategien eng mit den Schemata von Chinnappan
(1998) verwandt sind, ist zu erwarten, dass sie auch vermehrt von leistungsstarken Lernen-
den angewendet werden. Um leistungsschwache Lernende im geometrischen Problemlosen
zu unterstiitzen und zu schulen, werden in Abschnitt 3.3 verschiedene Trainingsformen

vorgestellt, die gut im Geometrieunterricht einsetzbar sind.

2.2. Beweisen im Geometrieunterricht

Beweise sind fiir Mathematikerinnen und Mathematiker essenzieller Teil zur Sicherung und
Weiterentwicklung des Wissensbestandes. Grieser (2017) hélt sie sogar fir das Herzstiick der
Mathematik. Fiir Schiilerinnen und Schiiler ist Beweisen dagegen ein Lerngegenstand, der

nicht selten hohe Anforderungen oder sogar eine Uberforderung mit sich bringt (vgl. Ufer
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et al. 2009, S. 30). Dies kann unter anderem dadurch erklart werden, dass ,die spezifischen
Regeln fiir akzeptable Argumentationen in der Mathematik fiir die meisten Schiilerinnen und
Schiiler nicht transparent sind“ (Ufer et al. 2009, S. 30). Da Schiilerinnen und Schiiler in der
Regel kein Beweisbediirfnis erkennen (z. B. Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 4), sehen viele
von ihnen keinen Sinn im Beweisen von mathematischen Zusammenhéngen im Unterricht.
Auflerdem neigen sie dazu, Arbeitshypothesen zu frith als wahr anzunehmen und nicht mehr
zu hinterfragen, auch wenn noch nicht alle Alternativhypothesen ausgeschlossen sind (Winter
1983; Kuntze 2004). Es scheint, dass fiir Schiilerinnen und Schiiler das Nachmessen oder
Uberpriifen anhand einer Zeichnung als ,Beweis® fiir Geometrieprobleme meistens ausreicht
(Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 4). Demnach ist es eine grofie Herausforderung fiir
eine Lehrkraft, Beweise unter anderem auch in den Geometrieunterricht zu integrieren und

den Schiilerinnen und Schiilern die notige Motivation dazu zu vermitteln.

2.2.1. Funktion und Axiomatik von geometrischen Beweisen

Grundsatzlich iibernehmen Beweise unterschiedliche Rollen in der Mathematik, die auch auf
Problemstellungen in der Geometrie zu tibertragen sind. De Villiers (1990) identifiziert die
folgenden Funktionen von mathematischem Begriinden: Uberzeugen, Erkliaren, Kommunizie-
ren, Entdecken und Zusammenhénge herstellen. G. Wittmann (2018, S. 23) formuliert diese
Funktionen in &hnlicher Weise: Verifizierung, Erklarung, Einordnung und Systematisierung,
Kommunikation sowie Exploration und Entdeckung. Die Geometrie beschéftigt sich mit
dem Vermessen von geometrischen Objekten (Punkt, Strecke, Winkel, Figur) sowie der
Charakterisierung, den Eigenschaften und den Beziehungen dieser Objekte (z. B. Filler
2011, S. 3 f). Insbesondere das Herstellen sowie die Einordnung und Systematisierung von
Zusammenhéngen gelten als essenzielle Funktionen in der Geometrie, weil sie Sétze und

geometrische Objekte in Beziehung setzen (vgl. Meyer & Prediger 2009, S. 5).

Wenn die Objekte graphisch dargestellt werden, kénnen sie mit dem Auge untersucht
werden. D. h. bestimmte geometrische Groflen konnen nachgemessen oder die Lage der
Objekte kann visuell begutachtet werden. Insofern konnen Vermutungen iiber geometrische
Zusammenhange umstandslos aus dem Vergleich bestimmter Zeichnungen bzw. Graphiken
aufgestellt werden. Allerdings treten beim Vermessen der Objekte immer gewisse Messfehler
auf und das menschliche Augenmafl besitzt nur eine begrenzte Genauigkeit. Es bleibt also
immer eine Ungewissheit bestehen tiber die Exaktheit einer aus der Anschauung gewonnenen
Vermutung. Hier taucht die Notwendigkeit fiir einen exakten Beweis auf, der Gewissheit

beziiglich der Giiltigkeit einer geometrischen Behauptung erzeugt. Ohne diese Gewissheit
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bleibt ein kognitiver Konflikt bestehen, der laut Reusser (1984) sechs verschiedene Auspré-
gungen haben kann: Zweifel, Perplexitat, logischer Widerspruch, gedankliche Inkongruenz,

Verwirrung und Irrelevanz.

Beim Beweisen wird die Giltigkeit einer mathematischen Aussage geméfl zuvor vereinbarter
logischer Schlussregeln auf die Giiltigkeit anderer, bereits bewiesener Aussagen zuriickgefiihrt
(Hock et al. 2016, S. 182). Mit anderen Worten lassen sich alle Folgesitze streng logisch
unter ausschliefllicher Verwendung bereits bewiesener Ausgangssétze herleiten. Damit das
Zusammenspiel von Axiomen und Basissédtzen funktioniert, miissen ein paar Grundregeln wie
Widerspruchsfreiheit, Vollstandigkeit und Unabhéngigkeit erfiillt sein (z. B. Miiller-Philipp
& Gorski 2012, S. 66). In der Geometrie wird die Aufstellung von Satzgruppen sowie deren
Unterteilung in Axiome und Postulate meist auf die methodologischen” Ansichten des
Aristoteles zuriickgefithrt (vgl. Hock et al. 2016, S. 184). In seinem Werk ,,Die Elemente*
(Euklid 3. Jh. v. Chr.) unternahm Euklid von Alexandria in der Geometrie den ersten
Versuch eines strengen axiomatisch-deduktiven Aufbaus einer mathematischen Theorie (z.
B. Jahnke & Ufer 2015, S. 331). Die Redewendung ,,more geometrico“ (lateinisch: ,auf die
Art der (euklidischen) Geometrie) erinnert noch heute an diesen dogmatischen Aufbau

bzw. diese dogmatische Argumentation.

Lakatos (1982) schreibt iiber die Axiomatik Euklids:

Ich nenne ein deduktives System eine , Euklidische Theorie, wenn die Aussagen an der
Spitze (die Axiome) aus villig bekannten Ausdricken (Grundausdricken) bestehen, und
wenn es hier unfehlbare Wahrheitswertsetzungen des Wahrheitswerts ,wahr® gibt, der durch
die deduktiven Kandgle der Wahrheitsibertragung (Beweise) hinabfliefit und das ganze System
durchdringt.

2.2.2. Beweisfindung durch Problemlosen

Ein Beweis entspricht einer logisch vollstandigen bzw. konsistenten Argumentation (vgl.
Grieser 2017, S. 3). Eine mathematische Begriindung gehért zur allgemeinen mathematischen
Kompetenz des ,Mathematischen Argumentierens® (Blum & Berlin IQB 2006, S. 35 ff).
Genauer gesagt fangen Schiilerinnen oder Schiiler immer dann an, mathematisch zu argu-
mentieren, wenn ein Losungsverfahren oder ein Ergebnis erklart, mit einer Rechtfertigung

untermauert oder iiberpriift werden muss (vgl. Blum & Berlin IQB 2006, S. 36). In diesem

*auf einer Methodenlehre beruhend
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2.2. Beweisen im Geometrieunterricht

Kontext ist das Losungsverfahren in der Regel bereits vorhanden oder mogliche Belege fiir
die Richtigkeit eines Ergebnisses sind bereits verfiigbar. D. h. die Schiilerinnen oder Schiiler
miissen argumentativ darlegen, welche Begriindung sie als Nachweis einer mathematischen

Aussage heranziehen bzw. auswéahlen.

Wenn es aber darum geht, einen neuen oder unbekannten Beweis zu finden, muss zuerst
eine mathematische Satzstruktur ausfindig gemacht werden, auf der der Beweis aufgebaut
werden kann. In diesem Fall ist ein strategiegeleitetes Vorgehen zum Aufspiiren dieser
Struktur gefragt, und es handelt sich um eine mathematische Problemstellung. Am Anfang
solch eines Beweisprozesses herrscht ein Ausgangszustand vor, bei dem die Gewissheit
beziiglich der Giiltigkeit einer Behauptung fehlt. Am Ende wird dann ein Zielzustand
angestrebt, bei dem diese Gewissheit vorhanden ist. Insofern kann man den Prozess einer
Beweisfindung mit einem Problemléseprozess gleichsetzen, bei dem der zu liefernde Beweis
eine Barriere bzw. eine Liicke im Problemloseprozess darstellt (siehe auch Abschnitt 2.1.1).
Zum Finden eines Beweises gibt es zwar kein allgemeines Rezept, aber es gibt typische
Beweismuster und immer wiederkehrende Ideen (vgl. Grieser 2017, S. 3). Strategien oder
Vorgehensweisen, die aus dem Problemlésen bekannt sind, konnen direkt zur Beweisfindung
eingesetzt werden. Dementsprechend gehort der Prozess einer kompletten Beweisfindung
zur allgemeinen mathematischen Kompetenz des ,,Problemlosens® (vgl. Blum & Berlin IQB
2006, S. 39 f).

2.2.3. Methodenwissen zur Beweiskompetenz

In der Fachwissenschaft existieren bestimmte Kriterien, die mathematische Beweise idealer-
weise erfiillen sollen. Dazu gibt es eine bestimmte Methodik, die beim Beweisen typischerweise
angewendet wird und eine Erfiilllung der Kriterien sicherstellt. Drei allgemein gebrauchli-
che methodische Konzepte zum Aufbau von Beweisen werden von Heinze & Reiss (2003)
definiert:

1. Beweisschema: Das Schema spezifiziert die Argumente, die in jedem einzelnen Schritt
eines Beweises zugelassen sind. In der Regel sind dies allgemeingiiltige deduktive
Schliisse und Axiome. Diese bestehen aus einem Satz von Voraussetzungen, einer
Schlussfolgerung sowie einem Argument, das die Schlussfolgerung — gestiitzt von

weiteren gesicherten Aussagen — beweist.

2. Beweisstruktur: Die deduktiven Schliisse miissen vom logischen Aufbau so angeord-

net sein, dass sie mit den Voraussetzungen beginnen und bei der Behauptung enden.
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Dabei gilt es, die logische Struktur der einzelnen Schliisse zu erfassen und in formaler

Schreibweise wiederzugeben.

3. Beweiskette: Aufeinanderfolgende Beweisschritte miissen sich zu einer logischen
Kette formieren. Dabei miissen die einzelnen Schritte exakt ineinander greifen und es

diirfen keine Licken entstehen.

Eine Einhaltung dieser drei Konzepte bedingt automatisch die Vollstandigkeit bzw. Liicken-
losigkeit eines Beweises (vgl. erstes Kriterium von G. Wittmann 2018, S. 2) Als weitere
Beweiskriterien fihren G. Wittmann (2018, S. 2) zusétzlich noch Minimalitat und For-
malisierung an. Das Prinzip der Minimalitat fordert eine Vermeidung von redundanten
Beweisschritten und sorgt somit fiir eine bestmdgliche Ubersichtlichkeit und Verstindlichkeit
eines Beweises. Das Prinzip der Formalisierung ist eine essenzielle Eigenheit eines wissen-
schaftlichen Beweises (siehe Abschnitt 2.2.4), wird jedoch im Mathematikunterricht haufig

nur teilweise oder gar nicht berticksichtigt.

2.2.4. Reprasentationsformen von Beweisen

Wissenschaftliche oder formale Beweise haben in der Mathematik eine lange Tradition und
gehen urspriinglich auf griechische Mathematiker in der Antike zurtick. Dem gegeniiber steht
ein rein empirisches Priifen, bei dem Laien versuchen, die Richtigkeit einer mathematischen
Aussage anhand von Einzelfillen abzuleiten. Solch ein erfahrungsbasiertes Austesten wird
dem alltagsbezogenen Argumentieren zugeschrieben (z. B. Brunner 2014). Um die Schiile-
rinnen und Schiiler langsam an den Formalismus eines akademischen Beweises zu gewohnen,
konnen zahlreiche Stufen zwischen einem formalen Beweis und einem rein empirischen
Prifen definiert werden (vgl. E. C. Wittmann 2021). Diese Zwischenstufen werden hier
unter der Bezeichnung der informellen Beweise zusammengefasst. Im Folgenden sind die

formalen und informellen Beweise kurz gegeniibergestellt.

Formale Beweise

Boero (1999) sieht den formalen Beweis am Ende einer wissenschaftlichen Arbeitsweise,
bestehend aus dem Aufstellen von Hypothesen, der Durchfithrung von Untersuchungen
und dem Uberpriifen der Ergebnisse. Formale Beweise sind im fachwissenschaftlichen Sinn
stets liickenlos und vollstandig, sowie allgemeingiiltig und unter Einhaltung der tiblichen
Konventionen abgefasst (Weigand, Filler, Holzl et al. 2018). Sie basieren auf einem prézise
bestimmten System von logischen Schlussregeln und Axiomen (siehe Abschnitt 2.2.3). Welche

Argumentation genau als formaler Beweis akzeptiert wird, muss unter Mathematikerinnen
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2.2. Beweisen im Geometrieunterricht

und Mathematikern in sozialer Interaktion ausgehandelt werden (vgl. Ufer et al. 2009, S.
31). Es ist anzunehmen, dass die Féahigkeit zur korrekten Erfassung und Trennung von
Voraussetzung und Behauptung einer Aussage zentral ist fiir die Anordnung von deduktiven
Schliissen zu einer Beweiskette sowie fiir ihre Validierung (vgl. Ufer et al. 2009, S. 38).
Héaufig haben Schiilerinnen und Schiiler grole Schwierigkeiten, diese einzelnen Elemente
zueinander in Beziehung zu setzen und eine geschlossene Beweiskette aufzubauen. Also tun

sie sich in der Regel sehr schwer, formale Beweise zu fithren.

Informelle Beweise

Informelle Beweise bezeichnen Begriindungen oder Argumentationen, die auf einer eher
anschaulichen Betrachtungsweise basieren und bei denen die formale Strenge reduziert ist.
Obwohl sie den fachwissenschaftlichen Standards eines formalen Beweises nicht gentigen,
miussen sie den ,,mathematischen Kern“ eines Sachverhalts korrekt wiedergeben. Historisch

gehen sie auf die Idee der intuitiven Ableitung von Branford (1908) zurtick.

E. C. Wittmann & Miiller (1988) hat informelle Beweise klassifiziert und in (a) experimentel-
le und (b) inhaltlich—anschauliche bzw. operative Beweise unterteilt. Experimentelle Beweise
(a) basieren auf Beispielen, die fiir den allgemeinen Fall als repréasentativ gelten (z. B. Bills
& Rowland 1999; Brunner 2014). Diese sogenannten ,paradigmatischen Beispiele* stammen
urspriinglich von Freudenthal (1979) und sind fiir die meisten Lernenden leicht nachzuvollzie-
hen (vgl. Einzelfille in  Almeida 2001). Um zu vermeiden, dass die Schiilerinnen und Schiiler
nur ein unvollsténdiges Verstandnis von geometrischen Operationen aufbauen, miissen sie die
Eigenschaften und wechselseitigen Beziehungen von den involvierten Objekten eigenstandig
untersuchen (vgl. E. C. Wittmann 1983, S. 269). Aus dieser Betrachtungsweise stammen
die operativen Beweise (b), die tiber eine inhaltlich-anschauliche Beweisfiihrung verfiigen.
Sie werden in der Regel enaktiv (in Form von Handlungen) oder ikonisch (unter Riickgriff
auf Zeichnungen oder Modelle) gefithrt (Weigand, Filler, Holzl et al. 2018). Dabei beruhen
sie in der Regel auf einer eher umgangssprachlichen Logik und sind in einer ,schlichten und
symbolarmen Sprache“ (E. C. Wittmann 2014) verfasst. Inhaltlich-anschauliche Beweise
(b) werden gerne im Geometrieunterricht eingesetzt, weil sie die Zusammenhénge héufig
in einer sehr verstidndlichen bildhaften Betrachtungsweise wiedergeben. In vielen Fallen
vermogen sie, den Schiilerinnen und Schiilern ein nachhaltiges Verstdndnis eines scheinbar
unverstandlichen Satzes zu vermitteln. Welche Schliisse in einem inhaltlich-anschaulichen
Beweis erlaubt sind, muss den Schiilerinnen und Schiilern kommuniziert und ggf. mit ihnen

diskutiert werden. In der Geometrie bilden anschauliche Begriindungen anhand einer Skizze
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die Grundlage fiir das Verstédndnis der symbolischen Reprasentation einer Beweisfithrung
(Stenius 1981)

2.2.5. Beweistypen in der Geometrie

Grundsétzlich konnen Beweise so wie in anderen mathematischen Teilgebieten auch in der
Elementargeometrie unterschiedlich gefithrt werden (z. B. Filler 2011, S. 13). Ein direkter
Beweis versucht, eine unmittelbare und direkte Argumentationskette von den Voraussetzun-
gen bis zur Behauptung aufzubauen. Ein indirekter Beweis oder Widerspruchsbeweis nimmt
dagegen das Gegenteil der Behauptung an und zeigt, dass dieses Gegenteil zu einem Wider-
spruch fiihrt und deswegen nicht wahr sein kann. Wenn sich ein Beweis auf ein bestimmtes
geometrisches Objekt bezieht, ist das Fiithren von Existenz— und Eindeutigkeitsbeweisen
tiblich (z. B. Filler 2011, S. 13). Unabhéngig davon gibt es in der Elementargeometrie be-
stimmte Arten, geometrisch zu argumentieren, die auch in der Sekundarstufe I unterrichtetet
werden. Die ersten vier Arten sind sogenannte Standardbeweise in der Geometrie (Weigand,
Filler, Holzl et al. 2018, S. 29 f). Der Zerlegungs— bzw. Erganzungsbeweis komplementiert

diese Standardbeweise durch das Erkennen von unter— oder iibergeordneten Objekten.

« Berechnungsbeweis: Ein geometrischer Zusammenhang wird durch die algebraische

Umformung einer Gleichung fiir richtig oder falsch befunden.

« Kongruenzbeweis: Eine geometrische Figur wird durch die Kongruenzsatze fir

Dreiecke untersucht.

« Ahnlichkeitsbeweis: Eine geometrische Figur wird durch die Ahnlichkeitssitze fiir

Dreiecke untersucht.

« Abbildungsbeweis: Eine Kongruenz- oder Ahnlichkeitsabbildung wird angewendet.
Der Beweis stiitzt sich dann auf die Eigenschaften dieser Abbildung.

o Zerlegungs- bzw. Ergianzungsbeweis: Eine Figur wird in Einzelteile bzw. Teil-
figuren zerlegt oder mithilfe von Teilfiguren zu einer grofleren Figur erweitert. Der
Beweis stiitzt sich dann auf die Eigenschaften der Teilfiguren oder der neuen grofieren
Figur.

2.2.6. Anleitung zum Beweisen im Unterricht

Aktive Einbindung der Schiilerinnen und Schiiler

Im sozialen Kontext des Mathematikunterrichts sind bei der Beweisfithrung sowohl die Lehr-

kraft als auch die Schiilerinnen und Schiiler beteiligt, die jeweils unterschiedliche Funktionen
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und Ziele einnehmen bzw. verfolgen. Generell konnen mathematische Begriindungen nur
dann in der Klassengemeinschaft als Beweis gelten, wenn sie von der Mehrheit akzeptiert
und somit zum allgemein giiltigen Wissen ausgezeichnet werden (Knipping 2003, S. 30). In
der universitaren Mathematik gliedert sich ein Beweisprozess in die Phasen Satzfindung,
Beweisfindung und Beweisakzeptanz. In der Schulmathematik liegt eine andere Situation
vor. Die Satzfindung erfolgt durch Anleitung der Lehrkraft, wird im Unterricht inszeniert
und kann somit nicht unbedingt einer intrinsischen Motivation der Lernenden zugeschrieben
werden (Heinze & Reiss 2010).

Die Beweisfindung wird meistens im Frontalunterricht durchgefiihrt, und es ergibt sich
die Schwierigkeit, dass auch die zugehorigen Explorationsphasen im Plenum stattfinden.
Dadurch besteht die Gefahr, dass einzelne Schiilerinnen und Schiiler sich nicht lang genug
mit den einzelnen Beweisschritten auseinandersetzen konnen. Um diese Gefahr zu umgehen,
wird beim Vermitteln einer Beweisfindung eine Unterrichtsform mit starkerer Einbindung
und Beteiligung von mehr Schiilerinnen und Schiilern gefordert (Knipping 2003, S. 35).
Reiss (2002) gibt zu bedenken, dass die Fahigkeit zur korrekten Beurteilung giiltiger
und fehlerhafter Argumentationen als eine wichtige Voraussetzung fiir das eigenstindige
Beweisen gilt. Demnach kénnen Musterbeweisfithrungen sowie falsche oder liickenhafte
Beweisfiihrungen zur Schulung eines ,,Beweisverstandnisses® im Unterricht eingesetzt werden.
Auflerdem kann dieses Verstandnis schnell geférdert werden, wenn sich die Lernenden
eigenstandig Zeichnungen zu einem Beweisproblem anfertigen oder sich mit vorgegebenen

Zeichnungen intensiv beschaftigen (Kautschitsch 2015).

Die Schreibweise des Zwei—Spalten—Beweises

Um den Schiilerinnen und Schiilern das Ordnen der Beweisbausteine und das Zusammen-
setzen der Beweisfithrung weiter zu erleichtern, kann die Schreibweise des Zwei—Spalten—
Beweises (z. B. Herbst 2002; Brockmann-Behnsen 2021) im Unterricht eingefithrt werden.
Die Schiilerinnen und Schiiler halten die einzelnen Beweisschritte in der richtigen Rei-
henfolge in einer Tabelle fest, wobei sie in die erste Spalte schreiben, was sie in diesem
Schritt genau machen, und in die zweite Spalte, warum sie diesen Schritt machen diirfen.
Brockmann-Behnsen (2021) pladiert dafiir, dass sich die Schiilerinnen und Schiiler aulerdem
immer wieder fragen, wozu sie einen Schritt machen bzw. was sie mit einem bestimmten
Schritt in der Beweisfiihrung bezwecken. Die Tabelle eines Zwei-Spalten—Beweises dient den
Schiilerinnen und Schiilern als Orientierungshilfe und gibt ihnen eine Beweistruktur an die
Hand. Im Sinne der Einteilung von Heurismen nach (Bruder & Collet 2011) stellt die Tabelle
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des Zwei-Spalten-Beweises eine Form eines heuristischen Hilfsmittels dar (siehe Abschnitt
2.1.4). Ein Zwei-Spalten-Beweis kann wahrend unterschiedlicher Phasen im Arbeitsablauf
einer Problemlosung (Polya 1979, 1995) integriert werden (z. B. ,Einen Plan bereitstellen,
»Den bereitgestellten Plan ausfithren“ oder ,Riickschau halten“ in Abschnitt 2.1.3).
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3.1. Lokales Ordnen zur Reduktion des Umfangs von Beweisen

Die Sachverhalte in der euklidischen Geometrie, mithilfe derer die geometrischen Begriin-
dungen vorgenommen werden, sind sehr umfangreich im Vergleich zu anderen inhaltlichen
Bereichen des Mathematikunterrichts (z. B. Becker 1984, S. 100). Deswegen empfiehlt es sich
unter anderem, ,sinnvoll abgegrenzte Einheiten geringeren Umfangs“ aus der euklidischen
Geometrie herauszulosen, um die logischen Beziehungen innerhalb eines iiberschaubaren
Teilbereichs zu klaren (Becker 1984, S. 100). Folglich kann eine Reduktion des Umfangs
einer Beweisfindung mithilfe einer Vorauswahl an Beweismitteln vorgenommen werden, um
den Schiilerinnen und Schiilern den Durchblick durch die Beweisstruktur zu erleichtern. Zu
diesem Zweck konnen bestimmte Sétze und Axiome vorausgewahlt und zur Beweisfindung

zur Verfiigung gestellt werden.

Grundsatzlich ist eine Einsicht in die gegenseitigen Abhéngigkeiten von Begriffen und Sétzen
entscheidend fiir ein tieferes Verstdndnis von komplexen Zusammenhéngen. Deswegen ist es
das Ziel, solch eine Einsicht in die deduktive sachlogische Struktur im Unterricht zu erlauben.
Eine Moglichkeit, dieses Ziel zu gewahrleisten, bietet unter anderem das sogenannte , Lokale
Ordnen® (Becker 1984, S. 101 ff). Diese Art einer Auswahl und Ordnung der Beweisgrundla-
ge bezeichnet das Komplement zum globalen Ordnen oder vollstandigen Axiomatisieren
(Freudenthal 1963). Ein Beispiel fiir vollstédndiges Axiomatisieren ist die gesamte euklidische
Geometrie, die auf den Axiomen Euklids aufgebaut ist und von vielen Mathematikerinnen
und Mathematikern analysiert worden ist (Siefkes 1992). Dagegen besteht die Idee des
,Lokalen Ordnens“ darin, ein iiberschaubares mathematisches Feld — wie zum Beispiel das
Haus der Vierecke (Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 122 ff) — moglichst so aufzubereiten,
dass der Zugang zur inneren Struktur und Logik dieses Feldes fiir Schiilerinnen und Schiiler
entsprechend ihres Konnens ermoglicht wird (vgl. Freudenthal 1973, S. 128 f). Dabei sollen
die Schiilerinnen und Schiiler ein Beziehungsgefiige von einzelnen Beweisbausteinen herstel-
len, auf dessen Grundlage sie den angestrebten Beweis erarbeiten kénnen (vgl. Filler 2019,

S. 2).
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Die Gedachtnisstruktur
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Abbildung 3.1.: Gedéchtnisprozesse beim Problemlosen (vgl. Schoenfeld 2016, S. 19):
,Lokales Ordnen® stellt eine Vorauswahl an Beweisbausteinen zur Verfiigung und entlastet
den Zugriff auf das Langzeitgedéchtnis.

Die verwendeten Sétze werden in zwei disjunkte Klassen eingeteilt: Die Klasse der Folgesatze
wird mithilfe der Klasse der Basissétze bewiesen (vgl. Becker 1984, S. 105). Also hdngen
die Folgesatze von den Basissidtzen ab, wahrend die Basissiatze weitestgehend unabhangig
voneinander sind. Fiir einzelne Sétze konnen auch teilweise unbekannte oder unbewiesene
Voraussetzungen benutzt werden. Um ein umfassendes Verstédndnis trotzdem sicherzustellen,
muss sich die Satzauswahl an der Vorbildung und am Begriffsvermégen der Schiilerinnen und
Schiiler orientieren (vgl. Jahnke & Ufer 2015, S. 333-334). Gegebenenfalls konnen einzelne
Satze nochmal im Unterricht besprochen werden, um die Schiilerinnen und Schiiler von
ihrer Richtigkeit zu iiberzeugen. Um zu differenzieren, kann der Umfang der zur Verfiigung
gestellten Satze variiert werden. Dabei erhohen ein ,Mehr* an verfiighbaren Basissatzen
und ein ,Weniger“ an verfiigbaren Folgesitzen die Kombinationsmoglichkeiten in der Be-
weisfithrung und steigern somit den Handlungsspielraum der Schiilerinnen und Schiiler
beim Ordnen der Beweismittel. Allerdings wird das Beweisproblem durch die zusétzlichen
Kombinationsmoglichkeiten komplexer, so dass in den meisten Fallen das Auffinden der
richtigen Beweiskette erschwert wird. Also gilt in der Regel: Je mehr Basissidtze und je

weniger Folgesitze, desto schwieriger die Beweisfindung.

Urspriinglich geht das ,Lokale Ordnen“ auf Freudenthal (1963) zuriick, der selber tiber

seine eigene Motivation schreibt:
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Es blieb eben nichts anders tibrig, als die Wirklichkeit zu ordnen, Beziehungsgefiige herzu-
stellen und sie bis zu einem Horizont der Evidenz zu fihren, der nicht genau festgelegt und

recht variabel war.

3.1.1. Geleistete Hilfestellung im ProblemlGseprozess

,Lokales Ordnen® hilft den Schiilerinnen und Schiilern beim Problemlosen, indem die
Menge an Bausteinen und deren Verkniipfungen so weit reduziert wird, dass die gestellten
Anforderungen in der ,Zone der nachsten Entwicklung® der Lernenden liegen (vgl. Bruder
2003). Dabei kann die kognitive Unterstiitzung, die das ,Lokale Ordnen“ bietet, direkt im
Modell des Gedachtnisses veranschaulicht werden. Das ,, Lokale Ordnen® greift unmittelbar an
der Schnittstelle zwischen dem Arbeitsgeddchtnis und dem Langzeitgedéchtnis an (Abbildung
3.1). Indem die Schiilerinnen und Schiiler eine vorgegebene Satzstruktur an die Hand
bekommen, kdnnen sie bereits gelerntes Wissen aus dem Langzeitgedachtnis gezielt abzurufen.
Ein langwieriges ,,Stobern“ im Langzeitgedédchtnis, welches Wissen fiir das Beweisproblem
von Bedeutung ist, entfillt also grofitenteils. Trotz einer getroffenen Vorauswahl an zur
Verfiigung stehenden Satzen werden die Lernenden immer noch gezwungen, bestimmte Sétze
bewusst auszuwahlen und in ihre Beweiskette einzubauen. Das ,Lokale Ordnen® unterstiitzt
den Schritt ,Einen Plan bereitstellen“ in Polyas Unterteilung des Problemléseprozesses
(siche Abschnitt 2.1.3). Schliefllich wird die Gefahr eines Zirkelschlusses, bei dem das zu
Begriindende félschlicherweise zu Beginn des Problemléseprozesses verwendet wird (vgl.
Meyer & Prediger 2009, S. 11), beim ,,Lokalen Ordnen* durch das Bereitstellen der Basissitze

und der Vorgabe einer Beweisstruktur minimiert.

3.2. Moglichkeiten zur Reduktion der Strenge von Beweisen

Dem Anspruch nach ist ein Beweis dann vollkommen streng, wenn er nur Axiome, Definitio-
nen und zuvor bewiesene Sétze benutzt und unter vollstandigem Ausschluss der Anschauung
nur Deduktionsschritte vollzieht, die den spezifizierten Schlussregeln entsprechen (Jahnke &
Ufer 2015, S. 332). Um eigene Ansédtze und Ideen von Lernenden bei der Beweisfithrung
zu unterstiitzen, wird jedoch empfohlen, diese Strenge in vielen Unterrichtssituationen
abzumildern (z. B. E. C. Wittmann 2021). Der Grad der Strenge kann dabei in sehr un-
terschiedliche Richtungen variieren. Becker (1984, S. 97) fithrt den Gultigkeitsbereich, die
sprachliche Normierung und die ,beweistheoretische axiomatische Vollstdndigkeit* an, um
die Strenge einer Beweisfiihrung herabzusetzen. Solch eine Reduktion der Strenge bewirkt

im Wesentlichen einen Ubergang von den formellen zu den informellen Beweisen (siche
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Abschnitt 2.2.4). Dadurch kann eine Beweisfithrung fiir die Schiilerinnen und Schiiler derart
erleichtert werden, dass bereits gemachte Erfahrungen mit Begrindungen im Alltag in den

Beweis mit eingebracht werden kénnen.

3.2.1. Madifikation des Giiltigkeitsbereiches

Beweisbeispiele unterstiitzen eine induktive Beweisfithrung, die vom Speziellen auf das
Allgemeine schlieit (vgl. Vorwort in Polya 1995). Sie konnen allgemein dabei helfen, den
Giiltigkeitsbereich eines mathematischen Satzes auszuloten und Vertrauen in einen mathe-
matischen Satz zu gewinnen (Meyer & Prediger 2009, S. 9) . Wenn aber nicht ausreichend
viele Beispiele betrachtet werden, laufen Schiilerinnen und Schiiler Gefahr, einem Einzel-
beispiel vorschnell Evidenz zuzubilligen und sich gar nicht erst auf die Suche nach einem
Gegenbeispiel zu begeben (z. B. Almeida 2001). Dadurch kann es zu einem fehlenden Beweis-
bediirfnis kommen, weil die Schiilerinnen und Schiiler die Notwendigkeit einer Beweisfithrung
verkennen (Winter 1983).

Wenn keine Gegenbeispiele gefunden werden, dann kann eine Aussage verallgemeinert
werden. Bills & Rowland (1999) unterscheiden eine empirische und strukturbasierte Verall-
gemeinerung eines mathematischen Satzes, die beide von einzelnen Beispielen ausgehen. Die
empirische Verallgemeinerung stiitzt sich auf die tibereinstimmende Aussage einer Stichprobe
mit hinreichend vielen Beispielen, wiahrend die strukturbasierte Verallgemeinerung ein be-
stimmtes Beispielmuster erkennt und zum Schlussfolgern verwendet. In beiden Féllen miissen
die Schiilerinnen und Schiiler nachvollziehen kénnen, wie eine gemachte Einschrankung

wieder aufgehoben werden kann bzw. wie eine Verallgemeinerung vollzogen werden kann.

Grundsatzlich kann eine zweckmafBige Einschrankung des Giiltigkeitsbereichs das Erkennen
von wesentlichen Mustern begiinstigen und eine induktive Beweisfiihrung unterstiitzen (vgl.
Bills & Rowland 1999). Dadurch wird eine Beweisfithrung fiir Schiilerinnen und Schiiler

evidenter und leichter zu durchschauen.

3.2.2. Modifikation der Sprache

Fithrer (2002) ist der Ansicht, dass Geometrieunterricht die Fach— und die Umgangssprache
im Unterricht verschmelzen statt gegeneinander absetzen sollte und geometrisches Begriffs-
wissen in den Alltag integrieren sollte. Die sprachliche Ausdrucksweise tragt entscheidend

zu einer erfolgreichen Problemlosung bei (Maier & Schweiger 1999, S. 73-84). Die Sprach-
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3.2. Moglichkeiten zur Reduktion der Strenge von Beweisen

mittel, die bei einer miindlichen Begriindung genutzt werden, unterscheiden sich deutlich
von denen, die in Schriftprodukten anzufinden sind (Hein 2021, S. 259-260). In der Regel
werden Begriindungen immer zuerst miindlich formuliert, bevor sie aufgeschrieben werden.
Diese Reihenfolge bringt bereits eine bestimmte Anpassung der Sprache im Rahmen der
Beweisfindung mit sich. Grundsétzlich kann das Formulieren einzelner Argumentations-
schritte, aus denen ein vollstandiger Beweis entsteht, zunachst auch in der Umgangssprache
erfolgen (Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 26). Die Fachterminologie und der sprachliche
Formalismus eines Beweises (siche Abschnitt 2.2.4) kénnen danach schrittweise integriert
werden. Dabei gilt es zu beachten, dass formale Darstellungen nur dann férderlich fiir
das Denken der Schiilerinnen und Schiiler sind, wenn sie mit inhaltlichen Vorstellungen
verbunden bleiben (Weigand, Filler, Holzl et al. 2018, S. 26).

Eine intuitive Beweisfindung, die von den Schiilerinnen und Schiilern ausgeht, geschieht durch
eigensprachliche Ressourcen wie z. B. Deiktika” (Hein 2021, S. 334). Dabei werden logische
Elemente und logische Beziehungen mithilfe verschiedener Sprachmittel wahrgenommen,
identifiziert und zur Argumentation einzelner Beweisschritte genutzt. Die Eigenheiten
solch einer ,,Beweissprache“ mit verdichtenden Sprachmitteln kénnen gemeinsam in einer
Lerngruppe erarbeitet werden. Zum Teil nutzen die Lernenden solche Sprachmittel in
Eigeninitiative, und zum Teil iibernehmen sie diese in ihre eigenen Verbalisierungen (vgl.
Hein 2021, S. 334-336).

3.2.3. Modifikation der axiomatischen Vollstandigkeit

Eine Abschwéichung der axiomatischen Vollstdndigkeit bzw. Liickenlosigkeit kann durch eine
Verwendung von nicht bewiesenen Annahmen, unreflektierten Voraussetzungen, anschauli-
chen Gegebenheiten oder nicht gepriiften Eigenschaften geschehen (Becker 1984, S. 97). Im
einfachsten Fall konnen bestimmte Hilfssétze vorgegeben werden, die im Beweis verwendet,
aber im Unterricht nicht bewiesen werden. Eine weitere Moglichkeit, die Vollstandigkeit zu
umgehen, stellen stillschweigende Annahmen tiber beweisrelevante Voraussetzungen dar,
die mit den Schiilerinnen und Schiilern gemacht werden. So kénnen zum Beispiel ahnli-
che oder kongruente Figuren mit dem bloBen Auge erkannt werden, ohne die Ahnlichkeit
oder Kongruenz explizit nachzuweisen. Genauso konnen bestimmte Abstande oder Winkel
ausgemessen werden, ohne dass ihr genauer Wert geometrisch oder algebraisch bestimmt

wird. In vielen Fallen wird fiir einen Beweis lediglich eine anschauliche Begriindung im

“unterschiedliche Bezugnahme auf Personen, Gegenstinde, Orte und Zeiten wie ich, du, jenes, dieses,
hier, dort, heute, morgen, ...
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Unterricht herangezogen. Welcher Grad der Anschaulichkeit als akzeptabel gilt, hingt vom
Entwicklungsniveau der Schiilerinnen und Schiiler ab und muss situationsbedingt mit der
Lerngruppe vereinbart werden (vgl. Jahnke & Ufer 2015, S. 333-334).

3.3. Forderung von Problemlosekompetenz

Die Féhigkeiten zum Problemlosen, die auch beim Beweisen gewinnbringend eingesetzt
werden konnen, konnen auf unterschiedliche Arten mit den Schiilerinnen und Schiilern
eingelibt werden. Dabei lassen sich unterschiedliche Vorgehensweisen bzw. unterschiedliche

Arten von Trainings unterscheiden.

3.3.1. Implizites Training

Polya (1995, S. 18) empfiehlt einer Lehrkraft, den Schiilerinnen und Schiilern bestimmte
Fragen und Anregungen so oft vorlegen, ,wie sie dies ungezwungen tun kann® Ziel ist
es dabei, einen bestimmten Heurismus implizit ins Unterrichtsgeschehen einzuflechten
und anhand des aktuellen Schulstoffes mitzutrainieren. Polya (1995, S. 18 ff) formuliert
einen Fragenkatalog, der die Schiilerinnen und Schiiler in den einzelnen Schritten des
Problemlésens (siehe auch Abschnitt 2.1.3) unterstiitzt bzw. sie in eine richtige Richtung zur
Losungsfindung schubst. Der Fragenkatalog ist umfassend, aber Schoenfeld (2016) findet,
dass die Lehrkraft zumindest die folgenden drei Fragen immer wieder stellen sollte: (1.)
Kannst du genau beschreiben, welchen Schritt du gerade machst? (2.) Wie passt der Schritt
in die Losungsfindung? (3.) Wie féahrst du mit dem Ergebnis des Schrittes fort? Lee & Chen
(2015) belegen, dass Schiilerinnen und Schiiler eindeutig von solch einem fragenbasierten
Unterricht profitieren. Die gestellten Fragen sollen die Schiilerinnen und Schiiler dazu
anregen, ihre Problemloseideen sowie die im Unterricht beobachteten Zusammenhéange
einzelner Teilschritte zu erldutern (McGivney & DeFranco 1995; Lee & Chen 2015). Solch
ein Prozess einer fragenden Anleitung kann die Lernmotivation steigern und das Denken
aktivieren, was zur Entwicklung von metakognitiven Fahigkeiten fiithrt (vgl. Lee & Chen
2015, S. 1550). Hensberry & Jacobbe (2012) untersuchen die Verwendung von strukturierten
Lerntagebiichern zur Eintibung der von Polya (1995, S. 18 ff) vorgeschlagenen Fragestellungen
zum Problemlosen. Einer der Griinde fiir das Fiithren eines Tagebuchs besteht laut Hensberry
& Jacobbe (2012) darin, die Schiilerinnen und Schiiler zu zwingen, sich immer wieder die
gleichen Fragen beziiglich ihres Vorgehens zu stellen. Jedes Mal, bevor sie ein Problem 16sen
bzw. nachdem sie es gelost haben, miissen sie bestimmte Fragen beantworten. Ziel ist es,

dass die Schiilerinnen und Schiiler bei wiederholtem Gebrauch des Tagebuchs die Fragen
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3.3. Forderung von Problemlésekompetenz

von Polya (1995, S. 18 ff) verinnerlichen und eine Angewohnheit zur Selbstreflexion wihrend
des Problemlosens entwickeln (vgl. Hensberry & Jacobbe 2012, S. 80 f).

3.3.2. Explizites Training

Koénig (1992, S. 24) ist der Auffassung, dass ein explizites Training das implizite kom-
plementiert und einen nachhaltigen Lernerfolg sichert. Er empfiehlt eine methodologische
Vermittlung von ausgewédhlten Heurismen und ein ,zielgerichtetes Aneignen und Anwenden
im Unterricht* (Koénig 1992, S. 24).

Bruder (2003); Bruder & Collet (2011) stellen ein umfangreiches Trainingskonzept fiir
den Unterrichtseinsatz mit vielen praktischen Beispielen zusammen. Dafiir identifiziert
sie bestimmte Schritte, die Schiilerinnen und Schiilern helfen, nach und nach zu einem
eigenstandigen Problemlosen zu gelangen: (1.) Lernende gewohnen sich allméhlich an
heuristische Methoden und Techniken, indem sie Losungen schrittweise vorgefiihrt bekom-
men (Reflexion von Losungen). (2.) Lernende nutzen markante Beispiele, um einzelne
Heurismen néaher kennenzulernen und sich deren wesentliche Eigenschaften bewusst zu
machen (Bewusstmachen von Heurismen). Dabei bearbeiten Lernende ausgewahlte Beispiele
unterschiedlicher Schwierigkeit, die den bekannten Beispielen aber sehr dhnlich sind. Sie
sollen die Losungen eigenstandig herausfinden, erhalten aber Anleitung auf Nachfrage. (3.)
Beispiele aus anderen mathematischen Gebieten und der Lebenswelt werden ausgewéhlt und
den Lernenden préasentiert. Ziel ist die Anwendung einer bekannten heuristischen Methode
oder Technik in einem fremden Kontext (Kontexterweiterung der Strategieanwendung).
(4.) Lernende entwerfen eigenstidndig einen ,Schlachtplan“ zur Lésung von komplexen
Problemléseaufgaben und versuchen, ihre eigene Auswahl von Heurismen zu rechtfertigen

und zu diskutieren (Fixieren des Problemlosemodells).

Angelehnt an das Selbstregulationsmodell von Zimmerman (2000) schlagen Giirtler et
al. (2002) ein Training zur Vermittlung von Selbstregulationsstrategien im Kontext ma-
thematischer Aufgabenstellungen vor. Solch ein Training vermittelt sowohl Elemente des
Selbstregulationszyklus (Zielsetzung, Volition, Motivation, Ergebniseinschatzung und Reflexi-
on) als auch mathematische Strategien (Vorwarts- und Ruckwértsarbeiten, Invarianzprinzip)
und verwendet heuristische Hilfsmittel. Eine aktive Aufgabenanalyse und Strategieplanung
ist dabei im Vergleich zu einem passivem Anwenden eines Losungsschemas zu préferieren
(Gurtler et al. 2002, S. 230). Grundsatzlich zeigt Giirtler et al. (2002) eine Bedeutung der

Selbstregulation nicht nur fiir die allgemeine schulische Entwicklung sondern eben auch fiir
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3. Didaktisches Forderkonzept
eine nachhaltige Entwicklung von mathematischer Problemlosekompetenz.

3.3.3. Heuristische Losungsbeispiele

Nach Sweller et al. (1998) existiert ein ,,Losungsbeispiel-Effekt, der den Aufbau von kogni-
tiven und meta—kognitiven Schemata erleichtert, die bei der Bearbeitung neuer Aufgaben
helfen kénnen. Gerade bei Problemstellungen in der Geometrie kann die kognitive Belastung
dadurch signifikant reduziert werden und im ProblemlSeprozess kann viel Zeit gespart werden
(z. B. Paas & Van Merriénboer 1994). Die bereitgestellten Beispiele sind idealerweise selbst-
erklarend, um als Analogieschluss (siche Abschnitt 2.1.4) in einer dhnlichen Problemstellung
zu dienen (Chi et al. 1989). Das Lernen mithilfe ausgearbeiteter Losungsbeispiele fithrt
erwiesenermaflen zu guten Ergebnissen und kann auch leicht in den konkreten Unterricht
integriert werden (Reiss & Renkl 2002).

Wenn in einem ausgearbeiteten Losungsbeispiel angedachte heuristische Strategien und
Hilfsmittel expliziert werden, hat das Durcharbeiten solch eines Beispiels einen d&hnlichen
Effekt wie ein explizites Training (siehe Abschnitt 3.3.2). In diesem Fall steht nicht nur der
Losungsalgorithmus im Vordergrund, sondern die Aufeinanderfolge geeigneter heuristischer
Schritte (Reiss & Renkl 2002). Die vorgefithrten Schritte erlauben eine Anleitung zum
eigenstandigen Handeln sowie zu dessen Reflexion und bieten somit eine wirksame Hilfe
basierend auf Lern— und Gedéchtnistheorien (Sweller et al. 1998). Gleichzeitig tragen sie
zu einer erhohten Transparenz und Strukturierung des Problemloseprozesses bei. Lernende
mit einem unzureichenden Verstandnis des Beweisens profitieren mehr von solch einem
heuristischen als von einem gewohnlichen Losungsbeispiel und sind in Folge eher in der

Lage einen Beweis eigenstandig durchzuftihren (Reiss et al. 2008).
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4. Beweis des Mittenvierecks mit Satzsystem

Im Folgenden wird eine Sachanalyse zum Mittenviereck durchgefiihrt, wobei die einzelnen
Eigenschaften eines Mittenvierecks erlautert werden. Dabei werden auch die bekannten
Beweise zu diesen Eigenschaften kurz prasentiert. Danach wird eine neue Beweisfiihrung
zum Parallelogramm vorgefiihrt, die nur auf Winkel- und Kongruenzsétzen basiert, und

schliellich wird dazu ein in sich geschlossenes Satzsystem vorgestellt.

4.1. Bisherige Betrachtungen zum Mittenviereck

4.1.1. Geometrische Analyse

Ein anschauliches Beispiel fiir Parallelitat im Geometrieunterricht stellt das Mittenviereck
dar, das man erhalt, wenn die vier Seitenmitten eines beliebigen dufleren Vierecks als
Eckpunkte genommen und zu einem neuen Viereck verbunden werden (siche Abbildung
4.1).

Der franzosische Wissenschaftler Pierre Varignon war im Jahr 1710 der erste, der einen
préazise formalisierten Beweis zum Mittenviereck vorlegte (z. B. Oliver 2001; Zeuge 2018).
Demnach wird der Seitensatz vom Mittenviereck heute auch unter der Bezeichnung Satz

von Varignon gefiihrt.

Ein Mittenviereck hat mehrere faszinierende Eigenschaften, die von Schiilerinnen und

Schiilern im Geometrieunterricht entdeckt werden diirfen (vgl. Royster 2011):
1. Ein Mittenviereck hat stets paarweise parallele Seiten, d. h. es ergibt sich immer ein
Parallelogramm.

2. Die Flédche eines Mittenvierecks ist halb so grof§ wie die Fliche des dazugehorigen

(konvexen) Ausgangsvierecks.

3. Der Umfang eines Mittenvierecks ist genauso grofl wie die Summe der Diagonalen im

Ausgangsviereck.
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A

Abbildung 4.1.: Exemplarisches Ausgangs-
viereck mit eingezeichnetem Mittenviereck. Die
Punkte MA87 MBC, MCD und MDA bezeichnen
die Seitenmitten des Ausgangsvierecks bzw.
die Eckpunkte des Mittenvierecks. Die Seite
MagMgc des Mittenvierecks ist parallel zur Sei-
te MCDMDA7 wahrend die Seite MDAMAB paral—
lel zur Seite MgcMcp ist. Die Punkte S; und
S, sind die Mittelpunkte der Diagonalen des
Ausgangsvierecks. Der Punkt T ist der Mittel-
) punkt des Mittenvierecks und liegt genau in
E C der Mitte der Verbindungslinie von S; nach Ss.
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H Ausgangsviereck \ Mittenviereck \H Ausgangsviereck \ Mittenviereck H
Quadrat Quadrat Gleichschenkliges Trapez Raute
Rechteck Raute Raute Rechteck

Drachenviereck Raute Parallelogramm Parallelogramm

Tabelle 4.1.: Paare besonderer Ausgangs— und Mittenvierecke

4. Fiur bestimmte Arten von Ausgangsvierecken ergeben sich besondere Mittenvierecke
(siehe Tabelle 4.1).

5. Der Mittelpunkt des Mittenvierecks ist gleichzeitig der Eckenschwerpunkt des Aus-
gangsvierecks (Krauter & Bescherer 2013, S. 76-77).

Wenn die Seiten eines Vierecks jeweils nicht nur in zwei, sondern in drei gleich grofie
Abschnitte aufgeteilt werden, kann das Parallelogramm nach Wittenbauer konstruiert

werden, welches dhnliche Eigenschaften wie das Mittenviereck aufweist (vgl. Royster 2011,
S. 26-27).

4.1.2. Bekannte Beweisansatze

Nachweis des Parallelogramms

Das Ausgangsviereck eines Mittenvierecks kann durch eine seiner Diagonalen in zwei Dreiecke
aufgeteilt werden. Fiir beide dieser Dreiecke kann dann der Satz vom Mittendreieck bzw. von
der Mittenparallele im Dreieck angewendet werden (z. B. Deissler 2005, S. 56). Mithilfe der
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beiden Mittenparallelen in den Dreiecken kann wiederum gezeigt werden, dass die Seiten eines
Mittenvierecks zu den beiden Diagonalen des Ausgangsvierecks parallel sind. Wenn jeweils
zwel Seiten zu derselben Diagonalen parallel sind, dann sind sie auch zueinander parallel
(transitive Relation). Als Konsequenz muss das Mittenviereck ein Parallelogramm sein. Die
Parallelitat beim Mittendreieck kann direkt mithilfe der Umkehrung des 1. Strahlensatzes
bewiesen werden (z. B. Bendlken et al. 2018, S. 300-301). Analog dazu hat Varignon seinen
urspriinglichen Beweis formuliert, in dem er angibt, dass eine Gerade, die zwei Seiten eines
Dreiecks im gleichen proportionalen Verhaltnis schneidet, parallel zur dritten Seite des
Dreiecks ist (Oliver 2001).

Nachweis der Fliache

Gau & Tartre (1994) und Palatnik (2017) stellen einen Kongruenzbeweis fiir ein Mittenviereck
vor, bei dem sich die verbleibenden Ecken bzw. Dreiecke des Ausgangsvierecks, die nicht
vom Mittenviereck abgedeckt werden, im Mittenviereck wieder finden und zusammen das
Mittenviereck ausfiillen (vgl. Palatnik & Sigler 2019). Dieser Zusammenhang impliziert, dass
das Mittenviereck genau den halben Flicheninhalt des Ausgangsvierecks hat (vgl. Royster
2011, S. 24-25).

Nachweis des Umfangs

Der Umfang eines Vierecks ist immer grofler als die Summe der eigenen Diagonalen. Die
Diagonalen des Ausgangsvierecks sind jedoch lénger als die des Mittenvierecks. Mithilfe
des 2. Strahlensatzes lasst sich leicht zeigen, dass die einzelnen Seiten eines Mittenvierecks
jeweils halb so lang wie eine der beiden Diagonalen des Ausgangsvierecks sind. Daraus

ergibt sich die Lange des Umfangs zur Summe der Diagonalen des Ausgangsvierecks.

Nachweis besonderer Arten

Die besonderen Arten von Mittenvierecken (Tabelle 4.1) lassen sich im Unterricht z. B. sehr
anschaulich iiber Kongruenzsétze beweisen (z. B. Kuntze 2004; Kuzle & Hollendung 2016).
Sobald das Ausgangsviereck ein Parallelogramm darstellt (dies beinhaltet ein Rechteck, eine
Raute und ein Quadrat) konnen insgesamt acht kongruente Dreiecke in der geometrischen
Konfiguration identifiziert werden (vgl. Gau & Tartre 1994; Kuzle & Hollendung 2016). D. h.
die entsprechenden Beweise konnen iiber Kongruenzsatze fiir Dreiecke durchgefithrt werden
und folgende Paare von Ausgangs— und Mittenvierecken kénnen iiber eine entsprechende

Argumentation bewiesen werden: Rechteck & Raute, Raute & Rechteck sowie Quadrat &
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Quadrat. Dariiber hinaus ist es aber auch beim Drachenviereck und beim gleichschenkligen

Trapez moglich, mit Kongruenzséitzen zu argumentieren.

Nachweis des Eckenschwerpunkts

Eine anschauliche Begriindung zum Mittelpunkt des Mittenvierecks liefern Krauter &
Bescherer (2013, S. 76-77). Demnach kann man sich das Ausgangsviereck als ein System
von vier gleich schweren Massepunkten A, B, C und D und masselosen Fldchen und Kanten
denken. Einerseits liegt der Schwerpunkt der beiden Massepunkte A und B in der Mitte der
Seite AB, wihrend der Schwerpunkt der beiden Massepunkte C und D in der Mitte der Seite
CD liegt. Andererseits liegt der Schwerpunkt von B und C in der Mitte von BC, wahrend
der Schwerpunkt von D und A in der Mitte von DA liegt. Deswegen muss der gemeinsame
Schwerpunkt aller vier Massepunkte A, B, C und D, auch Eckenschwerpunkt genannt, genau
in der Mitte beider Diagonalen des Mittenvierecks liegen. Als Konsequenz miissen sich die
Diagonalen des Mittenvierecks gegenseitig halbieren, was nur in einem Parallelogramm der

Fall sein kann.

4.1.3. Didaktische Uberlegungen

Contreras (2014) und Kuzle & Hollendung (2016) stellen jeweils ein Unterrichtskonzept zur
Entdeckung des Mittenvierecks vor. Dabei empfehlen sie den Einsatz einer Dynamischen
Geometriesoftware (DGS), mit der die Schiilerinnen und Schiiler das urspriingliche Viereck
sowie das darin enthaltene Mittenviereck dynamisch in unterschiedliche Erscheinungsformen
ziehen und zeitgleich untersuchen kénnen. Contreras (2014) spricht sich dafiir aus, dass
die Schiilerinnen und Schiiler selber Teilprobleme identifizieren und eigene Fragen stellen.
Kuzle & Hollendung (2016) beschreiben zwei Beweisvarianten zum Mittenviereck, die den
Schiilerinnen und Schiiler im Unterricht nahegebracht werden koénnen. Allerdings sind
beide Varianten sehr &hnlich, da sie beide direkt oder indirekt auf der Umkehrung des 1.
Strahlensatzes basieren. Als Hilfestellung fiir leistungsschwéchere Schiilerinnen und Schiiler
sprechen sich Kuzle & Hollendung (2016) fiir eine Unterstiitzung durch das Stellen vieler
Fragen bzw. durch das sogenannte Prinzip der minimalen Hilfe (Zech 1998) aus. Palatnik &
Sigler (2019) nutzen die Beweise zum Mittenviereck, um die Bedeutung von Hilfslinien und
die Fokussierung von Lernenden auf diese Linien zu diskutieren. Dabei demonstrieren sie,
wie das Einzeichnen der Diagonalen des Ausgangsvierecks sowie einiger paralleler Hilfslinien

die Lernenden beim Auffinden einer Beweisfiihrung unterstiitzen.
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4.2. Beweisidee zum Parallelogramm

Der Kongruenzbeweis von Gau & Tartre (1994) und Palatnik (2017) identifiziert insgesamt
acht Dreiecke innerhalb des Ausgangsvierecks, die paarweise kongruent sind (AMagMpa
und S{MpaMag, BMgcMag und S{McpMpa, CMcpMgc und S;MgcMcp, DMpaMcp und
S1MagMgc in Abbildung 4.2 a)). Wenn man von diesen Dreiecken jeweils zwei benachbarte
Dreiecke zu einem Viereck zusammenfasst, bleiben vier Vierecke innerhalb des Ausgangsvier-
ecks iibrig. Zwei dieser Vierecke liegen auf der Diagonalen des Ausgangsvierecks (MagBMgcS;
und MpaSiMcpD in Abbildung 4.2 a)). Sie sind kongruent zueinander und dhnlich zum
Ausgangsviereck. Diese beiden Vierecke dienen als Ausgangspunkt bzw. Ansatz fiir die
Beweisfithrung und werden im Folgenden als ,kongruente Vierecke auf der Diagonalen®

bezeichnet.

Zunéchst kann tiberpriift bzw. nachgewiesen werden (1. Ziel), dass die ,kongruenten Viere-
cke auf der Diagonalen® gerade die halbe Seitenldnge des Ausgangsvierecks aufweisen. Dazu
konnen die anderen beiden Vierecke betrachtet werden (AMagS;Mpa und S;MgcCMcp in
Abbildung 4.2 a)). Sie bestehen jeweils aus einem Paar von kongruenten Dreiecken, d. h. sie
sind Parallelogramme. Sobald nachgewiesen ist, dass diese Vierecke Parallelogramme sind,
wird offensichtlich, dass die mittleren Eckpunkte die Seiten des Ausgangsvierecks in zwei
gleich grofle Halften teilen und die ,kongruenten Vierecke auf der Diagonalen® die halbe

Seitenldnge des Ausgangsviereck haben.

Schliefllich kann iiberpriift bzw. nachgewiesen werden (2. Ziel), dass das Mittenviereck
(MagMpcMcpMpa in Abbildung 4.2 a)) ein Parallelogramm bildet. Dazu kann gezeigt wer-
den, dass zwei Seiten jeweils parallel zu der einen Diagonalen des Ausgangsvierecks und
somit auch parallel zueinander sind (transitive Relation). Am einfachsten gelingt solch ein
Nachweis, wenn bewiesen wird, dass die jeweiligen Seiten des Mittenvierecks zusammen mit
der halben Diagonalen des Ausgangsvierecks ein Parallelogramm aufspannen (AMpaMagS;D
und S{MgcMcpD in Abbildung 4.2 a)). In gleicher Weise kann bewiesen werden, dass diese
Seiten gleich lang sind. Auch die anderen beiden Seiten des Mittenvierecks koénnen als
parallel verifiziert werden. Dies ist z. B. moglich iiber eine analoge Beweisfithrung mit der
anderen Diagonalen des Ausgangsvierecks (vgl. Abbildung 4.2 b)) oder iiber die Beobach-
tung, dass sie jeweils die Diagonalen (MagMgc und MpaMcp in Abbildung 4.2 a)) der beiden

zueinander parallelen ,kongruenten Vierecke auf der Diagonalen® bilden.
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M

D MCD CcC D MCD C

Abbildung 4.2.: Ausgangsviereck mit eingezeichnetem Mittenviereck (in Griin) und den
beiden ,kongruenten Vierecken auf der Diagonalen® (in Grau): Die Versionen a) und b)
reprasentieren die zwei moglichen geometrischen Aufteilungen. Als Hilfslinie zur Beweisfiih-
rung ist zusétzlich eine Diagonale in das Ausgangsviereck eingezeichnet, die jeweils von den
Punkten S; bzw. S, halbiert wird.

Die gesamte Beweiskette basiert auf dem gemachten Ansatz sowie auf dem Nachweis,
dass verschiedene Vierecke Parallelogramme sind. Uber den Nachweis von sekundiren
Parallelogrammen innerhalb eines Ausgangsvierecks kann somit bewiesen werden, dass das

Mittenviereck auch ein Parallelogramm ist.

4.3. Vorgeschlagene Satz— und Beweisstruktur

Um den Schiilerinnen und Schiilern eine geordnete Struktur an moglichen Komponenten
mit auf den Weg zu geben, wird im Folgenden ein System von Basis— und Folgesatzen
zum Nachweis des Mittenvierecks als Parallelogramm vorgestellt. Die Abhangigkeiten
der einzelnen Sétze bzw. die Struktur der gesamten Beweisfithrung ist in Abbildung 4.3
wiedergegeben. Die Basissétze geben die Grundbausteine einer moglichen Beweisfithrung vor,
wahrend die Folgesatze hilfreiche ,,Zwischenstationen® in der Beweisfithrung repréasentieren
(vel. Becker 1984, S. 105). Um den Schwierigkeitsgrad der Beweisfithrung zu variieren, kénnen
einzelne Basis— oder Folgesitze hinzugefiigt oder weggelassen werden (sieche Abschnitt
3.1). Eine Verwendung der einzelnen Folgesitze fordert die Ubersichtlichkeit des gesamten
Beweises, wahrend es prinzipiell auch moglich ist, den gesamten Beweis ausschliefSlich mit

den Basissitzen zu fithren.
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4.3. Vorgeschlagene Satz— und Beweisstruktur

Satzstruktur zum Beweis des Mittenvierecks

Abbildung 4.3.: Zusam-
menspiel der einzelnen

I Scheitelwinkelsatz I I Nebenwinkelsatz I I Stufenwinkelsatz I

Satze zum Nachweis des
1 Mittenvierecks als Paral-
lelogramm: Die Basissét-
Kongruenz- Kongruenz- ze sind in Grau’ wah-

satz W-S-W IWechseIwinkelsatz I satz S-W-S d die Fol At .
fiir Dreiecke fur Dreiecke ren 1e Io gess.a Zze 1
Gelb dargestellt sind. Ins-
gesamt gibt es drei ver-
2a 2b schiedene Ebenen inner-
halb der Beweisstruktur

Ausgangsviereck mit . .
1. Seitensatz vom e Ghnlchen 2. Seitensatz vom (1, 2, 3), wobei sich die
Parallelogramm Vierecken parallel Parallelogramm zweite Ebene in zwei ver-

zueinander im Inneren . A o

schiedene Aste (2a, 2b)

Beweisansatz ist in Blau
dargestellt, wird aber erst
in der 3. Ebene bendtigt.

I aufteilt. Der vorgegebene
\i/

| Mittenviereck ist ein Parallelogramm

4.3.1. Der Ansatz

Um den Schiilerinnen und Schiilern einen Einstieg in die Beweisfithrung zu ermdglichen, muss
ein Ansatz gemacht werden. Da die Vorerfahrungen mit Beweisen in der Sekundarstufe I nur
sehr gering sind, wird ein Ansatz meistens vorgegeben. Beim vorliegenden Beweis besteht
der Ansatz darin, dass zwei Vierecke, die zum Ausgangsviereck dhnlich und zueinander
kongruent sind, diagonal im Ausgangsviereck angeordnet werden kénnen und die Seiten dieser
beiden Vierecke zueinander parallel sind (vgl.  kongruente Vierecke auf der Diagonalen* im
Abschnitt 4.2). Generell bleibt es der Lehrkraft tiberlassen, solch einen Ansatz auf einer
Skizze bereits vorzugeben (siehe Abbildung 4.2), oder die Schiilerinnen und Schiiler dazu

anzuleiten, den Ansatz mit Bleistift und Papier selber zu entdecken.

4.3.2. Die Basissatze

Die folgende Auswahl bietet insgesamt finf Sétze, d. h. drei Winkelsatze und zwei Kongru-
enzsatze, auf denen die Beweisfithrung aufgebaut werden soll. Allerdings werden nicht alle

zwingend benoétigt. Der Nebenwinkelsatz kann z. B. auch weggelassen werden.

e Scheitelwinkelsatz: Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegentiberliegenden

Winkel an dem Schnittpunkt gleich groff und heiflen Scheitelwinkel.
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4. Beweis des Mittenvierecks mit Satzsystem

o Nebenwinkelsatz: Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die

Winkelsumme von 180° und heiflen Nebenwinkel.

o Stufenwinkelsatz: Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnit-
ten werden, dann sind die Winkel auf derselben Seite der beiden Schnittpunkte gleich

grofl und heilen Stufenwinkel.

o Kongruenzsatz W-S-W fiir Dreiecke: Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander,
wenn zwei Winkel und die von ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken

ubereinstimmen.

» Kongruenzsatz S-W-S fiir Dreiecke: Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander,
wenn zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken

ubereinstimmen.

4.3.3. Die Folgesatze

In der vorliegenden Beweisfithrung, die den Schiilerinnen und Schiilern vermittelt werden
soll, werden insgesamt drei Folgesétze in Betracht gezogen. Im Gegensatz zu den Basissitzen,
die unabhéngig voneinander sind, konnen bei den Folgesidtzen Abhéngigkeiten bestehen.
Dies ist auch hier der Fall, da der zweite und der dritte Folgesatz (Position 2.a und 2.b)

vom ersten (Position 1.) abhdngen.

1. Wechselwinkelsatz: Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden ge-
schnitten werden, dann heiflen die Winkel auf der gegeniiberliegenden Seite der beiden

Schnittpunkte Wechselwinkel und sind gleich gro8.

2.a Erster Seitensatz vom Parallelogramm: Wenn die gegeniiberliegenden Seiten in
einem Viereck parallel sind, dann sind die gegeniiberliegenden Seiten auch gleich lang

und das Viereck ist ein Parallelogramm.

2.b Zweiter Seitensatz vom Parallelogramm: Wenn zwei gegeniiberliegende Seiten
in einem Viereck sowohl parallel als auch gleich lang sind, dann sind auch die anderen

beiden Seiten parallel und gleich lang und das Viereck ist ein Parallelogramm.

4.3.4. Angedachte Beweisfiihrung

Die einzelnen Beweisschritte konnen je nach Leistungsniveau der Schiilerinnen und Schiiler
unterschiedlich differenziert bzw. umfanglich sein. Eine Moglichkeit, die ganze Beweisfithrung
in einzelne Schritte aufzugliedern, stellt ein Spaltenbeweis dar, der in Tabelle 4.2 abgebildet

ist.
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4.3. Vorgeschlagene Satz— und Beweisstruktur

Nr. Verwende Was mache ich genau in diesem Warum darf ich diesen
ich einen Schritt? Schritt machen?
Satz, wenn ja
welchen?
1. Ein (kleines) Viereck wird zweimal Ich darf die Vierecke selber so
nebeneinander gesetzt, so dass sich eine Ecke konstruieren.
beriihrt und die Seiten paarweise parallel
zueinander sind.
2. Die Vierecksseiten, die sich nicht beriihren, Die Seiten des dufleren Vierecks
werden so verldangert, dass ein dufleres sind parallel zu den Seiten der
Viereck mit derselben Form entsteht. inneren Vierecke.
3. | Scheitelwinkel— Ich leite den Wechselwinkelsatz her. Eine Kombination aus Scheitel—
satz, Stufen— und Stufenwinkel ergibt einen
winkelsatz Wechselwinkel.
4. | Wechselwinkel— Ich leite den 1. Seitensatz Zwei Paare von parallelen Seiten
satz, vom Parallelogramm her, indem ich sind vorgegeben.
Kongruenzsatz | zweimal den Wechselwinkelsatz anwende und
W-S-W mit dem Kongruenzsatz zwei kongruente
Dreiecke identifiziere mit der Diagonale des
Parallelogramms als gemeinsame Seite.
5. 1. Seitensatz Ich beweise, dass die Ecken der kleinen Ich kann zeigen, dass die zwei
vom Parallelo- Vierecke genau in der Mitte der Seiten des angrenzenden Vierecke
gramm duleren Vierecks liegen. (AMagS1Mpa und S;MgcCMcp
in Abbildung 4.2 a))),
Parallelogramme sind.
6. | Wechselwinkel— Ich leite den 2. Seitensatz Ein Paar von parallelen und
satz, vom Parallelogramm her, indem ich gleich langen Seiten ist
Kongruenzsatz | einmal den Wechselwinkelsatz anwende und vorgegeben.
S-W-S mit dem Kongruenzsatz zwei kongruente
Dreiecke identifiziere mit der Diagonale des
Parallelogramms als gemeinsame Seite.
7. 2. Seitensatz Ich zeige, dass zwei gegeniiberliegende Seiten Ich kann zeigen, dass die zwei
vom Parallelo- | des Mittenvierecks halb so lang sind wie die inneren Vierecke (MpaMagS:1D
gramm Diagonale des dufleren Vierecks und beide und DS;MgcMcp in Abbildung
parallel dazu. 4.2 a))), Parallelogramme sind.
8. 2. Seitensatz Ich zeige, dass das Mittenviereck ein Ein Paar von parallelen und
vom Parallelo- Parallelogramm ist. gleich langen Seiten ist durch
gramm Schritt 7. schon vorgegeben.

Tabelle 4.2.: Spaltenbeweis zum Nachweis des Mittenvierecks als Parallelogramm

Herleitung des Wechselwinkelsatzes

Der Wechselwinkelsatz bildet einen Grundbaustein in der gesamten Beweisfiihrung und
stellt die erste Ebene der Folgesitze dar (siehe Abschnitt 4.3.3). Aus der geometrischen

Anschauung ist leicht ersichtlich, dass ein Wechselwinkel eine Kombination aus Scheitelwinkel
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4. Beweis des Mittenvierecks mit Satzsystem

und Stufenwinkel oder eine Verkettung von zwei Nebenwinkeln und einem Stufenwinkel
darstellt. Also kann der Wechselwinkelsatz iiber die Sédtze von Scheitel-, Neben— und
Stufenwinkel hergeleitet werden (z. B. Miiller-Philipp & Gorski 2012). Diese Herleitung ist
unkompliziert, soll den Schiilerinnen und Schiilern aber als ein anspornender Einstieg in das

Entdecken eigener Beweisfindungen dienen.

Herleitung der Satze vom Parallelogramm

Die beiden Satze vom Parallelogramm stellen die zweite Ebene der Folgesatze dar (siehe
Abschnitt 4.3.3). Der erste Seitensatz vom Parallelogramm kann am einfachsten hergeleitet
werden durch den Wechselwinkelsatz sowie einen Nachweis der Kongruenz der beiden Drei-
ecke, die durch eine der Diagonalen eines Parallelogramms voneinander getrennt werden.
Die Kongruenz der beiden Dreiecke wird dabei tiber zwei Winkel sowie eine Seite nach-
gewiesen. Solch eine Beweisfithrung ist in Stenius (1981, S. 135) beschrieben. Der zweite
Seitensatz vom Parallelogramm kann in dhnlicher Weise durchgefiihrt werden. Wieder wird
der Wechselwinkelsatz angewendet und die Kongruenz derjenigen Dreiecke gezeigt, die die
Wechselwinkel enthalten. Die Kongruenz der Dreiecke wird beim zweiten Seitensatz iiber die
Gleichheit zweier Seiten und eines Winkels nachgewiesen. Eine Skizze zu diesem Beweis des
zweiten Seitensatzes zeigen Palatnik & Sigler (2019, S. 208) und geben einige Erlauterungen

dazu.

Nachweis von Parallelogrammen

Aufgrund des gemachten Ansatzes (siehe Abschnitt 4.3.1), bei dem zwei parallel angeordnete
,kongruente Vierecke auf der Diagonalen“ vorgegeben werden, sind viele vorgegebene Linien
sowohl parallel als auch gleich lang. Aus diesem Grund lassen sich zahlreiche Parallelogramme
identifizieren, mit denen in weiterer Folge argumentiert werden kann. Ein Nachweis als
Parallelogramm erfolgt direkt mithilfe der Folgesétze, also mit den beiden Seitensatzen vom
Parallelogramm (siehe Abschnitt 4.3.3). Alternativ kénnen leistungsstarke Schiilerinnen und
Schiiler dazu aber auch einen eigenen Nachweis aus den Basissétzen, d. h. aus den Winkel—-
und Kongruenzsétzen (siehe Abschnitt 4.3.2), kreieren. Schliefllich erméglicht eine Abfolge
von nachgewiesenen Parallelogrammen den gewtlinschten Nachweis des Mittenvierecks als

Parallelogramm.
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5. Forderwerkzeuge zur Beweisfiihrung beim

Mittenviereck

Im Folgenden werden die in Kapitel 3 vorgestellten Forderkonzepte diskutiert im Hinblick auf
den Beweis zum Mittenviereck als Parallelogramm. Zum einen wird dabei die Herabsetzung
der Komplexitat eines formalen Beweises (vgl. Abschnitt 2.2.4) durch Reduktion des Umfangs
und der Strenge erldutert. Zum anderen werden verschiedene Heurismen zum Problemlosen
(siehe Abschnitt 2.1.4), fir die bereits Trainingskonzepte entworfen sind (siehe Abschnitt
3.3), unterstiitzend in die Beweisfiihrung mit eingeflochten. Die einzelnen Férderwerkzeuge

sind in drei modellhaften Arbeitsbldttern im Anhang A exemplifiziert.

5.1. Reduktion des Umfangs durch Vorauswahl der Satze

Eine sorgfiltige Auslese der zur Verfiigung gestellten Sétze stellt ein zentrales Element des
,Lokalen Ordnens“ dar (siche Abschnitt 3.1). Durch diese Auslese kann die Beweisfithrung
in eine bestimmte Richtung gelenkt werden, und gleichzeitig kann die Komplexitat und
der Schwierigkeitsgrad der Beweisfithrung auf eine Lerngruppe zugeschnitten werden. Um
dies zu erreichen, konnen alle Sétze, die in den Abschnitten 4.3.2 und 4.3.3 aufgelistet sind,
verschiedenartig in der Aufgabenstellung offeriert werden. Dabei gibt es im Wesentlichen
drei verschiedene Anforderungsniveaus zur Differenzierung, die die Schiilerinnen und Schiiler

unterschiedlich stark bei der Beweisfindung unterstiitzen:

i. Niedriges Anforderungsniveau: Alle zur Verfiigung stehenden Basis— und Fol-
gesitze werden benutzt und selektiv fiir die einzelnen Beweisschritte innerhalb der

Aufgabenstellung bereitgestellt.

ii. Mittleres Anforderungsniveau: Die Basissidtze werden einheitlich zur Verfiigung
gestellt und unter ihnen wird nicht weiter selektiert. Bei den Folgesatzen wird der

Wechselwinkelsatz in der Aufgabenstellung ausgelassen.

iii. Hohes Anforderungsniveau: Die Basissidtze werden einheitlich zur Verfiigung ge-

stellt und die Folgesatze werden komplett in der Aufgabenstellung ausgelassen.

39
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Je nachdem, welche der drei Varianten gewéhlt wird, haben es die Schiilerinnen und Schii-
ler mit einem entsprechenden Schwierigkeitsgrad zu tun. Die drei Anforderungsniveaus
konnen zur weiteren Ausdifferenzierung der Problemlésung dann noch mit flankierenden
MaBnahmen (sieche Abschnitt 5.2) kombiniert werden. Eine Moglichkeit, Arbeitsblatter
mit Teilaufgaben fiir die drei verschiedenen Anforderungsniveaus zu konzipieren, wird im
Anhang A gezeigt. Je niedriger das Anforderungsniveau ist, desto mehr Unterscheidung
von Problemloseschritten wird vorgegeben und desto mehr Teilaufgaben tauchen auf den

entsprechenden Arbeitsblattern auf.

Fiir das niedrige Anforderungsniveau (i.) wird das erste Lernziel, namlich die Einsicht, dass
das Mittenviereck mit den beiden ,kongruenten Vierecken auf der Diagonalen® in Beziehung
steht (vgl. Abschnitt 4.2), in drei vorgegebenen Etappen bewéltigt. Genauer gesagt wird
zuerst der Wechselwinkelsatz hergeleitet, dann wird der Wechselwinkelsatz zum Beweis
des 1. Seitensatzes vom Parallelogramm genutzt, und zum Schluss wird gezeigt, dass die
,kongruenten Vierecke auf der Diagonalen“ genau die halbe Seitenlidnge des Ausgangsvierecks
haben. Beim mittleren Anforderungsniveau (ii.) wird das erste Lernziel nur noch in zwei
Etappen bewiltigt, wiahrend beim hohen Anforderungsniveau (iii.) gar keine Unterteilung
in Etappen mehr vorgegeben wird. Zuerst wird die Herleitung zum Wechselwinkelsatz
ausgelassen und danach auch die Herleitung zum 1. Seitensatz vom Parallelogramm. Beim
zweiten Lernziel, ndmlich dem eigentlichen Nachweis des Mittenvierecks als Parallelogramm,
verhélt es sich genauso mit den Anforderungsniveaus wie beim ersten. Fiir das niedrige
Anforderungsniveau (i.) wird der hergeleitete Wechselwinkelsatz zur Verfiigung gestellt,
wahrend er fir die héheren Anforderungsniveaus (ii. und iii.) nicht mehr angegeben wird. Im
Gegensatz zum mittleren Anforderungsniveau wird der 2. Seitensatz vom Parallelogramm

beim hohen Anforderungsniveau auch nicht mehr explizit aufgefiihrt.

Eine Angabe Folgesitze hilft in der Regel bei der Beweisfindung, wiahrend eine Angabe von
zusétzlichen Basissatzen, die vielleicht nicht unbedingt gebraucht werden, eine Beweisfindung
eher erschweren. Insofern korreliert die Komplexitéit der geforderten Beweisfindung eher
positiv mit der Anzahl der in einer Teilaufgabe angegebenen Basissdtzen und eher negativ
mit der Anzahl der dort angegebenen Folgesitzen (vgl. Abschnitt 3.1). Deswegen gilt, je
héher das Anforderungsniveau ist, desto weniger Kombinationsmoglichkeiten der Basissatze
und desto weniger Struktur innerhalb der Beweiskette wird vorgegeben. Gleichzeitig gilt,
je hoher das Anforderungsniveau ist, desto eigenstandiger miissen sich die Schiilerinnen

und Schiiler die Beweisstruktur erarbeiten. Dadurch bekommen sie mehr Freiheiten, eigene
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Problemlésungen in den Beweis mit einzubauen. Allerdings stellen die hoheren Freiheitsgrade
der Kombinationsmoglichkeiten einzelner Sétze eine grofle Hiirde im Problemloseprozess
von Lernenden dar, die im Problemlésen und Beweisen noch unerfahren sind (vgl. Abschnitt
3.1).

5.2. Flankierende MaBBnahmen zur Reduktion der Strenge

Wie in Abschnitt 3.2 erlautert, kann eine Reduktion der Strenge auf dreierlei Arten geschehen,
ndmlich entweder durch eine Modifikation des Giltigkeitsbereichs, der Sprache oder der
axiomatischen Vollstandigkeit. Diese drei Arten werden im Folgenden nochmal in Bezug auf

das Mittenviereck diskutiert.

5.2.1. Madifikation des Giiltigkeitsbereichs

Die Konfiguration eines Ausgangsvierecks mit eingezeichnetem Mittenviereck vereinfacht
sich deutlich, sobald das Ausgangsviereck auch ein Parallelogramm darstellt. In diesem
Fall sind die acht von Gau & Tartre (1994) und Palatnik (2017) identifizierten Dreiecke
(siche Abschnitt 4.2) nicht nur paarweise kongruent, sondern allesamt kongruent zueinander.
Gleichzeitig halbieren sich die beiden Diagonalen im Ausgangsviereck, so dass die Punkte
S; bzw. S,, die fir die beiden méglichen Versionen charakteristisch sind (vgl. Abbildung
5.1), zusammenfallen. Im Fall eines Rechtecks (siehe Abbildung 5.1) sind die beiden Dia-
gonalen gleich lang, die acht kongruenten Dreiecke sind rechtwinklig, das Mittenviereck

ist eine Raute (vgl. Tabelle 4.1), und die Konfiguration gestaltet sich besonders tibersichtlich.

Der grofle Vorteil einer Rechteckskonfiguration ist, dass es insgesamt vier ,kongruente Vier-
ecke auf den beiden Diagonalen® gibt (AMagSMpa, MagBMgcS, SMgcCMcp und MpaSMcpD
in Abbildung 5.1 ¢)). Beide Diagonalen koénnen in dieselbe Zeichnung eingetragen und fiir
dieselbe Beweisfindung genutzt werden. Infolgedessen ergeben sich viel mehr Kombinations-
moglichkeiten der zur Verfiigung gestellten Basis— und Folgesitze (siehe Abschnitte 4.3.2
und 4.3.3) als bei einem unregelméafiigen Ausgangsviereck. Die Schiilerinnen und Schiiler tun
sich daher leichter, auf eine geschlossene und in sich konsistente Beweisfindung zu stoflen.
Zum Beispiel konnen sie direkt mit den beiden bereitgestellten Kongruenzséatzen nachweisen,
dass die acht Dreiecke in der Zeichnung alle kongruent sind. Auflerdem ist es moglich, die
beiden Seitensdtze vom Parallelogramm auf alle vier ,kongruenten Vierecke auf den beiden

Diagonalen® anzuwenden.
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a)A Mg B b)A% Mg B C)A'_ Mg B

BC M BC M

DA DA

C ., C C
D MCD D MCD D MCD

Abbildung 5.1.: Rechteckiges Ausgangsviereck mit eingezeichnetem Mittenviereck (in
Griin) und den beiden ,kongruenten Vierecken auf der Diagonalen“ (in Grau): Die Versionen
a) und b) reprisentieren dieselben zwei moéglichen geometrischen Aufteilungen wie in
Abbildung 4.2, sind aber hier aufgrund der Rechtecksform des Ausgangsvierecks identisch.
Dementsprechend kann Version c¢) mit denselben Vorgaben wie in Version a), aber mit
beiden Diagonalen eingezeichnet, fiir eine Beweisfindung herangezogen werden.

Die einfachere Rechteckskonfiguration kann fiir sich untersucht werden und danach kann
gegebenenfalls schrittweise iiberlegt werden, was passiert, wenn das Ausgangsviereck nur ein
unregelmafliges Viereck darstellt. Insofern bietet sich eine Einschrankung auf ein besonderes
Mittenviereck an, um eine voriibergehende Modifikation des Giiltigkeitsbereichs fiir eine

erfolgreiche Beweisfindung einzusetzen.

5.2.2. Madifikation der Sprache

Um den Schiilerinnen und Schiilern einen Einstieg in eine eher formale Argumentation bzw.
eine ,,Beweissprache® mit verdichtenden Sprachmitteln zu gewéhren, werden Ausdriicke aus
der Alltagsspache in die Formulierung der Problemstellung eingebunden. D. h. einzelne
Elemente aus der Fach— und aus der Alltagssprache werden geméafl den Empfehlungen von
Fithrer (2002) gemeinsam verwendet. Die Anteile der beiden Sprachen richtet sich dabei nach
den sprachlichen Fahigkeiten der Lerngruppe. Vor allen Dingen auf dem Arbeitsblatt fiir
das niedrige Anforderungsniveau (siehe Anhang A), finden sich zu der Verschmelzung von
Fach— und Alltagssprache zahlreiche Beispiele. Mathematische Sétze werden zum Teil in die
Sprache der Schiilerinnen und Schiiler iibersetzt, wobei einige Fachbegriffe erhalten bleiben.
Fachbegriffe wie ,Winkel“, | Schnittpunkt®, ,Gerade® und ,Parallelogramm® werden in eine
der Alltagssprache angepassten und leicht verstédndlichen Sprache eingebettet. Generell wird
Fachterminologie nicht verwendet, wenn sie fiir die Lernenden noch unbekannt ist oder zu

abstrakt erscheint.

Insbesondere wird versucht, das Textverstehen der Lernenden durch die folgenden sprachli-
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chen Instrumente zu unterstiitzen (vgl. Maier & Schweiger 1999, S. 76):

o kurze Satzteile ohne zu starke Nominalisierungen und Satzschachtelungen
o lberwiegende Vermeidung von Passiv-Konstruktionen
e Vermeidung von unnotigen Floskeln und von redundanten Bemerkungen

o bewusste graphische Gestaltung des Textes auf dem Arbeitsblatt durch ein iiber-
sichtliches Layout sowie Abbildungen und Piktogramme zu den mathematischen

Satzen

Je schneller eine Aufgabe durch ein gutes Textverstandnis durchdrungen wird, desto grofier

ist die Motivation zu ihrer Losung.

Die Sprache in den Aufgabenstellungen kann auch dazu benutzt werden, einen direkten Bezug
zu den Schiilerinnen und Schiilern herzustellen. Dazu wird fiir das niedrige Anforderungsni-
veau (siche Anhang A) vor allem die indirekte Rede verwendet, und die mathematischen
Satze werden fiktiven Personen wie Marius, Claudia, Lena und Tonio in den Mund gelegt.
Die Lernenden werden dann dazu aufgefordert, auf die Aussagen der einzelnen Personen
einzugehen und die Behauptungen argumentativ zu belegen. D. h. die Schiilerinnen und
Schiiler werden bereits durch die gewédhlten Formulierungen der Aufgabenstellung in das

Beweisproblem einbezogen.

5.2.3. Moaodifikation der axiomatischen Vollstandigkeit

Der gemachte Ansatz mit den beiden ,kongruenten Vierecken auf der Diagonalen“ (vgl.
Abschnitt 4.2) tibernimmt eine entscheidende Rolle beim Beweis zum Mittenviereck (sie-
he Abschnitt 4.3.1). Allerdings wird die axiomatische Vollstandigkeit an dieser Stelle der
Beweiskette herabgesetzt. Fiir die Richtigkeit von diesem Ansatz ist kein exakter mathe-
matischer Beweis in der angedachten Beweisfiihrung vorgesehen. Stattdessen diirfen sich
die Lernenden aktiv mit der geometrischen Anordnung der vorgegebenen Vierecke aus-
einandersetzen (siehe Anhang A). Fir das niedrige und das mittlere Anforderungsniveau
gibt es dafiir eine enaktive Aufgabenstellung, bei der zwei gleiche Vierecke ausgeschnitten
und entsprechend des Ansatzes angeordnet werden sollen. Fiir das hohe Anforderungsni-
veau gibt es eine anspruchsvollere Aufgabe, bei dem die Fliacheninhalte der Vierecke in
Beziehung gesetzt werden sollen. Auf diese Weise tiberzeugen sich die Schiilerinnen und Schii-

ler an dieser Stelle von der Richtigkeit des Ansatzes ohne eine strenge Axiomatik zu befolgen.
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Aufgrund der Vorgabe bestimmter Beweisschritte fiir das niedrige und das mittlere An-
forderungsniveau diirfen einzelne Schritte gegebenenfalls auch ausgelassen und die mathe-
matischen Aussagen trotzdem weiterverwendet werden. In solch einer Weise kénnen die
Schiilerinnen und Schiiler eigenstdndig steuern, die axiomatische Vollstandigkeit an ihr
Beweisvermogen anzupassen. Sobald einzelne Folgeséitze vorgegeben sind, ist es moglich
diese in der Beweisfindung zu nutzen, auch wenn ein Nachweis dieser Folgesitze nicht

zufriedenstellend gelungen ist.

5.3. Didaktische Hilfestellungen aus dem Problemlosen

5.3.1. Anfertigen einer Skizze

Die ,Informative Figur® im Abschnitt 2.1.4 beinhaltet in der Regel eine oder mehrere
Zusatzinformationen, die essenziell fiir die Beweisfiihrung sind. Wenn eine Beweisfithrung
nicht ohne diese Zusatzinformation auskommt, ist es notwendig, diese , Informative Figur®
zu erstellen. Contreras (2014) ist der Meinung, dass auch beim Mittenviereck unbedingt
eine Skizze per Hand oder mit einer Dynamischen Geometriesoftware (DGS) anzufertigen
ist. Die graphischen Zusatzinformationen sind didaktisch wertvoll aus zweierlei Sicht: zum
einen um bereits Gelerntes zu reaktivieren oder um eine Definition zu konkretisieren, zum
anderen um die Aufmerksamkeit der Lernenden auf bestimmte Aspekte der Problemstellung
zu lenken (Palatnik & Sigler 2019).

Beim vorliegenden Beweis sollen die Schiilerinnen und Schiiler eine Skizze an die Hand
bekommen, in der ein paar wichtige Hilfsinformationen vermerkt sind. Diese Skizze soll den
gemachten Ansatz beinhalten mit den beiden ,kongruenten Vierecken auf der Diagonalen*
(siche Abschnitte 4.2 und 4.3.1). Es sind allerdings unterschiedliche Stufen einer Bereit-
stellung zuséatzlicher Information moglich. Zum Beispiel ist es moglich, den Schiilerinnen
und Schiilern eine der sechs Versionen der Skizzen in Abbildung 5.2 zur Verfiigung zu
stellen. Mit den Versionen a), b) und c¢) bekommen sie die beiden ,kongruenten Vierecke
auf der Diagonalen®, die die Beweisfithrung entscheidend unterstiitzen. Allerdings bedarf es
in Version a) und Version b) noch zu zeigen, dass vier Ecken der ,kongruenten Vierecke
auf der Diagonalen“ mit den Ecken des Mittenvierecks zusammenfallen. Schliefflich haben
die Versionen d), e) und f) bereits das Mittenviereck eingezeichnet. Hier wird sofort offen-
sichtlich, dass das Mittenviereck mit den , kongruenten Vierecken auf der Diagonalen® in
Beziehung steht. In Version f) ist die vollstdndige Information gegeben und alle parallelen

und gleich langen Linien sind markiert. Auch wenn die Beweisfithrung mit allen Versionen
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5.3. Didaktische Hilfestellungen aus dem Problemldsen

Abbildung 5.2.: Sechs Stufen einer informativen Skizze mit unterschiedlichem Mafl an
Hilfsinformation. Gleich lange und parallele Linien sind jeweils mit farblichen Strichen
markiert. Versionen a), b) und ¢) haben die beiden ,, kongruenten Vierecke auf der Diagonalen*
mit der dazugehorigen Diagonalen eingezeichnet. Versionen d), e) und f) zeigen zusatzlich
das Mittenviereck (in Griin). Je hoher die Version ist, desto mehr Linien sind als parallel
und gleich lang gekennzeichnet.

durchgefithrt werden kann, bildet die gezeigte Reihenfolge (a—f) einen Teil des schrittwei-
se Vorarbeitens (vgl. heuristische Strategien in Abschnitt 2.1.4) innerhalb der Beweiskette ab.

Grundsatzlich gilt: Je mehr Zusatzinformation auf einer Skizze bereitgestellt wird, desto
weniger zusatzliche Unterstiitzung ist nétig zum Einstieg in die Beweisfindung (vgl. Lee
& Chen 2015). Dabei kénnen Schiilerinnen und Schiiler Zeichnungen sowohl in kognitiver,

logischer als auch struktureller Hinsicht zur Beweisfindung nutzen (Kautschitsch 2015).

5.3.2. Notation als Spalten—Beweis

Das Konzept eines Zwei—Spalten—Beweises (sieche Abschnitt 2.2.6) verfolgt &hnliche Ziele
wie ein Lerntagebuch mit einem Polya—Fragenkatalog Hensberry & Jacobbe (vgl. 2012),

da die Schiilerinnen und Schiiler dazu gebracht werden, iiber Sinn und Zweck einzelner
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5. Foérderwerkzeuge zur Beweisfiihrung beim Mittenviereck

Beweisschritte nachzudenken (siehe Abschnitt 3.3.1). Die verwendete Tabelle wird dabei als

ein heuristisches Hilfsmittel (sieche Abschnitt 2.1.4) zum Beweisen eingesetzt.

Um die Tabellenstruktur des Zwei-Spalten-Beweises mit den Basis— und Folgesatzen zu-
sammenzubringen, kann eine dritte Spalte hinzugefiigt werden, in der die Schiilerinnen und
Schiiler die Verwendung eines vorgegebenen Satzes vermerken kénnen. Somit kann solch
ein Drei-Spalten—Beweis die Schiiler und Schiilerinnen zum Reflektieren iiber den Sinn und
Zweck der Einbindung von einzelnen Sétzen anregen. Ein ausfithrlicher Spalten-Beweis zum

Mittenviereck als Parallelogramm ist in Tabelle 4.2 zu sehen.

Zur Vereinfachung der Beweisfithrung konnen einzelne Eintrdge in solch einer Tabelle auch
schon vorausgefiillt sein, so dass nur noch die Liicken ausgefiillt werden miissen. Auf diese
Weise kann die gesamte Beweisfindung auch in eine Art Beweispuzzle iibergefithrt werden,

bei dem nur noch die fehlenden Teile gefunden und korrekt eingefiigt werden miissen.

5.3.3. Unterstiitzende Fragen durch die Lehrkraft

McGivney & DeFranco (1995) sprechen sich dafiir aus, dass Lehrkréfte Fragen stellen,
die die Lernenden zum Nachdenken anregen, aber nicht zu viel iiber die Problemlosung
verraten. Zum einen konnen allgemeine Fragen zur Problemlosung gestellt werden, wie sie
Polya (1995) und Schoenfeld (2016) vorschlagen (siche Abschnitt 3.3.1). Zu anderen kénnen
spezifische Fragen zur Geometrie des Mittenvierecks gestellt werden. Insbesondere konnen
die Lernenden am Anfang der Beweisfindung unterstiitzt werden, um den gemachten Ansatz

(siehe Abschnitt 4.3.1) gut nachvollziehen zu kénnen.

Durch einen Diskurs im Geometrieunterricht kommen Fragen auf, die die Lernenden anregen
und gleichzeitig herausfordern. Dabei kann die Lehrkraft die Schiilerinnen und Schiiler dazu
motivieren, ihre Ideen verstédndlich zu kommunizieren, zu erértern und vor den anderen zu
rechtfertigen (McGivney & DeFranco 1995, S. 555). Die Interaktion zwischen der Lehrkraft
und den Schiilerinnen und Schiilern sowie unter den Schiilerinnen und Schiilern tragt dazu
bei, dass unterschiedliche Aspekte einer Problemlosung offen diskutiert werden und begtins-
tigt eine schnelle Problemlosung (McGivney & DeFranco 1995, S. 555).

Zum Verstédndnis der ,kongruenten Vierecke auf der Diagonalen“ (vgl. Abschnitt 4.2)
konnen z. B. die folgenden Fragen gestellt werden: (1.) Welchen Flacheninhalt hat ein

kleines Viereck, das die halbe Seitenlinge hat wie ein grofies Viereck von z. B. 25 cm??
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5.3. Didaktische Hilfestellungen aus dem Problemlésen

(2.) Wie viele kleine Vierecke passen in ein grofies Viereck von z. B. 25 cm?, wenn sie
dieselbe Form und die halbe Seitenlédnge wie das grofie Viereck haben? (3.) Zwei kleine
Vierecke, die genau gleich sind, bertiihren sich nur in einem Eckpunkt. Wie sieht das grofle

Viereck aus, das die beiden kleinen Vierecke aufspannen, wenn ihre Seiten verlangert werden?

Als verbale Unterstiitzung zur Beweisfindung (siehe Abschnitt 4.3.4) konnen z. B. die
folgenden Fragen gestellt werden: (1.) Welche Linien sind in der Skizze parallel und welche
sind gleich lang? (2.) Welche kongruenten Vielecke kannst du in der Skizze erkennen? Wie
kannst du diese Vielecke zur Beweisfindung nutzen? (3.) Unter welchen Umsténden ist
ein Viereck ein Parallelogramm? (4.) Wie viele Parallelogramme kannst du in der Skizze

identifizieren?

5.3.4. Winkelsumme im n—Eck als heuristisches Losungsbeispiel

Um den Schiilerinnen und Schiilern in kurzer Zeit eine Idee verschaffen, wie sie bei der
Beweisfindung vorgehen konnten, empfiehlt sich das Durcharbeiten eines Losungsbeispiels.
Idealerweise werden dabei nicht nur fachliche Aspekte besprochen, sondern auch heuristische
Strategien und Hilfsmittel vorgefiihrt (siche Abschnitt 3.3.3).

Um einen Einstieg in die vorliegende Beweisfindung zu ermoglichen, kann z. B. der Beweis
der Innenwinkelsumme in einem Viereck oder in Folge auch in einem beliebigen n—Eck
dienen. Dabei wird zuerst der Beweis zur Innenwinkelsumme im Dreieck durchgefiihrt
und danach fiir Vierecke und hohere n—Ecke wiederverwendet. Mit anderen Worten wird
einleitend bewiesen, dass sich die Innenwinkel im Dreieck zu a4+ 8+~ = 180° aufsummieren
(siche Abbildung 5.3) und danach wird demonstriert, warum die Innenwinkelsumme 360°
im Viereck bzw. (n — 2) - 180° im n-Ecke betragen muss (siehe Abbildung 5.4). Letzteres
geschieht entweder durch Aneinanderreihung mehrerer Dreiecke, so dass das gewiinschte
n-Eck entsteht, oder durch Zerlegung eines n—Ecks in einzelne Dreiecke. Die Verwendung
der Innenwinkelsumme im Dreieck wird von Reiss & Renkl (2002) und Reiss et al. (2008)
als heuristisches Losungsbeispiel unter anderem deshalb empfohlen, weil es den Lernenden

die Moglichkeit bietet, in einfacher Weise mit den Winkelsétzen zu experimentieren.

Satzsystem des Losungsbeispiels

Das Losungsbeispiel hat diejenigen Winkelsatze, die dann auch beim Nachweis des Mitten-

vierecks als Parallelogramm beno6tigt werden, als Basissédtze: den Scheitelwinkelsatz, den

47



5. Foérderwerkzeuge zur Beweisfiihrung beim Mittenviereck

Abbildung 5.3.: Darstellung des Beweises zur In-
nenwinkelsumme im Dreieck: Auf den Winkel S wird
der Scheitelwinkelsatz angewendet und auf die Winkel
a und v wird der Stufenwinkelsatz angewendet. Am
Ende wird mit dem Nebenwinkelsatz argumentiert,
dass die Winkelsumme o + 3 + v = 180° betragen
muss.

Nebenwinkelsatz und den Stufenwinkelsatz (vgl. Abschnitt 4.3.2). Es kommt mit einem
einzigen Folgesatz aus, ndmlich mit dem Satz von der Innenwinkelsumme im Dreieck. Die
Herleitung des Folgesatzes bedarf einer Kombination aller drei Winkelsétze (vgl. Abbildung
5.3).

Eignung als Losungsbeispiel

Das Durcharbeiten des ausgewédhlten Beweisbeispiels zur Innenwinkelsumme verfolgt mehrere

Ziele gleichzeitig:

1. Die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, wie sie die Winkelsédtze miteinander kombi-

nieren kénnen, ohne einen Nachweis des Wechselwinkelsatzes vorwegzunehmen.

2.a Die Schiilerinnen und Schiiler finden heraus, wie sie Hilfslinien in sinnvoller Weise in

eine Skizze einzeichnen konnen.

2.b Die Schiilerinnen und Schiiler eignen sich die Gewohnheit an, nach gleichartigen

Objekten in einer Skizze Ausschau zu halten.

3. Die Schiilerinnen und Schiiler werden sich bewufit, wie sie einen Folgesatz aufstellen

und wiederverwenden kénnen.

Also kann das Losungsbeispiel die Schiilerinnen und Schiiler sowohl in fachlicher Hinsicht
(1.), in Bezug auf Probemlosekompetenzen (2.a, 2.b) und in Bezug auf Beweiskompetenzen

(3.) von Nutzen sein und sie auf die Beweisfithrung beim Mittenviereck vorbereiten.

Vorfithrung von Heurismen

Insbesondere werden beim Loésungsbeispiel einige der typischen heuristischen Strategien aus
der Geometrie angewendet (sieche Abschnitt 2.1.4). Beim Beweis der Innenwinkelsumme
muss eine zu der Gegenseite parallele Hilfslinie durch einen der Eckpunkte des Dreiecks
gezeichnet werden (vgl. Abbildung 5.3). Nur wenn diese Hilfslinie parallel zu der Gegenseite

gezogen wird, kann der Stufenwinkelsatz angewendet werden. Sobald die Hilfslinie in der
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5.3. Didaktische Hilfestellungen aus dem Problemldsen

Abbildung 5.4.: Beweisbeispiel fiir die Innenwinkelsumme in einem n-Eck: Ein Viereck (a)
kann immer in zwei, ein Fiinfeck (b) in drei und ein Sechseck (c¢) kann immer in vier Dreiecke
aufgespalten werden. Die Innenwinkelsumme des n—FEcks ergibt sich aus der entsprechenden
Anzahl der Dreiecke multipliziert mit der Winkelsumme im Dreieck.

Skizze auftaucht und die Seiten des Dreiecks verldngert werden, konnen die gleich grofien
Scheitel- und Stufenwinkel gesehen werden. Es ist moglich, diese Winkel dann auch ohne

Kenntnis des zugrunde liegenden Winkelsatzes mit dem bloflen Auge zu identifizieren.

Bei der Anwendung auf Vierecke bzw. beliebige n—Ecke miissen die Schiilerinnen und Schiiler
die Zerlegung eines Vielecks in einzelne Dreiecke bzw. die Ergédnzung einzelner Dreiecke
zu einem Vieleck erkennen (vgl. Abbildung 5.3). Beim Beweis des Mittenvierecks spielt
dieses Zerlegungs— und Ergdnzungsprinzip (vgl. heuristische Prinzipien in Abschnitt 2.1.4)

ebenfalls eine entscheidende Rolle.

Schliefflich stellt das Aufstellen und anschlieBende Wiederverwenden eines Folgesatzes eine
Auspragung des Vorwartsarbeitens dar (vgl. heuristische Strategien in Abschnitt 2.1.4), bei
welchem man sich schrittweise vom Gegebenen zum zu Beweisenden vorarbeitet. Ohne das
Aufstellen der Innenwinkelsumme im Dreieck kann das vorliegende Beweisbeispiel nicht auf
die angedachte Weise durchexerziert werden. Auf diese Weise kann demonstriert werden, wie
das Erreichen eines beweisrelevanten Folgesatzes aulerordentlich forderlich zur SchlieBung

einer gesamten Beweiskette sein kann.
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6. Differenzierungsaspekte, Fazit und Ausblick

6.1. Madglichkeiten zur Differenzierung

Die in Kapitel 5 vorgestellten Forderwerkzeuge zur Beweisfiihrung kénnen in unterschied-
licher Weise im Unterricht eingesetzt und kombiniert werden. Die Forderung kann dabei
einheitlich fiir eine ganze Lerngruppe durchgefiihrt oder spezifisch auf einzelne Teilgruppen

zugeschnitten werden.

Abbildung 6.1.: 3—dimensionaler
Wiirfel mit moglichen Differenzie-
rungskombinationen: Das Anforde-
rungsniveau (Niedrig, Mittel, Hoch)
wird mit verschiedenen didaktischen
Hilfestellungen kombiniert (,,S* steht
fiir eine bereitgestellte Skizze mit hilf-
reichen Informationen, ,L“ steht fur
ein bereitgestelltes Losungsbeispiel,
,F“ steht flir eine verbale Unterstiit-
zung mit gezielten Fragen im Unter-
richt) und auf verschiedenen Sprach-
niveaus bereitgestellt (z.B. reine All-
tagssprache, gemischte Alltags— und
Fachsprache, reine Fachsprache).

Sprache —

In erster Linie werden zunéchst das Anforderungsniveau beziiglich des Beweisumfangs (siehe
Abschnitt 5.1) sowie das Sprachniveau in der Aufgabenstellung (sieche Abschnitt 5.2) festge-
legt. Danach kann tiberlegt werden, welche didaktischen Hilfestellungen (siehe Abschnitt
5.3) angeboten werden sollen, um den Schiilerinnen und Schiilern die Beweisfindung bzw.
Beweisfithrung zusétzlich zu erleichtern. Eine einfache Ubersicht der verschiedenen Kombi-
nationsmoglichkeiten zur Differenzierung bietet Abbildung 6.1. Beziiglich der Hilfestellungen
kann entschieden werden, ob eine ,Informative Skizze* in der Aufgabenstellung bereits
vorgegeben wird, ob vorher ein Losungsbeispiel durchgearbeitet bzw. besprochen wird und
wie viel verbale Unterstiitzung durch gezielte Fragen im Unterricht geleistet wird. Dadurch

ergeben sich zahlreiche Kombinationsmoglichkeiten, aus denen fiir eine Unterrichtplanung
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6.2. Didaktische Schlussfolgerungen

ausgewahlt werden darf. Zusatzlich zu dem im Wiirfel (siche Abbildung 6.1) gezeigten
Méglichkeiten kann auch noch iiber eine Anpassung des Giiltigkeitsbereichs (vgl. Abschnitt
5.2.1) und einen Einsatz des Spalten—Beweises (vgl. Abschnitt 5.3.2) nachgedacht werden.
Moglich ist auch die Inanspruchnahme eines Lerntagebuchs (vgl. Abschnitt 3.3.1), um
eine Reflexion und Uberpriifung der eigenen Beweisfindung zusétzlich zu unterstiitzen. Es
wird davon ausgegangen, dass die Fiille an Fordermoglichkeiten, die zur Differenzierung im

Unterricht genutzt werden konnen, an dieser Stelle offensichtlich wird.

6.2. Didaktische Schlussfolgerungen

Die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten allgemeinen didaktischen Konzepte sind in Kapitel
5 auf eine Beweisfiihrung zum Mittenviereck als Parallelogramm angewendet worden. Mit
Blick auf die Bearbeitung moglicher Aufgaben im Unterricht (vgl. Anhang A) kénnen

folgende Zusammenhange festgestellt werden:

o Das Prinzip des ,Lokalen Ordnens®“ lasst sich in unterschiedlicher Auspragung auf ein
Beweisbeispiel in der Geometrie anwenden und tréagt zur Ausformung des Schwierig-

keitsgrades der Aufgabenstellung bei.

o Das ,Lokale Ordnen® unterstiitzt die Schiilerinnen und Schiiler beim Anwenden der

heuristischen Strategie des Vorwértsarbeitens.

o Die Moglichkeiten zur Differenzierung im Unterricht sind mannigfaltig und decken ein

grofies Spektrum an Schwierigkeitsgraden ab.

o Heuristische und nicht-heuristische Hilfestellungen konnen eine Differenzierung nach

dem Schwierigkeitsgrad der Aufgabenstellung komplementieren.

o Eine Sprache in den Aufgabenstellungen, die Schiilerinnen und Schiilern gerecht wird,
stellt eine Grundvoraussetzung zur erfolgreichen Bewaltigung einer Beweisaufgabe

dar.

o Ein anderes Beweisbeispiel kann als heuristisches Losungsbeispiel dienen und eine
Bewiéltigung der vorliegenden Beweisaufgabe erleichtern, wenn es zweckbestimmt

gewahlt wird.

Abschliefend muss an dieser Stelle zugegeben werden, dass die in dieser Arbeit vorgestell-
te Beweisfindung bisher nur theoretisch untermauert worden ist und einer praktischen

Erprobung im Mathematikunterricht noch bedarf.
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6.3. Ausblick

Die vorliegende Arbeit liefert eine Ausarbeitung zu verschiedenen Foérderkonzepten zur
Unterstiitzung des eigenstiandigen Beweisens eines mathematischen Satzes im Geometrieun-
terricht. Die einzelnen Konzepte werden erldutert und anhand einer Beweisfithrung zum
Mittenviereck illustriert. Es bleibt abzuwarten, inwieweit Mathematiklehrkrafte, die an
unterschiedlichen Schulformen unterrichten, das vorgestellte Gesamtkonzept annehmen und
in ihrem Unterricht ausprobieren. Das , Lokale Ordnen“ stellt eine hilfreiche Methodik dar,
um das Beweisen im Mathematikunterricht einfacher und fiir die Schiilerinnen und Schiiler
besser zuganglich zu machen. Leider wird es bisher kaum zur Lésung von Beweisproblemen
im Unterricht eingesetzt. Es besteht jedoch die Hoffnung, dass Beweisprobleme durch eine
Anwendung der vorgestellten Didaktik kiinftig besseren Anklang finden und héufiger in den
Geometrieunterricht der Sekundarstufe I" integriert werden. Die unterschiedlichen Anfor-
derungsniveaus mitsamt den vorgestellten Forderwerkzeugen sind so konzipiert, dass sie
sich ab der Sekundarstufe I in Klassenstufe 8 bis zur Sekundarstufe II"" in Klassenstufe 11
oder 12 in den Mathematikunterricht integrieren lassen. Schlielich kann gemutmaflt werden,
inwieweit eine Reduktion des Umfangs und der Strenge kiinftig in den Bildungsstandards

der KMK"™" als Methode zur Schulung der Beweiskompetenz mit aufgenommen werden.

Zusatzlich fihrt die vorliegende Arbeit eine neue Beweisfithrung zum Mittenviereck vor,
die lediglich auf Winkel- und Kongruenzsatzen basiert und somit bereits in der unteren
Sekundarstufe I durchgefithrt werden kann (vgl. Abschnitt 4.2). Es besteht die Hoffnung, dass
sich junge Schiilerinnen und Schiiler dieser Beweisfithrung stellen und beim Erkunden des
Mittenvierecks einen Heureka—Effekt erleben (vgl. Abschnitt 2.1.4). Dadurch kénnte ihnen
die Faszination des Mittenvierecks als Parallelogramm bereits in den unteren Klassenstufen

nahegebracht werden.

“umfasst die Schulstufen der mittleren Bildung und entspricht dem Level 2 der ISCED
“umfasst die Jahrgangsstufen der weiterfithrenden Bildung und entspricht dem Level 3 der ISCED
“**Kultusministerkonferenz
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Anhang

A. Arbeitsblatter zur Beweisfiihrung beim Mittenviereck

Zur Illustration des Unterrichtskonzepts zur Beweisfithrung mit didaktischen Unterstiitzungs-
mafinahmen wird ein von der Lehrkraft assistierter Beweis préasentiert. Als hauptsichliches
Beispiel dient dabei der Beweis des Mittenvierecks als Parallelogramm. Die Beweisidee dazu
wird in Abschnitt 4.2 beschrieben. In diesem Anhang werden auf den nachfolgenden Seiten
drei Versionen des Arbeitsblattes vorgestellt, mit denen solch ein Beweis auf unterschied-
lichen Anforderungsniveaus im Unterricht durchgefithrt werden kann. Ein Einstieg in die
Faszination des Mittenvierecks, bzw. in das eigenstéindige Entdecken der Parallelogramme
im Unterricht, wird nicht auf den Arbeitsbléittern behandelt und bleibt dem Einfallsreichtum

der Lehrkraft tiberlassen.

Die erste Aufgabe dient direkt zum Verstandnis des gemachten Beweisansatzes. In diesem
Ansatz setzt man zwei zum Ausgangsviereck dhnliche Vierecke diagonal in das Ausgangs-
viereck. Ziel der ersten Aufgabe ist die Einsicht in die Ahnlichkeit der dargestellten Vierecke.
Danach teilen die nachfolgenden Aufgaben den gesamten Beweis in einzelne Beweisschritte
auf. SchlieBlich dient dann die letzte Aufgabe zur Reflexion des gesamten Vorgehens. Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen alle gemachten Beweisschritte nochmal in einer Tabelle
zusammenstellen und in eigenen Worten ausdriicken, wie sie eine Argumentationskette

aufbauen konnen.

Die Differenzierung der Schwierigkeit findet hauptséchlich tiber die Anzahl der Folge-
sitze statt, die in der Beweisfithrung mitangegeben werden. Je mehr Folgeséitze bzw. je
mehr vorgegebene Zwischenschritte in den Aufgaben vorkommen, desto einfacher wird
die Beweisfiihrung. Aus diesem Grund gliedert sich das Arbeitsblatt fiir das niedrige An-
forderungsniveau in die meisten Teilaufgaben, wihrend das Aufgabenblatt fiir das hohe
Anforderungsniveau die wenigsten Teilaufgaben beinhaltet. Gleichzeitig miissen die Schiile-
rinnen und Schiiler im niedrigen Anforderungsniveau nur aus zwei oder drei Basisséitzen
innerhalb eines Teilbeweises auswéhlen, wiahrend sie im hohen Anforderungsniveau aus bis

zu fiinf Basissédtzen gleichzeitig auswéhlen.
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Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

f

B
g a
h

Aufgabe 1.a:

Schneide zwei beliebige kongruente
Vierecke aus einem bunten Papier aus und
lege sie so auf ein weifles Blatt Papier, dass
sich zwei ihrer Ecken beriihren. Wenn
du die &uBeren Seiten verlédngerst, soll ein
grofles Viereck, wie rechts 4-mal gezeigt,
herauskommen.

Finde heraus, wie du die beiden kon-
gruenten Vierecke anordnen musst, damit
das grofle Viereck dieselbe Form hat wie
die beiden kleinen, d.h. dhnlich zu den
kleinen ist. Beachte dabei, dass sich zwei
der Ecken der beiden kleinen Vierecke auf
jeden Fall beriihren miissen.

Aufgabe 1.b:

Marius hat ein gutes visuelles Vorstellungsvermoégen und
stellt folgende Behauptung auf:

»Wenn eine Gerade (h) zwei andere zueinander
parallele Geraden (f | g) schneidet, dann sind die
Winkel auf den gegeniiberliegenden Seiten der beiden
Schnittpunkte gleich grof3.*

Claudia fiigt hinzu:

»Ja, das stimmt. Das sind doch die Wechselwinkel, die ich hier in der Zeichnung nachgemessen
habe, und die tatséichlich gleich grof sind (¢ = /7). Aber ich verstehe noch nicht, warum diese
beiden Winkel immer gleich sein miissen.

Kannst du zeigen, dass die Wechselwinkel von Claudia immer gleich grof3 sind? Verwende die
Sétze unten in der Tabelle und begriinde, warum Marius mit seiner Behauptung recht hat.

Zur Erleichterung deiner Begriindung darfst du gerne die zusdtzlichen Winkel in der Abbildung oben
markieren und beschriften, die du fiir deine Begrindung verwendest.

| Satz | Bedeutung |
Scheitelwinkel- Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegeniiberliegenden Winkel an
satz dem Schnittpunkt gleich grof§ und heilen Scheitelwinkel.
Nebenwinkel- Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die Winkelsum-
satz me von 180° und heiflen Nebenwinkel.

180°

Stufenwinkel- % Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten werden,

satz dann sind die Winkel auf denselben Seiten der beiden Schnittpunkte gleich
grofl und heiflen Stufenwinkel.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 2.a:

f 9
Lena beschiftigt sich gerne mit eckigen / b
Figuren und stellt folgende Behauptung auf: h

,Wenn ich ein Viereck zeichne, bei

dem die gegeniiberliegenden Seiten

paarweise parallel sind (f | g und

h || k), dann sind die gegeniiberliegen- k

den Seiten auch paarweise gleich lang d /
( und b = d), und das Viereck ist

ein Parallelogramm.

Begriinde mithilfe der Sétze unten in der Tabelle, dass Lena recht hat.

Zur Erleichterung deiner Begrindung darfst du gerne diejenigen Linien und Winkel in der Abbil-
dung rechts markieren und beschriften, die du fiir deine Begriindung verwendest.

| Satz | Bedeutung |
‘Wechselwinkel- Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten wer-
satz (von Mari- den, dann sind die Winkel auf den gegeniiberliegenden Seiten der beiden
us und Claudia) Schnittpunkte gleich grof3 und heiflen Wechselwinkel.
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Winkel und die von
W-S-W fiir )/D ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke ’

Aufgabe 2.b:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grof3 und ihre Seiten sind
parallel zueinander.

In solch einer Anordnung ist das grofle gepunktete
Viereck ABCD dhnlich zu den beiden kleinen
Vierecken (siche Aufgabe 1.a).

Begriinde mithilfe von Lenas Behauptung (siehe
Aufgabe 2.a), dass die Punkte Mag, Mgc, Mcp
und Mpa genau in der Mitte der Seiten des grofien
gepunkteten Vierecks ABCD liegen.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 3.a:

Tonio kann Lenas Beobachtung (siehe
Aufgabe 2.a) bestitigen, aber er stellt eine
weitere Behauptung {iber Parallelogramme
auf:

,» Wenn ich ein Viereck zeichne, in dem
zwei Seiten sowohl parallel als auch
gleich lang sind, (f || g und o = ¢),
dann sind auch die anderen beiden
Seiten parallel und gleich lang (h | k
und b = d), und das Viereck ist ein
Parallelogramm.“

Begriinde mithilfe der Sétze unten in der Tabelle, dass Tonio recht hat.

Zur Erleichterung deiner Begrindung darfst du gerne diejenigen Linien und Winkel in der Abbil-
dung oben markieren und beschriften, die du fiir deine Begrindung verwendest.

Satz

Bedeutung

‘Wechselwinkel-
satz (von Mari-

us und Claudia)

Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten wer-
den, dann sind die Winkel auf den gegeniiberliegenden Seiten der beiden
Schnittpunkte gleich groff und heilen Wechselwinkel.

Kongruenzsatz
S-W-S fiir
Dreiecke

Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Seiten und der von
ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.

Aufgabe 3.b:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grofl und ihre Seiten sind
parallel zueinander.

In solch einer Anordnung kann das Mittenvier-
eck MagMgcMcpMpa eingezeichnet werden.

Begriinde mithilfe von Tonios Behauptung (sie-
he Aufgabe 3.a), dass das Mittenviereck ein
Parallelogramm ist.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 4.a:

Uberlege dir nochmal, welche Aussagen du hier auf dem Arbeitsblatt in welcher Rei-
henfolge verwendet hast. Schreibe die einzelnen Schritte, die du gemacht hast, um am Ende
das Mittenviereck als Parallelogramm zu begriinden, in die Tabelle unten. Trage in den
Spalten der Tabelle ein, welche Aussagen du in den einzelnen Schritten verwendet hast und
was du warum in den einzelnen Schritten gemacht hast.

Verwende ich einen | Was mache ich genau in diesem Warum darf ich diesen Schritt

wenn ja welche?

Scheitelwinkelsat# H der Satze links, Schritt? machen?

N Ein Viereck wird zweimal nebeneinander Ich darf die Vierecke selber so
Nebenwmkelsatz’ 1. Nein. gezeichnet, so dass sich eine Ecke bertihrt  konstruieren.
und die Seiten parallel zueinander sind.
Stuf inkel Die duBeren Seiten werden so verlangert, Die Seiten des duReren Vierecks sind
tufenwinkelsatz 2. Nein. dass ein groRes Viereck mit derselben parallel zu den Seiten der inneren
Form entsteht. Vierecke.

Kongruenzsatz fiir
Dreiecke: W-S- 3.

Kongruenzsatz fir
Dreiecke: S-W-S,

1

Marius & Claudias | 5.
Behauptung zu
6.
Lenas
Behauptung zum
Parallelogram
7.
Tonios
Behauptung zum
Parallelogram 8.

Aufgabe 4.b:

Schreibe einen kurzen Brief an deine Eltern, in dem du davon erzdhlst, welche kleinen
Schritte du hier auf dem Arbeitsblatt gemacht hast, um dem Geheimnis des Mittenvierecks
auf die Spur zu kommen.



Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 1:

Schneide zwei beliebige kongruente
Vierecke aus einem bunten Papier aus und
lege sie so auf ein weifles Blatt Papier, dass
sich zwei ihrer Ecken beriithren. Wenn
du die aufleren Seiten verlangerst, soll ein
grofles Viereck, wie rechts 4-mal gezeigt,
herauskommen.

Finde heraus, wie du die beiden kon-
gruenten Vierecke anordnen musst, damit
das grofle Viereck dieselbe Form hat wie
die beiden kleinen, d.h. ahnlich zu den
kleinen ist. Beachte dabei, dass sich zwei
der Ecken der beiden kleinen Vierecke auf
jeden Fall beriihren miissen.



Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 2.a:

Begriinde den folgenden 1. Seitensatz
vom Parallelogramm mithilfe der Séatze,
die unten in der Tabelle stehen:

Wenn die gegeniiberliegenden Seiten

in einem Viereck paarweise parallel K

sind, dann sind die gegeniiberliegenden d /
Seiten auch paarweise gleich lang und

das Viereck ist ein Parallelogramm.

Zur Erleichterung deiner Begrindung darfst du gerne diejenigen Linien und Winkel in der Abbil-
dung rechts farblich markieren und beschriften, die du fiir deine Begrindung verwendest.

| Satz | Bedeutung |
Scheitelwinkel- Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegeniiberliegenden Winkel an
satz % dem Schnittpunkt gleich grof§ und heilen Scheitelwinkel.
Nebenwinkel- Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die Winkel-
satz summe von 180° und heiflen Nebenwinkel.
180°
Stufenwinkel- Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten werden,
satz / _| dann sind die Winkel auf denselben Seiten der beiden Schnittpunkte gleich
/ grofl und heiBen Stufenwinkel.
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Winkel und die von
W-S-W fiir )/D ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke /
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Seiten und der von
S-W-S fiir ) ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke

Aufgabe 2.b:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grof3 und ihre Seiten sind
parallel zueinander.

In solch einer Anordnung ist das grofle gepunktete
Viereck ABCD ahnlich zu den beiden kleinen
Vierecken (siche Aufgabe 1).

Begriinde mithilfe des 1. Seitensatzes
vom Parallelogramm (siche Aufgabe 2.a),
dass die Punkte Mag, Mgc, Mcp und Mpa genau
in der Mitte der Seiten des groflen gepunkteten

Vierecks ABCD liegen.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 3.a:

Begriinde den folgenden 2. Seitensatz
vom Parallelogramm mithilfe der Séatze,
die unten in der Tabelle stehen:

Wenn zwei Seiten in einem Viereck

sowohl parallel als auch gleich lang K

sind, dann sind auch die anderen bei- d /
den Seiten parallel und gleich lang und

das Viereck ist ein Parallelogramm.

Zur Erleichterung deiner Begrindung darfst du gerne diejenigen Linien und Winkel in der Abbil-
dung rechts farblich markieren und beschriften, die du fiir deine Begrindung verwendest.

| Satz | Bedeutung |
Scheitelwinkel- Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegeniiberliegenden Winkel an
satz % dem Schnittpunkt gleich grof§ und heilen Scheitelwinkel.
Nebenwinkel- Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die Winkel-
satz ﬁ summe von 180° und heiflen Nebenwinkel.
180°
Stufenwinkel- Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten werden,
satz dann sind die Winkel auf denselben Seiten der beiden Schnittpunkte gleich
grof} und heilen Stufenwinkel.
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Winkel und die von
W-S-W fiir A/D ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Seiten und der von
S-W-S fiir ) ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke

Aufgabe 3.b:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grofl und ihre Seiten sind
parallel zueinander.

In solch einer Anordnung kann das Mitten-
viereck MagMgcMcpMpa eingezeichnet werden.

Begriinde mithilfe des 2. Seitensatzes
vom Parallelogramm (siche Aufgabe 3.a),
dass das Mittenviereck ein Parallelogramm ist.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 4.a:

Uberlege dir nochmal, wie du hier auf dem Arbeitsblatt vorgegangen bist. Schreibe
die einzelnen Schritte zur Begriindung des Mittenvierecks als Parallelogramm in die Tabelle
unten. Erlautere jeweils, welche Sétze du in den einzelnen Schritten verwendet hast und
was du warum in den einzelnen Schritten gemacht hast.

Verwende ich einen | Was mache ich genau in diesem Warum darf ich diesen Schritt

Scheitelwinkelsat# H der Satze links, Schritt? machen?

wenn ja welche?

Ein Viereck wird zweimal nebeneinander Ich darf die Vierecke selber so

Nebenwinkelsatz) 1. Nein. gezeichnet, so dass sich eine Ecke beriihrt  konstruieren.

und die Seiten parallel zueinander sind.

Die duReren Seiten werden so verlangert, Die Seiten des duReren Vierecks sind

Stufenwinkelsatz 2. Nein. dass ein groRes Viereck mit derselben pérallel zu den Seiten der inneren
Form entsteht. Vierecke.
Kongruenzsatz fiir | 3.
Dreiecke: W-S-
Kongruenzsatz fiir
Dreiecke: S-W-S,
5.
6.
1. Seitensatz vom
Parallelogram
7.
2. Seitensatz vom
Parallelogram 8

Aufgabe 4.b:

Versuche, eine durchgangige Beweiskette zum Mittenviereck als Parallelogramm zu
finden, wenn du dir die Tabelle mit den einzelnen von dir durchgefithrten Schritten nochmal
anschaust. Beschreibe diese Beweiskette in eigenen Worten. Erlautere gegebenenfalls, wo
du noch Liicken oder Schwachen in dieser Kette erkennst.



Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 1:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbil-
dung rechts sind gleich grof3 und bertiihren
sich im weiflen Punkt.

Wenn die Seiten der grauen Vierecke
wie in der Abbildung rechts verlangert wer-
den, entsteht das grofie gepunktete Viereck.

.......

Bestimme die Grofle des Winkels «
rechts vom weiflen Punkt, bei dem das
grofe gepunktete Viereck genau 4—mal
so grof} ist wie eines der beiden grauen
Vierecke.




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 2:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grof3 und ihre Seiten sind
parallel zueinander.

In solch einer Anordnung ist das grofie gepunktete
Viereck ABCD 4-mal so grofl wie eines der
beiden grauen Vierecke (siehe Aufgabe 1).

Begriinde mithilfe der Satze, die unten in der
Tabelle stehen, dass die Punkte Mag, Mgc, Mcp
und Mpa genau in der Mitte der Seiten des grofien
gepunkteten Vierecks ABCD liegen.

| Satz | Bedeutung |
Scheitelwinkel- Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegeniiberliegenden Winkel an
satz % dem Schnittpunkt gleich grof§ und heilen Scheitelwinkel.
Nebenwinkel- Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die Winkel-
satz ﬁ summe von 180° und heiflen Nebenwinkel.
180°
Stufenwinkel- Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten werden,
satz _| dann sind die Winkel auf denselben Seiten der beiden Schnittpunkte gleich
grofl und heiflen Stufenwinkel.
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Winkel und die von
W-S-W fiir )/D ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke g
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Seiten und der von
S-W-S fiir ) ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 3:

Die zwei grauen Vierecke in der Abbildung
rechts sind gleich grofl und ihre Seiten sind

parallel zueinander.

In solch einer Anordnung kann das Mitten-
viereck MagMgcMcpMpa eingezeichnet werden.

Begriinde mithilfe der Satze, die unten in der

Tabelle stehen,
Parallelogramm ist.

dass das Mittenviereck ein

| Satz | Bedeutung |
Scheitelwinkel- Schneiden sich zwei Geraden, dann sind die gegeniiberliegenden Winkel an
satz % dem Schnittpunkt gleich grof§ und heilen Scheitelwinkel.
Nebenwinkel- Zwei auf einer Seite einer Geraden liegenden Winkel haben die Winkel-
satz ﬁ summe von 180° und heiflen Nebenwinkel.
180°
Stufenwinkel- Wenn zwei parallele Geraden von einer dritten Geraden geschnitten werden,
satz dann sind die Winkel auf denselben Seiten der beiden Schnittpunkte gleich
grofl und heiflen Stufenwinkel.
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Winkel und die von
W-S-W fiir A/D ihnen eingeschlossene Seite bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.
Dreiecke
Kongruenzsatz Zwei Dreiecke sind kongruent zueinander, wenn zwei Seiten und der von
S-W-S fir ) ihnen eingeschlossene Winkel bei beiden Dreiecken iibereinstimmen.

Dreiecke




Warum ist das Mittenviereck immer ein Parallelogramm?

Aufgabe 4:

Versuche, eine durchgéingige Beweiskette zum Mittenviereck als Parallelogramm zu
finden, wenn du dir alle von dir gemachten Schritte hier auf dem Arbeitsblatt nochmal
anschaust.  Stelle diese Beweiskette in einem von dir gewéhlten Diagramm dar und
beschreibe die Kette in eigenen Worten. Erlautere gegebenenfalls, wo du noch Liicken oder
Schwachen in dieser Kette erkennst.



B. FEinordnung der Beweisfiihrung zum Mittenviereck in den Berliner Rahmenlehrplan

B. Einordnung der Beweisfiihrung zum Mittenviereck in den Berliner

Rahmenlehrplan

Fiir die Beweisaufgabe zum Mittenviereck konnen, so wie in Tabelle B.1 dargestellt, Kom-

petenzen des Berliner Rahmenlehrplans (RLP) definiert werden.

inhaltsbezogen
(Niveaustufe G)

[L3] Raum und Form

o Beziehungen zwischen
geometrischen Objek-
ten fiir Argumentatio-
nen nutzen

Die Schiilerinnen und
Schiiler kénnen

¢ Beziehungen zwischen
geometrischen Objek-
ten beschreiben (Sat-
ze iber Winkel und
Dreiecke)

Die Schiilerinnen und Schiler geben neue
geometrische Argumentationen mithilfe von
bekannten Sdtzen an. Sie tun dies
schrittweise, indem sie

¢ bekannte geometrische Beziehungen in ei-
nem neuen Kontext nutzen

¢ Winkelsétze und Séitze iiber Dreiecke auf
Parallelogramme anwenden und mit den
Parallelogrammen weiter argumentieren

prozessbezogen

[K1] Mathematisch
argumentieren

e mehrschrittige Argu-
mentationen zur Be-
grindung und zum
Beweisen mathemati-
scher Aussagen entwi-
ckeln

[K2] Probleme
mathematisch 16sen

o Losungsstrategien
(z. B. Vorwértsarbei-
ten) entwickeln und
nutzen

Die Schiilerinnen und
Schiiler kénnen

e Begriindungen nach-
vollziehen und zuneh-
mend  selbststindig
entwickeln

Die Schiilerinnen und
Schiiler kénnen

e mathematische
Kenntnisse, Fahigkei-
ten und Fertigkeiten
bei der Bearbei-
tung von Problemen
anwenden

Die Schiilerinnen und Schiiler stellen
eigenstindig Beweise auf und erkennen
die Beweisstruktur. Sie tun dies
schrittweise, indem sie

¢ cinzelne mathematische Satze miteinander
verkniipfen

o cine mehrschritte Beweiskette zu Paralle-
logrammen und zum Mittenviereck auf-
bauen

Die Schiilerinnen und Schiiler entwickeln eine
Strategie zur Erstellung einer Beweiskette.
Sie tun dies schrittweise, indem sie

¢ einzelne Beweismittel in unterschiedlicher
Reihenfolge miteinander verkniipfen

¢ sich in mehreren Etappen von den Beweis-
mitteln zum zu Beweisenden vorarbeiten

Tabelle B.1.: Einordnung in den Berliner Rahmenlehrplan (RLP) anhand von zu vermit-
telnden Standardkompetenzen
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