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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird das Eigenwertproblem für eine spezielle Klasse von
eindimensionalen Multiband-Schrödingeroperatoren, die so genannten kp-
Schrödingeroperatoren, betrachtet. Diese Operatoren können als Systeme aus
d skalaren Schrödingeroperatoren aufgefasst werden, die über Differential-
operatoren erster und nullter Ordnung miteinander gekoppelt sind. Diese
Matrix-Schrödingeroperatoren hängen von der skalaren räumlichen Varia-
blen z, den Ableitungen in Richtung z und parametrisch vom so genannten
reduzierten Wellenvektor k‖ = (kx, ky) ∈ R2 ab. Sie sind etablierte Modelle
zur Beschreibung der elektronischen Struktur von Halbleiter-Quantenschicht-
Strukturen für Energien in der Nähe der Bandkanten. Aus den Lösungen des
Eigenwertproblems der kp-Schrödingeroperatoren

H
(
k‖, kz = −i d

dz

)
Fn(z; k‖) = En(k‖)Fn(z; k‖)

ergibt sich über die Eigenwertkurven En(k‖) die Bandstruktur der Quan-
tenschicht. Der Vektor der Eigenfunktionen Fn bzw. dessen d Komponenten
Fn,1, . . . , Fn,d, die so genannten Enveloppenfunktionen, liefern eine Appro-
ximation der quantenmechanischen Wellenfunktion. Die Untersuchung der
mathematischen Eigenschaften dieser zweidimensionalen Schar von räumlich
eindimensionalen Eigenwertproblemen bzw. Multiband-Schrödingeroperatoren
ist ein zentrales Anliegen dieser Arbeit.

Halbleiter-Quantenschichten sind Heterostrukturen, die aus einer Abfolge
ebener Schichten unterschiedlicher Halbleitermaterialien bestehen. Solche Na-
nostrukturen können beispielsweise durch epitaktisches Wachstum hergestellt
werden. Die Richtung senkrecht zu den Schichten wird daher auch als Wachs-
tumsrichtung bezeichnet und im Folgenden in z-Richtung angenommen. Die
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typischen Dicken der einzelnen Schichten liegen im Bereich von einigen Na-
nometern bis zu einigen Zehnnanometern. Charakteristisch für diese Hete-
rostrukturen ist das Auftreten quantenmechanischer Effekte wie die Ausbil-
dung diskreter Energieniveaus aufgrund der Strukturgröße.
Diese quantenmechanischen Effekte werden zum Design moderner optoelek-
tronischer Bauelemente, wie z. B. Quantum-Well-Halbleiterlasern, gezielt ge-
nutzt. Ein wichtiger Designparameter ist dabei die Bandlücke der Quanten-
schicht-Struktur die z. B. die Emissionswellenlänge des Lasers festlegt. Die
betrachteten kp-Modelle erlauben die Berechnung dieser Größe in Abhän-
gigkeit von der Zusammensetzung der beteiligten Halbleitermaterialien, den
Dicken der Quantenschichten, sowie möglicherweise auftretenden mechani-
schen Verspannungen. Solche Berechnungen können als Grundlage zum so
genannten Bandgap-Engineering dienen. Darüber hinaus gestatten die kp-
Modelle die Berechung der Impuls- bzw. Übergangsmatrixelemente der op-
tischen Übergänge zwischen den einzelnen Energieniveaus. Zusammen mit
der Bandstruktur können mit Hilfe dieser Übergangsmatrixelemente weite-
re Designparameter der Quantenschicht, wie z. B. der optische Gewinn, der
Brechungsindex oder Rekombinationsraten berechnet werden. Da die Über-
gangsmatrixelemente sich aus den Wellenfunktionen ergeben, spricht man
analog auch von Wavefunction-Engineering.
In der Literatur sind im Wesentlichen zwei Zugänge zu kp-Schrödingeropera-
toren für Quantenschichten bekannt. Am weitesten verbreitet ist der so ge-
nannte konventionelle Zugang. Bei diesem werden von der kp-Theorie für
Halbleiter-Kristalle ausgehend die kp-Schrödingeroperatoren für Heterostruk-
turen dadurch gewonnen, dass in den Volumen-Modellen die Komponen-
te kz des Wellenvektors in Wachstumsrichtung geeignet durch die Ablei-
tung −id/dz ersetzt wird. Eine rigorose Theorie der Heterostrukturen nach
Burt [Bur92, Bur98] führt in einem bestimmten Limes zu kp-Schrödinger-
operatoren von derselben formalen Struktur wie beim konventionellen Zu-
gang. Das ermöglicht es im Folgenden eine beide Zugänge umfassende Klasse
von kp-Schrödingeroperatoren zu betrachten.
In dieser Arbeit finden sich neben einer Darstellung der Modellierung der
elektronischen Zustände mit kp-Schrödingeroperatoren Beiträge zur Unter-
suchung derer analytischer Eigenschaften, zur numerischen Approximation
der Eigenlösungen und zur Anwendung des Achtband-Modells auf Beispiele
aus dem Bereich Halbleiter-Quantum-Well-Laser.
In Kapitel 2 werden die in dieser Arbeit benutzten physikalischen Modelle
vorgestellt. Dazu findet sich eine Darstellung der Eigenschaften der elektroni-
schen Bandstruktur von Halbleitermaterialen und deren Approximation mit-
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tels der kp-Methode. Darauf aufbauend wird in die Modellierung der elektro-
nischen Zustände in Halbleiter-Nanostrukturen wie Quantenschichten mittels
der Enveloppenfunktionsapproximation eingeführt. Dieser Ansatz führt dann
auf die in dieser Arbeit behandelten kp-Schrödingeroperatoren.
Kapitel 3 beschäftigt sich mit den Spektraleigenschaften der kp-Schrödinger-
operatoren. Dabei werden einerseits die spektralen Eigenschaften der Ope-
ratoren für einen beliebigen aber fest vorgegebenen Wellenvektor k‖ unter-
sucht. Dazu zählen die Untersuchung von Selbstadjungiertheit, Kompaktheit
der Resolvente und Diskretheit des Spektrums, sowie der Nuklearität der
Resolvente. Andererseits wird die Abhängigkeit dieser Eigenschaften vom
Wellenvektor k‖ betrachtet. Speziell dazu gibt es Untersuchungen zu den
analytischen Eigenschaften der Operatorenschar {H(k‖)}k‖ , die auch ein in
den Koeffizienten erster Ordnung regularisiertes Problem umfassen.
Aus physikalischer Sicht stellt sich die Frage nach der Existenz einer spek-
tralen Lücke bei k‖ = 0, der Bandlücke der Quantenschicht, sowie nach der
Erhaltung dieser Bandlücke für endliche Werte von k‖. Hierbei besteht ein
Zusammenhang mit dem Auftreten von so genannten Spurious Solutions. Bei
den Spurious Solutions handelt es sich um unphysikalische Eigenlösungen des
Eigenwertproblems die insbesondere in der Bandlücke auftreten können. Zu
diesem Zwecke werden quantitative Abschätzungen der spektralen Lücke in
den Daten des Problems unter Ausnutzung der Struktureigenschaften der
Koeffizientenmatrizen hergeleitet.
In Kapitel 4 wird die numerische Approximation der Eigenwerte und Eigen-
funktionen von kp-Schrödigeroperatoren betrachtet. Dazu wird das in der
Bibliothek KPLIB implementierte Finite-Volumen-Schema zur Approxima-
tion der Eigenfunktionen zusammen mit einer blockorientierten Aufstellung
der System- und Massenmatrix dargestellt. Anschliessend wird auf die Steue-
rung des iterativen Eigenwertlösers ARPACK [LMSY02] zur Berechnung der
bandkantennahen Eigenlösungen eingegangen. KPLIB ist die Grundlage für
den Simulator WIAS-QW [BK] zur Berechnung elektronischer Zustände in
Multi-Quantum-Wells. WIAS-QW ist für die Berechnungen der in Kapitel
6 dargestellten konkreten Anwendungsbeispiele verwendet worden.
Das Kapitel 5 betrachtet den kp-Schrödingeroperator des häufig benutzten
Achtband-Modells für Materialien vom Zinkblende-Typ unter Berücksichti-
gung eventuell auftretender mechanischer Verspannungen. Dazu findet sich
eine Darstellung dieses Modells mit den in Kapitel 3 eingeführten Koeffizien-
tenmatrizen. Diese Darstellung dient als Ausgangspunkt für die Herleitung
konkreter Formeln für die Größe der Bandlücke auf Grundlage der in Kapi-
tel 3 bewiesenen Bandlückenabschätzung. Des Weiteren wird der Frage einer
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mit den in Kapitel 3 gemachten Voraussetzungen konsistenten Parameter-
wahl für dieses Modell nachgegangen und diskutiert, inwiefern dadurch Spu-
rious Solutions bei der Anwendung des Achtband-Modells vermieden werden
können. Darüber hinaus findet sich zu Beginn eine Darstellung der Model-
lierung mechanisch verspannter Quantenschichten, wobei insbesondere der
technologisch wichtige Fall biaxialer Verspannung betrachtet wird.

Kapitel 6 widmet sich der Anwendung des Achtband-Modells zur Simulati-
on realer Mehrfach-Quantenschichten. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der
Verwendung der Ergebnisse der quantenmechanischen kp-Rechnungen für die
Bauteilsimulation von Halbleiterlasern. Die Untersuchungen werden am Bei-
spiel einer mechanisch verspannten InGaAsP-MQW-Laserstruktur (Indium-
galliumarsenidphosphid Multi-Quantum-Well) durchgeführt, deren Emissi-
onswellenlänge von 1550µm auf den Bereich der optischen Faserkommunika-
tion abgestimmt ist.

Dazu findet sich als erstes die Diskussion der Eigenschaften der elektroni-
schen Struktur der InGaAsP-Multi-Quantum-Well-Struktur. Auf dieser Ba-
sis folgt das Upscaling mikroskopisch berechneter Größen wie Ladungsträ-
gerdichten, optischem Gewinn oder strahlender Rekombination, auf halb-
klassische Zustandsgleichungen, wie sie in der Bauteilsimulation von Halb-
leiterlasern mit halbklassischen Modellen, z. B. mit WIAS-TeSCA, verwen-
det werden. Dies geschieht anhand der Beispiele Bandkantenzustandsdichte,
Peak Gain und Rate der spontanen Rekombination. Dieser Modellierungsan-
satz ermöglicht es, Resultate aus kp-Rechnungen zur Parametrisierung von
Drift-Diffusions-Modellen in der optisch aktiven Zone von Halbleiter-Lasern
einzusetzen [BHK03]. Auf diese Weise können kp-Rechnungen zur Verbes-
serung der Modellierung und Simulation von Multi-Quantum-Well-basierten
Halbleiter-Lasern beitragen.
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Kapitel 2

Physikalische Modelle

Dieses Kapitel dient zur Darstellung der Modellierung elektronischer Zu-
stände in Halbleiter-Quantenschichten mittels der kp-Methode. Dazu begin-
nen ich mit der Beschreibung der bandkantennahen Zustände in Halbleiter-
Volumenkristallen. Auf dieser Grundlage beschreiben ich dann die Modellie-
rung der elektronischen Zustände in Halbleiter-Quantenschichten unter zu-
sätzlicher Verwendung der Enveloppenfunktionsapproximation. Dabei zeigen
ich Modellierungsfragen und Grenzen auf, die sich bei der Anwendung dieses
Ansatzes ergeben. Dazu gehört insbesondere die Frage nach dem Auftreten
von unphysikalischen Lösungen die als Spurious Solutions bezeichnet wer-
den. Zum Schluss erläutere ich welche mathematischen Fragestellungen sich
im Rahmen dieser Modelle ergeben, die für die Anwendung der Modelle von
Bedeutung sind und die dann in den folgenden Kapiteln behandelt werden.

2.1 Bandkantennahe Zustände in Halbleiter-
Volumenkristallen

Eine grundlegende Eigenschaft von Halbleiter-Volumenmaterialien ist, dass
die Atome ein periodisches Bravais-Gitter bilden, das durch seine kristallo-
graphische Einheitszelle beschrieben wird, siehe Abb. 2.1 und [Car96]. Die
elektronischen Zustände der Valenzelektronen in einem Halbleiter sind im
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Abbildung 2.1: Quantenschicht (Quantum-Well): eindimensionale Halbleiter-
Nanostruktur, die aus den beiden Halbleitermaterialien A und B mit zwei ebe-
nen Materialgrenzen besteht. Rechts ist die Einheitszelle eines binären Ver-
bindungshalbleiters mit Zinkblende-Kristallstruktur wie Galliumarsenid ver-
größert dargestellt.

Wesentlichen gegeben durch die Lösungen des Eigenwertproblems für den
Schrödinger-Operator

H = − !2

2m0
∆ + Veff (r), (2.1)

dabei bezeichnet m0 die Elektronenruhemasse, ! ist das Planck’sche Wir-
kungsquantum und Veff ist das effektive Potential, das sich aus dem Poten-
tial der Ionenrümpfe (Atomkern und Rumpfelektronen) und der Meanfield-
Wechselwirkung zwischen den Valenzelektronen zusammensetzt. Dieses Po-
tential kann z. B. durch die empirische Pseudopotential-Methode (EPM)
[CB66], [CC76], [Car96] gegeben sein. Alternativ können die elektronischen
Zustände mittels der Dichtefunktionaltheorie durch Lösung von effektiven
Einteilchen-Schrödinger-Gleichungen mit ebenfalls periodischem Potential be-
stimmt werden.

Aufgrund der Translationsinvarianz des gitterperiodischen Potentials haben
die Eigenfunktionen des Schrödinger-Operators die Gestalt von Blochwellen

Ψ(r; k) = eikru(r; k), (2.2)

die durch gitterperiodische Blochfunktionen u(r; k) definiert werden, siehe
Bloch-Theorem [Blo32]. Die Blochwellen sowie die gitterperiodischen Bloch-
funktionen hängen vom Vektor der Ortskoordinaten r = (x, y, z) und para-
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metrisch vom Wellenvektor k = (kx, ky, kz) ab. Die zugehörigen Eigenwert-
kurven E(k) hängen periodisch vom Wellenvektor k ab. Damit reicht es aus,
die Betrachtungen auf die erste Brillouin-Zone, die Einheitszelle des periodi-
schen Gitters im k-Raum, zu beschränken (reduziertes Zonenschema), siehe
[Car96].

2.1.1 Die kp-Gleichung für Blochwellen

Der Blochwellen-Ansatz (2.2) führt auf ein Eigenwertproblem für die Bloch-
funktionen u(r; k), siehe [Kan66, Kan82]. Unter Berücksichtigung des Spin-
freiheitsgrades der Elektronen mittels zweikomponentiger Blochfunktionen
führt dies auf die kp-Gleichung. Wir verwenden hier die Notation nach [Bah90].
Dann lautet diese:

Hun(r; k) = En(k)un(r; k) (2.3)
mit dem Hamiltonian

H = H0 +Hk·p +Hk +Hsb +Hksb

H0 = − !2

2m0
∆ + Veff (r), Hk·p = !

m0
k · p, Hk = !2k2

2m0
,

Hsb = !2

4m2
0c2

(
(∇Veff )× p

)
· σ, Hksb = !2

4m2
0c2

(
(∇Veff )× k

)
· σ.

Hier bezeichnet p den quantenmechanischen Impulsoperator definiert als p =
−i!∇ und σ = (σx, σy, σz) ist der Vektor der Pauli-Spinmatrizen

σx =
(

0 1
1 0

)

, σy =
(

0 −i
i 0

)

, σz =
(

1 0
0 −1

)

.

Die TeileHsb undHksb des Hamiltonians beschreiben die Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung.

Die Eigenwertkurven En(k) sind die Energiebänder der Elektronen eines
Halbleitermaterials. Sie beschreiben die erlaubten Zustände. Alle Eigenwert-
kurven zusammen bilden die elektronische Bandstruktur. Die zentrale Eigen-
schaft der Bandstruktur eines Halbleiters ist das Vorhandensein einer funda-
mentalen spektralen Lücke. Die Energiebänder unterhalb dieser Lücke werden
als Valenzbänder bezeichnet, die oberhalb als Leitungsbänder. Für die meisten
technologisch interessanten Materialien befindet sich das Maximum Ev der
Valenzbänder am Γ-Punkt, dem Mittelpunkt der Brillouin-Zone an der Stelle
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k = 0. Für direkte Halbleitermaterialien wie Galliumarsenid (GaAs) befindet
sich auch das Minimum der Leitungsbänder Ec am Γ-Punkt. Dagegen liegt
dieses für indirekte Halbleiter wie Silizium ausserhalb des Zonenzentrums.
Die Bandkanten Ec und Ev definieren die Bandlücke Eg = Ec − Ev eines
Halbleiters. Abbildung 2.2 zeigt ein schematisches Banddiagramm.

Im thermodynamischen Gleichgewicht besetzen die Ladungsträger die Zu-
stände in der Nähe der Bandkantenextrema. Dabei sind die Leitungsbän-
der von den sich im Kristall freibeweglichen Elektronen besetzt und die
Valenzband-Zustände sind von den positiv geladenen Löchern besetzt. Des-
halb ist es für viele Anwendungen auch ausreichend, die Beschreibung der
Bandstruktur auf die bandkantennahen Zustände zu beschränken.

Leitungsbänder

schwere Löcher

leichte Löcher

abgespaltene Bänder (Split-Off)

!so

Eg

E(k)

k

Bandlücke
indirekter

Halbleiter

Valenzbänder

Abbildung 2.2: Schema der Bandstruktur in einem direkten Halbleiter be-
stehend aus dem untersten Leitungsband und den obersten drei Valenzbän-
dern. Aufgrund der Kramers-Entartung (Spin-Entartung) ist jeder Zustand
zweifach entartet. In indirekten Halbleitern befindet sich das Leitungsbandmi-
nimum ausserhalb des Zonenzentrums k=0 wie durch die gestrichelte Linie
angedeutet. In diesem Fall können in Abhängigkeit von der Symmetrie des
Kristallgitters mehrere äquivalente Bandminima auftreten, z. B. Sechs bei
Silizium.
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2.1.2 Achtband kp-Hamiltonian für bandkantennahe
Zustände

Unter der Voraussetzung, dass die Blochfunktionen am Γ-Punkt uΓ
n(r) =

un(r; k = 0) ein vollständiges Orthonormalsystem bilden, kann man jede
Blochfunktion un(r; k) durch diese Lösungen darstellen:

un(r, k) =
∑

n′
cn′(k)uΓ

n′(r). (2.4)

Die ersten d bandkantennahen Zustände un mit den Indices n = 1, . . . , d bil-
den die Gruppe der Klasse-A Bänder. Alle übrigen Bänder bilden die Gruppe
der Klasse-B Bänder. Da diese Zustände am Γ-Punkt energetisch von der
Klasse-A entfernt sind, werden diese auch als die entfernten Bänder (remote
bands) bezeichnet. Von diesen wird angenommen, dass sie nur einen kleinen
Einfluss auf die bandkantennahen Zustände haben. Die typische Zahl von
Klasse-A Bändern ist 1,4,6 oder 8 Bänder [Kan82, Bas88, Chu95, Bah90,
MGO94]. Die Klasse-B Bänder befinden sich weit entfernt von den Band-
kanten Ec und Ev. Daher liefern diese nur einen kleinen Beitrag zu einem
Klasse-A Zustand un(r, k) in der Nähe des Zonenzentrums. Das legt die fol-
gende Approximation nahe:

un(r, k) ≈
d∑

n′=1
cn′(k)uΓ

n′(r), für n = 1, . . . , d. (2.5)

Berücksichtigt man die Effekte, die von dem Einfluss der Klasse-B Zustän-
de herrühren, störungstheoretisch mittels des Löwdin-Schemas, so erhält man
ein nichtlineares Eigenwertproblem zur Bestimmung der Koeffizienten cn′ der
Klasse-A Bänder, siehe [Kan66, Kan82]. Eine geeignete Linearisierung dieses
Problems in der Nähe der Bandkanten liefert dann den zugehörigen Hamil-
tonian.
Im Folgenden werden wir den Fall von 8 Klasse-A Bändern betrachten. Diese
bestehen aus dem untersten Leitungsband und den obersten 3 Valenzbän-
dern, alle jeweils zweifach entartet, siehe Abbildung 2.2. Für Materialien mit
Diamant- oder Zinkblende-Kristallstruktur wird der Raum der Klasse-A Bän-
der durch die Zustände S ↑, X ↑, Y ↑, Z ↑, S ↓, X ↓, Y ↓, Z ↓ aufgespannt,
wobei die Pfeile ↑ und ↓ jeweils die Spinrichtung (spin-up und spin-down)
anzeigen. Mit der Schreibweise nach [EW96] lautet der Hamiltonian

H8×8(k) =
(
K(k) + iGz + E Γ

Γ∗ K(k)− iGz + E

)

, (2.6)
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wobei die kp-Matrizen gegeben sind durch

K(k) =





Ak2 iP0kx iP0ky iP0kz
−iP0kx Lk2

x +M(k2
y + k2

z) Nkxky Nkxkz
−iP0ky Nkxky Lk2

y +M(k2
x + k2

z) Nkykz
−iP0kz Nkxkz Nkykz Lk2

z +M(k2
x + k2

y)



 ,

(2.7)

Gz = ∆so
3





0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 , Γ = ∆so
3





0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 −i
0 −1 i 0



 , (2.8)

E =





Eg 0 0 0
0 −∆so/3 0 0
0 0 −∆so/3 −0
0 0 0 −∆so/3



 . (2.9)

Da ihr Einfluss üblicher Weise vernachlässigt werden kann, sind diejenigen
Matrixelemente weggelassen worden, die den Einfluss einer möglicherwei-
se vorhandenen Abweichung von der Inversionssymmetrie des Kristallgit-
ters über das Potential Veff beschreiben und die, die den Einfluss der k-
abhängigen Spin-Bahn-Wechselwirkung beschreiben, siehe [Kan82, Bah90].
Die Parameter des Hamiltonian sind die (parabolische) Leistungsbandmasse
mc, die Luttinger-Parameter γL1 , γL2 , γL3 , die die Massen der leichten und der
schweren Löcher entlang verschiedener kristallographischer Richtungen be-
schreiben, die Größe der Bandlücke Eg, die Größe der Spin-Bahn-Aufspaltung
∆so und das Impulsmatrixelement P0. Mit diesen Parametern werden die Ko-
effizienten des kp-Hamiltonians in (2.7) wie folgt definiert

L = − !2

2m0
(γL1 + 4γL2 ) + P

2
0
Eg
,M = − !2

2m0
(γL1 − 2γL2 ), N = −6 !2

2m0
γL3 + P

2
0
Eg
,

(2.10)
A = !2

2m0
· m0
mc
− P 2

0
Eg + 2/3∆so
Eg(Eg + ∆so)

. (2.11)

P0 ist proportional zum Impulsmatrixelement zwischen den Leitungsband-
und Valenzband-Blochfunktionen S und X und definiert durch

P0
def= −i !

m0
〈S, pxX〉. (2.12)

Der Parameter P0 ist ein Maß für die Stärke der Kopplung zwischen den
Leitungsbändern und den Valenzbändern. Er ist auch als optisches Matrix-
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element bekannt, welches bei der Berechnung der Stärke von optischen Über-
gängen zwischen Valenz- und Leitungsbändern eine Rolle spielt. Es ist üblich,
das optische Matrixelement als Energieparameter anzugeben:

Ep = 2m0
!2 P

2
0 . (2.13)

Die Parameter Eg, ∆so, mc, γL1 , γL2 , γL3 und Ep können aus experimentell
bestimmbaren Eigenschaften des jeweiligen Halbleitervolumenmaterials ge-
wonnen werden. In diesem Sinne können kp-Hamiltonians als empirische
Modelle zur Beschreibung der Bandstruktur in der Nähe der Bandkanten
dienen. Es exisitiert eine umfangreiche Zusammenstellung [VMRM01] dieser
Bandstruktur-Parameter für die 12 wichtigsten III-V Verbindungshalbleiter
sowie für deren ternäre und quarternäre Legierungen.

In der Literatur sind auch vereinfachte kp-Hamiltonians gebräuchlich. Zu
diesen zählt insbesondere der Vierband-Luttinger-Kohn-Hamiltonian für die
schweren und leichten Löcher und Sechsband-Hamiltonians für die Valenz-
bänder [Bas88, Chu95, Car96]. Neben den kp-Hamiltonians für Materialien
mit Diamant- oder Zinkblende-Kristallgitter sind auch Modelle für Halblei-
termaterialien mit Wurtzit-Kristallstruktur wie z. B. Galliumnitrid einge-
führt worden [CC96].

2.1.3 Anomale Bandkrümmung

Die reziproken Massen A und L auf der Diagonale des kp-Hamiltonians (2.6)
hängen vom dem Verhältnis ζ = Ep/Eg ab. Für Werte ζ > ζkrit wechselt eine
der Massen ihr Vorzeichen. Für große Wellenvektoren k parallel zu einer der
Koordinatenachsen im k-Raum dominieren diese diagonalen k2-Terme das
Verhalten der Energiebänder. Das führt für ζ > ζkrit zur Ausbildung einer
anormalen Energiedispersion. So wird z. B. für A < 0 die Krümmung der
Leitungsbänder für große Wellenvektoren negativ, siehe Abbildung 2.5. Es
ist bekannt, dass dieses Verhalten der Bandstruktur zum Auftreten von Spu-
rious Solutions führen kann, wenn man die kp-Methode auf Heterostrukturen
anwendet, siehe Abschnitt 2.2.4 und [For97, MGO94, Sol03].
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2.1.4 Modifikation der Bandstruktur durch mechani-
sche Verspannung

Zieht man einen Volumenkristall auseinander oder presst man diesen zusam-
men, so entsteht durch die Verzerrung des Kristallgitters eine mechanische
Verspannung. Wird ein Halbleitermaterial mittels Epitaxiewachstum auf ei-
nem Substrat mit davon abweichender Gitterkonstante abgeschieden, z. B.
Indiumgalliumarsenid auf Galliumarsenid, so entsteht eine mechanische Ver-
spannung in der abgeschiedenen Schicht durch die Gitterfehlanpassung zwi-
schen den beiden Kristallgittern.
Zum Einen führt diese mechanische Verspannung zu einer Verschiebung der
Bandkanten Ec, Ev, woraus eine Änderung der Bandlücke resultiert. Zum An-
deren führt diese zu einer Aufspaltung der schweren und leichten Lochbänder
am Γ-Punkt. Zudem hat die mechanische Verspannung einen Einfluss auf die
Anisotropie des Effektivmassentensors und das Warping der Bandstruktur
[CC92]. Als Warping bezeichnet man die Winkelabhänigkeit der Energie im
k-Raum und damit das Abweichen der Isoenergieflächen von der Kugelform.
Den Einfluss der mechanischen Verspannung auf die Bandstruktur kann
man im Rahmen der kp-Methode durch Ergänzung des kp-Hamiltonians
um die vom Verzerrungstensor ε abhängige Pikus-Bir-Deformationswechsel-
wirkungsmatrix D(ε) gegeben durch Deformationspotentiale näherungsweise
berücksichtigen [CC92, EW96].

2.1.5 Mischkristallsysteme

Unsere bisherigen Überlegungen beziehen sich auf Elementhalbleiter wie Sili-
zium oder binäre Verbindungshalbleiter wie Galliumarsenid oder Indiumphos-
phid (InP), bei denen von einer idealen periodischen Anordnung der Ato-
me im Kristallgitter, beschrieben durch die Einheitszelle, ausgegangen wer-
den kann. Mischkristalle sind Legierungen binärer Verbindungshalbleiter. Sie
sind technologisch von besonderem Interesse, da sich durch gezieltes Legie-
ren Eigenschaften maßschneidern lassen. So kann in ternären Legierungen
wie In1−xGaxAs die Größe der Bandlücke zwischen den Werten der beiden
binären Bestandteile in Abhängigkeit vom Molenbruch x beliebig eingestellt
werden. In quarternären Materialsystemen wie In1−xGaxAsyP1−y kann in
gewissen Grenzen zusätzlich noch die Gitterkonstante und damit die me-
chanische Verspannung kontrolliert werden. Insbesondere lassen sich mittels
Epitaxieverfahren Schichten mit vorgegeben Molenbrüchen in hoher Quali-
tät herstellen. Streng genommen ist für diese Materialien unsere Arbeits-
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hypothese eines periodischen Kristallgitters verletzt. Trotzdem kann man
diese Materialien bis zu einem gewissen Grad mit ähnlichen Methoden un-
ter Benutzung der so genannten Virtual Crystal Approximation, d.h. eines
gedachten Ersatzkristalls, behandeln.

Im Rahmen der kp-Methode werden zur Beschreibung der Bandstruktur in
Mischkristallen die gleichen Hamiltonians benutzt wie die für die zugehö-
rigen binären Verbindungshalbleiter. Die Parameter des Mischkristalls wer-
den dabei durch Interpolation der Parameter seiner binären Bestandteile ge-
wonnen. Oft liefert eine lineare Interpolation in Abhängigkeit vom Molen-
bruch eine ausreichende Näherung. Für einige Parameter wie zum Beispiel
die Bandlücke Eg müssen für die Interpolation zusätzlich legierungsabhän-
gige Bowing-Parameter berücksichtigt werden. Alle dafür benötigten Daten
findet man zum Beispiel in [VMRM01]. Diese Bowing-Parameter können ins-
besondere durch Anpassung an experimentelle Daten gewonnen werden. Dies
unterstreicht nochmals die Bedeutung der kp-Hamiltonians zur empirischen
Bandstruktur-Modellierung.

2.2 Bandkantennahe Zustände in Halbleiter-
Quantenschichten

Bisher haben wir die Modellierung der Bandstruktur für Volumenmaterialien
mit kp-Hamiltonians diskutiert. Nun wollen wir diesen Ansatz auf Halbleiter-
Quantenschichten die so genannten Quantum-Wells (QW) und Mehrfach-
Quantenschichten die so genannten Multi-Quantum-Wells (MQW) (siehe Abb.
2.3) oder so genannte Doppelbarrieren-Strukturen ausdehnen [Sin93, Bas88,
Chu95]. Bei diesen Heterostrukturen ist die Translationsinvarianz verletzt
und das mikroskopische Potential Veff kann nicht mehr in alle Raumrich-
tungen als periodisch angenommen werden. Dennoch ist die Heterostruk-
tur ein kristalliner Festkörper und die Atome sind näherungsweise in einem
Bravis-Gitter angeordnet. Das mikroskopische Potential besteht aus zwei An-
teilen: einer oszillatorischen Komponente, die dem Potential der Ionenrümpfe
zugeordnet ist, und einer global schwach variierenden Komponente, die die
Zusammensetzung der Heterostruktur aus unterschiedlichen Volumenmate-
rialien wiederspiegelt, siehe Abb. 2.4.
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Abbildung 2.3: Schema einer SMQW Laserdiode des HHI, Berlin. Löcher
injiziert durch den p-Kontakt und Elektronen injiziert durch den n-Kontakt
rekombinieren in der optisch aktiven Zone. Die optisch aktive Zone besteht
aus sechs Quantenschichten (Quantum-Wells) und ist rechts vergrößert dar-
gestellt. Ec und Ev sind jeweils die Bandkantenprofile für die Elektronen und
Löcher. Die Lokalisierung der Elektronen und Löcher in den Quantenschich-
ten ist angedeutet.

2.2.1 Enveloppenfunktionsapproximation der Wellen-
funktion

Die offensichtliche Zweiskalen-Natur des mikroskopischen Potentials und der
zugehörigen mikroskopischen Wellenfunktion legt es nahe, dieses Problem als
Mehrskalen-Problem zu behandeln. Nach ersten heuristischen Ansätzen für
diese Fragestellung von Bastard [Bas88], wurden die ersten rigorosen Ansätze
durch Burt [Bur92, Bur94] unternommen, der gezeigt hat, dass es möglich
ist eine Theorie für den schwach variierenden Anteil der Wellenfunktion, der
Enveloppenfunktion, in Termen der atomistischen Skale herzuleiten. Dieser
Ansatz führt auf kp-Hamiltonians für die Enveloppenfunktionen.

Für Quantenschichten bleibt das Kristallgitter in den lateralen Raumrich-
tungen r‖ = (x, y), senkrecht zur Wachstumsrichtung z, periodisch. Die-
se Wahl des Koordinantensystems entspricht mittels Epitaxiewachstum auf
[001] orientierten Substraten abgeschiedenen Quantenschichten. Wie bei der
kp-Theorie für Volumenmaterialien approximieren wir die elektronischen Zu-
stände in der Quantenschicht durch die d gitterperiodischen Zonenzentrums-
Blochfunktionen uΓ

n(r), n = 1, . . . , d, der Klasse-A. Dazu ersetzen wird jedoch
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Abbildung 2.4: Schematische Darstellung des mikroskopischen Potentials und
der Approximation der atomistischen Wellenfunktion durch gitterperiodische
Blochfunktionen und schwach variirende Enveloppenfunktionen am Beispiel
einer zwischen zwei Barrieren eingeschlossenen Halbleiter-Quantenschicht.

die Koeffizienten cn aus (2.5) durch die Enveloppenfunktionen Fn(z; k‖), die
vom reduzierten Wellenvektor k‖ = (kx, ky) abhängen:

Ψ(r; k‖) = exp(ik‖r‖)
d∑

n=1
Fn(z; k‖)uΓ

n(r). (2.14)

Dieser Ansatz läßt sich auch auf zweidimensionale Nanostrukturen wie Quan-
tendrähte (Quantum Wires) und dreidimensionale Nanostrukturen wie Quan-
tenpunkte (Quantum Dots) übertragen.

2.2.2 kp-Schrödinger-Operatoren für Quantenschichten

Nach Burt [Bur92, Bur94, Bur98] ist der Vektor der Enveloppenfunktionen
F = (F1, . . . , Fd)T für einen gegebenen reduzierten Wellenvektor k‖ die Lö-
sung des Eigenwertproblems

H(k‖,−i
∂

∂z
)F (z; k‖) = E(k‖)F (z; k‖). (2.15)

(2.15) beschreibt eine zweidimensionale Schar räumlich eindimensionaler Ei-
genwertprobleme die vom Scharparameter k‖ abhängen. Diese liefert eine
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Beschreibung der In-plane-Bandstruktur der Quantenschicht. Beispiele dazu
finden sich in Kapitel 6.

In großer Entfernung zum Übergang zwischen den beiden Materialien stimmt
der Schrödinger-Operator H formal mit dem Volumen-Hamiltonian (mit der
Ersetzung kz → −i ∂∂z ) verschoben um die Valenzbandkante Ev überein
[Bur92, Bur94]. Deshalb geht der Bandkanten-Offset ∆Ev zwischen zwei Ma-
terialien als zusätzlicher Parameter ein. Der Bandkanten-Offset ist für viele
Materialübergänge verfügbar [VdW89, Kri91, VMRM01]. Zu seiner Berech-
nung wird häufig auch die so genannte Model Solid-Theorie verwendet, die
sich insbesondere zur Interpolation des Bandkanten-Offsets bei ternären oder
quarternären Mischkristallen eignet, siehe Anhang C. In der Übergangszone
zwischen zwei Materialien treten nichtlokale Effekte auf, die zu einer Kopp-
lung der Zustände entlang des Übergangs führen [Bur92, Bur94]. Eine Appro-
ximation dieser nichtlokalen Wechselwirkung durch Übergangsbedingungen
für die Enveloppenfunktionen ist für viele Anwendungen ausreichend.

Man muss sich allerdings bewusst sein, dass der Burt-Forman-Ansatz wesent-
lich auf der Annahme beruht, dass die gleichen Blochfunktionen in allen Ma-
terialschichten verwendet werden. Folglich hat das Impulsmatrixelement P0
für alle Materialien den selben Wert. Wie zu erwarten ist, variieren die experi-
mentell gemessenen Werte für P0 gegeben durch das optische Matrixelement
Ep (2.13) jedoch. Daher sind aufgrund der damit verbundenen Ortsabhänig-
keit von P0 zusätzliche Übergangsbedingungen für die Enveloppenfunktionen
notwendig.

Somit liegt folgende allgemeine Struktur des Schrödinger-Operators nahe:

• In jeder Materialschicht wird der Schrödinger-Operator von einem Vo-
lumenhamiltonian wie (2.6) abgeleitet. Daraus resultiert in jeder Ma-
terialschicht ein System gekoppelter Schrödingeroperatoren.

• An den Materialgrenzen wird die Stetigkeit der Enveloppenfunktionen
und des Stromvektors, siehe Bemerkung 3.10 auf Seite 35, gefordert.

• Wenn sich das optische Matrixelement Ep nur wenig zwischen den bei-
den Materialien unterscheidet, kann man einen durch geeignete Mit-
telung bestimmten Effektivwert verwenden. Ansonsten muss man die
Kopplung entlang der Materialgrenze zwischen den Enveloppenfunk-
tionen die zu den Blochfunktionen S zugeordnet sind und denen der
Blochfunktionen X,Y,Z zugeordneten mittels zusätzlicher Übergangs-
bedingungen definieren [For97, Bur98, PFFD01, RAE+02, MTPP05].
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Die bestehenden Modelle von diesem Typ lassen sich grob in zwei Klas-
sen einteilen, nämlich in die konventionellen und die nach Burt-Foreman.
Die konventionellen kp-Schrödingeroperatoren wurden aus den Volumen-
Hamiltonians durch die formale Ersetzung kz → −i ∂∂z gewonnen, siehe z. B.
[Bas88]. Dieser Ansatz muss ebenso durch Kopplungsbedingungen zwischen
den Enveloppen an der Materialgrenze ergänzt werden. Diese Übergangsbe-
dingungen wurden dabei mittels des so genannten Operator Orderings impli-
zit eingebaut. Unter Operator Ordering versteht man eine Ersetzungsregel
für Terme der Form Ak2

z und Akz. Für die Terme zweiter Ordnung wird das
BenDaniel-Duke Operator Ordering gegeben durch Ak2

zΨ → −∂z(A(z)∂zΨ)
anwendet. Für die Terme erster Ordnung wird die heuristische Symmetrie-
sierungsregel AkzΨ→ − i2 [A(z)∂zΨ + ∂z(A(z)Ψ)] benutzt [Bas88]. Die resul-
tierenden Übergangsbedingungen unterscheiden sich von denen nach Burt-
Foreman. Dies betrifft insbesondere das Operator Ordering der nichtdiago-
nalen Kopplungsterme, siehe z. B. [For93]. Für einen Vergleich der verschie-
denen Übergangsbedingungen siehe [For93, MGO94].

2.2.3 Lokalisierte Zustände in Quantenschichten

Eine Quantenschichtstruktur (Quantum Well) besteht im wesentlichen aus
drei Materialschichten: der eigentlichen Quantenschicht, die zwischen zwei
Barrieren eingebettet ist. Dabei sind das Quantenschichtmaterial und das
Barrierenmaterial so gewählt, dass die sich ergebenden Bandkantenprofile
Ev(z) und Ec(v) einen Potentialtrog sowohl für die Löcher als auch für die
Elektronen bilden, siehe Abbildung 2.3. Der gebildete Potentialtrog führt zu
einer Lokalisierung der Ladungsträger im Bereich der Quantenschicht. Die-
ser Effekt wird als Carrier Confinement bezeichnet. Daher werden Quanten-
schichten auch als Quantengräben oder Quantentröge bezeichnet. Ein wei-
teres zentrales Merkmal von Quantenschichten ist das Auftreten diskreter
Energieniveaus aufgrund der Längenquantisierung verursacht durch deren
geringer Dicke. Typische Dicken liegen im Bereich von 2− 20 nm. Durch die
Wiederholung von Quantenschichten entstehen Mehrfach-Quantenschichten
(Multi-Quantum-Wells), siehe Abbildung 2.3. Im Folgenden werden wir QW
als Abkürzung für Quantum-Wells, d.h. Einzelquantenschicht-Strukturen,
und MQW für Multi-Quantum-Wells verwenden.
Die Möglichkeit, Ladungsträger in Quantenschichten zu lokalisieren, wird in
MQW-Laserdioden gezielt ausgenutzt, um die Zustandsdichte und den opti-
schen Gewinn in der optisch aktiven Zone des Lasers zu erhöhen. Die loka-
lisierten Ladungsträger werden durch die gebundenen Zustände des zugehö-
rigen kp-Schrödingeroperators beschrieben. Diese sind durch den diskreten
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Teil des Spektrums charakterisiert. Die gebundenen Zustände fallen in den
Barrieren exponentiell ab. Deshalb kann man eine Finite Domain Approxima-
tion verwenden, bei der künstlich ein hinreichend großes Simulationsgebiet Ω
herausgeschnitten wird und homogene Dirichlet (Hard Wall) oder Neumann
(Soft Wall) Randbedingungen benutzt werden.

2.2.4 Spurious Solutions aufgrund anomaler Bandkrüm-
mung

Es ist bekannt [For97, Sol03], dass wenn das mit der Bandlücke Eg gewichtete
optische Matrixelement ζ = Ep/Eg einen kritischen Wert ζkrit überschreitet,
aufgrund der daraus resultierenden anomalen Bandkrümmung, siehe Kapi-
tel 2.1.3, unphysikalische Lösungen als Eigenfunktionen des kp-Schrödinger-
operators auftauchen. Diese werden als Spurious Solutions bezeichnet und
sind im Fourierraum um einen großen Wert von kz konzentriert, der typi-
scherweise außerhalb der ersten Brillouin-Zone liegt. Somit sind diese räum-
lich stark oszillierend obwohl deren Einhüllende der Form eines gebundenen
Zustandes in der Quantenschicht ähneln kann [Sol03]. Die Spurious Solutions
sind Artefakte des Modells und können das gesamte Spektrum verschmutzen
und sogar als Lösungen zu Energien in der Bandlücke auftreten [For97, Sol03].

Es gibt verschiedene Wege diese Schwierigkeiten zu überwinden. An dieser
Stelle wollen wir drei Vorschläge nennen, nämlich:

• Geeignetes Reskalieren der Valenz-Leitungsband-Kopplung zur Errei-
chung von ζ < ζkrit.

• Anpassen eines neuen Satzes von Volumen-Bandstruktur-Parametern
unter der Nebenbedingung ζ < ζkrit.

• Approximation der Eigenfunktionen in Funktionenräumen, die kz <
kkrit garantieren, wobei kkrit der kritische Wellenvektor ist, für den die
Krümmung der Bandstruktur ihr Vorzeichen wechselt.

Stier [Sti01] hat einen in diesem Sinne konformen Bandstruktur-Parametersatz
durch Anfitten des Hamiltonian an die reale Bandstruktur auf einem größe-
ren Teil der Brillouin-Zone (≈ 20%) als des üblicher Weise benutzten Zo-
nenzentrums bestimmt. Diese Effektivparameter erfüllen die in Vorausset-
zung 3.2 in Kapitel 3.1 geforderten Bedingungen, die sicherstellen, dass keine
Bandlücken-Lösungen auftreten.
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Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Krümmung der Energiebänder
in Abhängigkeit vom Verhältnis ζ = Ep/Eg. Für den Fall ζ > ζkrit wechselt
die Krümmung für große Wellenvektoren k ihr Vorzeichen und wird somit
anomal. Im Falle von Heterostrukturen führt dieses Verhalten zu einer Ver-
schmutzung des Spektrums durch unphysikalische Lösungen, die als Spurious
Solutions bezeichnet werden. Diese können sogar als Lösungen zu Energien
in der Bandlücke auftreten.

Wir haben einen konformen Parametersatz durch Reskalierung erhalten, sie-
he Kapitel 5.6.
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Kapitel 3

Analysis

Dieses Kapitel definiert die kp-Schrödingeroperatoren mathematisch als Ope-
ratoren zwischen den Sobolev-Räumen W 1,2

0 und W−1,2
0 . Auf dieser Formu-

lierung aufbauend, werden deren Eigenschaften eingehend untersucht.

3.1 Formulierung des Problems

Ziel dieses Abschnitts ist es, den kp-Schrödingeroperator mathematisch prä-
zise als Operator zwischen geeigneten Funktionenräumen zu definieren. Dies
wird für die einzelnen Anteile des Operators getrennt geschehen, da wir im
Folgenden die resultierenden Operatoren in ihrer Relation zueinander unter-
suchen wollen.

Mit L2 bezeichnen wir den Raum der quadratintegrablen Funktionen auf dem
endlichen Intervall Ω =( x0, xL+1) mit Funktionswerten in Cd, ausgestattet
mit der Standardnorm. Dieses Intervall beschreibt das in Abschnitt 2.2.3
diskutierte Simulationsgebiet.

MitW 1,2
0 (Ω; Cd) oder kurzW 1,2

0 bezeichnen wir den Sobolev-Raum der Funk-
tionen auf dem Intervall Ω mit Funktionswerten in Cd, die eine quadratin-
tegrable (verallgemeinerte) Ableitung besitzen und an beiden Enden des In-
tervalls homogene Dirichlet Randbedingungen erfüllen. Wir betrachten W 1,2

0
ausgestattet mit der Norm

‖ψ‖W 1,2
0

=
√∫

Ω

∥∥∥∥
dψ

dx
(x)
∥∥∥∥

2

Cd
dx, (3.1)
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wobei mit 〈·, ·〉Cd die kanonische Bilinearform auf Cd bezeichnet wird und
mit ‖ · ‖Cd deren zugeordnete Norm. Mit W−1,2

0 bezeichnen wir den Dual-
raum von W 1,2

0 , d. h. den Raum der Antilinearformen auf W 1,2
0 . Mit 〈·, ·〉 :=

〈·, ·〉W−1,2
0 ,W 1,2

0
bezeichnen wir die duale Paarung beider Räume, die das Ska-

larprodukt auf L2 erweitert, vgl. z. B. [Ber78]. Für die L2–Norm sowie die
Norm (3.1) zusammen mit der induzierten Norm auf W−1,2

0 gilt die folgende
Interpolationsungleichung:

‖ψ‖L2 ≤ ‖ψ‖
1
2
W 1,2

0
‖ψ‖

1
2
W−1,2

0
. (3.2)

B(X ,Y) bezeichnet den Banachraum der beschränkten linearen Operatoren,
die den Banachraum X in den Banachraum Y abbilden. Seine induzierte
Norm ist definiert durch

‖A‖B(X ,Y) = sup
X ∈ X , ‖X‖X = 1

‖AX‖Y .

Für B(X ,X ) verwenden wir als Kurzform B(X ). Falls X ein separabler Ba-
nachraum ist, dann bezeichnen wir mit L∞(Ω,X ) den Raum der Lebesque-
meßbaren, wesentlich beschränkten Funktionen mit Funktionswerten in X
ausgestattet mit der Norm

‖f‖L∞(Ω,X ) = ess sup
x∈Ω

‖f(x)‖X .

Die Koeffizienten des Schrödingeroperators haben die folgenden Eigenschaf-
ten:

Voraussetzung 3.1. Alle Koeffizienten sind wesentlich beschränkte Funk-
tionen, d. h.

mj ∈ L∞(Ω,R), ej ∈ L∞(Ω,R), j = 1, . . . , d,

Mα ∈ L∞(Ω;B(Cd)), α ∈ {0, 1, 2},
Uα ∈ L∞(Ω;B(Cd)), α ∈ {1, 2},
Uαβ ∈ L∞(Ω;B(Cd)), α, β ∈ {1, 2},
v ∈ L∞(Ω;B(Cd)).
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Voraussetzung 3.2. Die Menge der Bandindices ist eine disjunkte Verei-
nigung {1, . . . , d} = D+ ∪D− der Leitungs- und Valenzbänder, d. h.

min
j∈D+

ess inf
x∈Ω
mj(x) > 0, max

j∈D−
ess sup
x∈Ω

mj(x) < 0,

min
j∈D+

ess inf
x∈Ω
ej(x) > 0, max

j∈D−
ess sup
x∈Ω

ej(x) < 0.

D+ oder D− können leer sein.

Voraussetzung 3.3. Für fast alle x ∈ Ω und alle α, β ∈ {1, 2} sind die
Operatoren Uα(x), Uαβ(x), und v(x) selbstadjungiert über Cd.

Voraussetzung 3.4. Es gibt eine endliche, disjunkte Zerlegung

x0 < x1 < . . . < xL < xL+1 (3.3)

des Intervalls Ω =( x0, xL+1), so dass die Funktionen mj, j = 1, . . . , d, und
Mα, α = 0, 1, 2, jeweils genau einen Wert m̂j,l und M̂α,l auf jedem der Teil-
intervalle [xl, xl+1) annehmen.

Für kp-Schrödingeroperatoren, die sowohl Valenz- als auch Leitungsbänder
beschreiben, haben die Indexmengen D+ und D− eine physikalische Bedeu-
tung: bei den Indices aus D− zugeordneten Klasse-A Bändern handelt es
sich um Valenzbänder und bei denen aus D+ um Leitungsbänder. Die Vor-
aussetzung 3.2 bedeutet in diesem Fall, dass das Maximum der effektiven
Valenzbandkanten strikt negativ und das Minimum der effektiven Leitungs-
bandkanten strikt positiv ist. Idealerweise befindet sich die Mitte der effek-
tiven Bandlücke der Quantenschicht am Nullpunkt.

Definition 3.5. Wir definieren die verschiedenen Teile des kp-Schrödinger-
operators als Operatoren von W 1,2

0 nach W−1,2
0 , d. h. im Sinne von Formen.

Wir beginnen mit dem Differentialoperator zweiter Ordnung

〈Hϕ,ψ〉 =
d∑

j=1

∫

Ω
mj
dϕj
dx

dψj
dx
dx. (3.4)

Die Differentialoperatoren erster Ordnung definieren wir als

〈Aαϕ, ψ〉 =
∫

Ω

〈
Mα(x)

dϕ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd

+
〈
M∗α(x)ϕ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx, α = 0, 1, 2, (3.5)
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und die Differentialoperatoren nullter Ordnung als

〈Bα ϕ, ψ〉 =
∫

Ω

〈
Uα(x)ϕ(x), ψ(x)

〉

Cd
dx, α = 1, 2, (3.6)

〈Bαβ ϕ, ψ〉 =
∫

Ω

〈
Uαβ(x)ϕ(x), ψ(x)

〉

Cd
dx, α, β = 1, 2, (3.7)

〈V ϕ, ψ〉 =
d∑

j=1

∫

Ω

〈
v(x)ϕ(x), ψ(x)

〉

Cd
dx, (3.8)

〈Eϕ,ψ〉 =
d∑

j=1

∫

Ω
ej ϕj(x)ψj(x) dx, (3.9)

wobei die Funktionen ϕ und ψ aus W 1,2
0 sind. Der kp-Schrödingeroperator ist

definiert durch

Hk = H + Tk, (3.10a)
Tk = A0 +

∑

α=1,2
kαAα +

∑

α=1,2
kαBα +

∑

α,β=1,2
kα kβ Bαβ + V + E, (3.10b)

wobei k = (k1, k2) ∈ C2 der reduzierte Wellenvektor ist.

Die Terme in (3.10) können physikalisch interpretiert werden:

• E repräsentiert die Basisenergien der beteiligten Klasse-A-Bänder und
ggf. Anteile der Confinement-Potentiale, die durch die Heterostruktur
gegeben sind.

• V beinhaltet ggf. weitere Confinement-Potentiale, den Einfluss von
mechanischer Verspannung der Materialien und ggf. die Spin-Bahn-
Wechselwirkung, vgl. z. B. Anhang A.1 oder Kapitel 5.3.

• Die Operatoren

A0 +
∑

α=1,2
kαBα und H +

∑

α=1,2
kαAα +

∑

α,β=1,2
kα kβ Bαβ

beschreiben jeweils die kp-Wechselwirkungen erster und zweiter Ord-
nung. Sie repräsentieren, z. B. im Achtband-Modell für Materialien mit
Diamant- oder Zinkblende-Kristallstruktur, jeweils die Interband- und
Intrabandkopplung.
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In Abschnitt 3.3 werden wir allgemeine Eigenschaften der Operatorfamilie
{Hk}k∈C2 beweisen. Insbesondere sagt Theorem 3.8 aus, dass die spektra-
len Eigenschaften von {Hk} analytisch von k abhängen. Auf W−1,2

0 sind
die Operatoren Hk nicht selbstadjungiert. Jedoch ist für k ∈ R2 die Ein-
schränkung Hk|L2 ein selbstadjungierter Operator auf L2, vgl. Theorem 3.9.
Leider verhalten sich die Operatoren Hk im L2-Kontext wesentlich irregu-
lärer als über W−1,2

0 . Insbesondere hängt der Definitionsbereich von Hk|L2

im Allgemeinen von k ab, vgl. Theorem 3.9 und Theorem 3.11. Aussagen
zur Abhängigkeit der spektralen Eigenschaften von k in dieser Situation fin-
den sich in Theorem 3.12. Zudem kann man mit Hilfe der Voraussetzungen
3.16 und 3.17 bzw. 3.16 und 3.22 jeweils quantitative Abschätzungen für die
spektrale Lücke in den Daten des Problems gewinnen, vgl. Theorem 3.18
und Theorem 3.24. Abschnitt 3.6 befasst sich mit einer Regularisierung der
kp-Schrödingeroperatoren, für die die globale Existenz der Eigenwertkurven
bewiesen werden kann, wobei asymptotisch die spektralen Eigenschaften der
Hk|L2 erhalten bleiben, vgl. Theorem 3.32.

3.2 Der Konjugationsoperator Θ

Zentrales Mittel für die Untersuchung der Spektraleigenschaften ist die Auf-
spaltung des im allgemeinen indefiniten kp-Schrödingeroperators (3.10) in
einen von k unabhängigen Hauptteil H, der bei Null eine spektrale Lücke
aufweist, und die Bandwechselwirkungen Tk. Durch Spiegelung des Haupteils
H an der Mitte der Bandlücke erhält man einen elliptischen Operator. Dazu
führen wir auf Cd den Konjugationsoperator Θ̃ ein:

Θ̃(c1, . . . , cd) = (r1 c1, . . . , rd cd), rj =




1 für j ∈ D+,
−1 für j ∈ D−.

(3.11)

Dieser induziert den Konjugationsoperator Θ : W−1,2
0 −→ W−1,2

0 . Die Ein-
schränkungen von Θ auf L2 und W 1,2

0 bezeichnen wir ebenfalls mit Θ. Einige
Eigenschaften von Θ, die sich einfach nachrechnen lassen, sind:

i) Θ ist auf jedem der Räume W 1,2
0 , L2 und W−1,2

0 eine idempotente Iso-
metrie.

ii) Für alle ψ ∈ W−1,2
0 und ϕ ∈ W 1,2

0 gilt

〈Θψ, ϕ〉 = 〈ψ,Θϕ〉.
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Insbesondere ist Θ auf L2 die Differenz zweier Orthogonalprojektionen
und deshalb selbstadjungiert.

iii) Θ kommutiert mit den Operatoren H und E aus Definition 3.5.

Für D− = ∅ ist Θ̃ der Identitätsoperator auf Cd und die induzierten Ope-
ratoren Θ sind dann die Identitätsoperatoren auf W−1,2

0 , L2 und W 1,2
0 . Wir

führen für diese Identitätsoperatoren keine besondere Notation ein, sondern
schreiben dann W−1,2

0
, L2 und W 1,2

0
.

Mit Hilfe des Konjugationsoperators können wir den kp-Schrödingeroperator
Hk (3.10) folgendermaßen in seine Interband- und Intraband-Anteile zerlegen

Hk = Hk,inter +Hk,intra (3.12)

mit

Hk,inter = 1
2
(
Hk −ΘHkΘ

)
und Hk,intra = 1

2
(
Hk + ΘHkΘ

)
. (3.13)

3.3 Allgemeine Eigenschaften von
kp–Schrödingeroperatoren

Im Allgemeinen werden wir die kp–Schrödingeroperatoren und deren Teile
im Hilbertraum W−1,2

0 betrachten. Als erstes stellen wir zwei Lemmata vor
und beweisen diese mit Methoden, mit denen viele unserer Resultate zu den
kp-Schrödingeroperatoren bewiesen werden können.

Lemma 3.6. Für jedes ξ ∈ R liefert der Operator H+iξ einen topologischen
Isomorphismus zwischen W 1,2

0 und W−1,2
0 , oder mit anderen Worten, W 1,2

0
ist der Definitionsbereich von H + iξ. H hat eine kompakte Resolvente in
B(W−1,2

0 ,W−1,2
0 ) und deshalb ein reines Punktspektrum, vgl. Kato [Kat84,

III.6.29]. Zudem gelten die Abschätzungen

sup
ξ∈R
‖H(H + iξ)−1‖B(W−1,2

0 ,W−1,2
0 ) ≤

max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

< ∞, (3.14)
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und

‖(H + iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W−1,2

0 )

≤ 1
|ξ|

(

1 +
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

)

, 0 0= ξ ∈ R. (3.15)

Beweis. Betrachten wir die dem Operator Θ(H + iξ) zugeordnete quadrati-
sche Form

ψ 1−→ 〈Θ(H + iξ)ψ, ψ〉 =
d∑

j=1

∫

Ω
|mj|

∣∣∣∣
dψj
dx

∣∣∣∣
2
dx + iξ〈Θψ, ψ〉L2 . (3.16)

Für diese Form erhält man als Abschätzung von unten

|〈Θ(H + iξ)ψ, ψ〉| ≥ ‖ψ‖2
W 1,2

0
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|.

Das impliziert, dass die Form W 1,2
0 –elliptisch ist und ihre Elliptizitätskon-

stante nicht kleiner als min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)| ist. Daraus folgt nach dem Lax–

Milgram Lemma die Surjektivität von Θ(H + iξ) und es gilt die folgende
Abschätzung für die Resolvente entlang der imaginären Achse:

‖(H + iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 ) = ‖Θ(H + iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 )

≤ 1
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

. (3.17)

Das beweist, dass (H + iξ) : W 1,2
0 → W

−1,2
0 ein topologischer Isomorphismus

ist.

Die Einbettungen W 1,2
0 ↪→ L2 und L2 ↪→ W−1,2

0 sind jeweils kompakt. Da-
mit existiert eine kompakte Einbettung von W 1,2

0 in W−1,2
0 . Daraus folgt die

Kompaktheit der Resolvente von H in B(W−1,2
0 ,W−1,2

0 ).

Die Abschätzung (3.14) folgert man durch Kombination der Abschätzung für
die Resolvente (3.17) mit der Ungleichung

‖H‖B(W 1,2
0 ,W

−1,2
0 ) ≤ max

j=1,...,d
ess sup
x∈Ω

|mj(x)|. (3.18)
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(3.15) erhält man aus (3.14) und der Abschätzung

‖(H + iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W−1,2

0 ) = 1
|ξ|‖iξ(H + iξ)−1‖B(W−1,2

0 ,W−1,2
0 )

≤ 1
|ξ|

(
1 + ‖H(H + iξ)−1‖B(W−1,2

0 ,W−1,2
0 )

)
.

Lemma 3.7. Die Operatoren Aα, α ∈ {0, 1, 2}, Bα, Bαβ, α, β ∈ {1, 2}, V
und E (vgl. Definition 3.5) in W−1,2

0 sind relativ beschränkt bezüglich H und
ihre Relativschranken sind Null.

Beweis. Wir beginnen mit den Operatoren erster Ordnung. Sei ϕ ein belie-
biges Element aus W 1,2

0 , dem Definitionsbereich von H:

‖Aαϕ‖W−1,2
0

= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1
|〈Aαϕ, ψ〉|

= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∣∣∣∣∣

∫

Ω

〈
Mα(x)

dϕ

dx
(x) , ψ(x)

〉

Cd
dx

+
∫

Ω

〈
M∗α(x)ϕ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

∣∣∣∣∣. (3.19)

Wenn M̂α,l den konstanten Wert der FunktionMα auf dem Intervall [xl, xl+1)
(vgl. Voraussetzung 3.4) bezeichnet, dann können wir das erste Integral mit-
tels partieller Integration folgendermaßen umschreiben:
∫

Ω

〈
Mα(x)

dϕ

dx
(x) , ψ(x)

〉

Cd
dx

= −
∫

Ω

〈
Mα(x)ϕ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

+
L∑

l=1

〈(
M̂α,l−1 − M̂α,l

)
ϕ(xl) , ψ(xl)

〉

Cd
.

28



Daraus folgt, dass die rechte Seite von (3.19) nicht größer ist als

sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∣∣∣∣
∫

Ω

〈(
M∗α(x)−Mα(x)

)
ϕ(x) , dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx
∣∣∣∣

+ sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∣∣∣∣
L∑

l=1

〈(
M̂α,l−1 − M̂α,l

)
ϕ(xl) , ψ(xl)

〉

Cd

∣∣∣∣. (3.20)

Der erste Term kann mittels der Interpolationsungleichung (3.2) folgender-
maßen weiter abgeschätzt werden:

sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∣∣∣∣
∫

Ω

〈(
M∗α(x)−Mα(x)

)
ϕ(x) , dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx
∣∣∣∣

≤ 2‖Mα‖L∞(Ω;B(Cd)) ‖ϕ‖L2

≤ 2‖Mα‖L∞(Ω;B(Cd)) ‖ϕ‖
1
2
W 1,2

0
‖ϕ‖

1
2
W−1,2

0
. (3.21)

Unter Benutzung von (3.17) erhält man die Abschätzung

‖ϕ‖
1
2
W 1,2

0
≤
√√√√

1
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖Hϕ‖
1
2
W−1,2

0
. (3.22)

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung können wir nun die rechte Seite von
(3.21) für alle δ > 0 nach oben abschätzen durch

δ ‖Hϕ‖W−1,2
0

+ 1
δ

‖Mα‖2L∞(Ω;B(Cd))
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ϕ‖W−1,2
0
.

Sei mit C(Ω; Cd) der Raum der Cd–wertigen, stetigen Funktionen über Ω
bezeichnet. Elementare Rechnungen zeigen, dass die Einbettungskonstante
vonW 1,2

0 nach C(Ω; Cd) die Zahl
√
|Ω|
2 nicht überschreitet. Unter Verwendung

dieser Eigenschaft lässt sich nachvollziehen, dass der zweite Term von (3.20)
nicht größer ist als

L∑

l=1
‖M̂α,l−1 − M̂α,l‖B(Cd) ‖ϕ‖C(Ω;Cd) sup

‖ψ‖
W

1,2
0

=1
‖ψ‖C([0,x̂];Cd)

≤
√
|Ω|
2 ‖ϕ‖C(Ω;Cd)

L∑

l=1
‖M̂α,l−1 − M̂α,l‖B(Cd). (3.23)
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Mit Hilfe der Abschätzung

‖ϕ‖C(Ω;Cd) ≤
√

2 ‖ϕ‖
1
2
W 1,2

0
‖ϕ‖

1
2
L2

und der Interpolationsungleichung (3.2) zur Abschätzung der L2-Norm kön-
nen wir die linke Seite von (3.23) weiter abschätzen und erfahren auf diese
Weise, dass der zweite Term in (3.20) nicht größer ist als

|Ω| 12 ‖ϕ‖
3
4
W 1,2

0
‖ϕ‖

1
4
W−1,2

0

L∑

l=1
‖M̂α,l−1 − M̂α,l‖B(Cd)

≤ |Ω| 12 min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|−

3
4 ‖Hϕ‖

3
4
W−1,2

0
‖ϕ‖

1
4
W−1,2

0

L∑

l=1
‖M̂α,l−1 − M̂α,l‖B(Cd)

≤ 3
4 δ ‖Hϕ‖W−1,2

0
+ |Ω|

2

4 δ3

(∑L
l=1 ‖M̂α,l−1 − M̂α,l)‖B(Cd)

)4

(
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

)3 ‖ϕ‖W−1,2
0
,

für alle δ > 0, (Youngsche Ungleichung). Also haben wir bewiesen, dass die
Operatorteile erster Ordnung Aα von Hk relativ beschränkt sind bezüglich
des Operatorteils zweiter Ordnung H und dass die zugehörigen Konstanten
beliebig klein gewählt werden können.

Jetzt zeigen wir das Gleiche für die Anteile nullter Ordnung von Hk:

‖Bαϕ‖W−1,2
0

= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1
|〈Bαϕ, ψ〉|

= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∣∣∣∣
∫

Ω
〈Uα(x)ϕ(x) , ψ(x)〉Cd dx

∣∣∣∣

≤ ‖Uα‖L∞(Ω;B(Cd)) ‖ϕ‖L2 sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1
‖ψ‖L2 . (3.24)

Die Einbettungskonstante vonW 1,2
0 nach L2 ist gleich |Ω|/π. Daher kann man

den letzten Faktor in (3.24) mit dieser Zahl abschätzen. Unter Benutzung der
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Interpolationsungleichung (3.2), der Abschätzung (3.22) und der Youngschen
Ungleichung kann (3.24) folgendermaßen weiter abgeschätzt werden:

≤ |Ω|
π
‖Uα‖L∞(Ω;B(Cd)) ‖ϕ‖

1
2
W 1,2

0
‖ϕ‖

1
2
W−1,2

0

≤ |Ω|
π
‖Uα‖L∞(Ω;B(Cd))

√√√√
1

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖Hϕ‖
1
2
W−1,2

0
‖ϕ‖

1
2
W−1,2

0

≤ δ

2 ‖Hϕ‖W−1,2
0

+ |Ω|
2

2π2δ

‖Uα‖2L∞(Ω;B(Cd))
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ϕ‖W−1,2
0
,

wobei δ eine beliebige positive Zahl ist. Auf die gleiche Weise zeigt man

‖Bαβ ϕ‖W−1,2
0

≤ δ

2‖Hϕ‖W−1,2
0

+ |Ω|2

2π2δ

‖Uαβ‖2L∞(Ω;B(Cd))
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ϕ‖W−1,2
0
,

‖V ϕ‖W−1,2
0

≤ δ

2‖Hϕ‖W−1,2
0

+ |Ω|2

2π2δ

‖v‖2L∞(Ω;B(Cd))
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ϕ‖W−1,2
0

und

‖Eϕ‖W−1,2
0

≤ δ

2‖Hϕ‖W−1,2
0

+ |Ω|2

2π2δ

(
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|ej|
)2

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ϕ‖W−1,2
0
.

Auf Grundlage dieser Lemmata können wir jetzt folgende Aussagen über den
kp-Schrödingeroperator (3.10a) aus Definition 3.5 beweisen:
Theorem 3.8. i) Für jedes k ∈ C2 hat der Operator Hk aus Definition 3.5
den gleichen Definitionsbereich wie H, nämlich W 1,2

0 , und alle diese Opera-
toren von W 1,2

0 nach W−1,2
0 sind beschränkt.

ii) Für alle ψ ∈ W 1,2
0 ist die Abbildung

C2 4 k 1−→ Hkψ

analytisch. Deshalb ist für jede eindimensionale komplexe analytische Unter-
mannigfaltigkeit S aus C2 die Operatorfamilie {Hk}{k∈S} eine holomorphe
Operatorfamilie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VII.2].
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iii) Sei für festes k ∈ C2 und für

b <
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|

eine Konstante a = a(k, b) gegeben, so dass für alle ψ ∈ W 1,2
0 = dom(H)

gilt:
‖Tkψ‖W−1,2

0
≤ a ‖ψ‖W−1,2

0
+ b ‖Hψ‖W−1,2

0
.

(Nach Lemma 3.7 existiert ein solches a für jedes positive b.) Wenn ξ ∈ R

|ξ| >

a

(

1 +
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

)

1− b
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

(3.25)

erfüllt, dann gehört iξ zur Resolventenmenge von Hk.

Zudem ist die Resolvente von Hk kompakt. Infolgedessen, vgl. Kato [Kat84,
III.6.29], besteht das Spektrum von Hk nur aus höchstens abzählbar vielen Ei-
genwerten mit endlicher Vielfachheit, welche keinen Häufungspunkt im End-
lichen besitzen.

Beweis. (i) Die erste Aussage folgt aus Lemma 3.7 und einem wohlbekann-
ten Störungstheorem für relativ beschränkte Operatoren, vgl. Kato [Kat84,
IV.1.1].

(ii) Es ist ausreichend zu beweisen, dass für alle kα ∈ C und für alle ψ ∈ W 1,2
0

die beiden Abbildungen

C 4 kβ 1−→ H(kα,kβ)ψ und C 4 kβ 1−→ H(kβ ,kα)ψ (3.26)

schwach analytisch inW−1,2
0 sind. Das impliziert nach Kato [Kat84, III.1.37],

dass die Abbildungen sogar stark analytisch sind. Nun liefert Hartog’s Theo-
rem [Hör66, 2.2.8] die Analytizität der Abbildungen k 1→ Hkψ.

Die schwache Analytizität der in (3.26) eingeführten Abbildungen folgt direkt
aus der Definition 3.5 der Operatorfamilie Hk.
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(iii) Die Bedingung (3.25) ist äquivalent zu der Ungleichung

a

|ξ|



1 +
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|



+ b
max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

< 1.

Aus den Abschätzungen (3.14) und (3.15) folgt, dass für alle ξ ∈ R, die der
Bedingung (3.25) genügen, die Ungleichung

a ‖(H − iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W−1,2

0 ) + b ‖H(H − iξ)−1‖B(W−1,2
0 ,W−1,2

0 ) < 1

gilt. Nun folgen die Behauptungen aus einen wohlbekannten Stabilitätstheo-
rem, vgl. Kato [Kat84, IV.3.17].

Theorem 3.8 sagt insbesondere aus, dass die Spektraleigenschaften des Ope-
rators Hk in der Tat analytisch von k abhängen, oder mit anderen Worten,
die Theoreme 1.7, 1.8, 1.9 aus [Kat84, VII.1] sind auf unsere Situation an-
wendbar.
Nun betrachten wir die Einschränkung des Operators Hk auf den Raum L2.

Theorem 3.9. i) Für jeden Vektor k = (k1, k2) ∈ R2 ist der Operator Hk|L2

selbstadjungiert und hat eine kompakte Resolvente. Infolgedessen existiert ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen in L2.
ii) Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Voraussetzung 3.4 kann der
Definitionsbereich von Hk|L2 wie folgt beschrieben werden:

dom(Hk|L2) =W 1,2
0 ∩

{

ϕ

∣∣∣∣∣ ϕ|(xl,xl+1) ∈ W 2,2((xl, xl+1)) für l = 0, . . . , L,

m̂l lim
x→xl
x>xl

dϕ

dx
(x)− m̂l−1 lim

x→xl
x<xl

dϕ

dx
(x) +

(
M̂∗0,l − M̂∗0,l−1

)
ϕ(xl)

+
∑

α=1,2
kα
(
M̂∗α,l − M̂∗α,l−1

)
ϕ(xl) = 0, für l = 1, . . . , L

}

. (3.27)

iii) Das Spektrum von Hk|L2 ist das Gleiche wie das von Hk. Somit hängt
dieses lokal analytisch von k ab, wie in Theorem 3.8 angegeben.
iv) Die Resolvente von Hk|L2 ist nuklear.
v) Für jedes k ∈ C2 ist die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte höch-
stens d. Falls k aus R2 ist, stimmt die geometrische mit der algebraischen
Vielfachheit der Eigenwerte überein.
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Beweis. (i) Aus Punkt iii) von Theorem 3.8 folgt die Existenz einer reellen
Zahl δ = δ(k), so dass

(Hk + iδ) : W 1,2
0 −→W

−1,2
0 (3.28)

ein topologischer Isomorphismus ist. Die Einschränkung von Hk + iδ auf L2

bleibt eine Surjektion. Aus dieser Eigenschaft und der Symmetrie von Hk|L2

für k ∈ R2 folgt die behauptete Selbstadjungiertheit von Hk|L2 , vgl. [AG81,
IV.46 Satz 2]. Die Kompaktheit der Resolvente folgt aus der Isomorphie der
Abbildung (3.28) und der Kompaktheit der Einbettung W 1,2

0 ↪→ L2. Die
Existenz einer Orthonormalbasis in L2 folgt aus einem klassischen Struktur-
theorem für kompakte, selbstadjungierte Operatoren [AG81, V.61].

(ii) ϕ ∈ W 2,2((xl, xl+1)) impliziert die Hölderstetigkeit der Ableitung dϕdx ∈
Cγ([xl, xl+1]), γ < 1/2, vgl. [EG92, Kap. 4.5,Th. 3]. Somit existieren die
in (3.27) vorkommenden Grenzwerte. Die Behauptung folgt durch partielle
Integration im distributionellen Sinne.

(iii) Spektralpunkte von Hk und Hk|L2 müssen Eigenwerte sein. Zudem ist
jede Eigenfunktion von Hk auch Eigenfunktion für Hk|L2 und damit aus L2.

(iv) Wenn λ ein Punkt aus der Resolventenmenge von Hk|L2 ist, dann ist
‖(Hk − λ)−1‖B(W−1,2

0 ,W 1,2
0 ) endlich, vgl. Theorem 3.8 und Punkt (iii) des ge-

genwärtigen Theorems. Seien mit (W 1,2
0 ↪→L2) und (L2↪→W−1,2

0 ) die Einbet-
tungsoperatoren bezeichnet, und ‖ ·‖ 1 und ‖ ·‖ 2 jeweils die nukleare bzw. die
Hilbert–Schmidt–Norm. Dann können wir die Nuklearnorm der Resolvente
folgendermaßen abschätzen:

‖(Hk − λ)−1‖1
≤ ‖ (W 1,2

0 ↪→L2)‖2 ‖(Hk − λ)−1‖B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 ) ‖ (L2↪→W−1,2
0 )‖2 <∞. (3.29)

Man beachte dabei, dass (W 1,2
0 ↪→L2) und (L2↪→W−1,2

0 ) = ∗
(W 1,2

0 ↪→L2) Hilbert–
Schmidt–Operatoren sind, vgl. [Ber78, I Th. 3.2].

(v) Sei λ ein beliebiger Eigenwert des Operators Hk|L2 und seien ψ1, . . . , ψd+1
die zu λ zugehörigen Eigenfunktionen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass
diese Eigenfunktionen linear abhängig sind. Zu diesem Zweck schreiben wir
jede der Gleichungen

(Hk − λ)ψj = 0, j = 1, . . . , d+ 1

in der üblichen Weise als System erster Ordnung um. Da die d + 1 Vekto-
ren der Anfangswerte

(
x0,
dψ1
dx (x0)

)
, . . . ,

(
x0,
dψd+1
dx (x0)

)
aus C2d für dieses
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System linear abhängig sein müssen, genügen sie einer linearen Relation. Es
ist bekannt [Naj68, §6.3], dass die C2d–wertigen Funktionen

(
ψ1,

dψ1
dx

)
, . . . ,

(
ψd+1,

dψd+1
dx

)
auf dem gesamten Intervall (x0, x1] derselben linearen Relation

genügen und dass insbesondere diese Relation für die Vektoren
(
ψ1(x1), lim

x→x1
x<x1

dψ1
dx

(x)
)
, . . . ,

(
ψd+1(x1), lim

x→x1
x<x1

dψd+1
dx

(x)
)

gilt. Nun kann man zeigen, dass die den Definitionsbereich beschreibenden
Übergangsbedingungen (3.27) zur Folge haben, dass diese lineare Relation
auch für den Anfangsvektor des nächsten Intervalls [x1, x2) gilt. Dieses Ar-
gument lässt sich für die restlichen Teilintervalle wiederholen.

Wenn k ∈ R2, dann ist Hk|L2 selbstadjungiert und infolgedessen stimmen die
geometrischen und algebraischen Eigenräume überein [Kat84, V.3.5].

Bemerkung 3.10. Nach Punkt iii) von Theorem 3.9 ist für Funktionen ϕ
aus dem Definitionsbereich von Hk|L2 (3.27) die Stetigkeit des Vektors

m
d

dx
ϕ(x)−

(
M∗0 +

∑

α=1,2
kαM

∗
α

)
ϕ(x) (3.30)

beim Übergang zwischen zwei Materialien garantiert. Auf diese Weise kommt
es zu einer Kopplung der Zustände an der Materialgrenze, s. Abschnitt 2.2.2.

Leider stellt sich heraus, dass sich die Operatoren Hk im L2–Kontext sehr
viel irregulärer verhalten als über W−1,2

0 . Wir fassen diese Eigenschaften in
folgendem Theorem zusammen:

Theorem 3.11. i) Sei

DL = dom(H|L2) ∩
{
ψ
∣∣∣∣ ψ(xl) = 0, l = 1, . . . , L

}
.

Für alle k ∈ C2 gibt es die folgende Zerlegung

dom(Hk|L2) = DL ⊕ Xk,

wobei Xk ⊂ W 1,2
0 ein Vektorraum der Dimension dL ist, der von k abhängt.
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ii) Eingeschränkt auf den Unterraum DL sind die Operatoren Aα aus Defini-
tion 3.5 relativ beschränkt hinsichtlich des Operators H|L2 und die Relativ-
schranken sind Null; genauer gesagt, gilt für jedes ϕ ∈ DL:

‖Aαϕ‖L2 ≤
‖Mα −M∗α‖L∞(Ω;B(Cd))√

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

γH ‖Hϕ‖
1
2
L2 ‖ϕ‖

1
2
L2

≤ δ ‖Hϕ‖L2 + 1
4δ
‖Mα −M∗α‖2L∞(Ω;B(Cd))

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

γ2
H ‖ϕ‖L2 ,

wobei δ eine positive Zahl und γH eine positive Interpolationskonstante ist,
vgl. (3.32).

iii) Auf dom(H|L2) kann man jedoch keine Relativschranken für Aα|L2 bezüg-
lich H|L2 finden.

Beweis. (i) Die Behauptung folgt direkt aus Punkt ii) in Theorem 3.9.

(ii) Wenn ϕ ∈ DL, dann gilt

‖Aαϕ‖L2 = sup
ψ∈W 1,2

0
‖ψ‖L2 =1

|〈Aαϕ, ψ〉|

= sup
ψ∈W 1,2

0
‖ψ‖L2 =1

∣∣∣∣∣

∫

Ω

〈
Mα(x)

dϕ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
+
〈
M∗α(x)ϕ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

∣∣∣∣∣

= sup
ψ∈W 1,2

0
‖ψ‖L2 =1

∣∣∣∣
∫

Ω

〈(
Mα(x)−M∗α(x)

) dϕ
dx

(x), ψ(x)
〉

Cd
dx
∣∣∣∣

=
∥∥∥∥
(
Mα(x)−M∗α(x)

) dϕ
dx

∥∥∥∥
L2
≤ ‖Mα −M∗α‖L∞(Ω;B(Cd))

∥∥∥
dϕ

dx

∥∥∥
L2 .

Wir fahren fort mit weiteren Abschätzungen:

∥∥∥∥
dϕ

dx

∥∥∥∥
L2
≤

√√√√√

∫
Ω〈m(x)dϕdx (x),Θ

dϕ
dx (x)〉Cd dx

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

=
√√√√√

〈|H|ϕ, ϕ〉L2

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

=

∥∥∥|H| 12ϕ
∥∥∥
L2√

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

. (3.31)
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|H| = ΘH ist ein strikt positiver, selbstadjungierter Operator. Damit können
wir die Wurzel |H|1/2 von |H| definieren für die gilt |H| = (|H|1/2)2. Nun
können wir mit Hilfe eines bekannten Interpolationsresultates [Paz83, §2 Th.
6.10] wie folgt fortfahren:

‖(ΘH) 1
2ϕ‖L2 ≤ γH ‖ΘHϕ‖

1
2
L2‖ϕ‖

1
2
L2 = γH ‖Hϕ‖

1
2
L2‖ϕ‖

1
2
L2 , (3.32)

wobei γH die zugehörige (endliche, positive) Interpolationskonstante ist. Durch
Zusammensetzen der Ungleichungen und Anwendung der Youngschen Un-
gleichung folgt die Behauptung.

(iii) Aus dem ersten Punkt des Theorems folgt, dass es Elemente in dom(H|L2)
gibt, die nicht zu DL gehören. Da jedes ψ ∈ dom(H|L2) ⊂ W 1,2

0 stetig ist,
springen die FunktionenMαψ an den Sprungstellen vonMα, an denen ψ nicht
verschwindet. Daraus folgt, dass die distributionelle Ableitung solcher Funk-
tionen Mαψ in einer der Sprungstellen Dirac–Maße enthält, was verhindert,
dass ddx(Mαψ) eine endliche L2–Norm besitzt.

Als nächstes wollen wir die Operatoren Hk auf L2 in ihrer Abhängigkeit vom
Wellenvektor k ∈ C2 betrachten. Nach Theorem 3.9 ist dom(Hk|L2) für den
Fall nicht-konstanter Koeffizientenfunktionen M1 und M2 — und das ist der
allgemeine Fall, den wir betrachten wollen — abhängig vom Wellenvektor k.
Damit ist für die Operatorenschar {Hk|L2}k∈C2 , im Gegensatz zur Situation
auf W−1,2

0 , vgl. Theorem 3.8, das Konzept der holomorphen Familien von
Typ (A) nicht anwendbar. Es gilt jedoch das Folgende:

Theorem 3.12. Für jede eindimensionale komplexe analytische Unterman-
nigfaltigkeit S ∈ C2 ist die Familie {Hk|L2}k∈S eine analytische Operatorfa-
milie im Sinne von Kato [Kat84, VII.1.2].

Beweis. Aus der Definition folgt, dass {Hk|L2}k∈S eine analytische Opera-
torfamilie ist, dann und nur dann, wenn {ΘHk|L2}k∈S eine ist. Wir zeigen
dies, indem wir beweisen, dass die zugehörigen Formen eine so genannte (a)–
analytische–Familie von Formen bilden, siehe [Kat84, VII.4.2]. Dazu müssen
wir zeigen, dass die zu den Operatoren ΘHk assoziierten quadratischen For-
men

• einen von k unabhängigen Definitionsbereich haben, nämlich W 1,2
0 ,

• auf diesem Definitionsbereich sektoriell und abgeschlossen sind und
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• analytisch von k abhängen, d. h. dass für jedes ψ aus dem Definitions-
bereich der Form die Abbildung C2 4 k 1−→

〈
ΘHkψ, ψ

〉
holomorph

ist.

Dazu betrachten wir als erstes die dem Operator ΘH = |H| zugeordnete
Form

h[ψ] =
〈
ΘHψ,ψ

〉
.

Es ist einfach zu sehen, dass der Definitionsbereich dieser Form W 1,2
0 ist und

dass sie auf diesem Raum abgeschlossen ist. Sie ist außerdem sektoriell, da
sie die Form eines positiven selbstadjungierten Operators ist. Nun genügt es
nach Kato [Kat84, VII Th.4.8] zu wissen:
Proposition 3.13. Die Formen

〈
ΘTk·, ·

〉
, vgl. Definition 3.5, sind relativ

beschränkt bezüglich der dem Operator ΘH = |H| zugeordneten Form h. Die
h–Schranke ist gleich Null.

Wir zeigen, dass die den Θ-transformierten Operatoren ΘAα, ΘBα, ΘBα,β,
ΘV und ΘE zugeordneten Formen relativ beschränkt sind bezüglich h und
dass die Relativschranken beliebig klein gewählt werden können. Für die den
Operatoren nullter Ordnung ΘBα, ΘBα,β, ΘV und ΘE zugeordneten Formen
ist dies offensichtlich, da diese sogar auf L2 beschränkt sind. Also bleibt
übrig, die Aussage für die den Operatoren erster Ordnung ΘAα zugeordneten
Formen tα zu beweisen. Für ψ ∈ W 1,2

0 ist

tα[ψ] =
∫

Ω

〈
Θ̃Mα(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
+
〈
Θ̃M∗α(x)ψ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx,

wobei Θ̃ : Cd −→ Cd der Konjugationsoperator aus (3.11) ist. Es gilt

‖Θ̃Mα‖L∞(Ω;B(Cd)) = ‖Mα‖L∞(Ω;B(Cd))

= ‖M∗α‖L∞(Ω;B(Cd)) = ‖Θ̃M∗α‖L∞(Ω;B(Cd)).

Nun können wir tα[ψ] folgendermaßen abschätzen:
∣∣∣tα[ψ]

∣∣∣ ≤
(
‖Θ̃Mα‖L∞(Ω;B(Cd)) + ‖Θ̃M∗α‖L∞(Ω;B(Cd))

) ∥∥∥∥
dψ

dx

∥∥∥∥
L2
‖ψ‖L2

≤ 2‖Mα‖L∞(Ω;B(Cd))

√√√√√
〈ΘHψ,ψ〉L2

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ψ‖L2 .
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Nach Anwendung der Youngschen Ungleichung erhalten wir für alle 0 < δ
die Abschätzung
∣∣∣tα[ψ]

∣∣∣ ≤ δ h[ψ] + 1
δ
‖Mα‖2L∞(Ω;B(Cd))

1
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

‖ψ‖2L2 , (3.33)

d. h. die gesuchte Relativbeschränktheit der Formen tα.
Die analytische Abhängigkeit der Formen

〈
ΘTk·, ·

〉
von k folgt nun unmit-

telbar, vgl. Kato [Kat84, VII.1.1 und VII.3.1] für Details.

Theorem 3.12 hat hinsichtlich der Abhängigkeit des Spektrums vom Wellen-
vektor k weitreichende Konsequenzen, nämlich:

Korollar 3.14. Eine geschlossene Kurve, die zwei Teile des Spektrums von
Hk für k = k0 voneinander trennt, trennt auch die zugehörigen Teile des
Spektrums von Hk für k aus einer geeigneten Umgebung von k0 voneinander,
vgl. Kato [Kat84, Th. VII.1.7].

Korollar 3.15. Jedes endliche System von Eigenwerten von Hk besteht aus
Kurven einer oder mehrerer analytischer Funktionen, welche höchstens alge-
braische Singularitäten besitzen. Dasselbe gilt für die zugehörigen Eigenpro-
jektionen und Eigennilpotenzen, vgl. Kato [Kat84, Th. VII.1.8].

Nach wie vor bleibt die Frage nach der globalen Existenz der Eigenwert-
Zweige (und der Eigenfunktions-Zweige) offen. Bisher ist es mir nicht, gelun-
gen dieses zu beweisen. Die Gründe dafür sind die Folgenden:
Auf W−1,2

0 , wo das Problem zuerst betrachtet wurde, sind die Operatoren
nicht selbstadjungiert, folglich sind Resultate zur globalen Existenz nicht
zu erwarten. Auf L2 ist die Operatorfamilie {Hk}k weder eine holomorphe
Familie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VII.2], noch eine holomorphe Familie
vom Typ (B), vgl. Kato [Kat84, VII.4]. Das Typ-(A)-Konzept ist wegen des
vom Wellenvektor k abhängigen Definitionsbereichs nicht anwendbar. Das
Typ-(B)-Konzept lässt sich nicht anwenden, da die Operatoren auf L2 nicht
halbbeschränkt sind und sie daher nicht mittels des Formenkalküls definiert
werden können. Wendet man die Transformation Θ auf Hk an, so erhält
man zwar eine Familie sektorieller, aber essentiell nicht–selbstadjungierter
Operatoren.
Also bleibt unter den Voraussetzungen 3.1–3.4 im allgemeinen Fall die Frage
offen, ob die Eigenwertkurven in der endlichen Ebene Singularitäten besitzen
können. Es ist jedoch möglich, durch Modifizieren einzelner Voraussetzungen

39



jeweils schärfere Aussagen hinsichtlich der Abhängigkeit des Spektrums vom
Wellenvektor k zu beweisen.

Dazu werden wir in Kapitel 3.5 die Voraussetzung 3.2 dahingehend ver-
schärfen, dass wir kp–Schrödingeroperatoren betrachten, die einen definiten
Hauptteil besitzen. In diesem Fall sind die Operatoren halbbeschränkt und
das Typ-(B)-Konzept lässt sich anwenden. Ein zweiter Weg zu schärferen
Resultaten ist die Modifikation der Voraussetzung 3.4 mit dem Ziel, einen
vom Wellenvektor k unabhängigen Definitionsbereich zu erhalten, um dann
das Typ-(A)-Konzept anwenden zu können. Dazu werden wir in Kapitel 3.6
approximierende kp-Schrödingeroperatoren betrachten, bei denen die sprin-
genden, stückweise konstanten KoeffizientenfunktionenMα, α = 0, 1, 2 durch
geglättete Funktionen ersetzt sind.

3.4 Abschätzung der Bandlücke

Aus dem Blickwinkel der Berechnung der elektronischen Struktur sind folgen-
de Fragen von besonderem Interesse: Unter welchen Bedingungen kann die
spektrale Lücke zwischen dem positiven und dem negativen Teil des Haupteils
H auch als Bandlücke im Spektrum von Hk gefunden werden? Wie kann die
Größe dieser Bandlücke in Abhängigkeit von k ∈ R2 und den Daten des
Problems abschätzt werden? Wie groß ist diese Spektrallücke im Vegleich
zu der durch die Lücke zwischen dem negativen und dem positiven Teil des
Bandkantenoperators E gegebenen Bandlücke?

Diese Fragestellungen haben auch einen direkten Bezug zum Problem der
Spurious-Modes bei der Bandstrukturrechnung.

Die in Proposition 3.13 bewiesene Relativbeschränktheit der Bandkopplun-
gen Tk bezüglich des Haupteils H im Formensinne ermöglicht uns, diese Fra-
gestellungen zu behandeln.

3.4.1 Mit Θ anti-kommutierende kp-Kopplung erster
Ordnung

In Übereinstimmung mit der physikalischen Situation, vgl. z. B. [Bah90,
CC96, EW96], formulieren wir neben den Voraussetzungen 3.1–3.4 die fol-
genden zusätzlichen Voraussetzungen an die Koeffizienten des kp–Operators:

40



Voraussetzung 3.16. Für fast alle x ∈ Ω seien für die Koeffizientenma-
trizen M0(x), U1(x) und U2(x) folgende Anti-Kommutator-Relationen mit Θ̃
erfüllt:

M0(x)Θ̃ = −Θ̃M0(x), (3.34)
Uα(x)Θ̃ = −Θ̃Uα(x), α ∈ {1, 2}. (3.35)

Voraussetzung 3.17. Für fast alle x ∈ Ω seien die Koeffizientenmatrizen
Θ̃Uαα(x), α ∈ {1, 2} (siehe Seite 22), nichtnegative Operatoren über Cd.

Die Voraussetzung 3.16 bedeutet, dass die Intraband-Anteile der Koeffizien-
tenmatrizen

M0,intra = 1
2(M0 + ΘM0Θ) und Uα,intra = 1

2(Uα + ΘUαΘ), α = 1, 2

verschwinden. Die Koeffizientenmatrizen M0, U1 und U2 beschreiben die An-
teile der Bandkopplung Tk, die im zugeordneten Hamiltonian für Volumen-
materialien linear von den Komponenten des Wellenvektors abhängen. Da-
her beschreiben diese die kp-Kopplung in erster Ordnung in k. Diese Ei-
genschaft wird von dem üblichen Achtband-Hamiltonian (2.6) und dem die-
sem zugeordneten kp-Schrödingeroperator erfüllt, siehe Kapitel 5. Die Be-
dingung an M0 schränkt dabei das Operator Ordering der Terme erster
Ordnung nicht ein. D. h. es sind sowohl symmetrisches bzw. konventionelles
Operator Ordering (M0 schiefadjungiert) als auch asymmetrische Varianten
[For97, Bur98, PFFD01, RAE+02, MTPP05] (siehe auch Abschnitt 2.2.2)
zugelassen.

Theorem 3.18. Wir betrachten die Operatoren aus Definition 3.5. Seinen
die Voraussetzungen 3.1–3.4, 3.16 und 3.17 erfüllt. Sei µ der unterste Eigen-
wert von |H|,

e
def= min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|ej(x)| ≥ ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)), (3.36)

und sei λ so gewählt, dass

|λ| ≤ e− ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)). (3.37)

Wir führen die folgende Abkürzung ein

M
def=

maxα=1,2 ‖Mα‖2L∞(Ω;B(Cd))
min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

. (3.38)
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Falls der Wellenvektor k = (k1, k2) ∈ R2

|k1|+ |k2| ≤
√
µ

M
(3.39a)

und

0 < γ(k) def=µ− 2
(
|k1|+ |k2|

)√
µM

− |k1| |k2|
(
‖U12‖L∞(Ω;B(Cd)) + ‖U21‖L∞(Ω;B(Cd))

)

+ k2
1 ess inf
x∈Ω

inf spec
(
Θ̃U11(x)

)

+ k2
2 ess inf
x∈Ω

inf spec
(
Θ̃U22(x)

)

− ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)) + e− |λ|,

(3.39b)

erfüllt, dann gehört λ zur Resolventenmenge von Hk und es gilt
∥∥∥(Hk − λ)−1

∥∥∥ ≤ 1
γ(k) . (3.40)

Daraus folgt, dass der Kreis um λ mit Radius γ(k), d. h. die Menge

Kγ(k)(λ) def=
{
ξ ∈ C : |ξ − λ| < γ(k)

}
, (3.41)

in der Resolventenmenge von Hk enthalten ist.

Beweis. Als erstes kann man leicht nachrechnen, dass λ ∈ R dann und nur
dann in der Resolventenmenge von Hk liegt, wenn 0 in der Resolventenmenge
von ΘHk − λΘ liegt. Als nächstes impliziert Proposition 3.13: Wenn

ξ ∈ C, 8ξ < 0, |ξ| ausreichend groß, (3.42)

dann liegt ξ in der Resolventenmenge von ΘHk, vgl. Kato [Kat84, VI Th.3.4].
Somit reicht es aus zu beweisen, vgl. Kato [Kat84, V Th.3.2], dass für Wel-
lenvektoren k ∈ R2, die den Bedingungen (3.39) genügen, die linke komplexe
Halbebene {ξ ∈ C : 8ξ ≤ 0} ⊂ C nicht im Abschluss des numerischen
Wertebereichs W von ΘHk − λΘ, definiert als

W (k) =
{〈

(ΘHk − λΘ)ψ, ψ
〉

: ψ ∈ dom h = W 1,2
0 mit ‖ψ‖L2 = 1

}
,
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enthalten ist. Dieses werden wir im Folgenden zeigen, indem wir den Realteil
von 〈(ΘHk − λΘ)ψ, ψ〉 nach unten abschätzen. Es gilt
〈
(ΘHk − λΘ)ψ, ψ

〉
= h[ψ] + t0[ψ] +

∑

α=1,2
kαtα[ψ]

+
∑

α=1,2
kα
〈
ΘBαψ, ψ

〉
+
∑

α,β=1,2
kα kβ

〈
ΘBαβψ, ψ

〉

+
〈
ΘV ψ, ψ

〉
+
〈
ΘEψ,ψ

〉
−
〈
λΘψ, ψ

〉
. (3.43)

Als erstes betrachten wir den Term t0[ψ] erster Ordnung. Aus der Bedingung
(3.34) an die Koeffizientenmatrix M0 folgt Θ̃M∗0 = −M∗0 Θ̃. Damit kann man
die folgenden Umformungen nachrechnen:

t0[ψ] =
∫

Ω

〈
Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
+
〈
Θ̃M∗0 (x)ψ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

=
∫

Ω

〈
Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
−
〈
M∗0 (x)Θ̃ψ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

=
∫

Ω

〈
Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
−
〈
ψ(x), Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

=
∫

Ω

〈
Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
dx−

∫

Ω

〈
Θ̃M0(x)

dψ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
dx.

Daraus folgt, dass der Term t0[ψ] rein imaginär ist. Die Anti-Kommutator-
Relation (3.35) ermöglicht auf die gleiche Weise folgende Umformungen:

〈
Θ̃Uα(x)ψ(x), ψ(x)

〉

Cd
= −
〈
Uα(x)Θ̃ψ(x), ψ(x)

〉

Cd

= −
〈
ψ(x), Θ̃Uαψ(x)

〉

Cd

= −
〈
Θ̃Uα(x)ψ(x), ψ(x)

〉

Cd
.

Daraus folgt, dass die Terme
〈
ΘBαψ, ψ

〉
, α = 1, 2 ebenfalls rein imaginär

sind.

Unter Berücksichtigung der Relativschranke (3.33) für tα[ψ], α = 1, 2 und
offensichtlichen Abschätzungen für die Operatoren B12, B21, ΘB11, ΘB22,
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ΘV , |E| und λΘ erhält man damit für jedes ψ ∈ dom h = W 1,2
0 mit ‖ψ‖L2 =

1:

8
〈
(ΘHk − λΘ)ψ, ψ

〉

≥ h[ψ]− δ
(
|k1|+ |k2|

)
h[ψ]− 1

δ

(
|k1|+ |k2|

)
M

− |k1| |k2|
(
‖U12‖L∞(Ω;B(Cd)) + ‖U21‖L∞(Ω;B(Cd))

)

+ k2
1 ess inf
x∈Ω

inf spec(Θ̃U11(x))

+ k2
2 ess inf
x∈Ω

inf spec(Θ̃U22(x))

− ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)) + e− |λ|,

(3.44)

mit einem beliebigen δ aus (0,∞). Sei jetzt δ > 0 beliebig aber fest gewählt.
Wir wollen als nächstes h[ψ] in (3.44) durch µ, den untersten Eigenwert von
|H|, ersetzen, ohne dabei jedoch die rechte Seite zu vergrößern. Dazu muss
man die Nichtnegativität von

1− δ
(
|k1|+ |k2|

)

sicherstellen, also fordern, dass

|k1|+ |k2| ≤ 1/δ

gilt. Die δ–abhängigen Terme in (3.44) haben aufgrund des negativen Vor-
zeichens die Eigenschaft, die Spektrallücke e zu verkleinern. Nun wollen wir
deren Wirkung minimieren, indem wir δ > 0 so wählen, dass die Funktion

(0,∞) 4 δ 1−→ −µδ − M
δ
,

ihren maximal möglichen Wert annimmt; das maximierende δ ist

δmax =
√
M

µ
.

Somit erhalten wir für Wellenvektoren k, für die |k1| + |k2| ≤ 1/δmax gilt,
d. h. die der Bedingung (3.39a) genügen, die Abschätzung

8
(
h[ψ] +

∑

α=1,2
kαtα[ψ]

)
≥ µ− 2

(
|k1|+ |k2|

)√
µM. (3.45)
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Kombiniert man diese Abschätzung mit (3.44) so folgt schließlich

8
〈
(ΘHk − λΘ)ψ, ψ

〉
≥ γ(k), (3.46)

wiederum vorausgesetzt k erfüllt |k1|+ |k2| ≤ 1/δmax, d. h. (3.39a).

Folglich impliziert (3.39), dass der numerische WertebereichW (k) von ΘHk−
λΘ in der Halbebene

{ξ ∈ C : 0 < γ(k) ≤ 8ξ}
enthalten ist. Daraus folgt, dass wie gefordert der Abschluss des numerischen
Wertebereichs von ΘHk − λΘ nicht in der linken komplexen Halbebene ent-
halten ist.

Bemerkung 3.19. Unter Benutzung von (3.39a) und der Tatsache, dass
die rechte Seite von (3.45) nicht kleiner ist als −µ, kann man die Bedingung
(3.39b) zu der folgenden schärferen vereinfachen:

0 < − µ+ e− |λ| −‖ v‖L∞(Ω;B(Cd))

− |k1| |k2|
(
‖U12‖L∞(Ω;B(Cd)) + ‖U21‖L∞(Ω;B(Cd))

)

+ k2
1 ess inf
x∈Ω

inf spec
(
Θ̃U11(x)

)

+ k2
2 ess inf
x∈Ω

inf spec
(
Θ̃U22(x)

)
.

(3.47)

In vielen physikalisch interessanten Fällen, vgl. z. B. [Bah90, CC96, EW96]
gilt

e > µ+ ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)), (3.48)
also

0 < −µ+ e− |λ| −‖ v‖L∞(Ω;B(Cd)), (3.49)
zumindest für kleine λ. Zusammen mit (3.47) ist damit die Existenz einer
Bandlücke zumindest in einer Nähe des Zonenzentrums k = 0 sichergestellt.

Bemerkung 3.20. Man kann leicht nachprüfen, dass die Menge der k’s,
die durch die Bedingungen (3.39) oder (3.39a) und (3.47) definiert ist, die
folgenden Eigenschaften hat: Wenn k ∈ R2 eine der Bedingungen erfüllt,
dann tut dies auch −k. Die Bedingung (3.39a) definiert eine konvexe Menge,
während (3.39b) dies nicht tut. Im Allgemeinen ist (3.39b) sogar nicht radial
in k. Falls jedoch (3.49) gilt, dann ist die Bedingung (3.47) radial, aber im
Allgemeinen nicht konvex.
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Bemerkung 3.21. Der unterste Eigenwert µ von |H|, kann in Termen der
Daten des Problems abgeschätzt werden:

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)| ≤

µ

µ0
≤ max
j=1,...,d

ess sup
x∈Ω

|mj(x)|, (3.50)

wobei µ0 = π2/|Ω|2 der unterste Eigenwert des Laplaceoperators −d2/dx2 mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf Ω ist.

3.4.2 Θ-wachsende k2-Terme

Im Beweis von Theorem 3.18 haben wir gesehen, dass der Realteil der Form
hk[ψ] =

〈
(ΘHk − λΘ)ψ, ψ

〉
für die Abschätzung der Spektrallücke entschei-

dend ist, vgl. z. B. (3.44). Betrachtet man die Herleitung von (3.44) noch mal
genauer, so kann man nachprüfen, dass Anteile der Form hk, die einen posi-
tiven Realteil besitzen, sich günstig auf die Größe der Bandlücke auswirken,
da sie diese nicht verkleinern.
Dieser Idee folgend wollen wir nun eine Bedingung an die Koeffizientenma-
trizen der k2-Terme formulieren, die die Nichtnegativtät des Realteils der
zugeordneten Form sicherstellt. Dazu wird die Voraussetzung 3.17, die aus-
schließlich die Matrizen U11 und U22 betrachtet, die sich auf die Koordina-
tenachsen in der k–Ebene beziehen, ersetzt durch eine Bedingung, die alle
Matrizen Uαβ, α, β = 1, 2 berücksichtigt. Diese neue Bedingung erlaubt da-
bei zusätzlich den Beweis von Resultaten, die analog zu Theorem 3.18 sind,
aber uniforme Schranken für die Bandlücke liefern, die nur vom Betrag des
Wellenvektors k abhängen, aber nicht von seiner Richtung.
Zu diesem Zweck ersetzen wir die Voraussetzung 3.17 durch
Voraussetzung 3.22. Es gelte für alle η ∈ [0, 2π) und für fast alle x ∈ Ω

inf spec
(
8(Θ̃Uη(x))

)
= 1

2 inf spec
(
Θ̃Uη(x) + Uη(x)Θ̃

)
≥ ν ≥ 0, (3.51)

mit

Uη(x) def= cos2 ηU11(x) + sin2 ηU22(x) + sin η cos η
(
U12(x) + U21(x)

)
. (3.52)

Voraussetzung 3.22 impliziert, wie wir im Folgenden sehen werden, dass der
Bandkopplungsoperator der Ordnung k2

Bk2 =
∑

α,β=1,2
kα kβ Bαβ
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Θ-wachsend ist, d. h.
8(ΘBk2) ≥ 0.

Aus physikalischer Sicht ist Voraussetzung 3.22 sehr sinnvoll, denn diese si-
chert das erwartete Krümmungsverhalten der durch Eigenwertkurven von
Bk2 gegebenen lateralen Bandstruktur. So bedeutet diese für Modelle mit
gekoppelten Valenz- und Leitungsbändern [Bah90, EW96], dass die so gege-
bene laterale Bandstruktur für die Leitungsbänder eine positive Krümmung
und für die Valenzbänder eine negative Krümmung aufweist. Für reine Va-
lenzbandmodelle [CC96] oder reine Leitungsbandmodelle, d. h. Θ̃ = Cd ,
bedeutet diese, dass die Krümmung dieser lateralen Bandstruktur das glei-
che Vorzeichen hat wie die effektiven Massen mi, d. h. positiv gekrümmt
ist. Diese Voraussetzungen sind insbesondere für die Standardmodelle bei
direkten Halbleitermaterialien erfüllt, vgl. Kapitel 5.3 und Anhang A.

Bevor wir das Theorem formulieren, wollen wir noch einmal die Bedingung
(3.39b) in Theorem 3.18 für den Fall k = 0 betrachten. Dann lautet diese

0 < γ = µ− ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)) + e− |λ|.

Aus Theorem 3.18 folgt damit, dass das Intervall (−γ0, γ0) mit

γ0 = µ− ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)) + e

zur Resolventenmenge von Hk gehört und damit die Größe der Bandlücke
bei k = 0 definiert ist. Physikalisch würde man erwarten, dass die Band-
lücke bei k = 0 der spektralen Lücke (−e, e) des Bandkantenoperators (sie-
he (3.36)) entspricht. Das folgt aber aus der obigen Bedingung nur wenn
µ ≥ |v‖L∞(Ω;B(Cd)) ist oder die durch die Potentialmatrix v beschriebenen
Bandkopplungen verschwinden. Für Achtband-Modelle, wie das in Kapitel 5
näher betrachtete, beinhaltet v unter anderem die Spin-Bahn-Wechselwirkung.
Liegt nun die (halbe) Bandlücke eines Materials in der Größenordnung der
Spin-Bahn-Aufspaltung, so kann es sogar passieren, dass ‖v‖L∞(Ω;B(Cd)) > e
ist und die durch die Bedingung gesicherte Bandlücke nur noch sehr klein ist,
evtl. sogar verschwindet. Im Falle des Achtband-Modells kann man nachrech-
nen, dass der Anteil der Spin-Bahn-Wechselwirkung in v im oben eingeführ-
ten Sinne ebenfalls Θ-wachsend ist und damit der Realteil der zugeordneten
Form nicht negativ ist. Damit würde dieser Anteil aus der L∞-Norm von v
im Rahmen der Bandlückenabschätzung herausfallen. In diesem Sinne for-
mulieren wir die folgende
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Voraussetzung 3.23. Für fast alle x ∈ Ω existiert eine Zerlegung der
Potentialmatrix v(x) in ihren Θ-wachsenden Anteil vΘ+(x) und den Rest
vΘ−(x):

v(x) = vΘ+(x) + vΘ−(x). (3.53)
vΘ+(x) erfülle für fast alle x ∈ Ω die Bedingung

inf spec
(
8(Θ̃vΘ+(x))

)
= 1

2 inf spec
(
Θ̃vΘ+(x) + vΘ+(x)Θ̃

)
≥ νΘ ≥ 0. (3.54)

Ist dies nicht möglich, dann sei vΘ+ definiert als vΘ+
def= 0.

Mit diesen Voraussetzungen formulieren wir das folgende

Theorem 3.24. Seien die Voraussetzungen 3.1–3.4, 3.16 und 3.22, sowie
µ, e und M wie in Theorem 3.18 definiert. Sei v wie in Voraussetzung 3.23
angegeben in die Teile vΘ+ und vΘ− aufgespalten. Sei λ so gewählt, dass

|λ| ≤ e− ‖vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd)). (3.55)

Wenn

k =
(
k cos η, k sin η

)
, η ∈ [0, 2π), k ≥ 0, (3.56a)

k ≤ f1(δ) def= 1
δ
√

2
(3.56b)

erfüllt ist und ferner

0 < γrad(k) def= µ− k
√

2
(
µδ + M

δ

)
+ k2ν − ‖vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd)) + e− |λ|,

(3.56c)

für irgendein δ > 0 gilt, dann gehört λ auch zu der Resolventenmenge von
Hk und es gilt

∥∥∥(Hk − λ)−1
∥∥∥ ≤ 1
γrad(k)

. (3.57)

Daraus folgt, dass der Kreis um λ mit Radius γrad(k), d. h. die Menge

Kγrad(k)(λ) def=
{
ξ ∈ C : |ξ − λ| < γrad(k)

}
, (3.58)

in der Resolventenmenge von Hk enthalten ist.
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Beweis. Der Beweis von Theorem 3.24 ist analog zu dem von Theorem 3.18.
Dabei verwende man die Abschätzungen

|k1|+ |k2| = k
(
| cos η|+ | sin η|

)
≤ k
√

2

und
∑

α,β=1,2
kα kβ8

〈
ΘBαβψ, ψ

〉
= k

2

2

∫

Ω

〈(
Θ̃Uη + UηΘ̃

)
ψ(x), ψ(x)

〉

Cd
dx ≥ k2ν,

sowie die Abschätzung

8
〈
ΘV ψ, ψ

〉
=
∫

Ω
8
〈

Θ̃v(x)ψ(x), ψ(x)
〉

Cd
dx

=
∫

Ω
8
〈(

Θ̃(vΘ+(x) + vΘ−(x)
)
ψ(x), ψ(x)

〉

Cd

=1
2

∫

Ω

〈(
Θ̃vΘ+(x) + vΘ+(x)Θ̃

)
ψ(x), ψ(x)

〉

Cd

+ 8
∫

Ω

〈
Θ̃vΘ−(x)ψ(x), ψ(x)

〉

Cd

≥ −‖vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd)).

Bemerkung 3.25. Der Nutzen von Theorem 3.24 hängt von der geeigneten
Wahl der Variablen δ in (3.56) ab. Um den maximalen k–Bereich zu erhalten,
muss man

max
δ>0

min
l=1,2
fl(δ), (3.59)

lösen, wobei f1 und f2 jeweils die durch (3.56b) und (3.56c) implizierten Ein-
schränkungen sind. Da f1 eine fallende Funktion ist, muss man den kleinst-
möglichen Wert δ = δopt finden, so dass gilt

f1(δopt) = f2(δopt). (3.60)

Dies kann man erreichen, indem man explizit f2 bestimmt und analysiert.
Wenn man den Term k2ν in (3.56c) vernachlässigt, lautet diese Bedingung

k < f2(δ) = µ+ e− ‖vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd)) − |λ|√
2
(
δµ+ M

δ

) . (3.61)

Für
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δopt =
√√√√ M

e− |λ| −‖ vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd))
(3.62)

erhält man eine einzelne Bedingung für k, die nicht mehr von µ abhängt:

0 ≤ k <
√
e− |λ| −‖ vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd))

2M . (3.63)

Für einige Wahlen von δ kann man die Bedingungen (3.56) vereinfachen.

Bemerkung 3.26. Verfährt man in derselben Weise wie im Beweis von
Theorem 3.18 und in Bemerkung 3.19, so erhält man in der Situation von
Theorem 3.24 für δ = δmax =

√
M/µ eine einzelne Bedingung für k, die nur

von µ und M abhängt:
0 ≤ k ≤

√
µ

2M , (3.64)

da die zweite Bedingung

0 < k2ν + e− |λ| −‖ vΘ−‖L∞(Ω;B(Cd)) (3.65)

immer erfüllt ist, vgl. (3.55) und (3.51).

3.4.3 Bewertung der Abschätzung an einem signifikan-
ten, exakt lösbaren Beispiel

Im Folgenden wollen wir die durch die Abschätzung (3.63) gesicherte Band-
lücke mit der tatsächlichen Bandlücke eines exakt lösbaren Vierbandproblems
vergleichen. Dieses Vierband-Modell bildet die physikalische Situation von
zwei Valenzbändern und zwei Leitungsbändern nach, deren Kopplung durch
Differentialoperatoren 1. Ordnung gegeben ist. Die Bandkopplung wird aber
keine Interband-Anteile enthalten, sondern die Terme erster Ordnung be-
schreiben ausschließlich interne Wechselwirkungen innerhalb der Valenzbän-
der bzw. innerhalb der Leitungsbänder. Das Beispiel eignet sich daher speziell
zur Bewertung der Bandlückenabschätzung für diesen Typ von Bandwech-
selwirkung. Zur Konstruktion des Beispielproblems werden wir zunächst ein
skalares Modellproblem und ein darauf aufbauendes Zweiband-Modell be-
handeln.
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Beispiel 3.27 (Skalarer Hamiltonian mit Impulskopplung). Wir betrachten
den skalaren Hamiltonian

Hk = − d
2

dx2 + ik d
dx
, k ∈ R (3.66)

auf dem Intervall Ω = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen sind gegeben durch

En =
(
nπ

L

)2
− k

2

4 , ψn(x) = sin
(nπx
L

)
exp
(
i
kx

2
)
. (3.67)

Beispiel 3.28 (Zweiband-Modell). Wir betrachten das Zweiband-Modell ge-
geben durch

H2(α) =





− d
2

dx2 α
d

dx

−α d
dx
− d

2

dx2



 (3.68)

auf dem Intervall Ω = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen.

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen bringen wir diesen
Hamiltonian durch die unitäre Transformation mit der Matrix

T = 1√
2

(
1 i
i 1

)

(3.69)

auf Diagonalgestalt:

H ′ = T−1HT =




− d

2

dx2 + iα d
dx

0

0 − d
2

dx2 − iα
d

dx



 . (3.70)

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des transformierten Operators H ′ sind
gegeben durch (siehe (3.67))

Ψ′1,n =
(

sin
(nπx
L

)
exp
(
i
αx

2
)
, 0
)T
, (3.71)

Ψ′2,n =
(
0, sin

(nπx
L

)
exp
(
− iαx2

))T
, (3.72)

E1/2,n(α) =
(nπ
L

)2
− α

2

4 . (3.73)
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Die Eigenfunktionen des ursprünglichen Operators erhält man durch Rück-
transformation mittels Ψ = TΨ′:

Ψ1,n = 1√
2

sin
(nπx
L

)
ei
α
2x
(

1
i

)

, (3.74)

Ψ2,n = 1√
2

sin
(nπx
L

)
e−i

α
2x
(
i
1

)

. (3.75)

O.B.d.A. kann man die Basis auch rein reell wählen, z. B.

Ψ1,n = 1√
2

sin(nπx
L

)
(

cos(α2x)
− sin(α2x)

)

, (3.76)

Ψ2,n = 1√
2

sin(nπx
L

)
(

sin(α2x)
cos(α2x)

)

. (3.77)

Auf Basis dieses Zweiband-Modells konstruieren wir nun ein Vierband-Modell,
indem wir das Zweiband-Modell jeweils für den Leitungsbandanteil und den
Valenzbandanteil verwenden.

Beispiel 3.29 (Vierband-Modell). Wir betrachten den Matrix-Schrödinger-
operator bestehend aus zwei Leitungsbändern und zwei Valenzbändern, gege-
ben durch den Hamiltonian

Hk =
(
H2(α′) + Eg

2 I2 0
0 −(H2(α′) + Eg

2 I2)

)

(3.78)

mit
α′ = α(k1 + k2) = α(k cos η + k sin η) (3.79)

auf dem Intervall Ω = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen. H2
bezeichnet den Zweiband-Hamiltonian (3.68) und Eg ist die Bandlücke.

Die zweifach entarteten Eigenwertkurven des gekoppelten Modells (3.78) sind
gegeben durch

E±,n(k1, k2) = ±
[(
nπ

L

)2
− α

2(k1 + k2)2

4 + Eg2

]
. (3.80)

Nun wollen wir den exakten Verlauf der Bandlücke, gegeben durch das offene
Intervall Gap(k) = (E−,1(k), E+,1(k)), mit dem Ergebnis der Abschätzung
der Bandlücke vergleichen. Dazu benötigen wir eine Darstellung des Modells
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mit den Koeffizientenmatrizen m, e und M1 und M2. Diese sind gegeben
durch

m = (1, 1,−1,−1), (3.81)

e = Eg2 (1, 1,−1,−1), (3.82)

M1 =M2 = α2





0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0



 . (3.83)

Für die Bandlückenabschätzung benötigt man die Größe der Bandlücke e
und M , siehe (3.36) und (3.38). Diese berechnen sich für unsere Koeffizien-
tenmatrizen zu

e = Eg2 , (3.84)

M = α
2

4 . (3.85)

Aus der Abschätzung der Bandlücke ergibt sich, dass diejenigen λ für die

−α
2

2 k
2 + Eg2 > |λ| (3.86)

gilt zur Resolventenmenge und damit zur Bandlücke gehören. Damit ist die
Bandlücke gegeben durch das Intervall

Gapapprox(k) = (−Eg2 + α
2

2 k
2,−α

2

2 k
2 + Eg2 ). (3.87)

Vergleicht man nun die tatsächliche Bandlücke mit der Abschätzung, so
erhält man für die Differenz zwischen den Randwerten der Intervalle für
k1 = k2 = k√

2 :
∆λ = |λapproxmax − λmax| =

(π
L

)2
= µ. (3.88)

D. h. die Abschätzung liefert in Bezug auf die Abhängigkeit der Grenzen
der Bandlücke von k genau das gleiche qualitative Verhalten (sogar mit der
gleichen Krümmung wie im exakten Fall). Allerdings sind die Kurven um
die Konstante ∆λ = µ, die Grundzustandsenergie des Haupteils, verschoben.
Dass so eine Verschiebung auftritt, ist auch zu erwarten, da wir diese Energie
ja gerade benutzt haben, um die Terme 1. Ordnung zu kontrollieren, siehe
Beweis von Theorem 3.18, Seite 44. Damit kann man die Abschätzung der
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Bandlücke in Bezug auf ihre Abhängigkeit vom Wellenvektor k als scharf
bezeichnen.

3.5 kp–Operatoren mit definitem Hauptteil

Die Hierarchie der kp–Hamiltonians in der Festkörperphysik umfasst mit den
4 × 4 und 6 × 6 Hamiltonians, vgl. [Car96, CKI94, Chu95, For93, MGO94,
CC96, Sin93] sowie Anhang A, kp–Operatoren mit positiv oder negativ de-
finitem Hauptteil. In Hinblick auf Voraussetzung 3.2 bedeutet dies jeweils
D− = ∅ oder D− = {1, . . . , d}. O.B.d.A. nehmen wir in diesem Abschnitt
D− = ∅ an, d. h.

min
j∈{1,...,d}

ess inf
x∈Ω
mj(x) > 0, min

j∈{1,...,d}
ess inf
x∈Ω
ej(x) > 0. (3.89)

Die Konjugationsoperatoren Θ und Θ̃, vgl. (3.11), die wir zu Beginn von
Abschnitt 3.3 eingeführt haben, sind dann jeweils auf L2 und Cd die Identi-
tätsoperatoren. In diesem Fall ist der Hauptteil von Hk, der Operator H, vgl.
Definition 3.5, definit. Damit sind die zugehörigen Formen halbbeschränkt
und wir erhalten schärfere Resultate bezüglich des Verhaltens der Eigenwerte
und der Eigenvektoren in Abhängigkeit vom Wellenvektor k. Natürlich gelten
weiterhin die fundamentalen Resultate aus Abschnitt 3.3 und insbesondere
die Formabschätzungen (3.33).

Theorem 3.30. Unter den Voraussetzungen 3.1, 3.3, 3.4 und (3.89) existie-
ren die Eigenwertkurven und die Eigenfunktionskurven auf allen eindimen-
sionalen analytischen Untermannigfaltigkeiten S aus R2 und sie sind reell
holomorph auf S.

Beweis. Aus der Formabschätzung (3.33) ergibt sich, dass jede Familie {Hk}k∈S
eine holomorphe Familie von Typ (B) ist. Daraus folgt unmittelbar die Be-
hauptung, vgl. Kato [Kat84, VII.4].

3.6 Regularisierung der kp–Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir auch KoeffizientenfunktionenMα, α = 0, 1, 2
zulassen, die nicht die Voraussetzung 3.4 erfüllen, d. h. die nicht stückwei-
se konstant sind. Es wird gezeigt, wie man approximierende kp–Operatoren
definieren kann, die nicht die unzufriedenstellenden Eigenschaften besitzen,
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die wir in Theorem 3.11 festgestellt haben, und für die die Eigenwertkurven
global existieren. Ziel dabei ist eine Operatorfamilie zu erhalten, deren Defi-
nitionsbereich auf L2 im Gegensatz zu (3.27) unabhängig vom Wellenvektor
k ist. Die Idee ist, die springenden Koeffizientenfunktionen Mα durch eine
Folge von geglätteten Funktionen zu ersetzen, die in Lp([Ω;B(Cd)) gegen die
ursprüngliche Koeffizientenfunktion konvergieren. Dann zeigen wir, dass die
Folge der Resolventen des so regularisierten Operators gegen die Resolvente
des ursprünglichen Operators in der Nuklearnorm konvergiert. Das bedeu-
tet insbesondere, dass die spektralen Eigenschaften asymptotisch erhalten
bleiben. Wir beginnen, indem wir ein vorbereitendes Lemma beweisen:

Lemma 3.31. Seien {M (n)
α }n∈N, α = 0, 1, 2, gleichmäßig beschränkte Folgen

von stetig–differenzierbaren Funktionen auf Ω mit Werten in B(Cd). Wenn
jede dieser Folgen punktweise fast überall gegen eine L∞(Ω;B(Cd))–Funktion
Mα konvergiert, dann konvergiert diese nach dem Lebesque’schen Majoran-
tensatz in jedem Lp(Ω;B(Cd)) für 1 ≤ p <∞, und es gilt:

i) Das Bild der Operatoren A(n)
α definiert durch die Funktionen M (n)

α , vgl.
Definition 3.5, ist in L2 enthalten.

ii) Es gilt A(n)
α → Aα in B(W 1,2

0 ,W
−1,2
0 ) für n→∞.

iii) Für jedes k ∈ C2 und jeden Punkt λ aus der Resolventenmenge des
Operators Hk gibt es ein n0, so dass für alle n > n0 der Punkt λ auch zur
Resolventenmenge der Operatoren H(n)

k gehört. Darüber hinaus gilt
(
H(n)

k − λ
)−1
−→

(
Hk − λ

)−1 in B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 ). (3.90)

iv) Die Konvergenz in (3.90) ist lokal gleichmäßig in k und λ, genauer gesagt:
wenn K ⊂ C2 und Λ ⊂ C kompakt sind und

Λ ∩
( ⋃

k∈K
spec(Hk)

)
= ∅, (3.91)

dann gibt es ein ganzzahliges n0 > 0, so dass für jedes n > n0 kein Punkt λ
aus Λ zu einem der Spektren der Operatoren H(n)

k für k ∈ K gehört. Zudem
ist die Konvergenz (3.90) gleichmäßig in k ∈ K und λ ∈ Λ.

Beweis. (i) Die Funktionen M (n)
α sind stetig–differenzierbar. Damit kann

man den zweiten Term in der Definition (3.5) des Operators partiell inte-
grieren.

55



(ii) Sei ϕ aus W 1,2
0 . Nach (3.5) erhält man

∥∥∥(A(n)
α − Aα)ϕ

∥∥∥
W−1,2

0
= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

〈
(A(n)
α − Aα)ϕ, ψ

〉

= sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

∫

Ω

〈(
M (n)
α (x)−Mα(x)

) dϕ
dx

(x), ψ(x)
〉

Cd

+
〈(
M (n)
α (x)−Mα(x)

)∗
ϕ(x), dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx.

Für p > 2 können wir diesen Ausdruck mittels der Hölderschen Ungleichung
weiter abschätzen:

≤
∥∥∥M (n)
α −Mα

∥∥∥
Lp(Ω;B(Cd))

sup
‖ψ‖

W
1,2
0

=1

(∥∥∥∥
dϕ

dx

∥∥∥∥
L2
‖ψ‖

L
2p
p−2

+ ‖ϕ‖
L

2p
p−2

∥∥∥∥
dψ

dx

∥∥∥∥
L2

)

≤ 2
∥∥∥
∥∥∥
B(W 1,2

0 ,L
2p
p−2 )

∥∥∥M (n)
α −Mα

∥∥∥
Lp(Ω;B(Cd))

‖ϕ‖W 1,2
0
.

Die Behauptung folgt aus der Konvergenz M (n)
α →Mα in Lp(Ω;B(Cd)).

(iii) Sei k aus C2 und sei λ aus der Resolventenmenge von Hk. Nach (3.10)
gilt

H(n)
k − λ = Hk − λ+

∑

α=1,2
kα
(
A(n)
α − Aα

)
.

Wir wissen bereits, dass (A(n)
α −Aα)→ 0 in B(W 1,2

0 ,W
−1,2
0 ). Deshalb gilt für

alle n > n0
∥∥∥∥
∑

α=1,2
kα
(
A(n)
α − Aα

)∥∥∥∥
B(W 1,2

0 ,W
−1,2
0 )
<

1∥∥∥(Hk − λ)−1
∥∥∥
B(W−1,2

0 ,W 1,2
0 )

(3.92)

und

(H(n)
k − λ)−1 = (Hk − λ)−1

∞∑

j=0

( ∑

α=1,2
kα
(
Aα − A(n)

α

)(
Hk − λ

)−1)j
, (3.93)

falls die Reihe auf der rechten Seite in B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 ) konvergiert. Die be-
hauptete Konvergenz (3.90) folgt unmittelbar aus der Darstellung (3.93) und
aus Punkt ii) dieses Lemmas.
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(iv) Zuerst beweist man

sup
k∈K
λ∈Λ

∥∥∥(Hk − λ)−1
∥∥∥
B(W−1,2

0 ,W 1,2
0 )
<∞. (3.94)

Dies folgt aus der Tatsache, dass die Abbildung

K × Λ 4 (k, λ) 1−→ (Hk − λ) 1−→ (Hk − λ)−1 ∈ B(W−1,2
0 ,W 1,2

0 )

wohldefiniert und stetig ist. Infolgedessen ist (3.92) gleichmäßig in (k, λ) ∈
K × Λ für n > n0 erfüllt. Die gleichmäßige Konvergenz für (3.90) folgt un-
mittelbar aus (3.94) und der Darstellung (3.93) von (H(n)

k − λ)−1.

Theorem 3.32. Seien für die Familien der Koeffizientenfunktionen {M (n)
α }n∈N,

α = 0, 1, 2, die Voraussetzungen von Lemma 3.31 erfüllt.

i) Für jedes n ∈ N und jedes k ∈ C2 hat der Operator H(n)
k |L2 den gleichen

Definitionsbereich wie H|L2, nämlich

dom(H(n)
k |L2) = dom(H|L2) =

W 1,2
0 ∩

{

ϕ

∣∣∣∣∣ ϕ|(xl,xl+1) ∈ W 2,2((xl, xl+1)), für l = 0, . . . , L

m̂l lim
x→xl
x>xl

dϕ

dx
(x) = m̂l−1 lim

x→xl
x<xl

dϕ

dx
(x), für l = 1, . . . , L

}

. (3.95)

ii) Für jedes n ∈ N und jede eindimensionale analytische Mannigfaltigkeit
S ⊂ C2 ist die Operatorfamilie {H(n)

k |L2}k∈S eine holomorphe Operatorfa-
milie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VII.2]. Wenn insbesondere k̂ ∈ R2

ist, dann bilden die Operatoren {H(n)
k }{k=ξk̂, ξ∈C} eine selbstadjungierte ho-

lomorphe Familie vom Typ (A) und die entsprechenden Resultate aus Kato
[Kat84, VII.2] sind anwendbar. Im letzteren Fall besitzen die Eigenwertkur-
ven für endliche und reelle k–Werte keine Singularitäten.

iii) Für jedes λ /∈ specHk konvergieren in die Operatoren (H(n)
k |L2 − λ)−1

gegen (Hk|L2−λ)−1 in der nuklearen Norm. Diese Konvergenz ist sogar lokal
gleichmäßig in k und λ wie in Lemma 3.31 beschrieben.

iv) Wenn k ∈ R2, was nach Punkt ii) die Selbstadjungiertheit der Operatoren
H(n)

k und Hk impliziert, dann taucht asymptotisch das Spektrum von Hk in
den Spektren der Operatoren H(n)

k auf. Genauer gesagt: Wenn λ ein Eigen-
wert des Operators Hk und U ⊂ C eine beliebige Umgebung von λ ist, dann
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gibt es ein n0, so dass für jedes n > n0 der Operator H(n)
k Eigenwerte in U

besitzt.

Beweis. Soweit es Punkt i) und Punkt ii) betrifft, ist es ausreichend zu bewei-
sen, dass die Operatoren A(n)

α |L2 relativbeschränkt sind bezüglich H|L2 mit
Relativschranke Null. Die Behauptungen folgen dann aus [Kat84, Th. IV.1.1]
und [Kat84, Th. VII.2.6].

Mittels partieller Integration des zweiten Terms folgert man aus (3.5) für
jedes ϕ ∈ dom(H|L2):

∥∥∥A(n)
α ϕ
∥∥∥
L2 =

∥∥∥∥
(
M (n)
α − (M (n)

α )∗
)dϕ
dx
− ϕ d
dx

(M (n)
α )∗

∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥M (n)
α − (M (n)

α )∗
∥∥∥
L∞(Ω,B(Cd))

‖ϕ‖W 1,2
0

+
∥∥∥
d

dx
M (n)
α

∥∥∥
L∞(Ω,B(Cd))

‖ϕ‖L2 .

Man kann ‖ϕ‖W 1,2
0

= ‖dϕ/dx‖L2 mittels (3.31), (3.32) und der Youngschen
Ungleichung folgendermaßen weiter abschätzen:

‖ϕ‖W 1,2
0
≤ γH

√√√√√
‖Hϕ‖L2‖ϕ‖L2

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

≤ δ‖Hϕ‖L2 + 1
4δ

γ2
H‖ϕ‖L2

min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|mj(x)|

,

wobei δ eine beliebige positive Zahl und γH die endliche positive Interpo-
lationskonstante aus (3.32) ist. Daraus folgt die Relativbeschränkheit der
Operatoren A(n)

α |L2 bezüglich H|L2 mit Schranke Null.

(iii) Unter Verwendung von Punkt iii) und Punkt iv) von Lemma 3.31 kann
man die nukleare Norm von

(Hk − λ)−1 − (H(n)
k − λ)−1

auf dieselbe Weise abschätzen, wie das im Beweis von Punkt iv) von Theo-
rem 3.9 geschehen ist, vgl. (3.29).

(iv) Theorem 3.32, Punkt iii) impliziert, dass die Operatoren H(n)
k gegen Hk

konvergieren. Somit folgt die Behauptung aus der Selbstadjungiertheit von
H(n)

k und einem allgemeinen Störungstheorem für selbstadjungierte Opera-
toren, vgl. Kato [Kat84, V.4.3].
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Kapitel 4

Numerische Approximation der
Eigenwerte

In diesem Kapitel behandeln wir die numerische Approximation der Ei-
genwerte und Eigenfunktionen von kp-Schrödingeroperatoren. Dabei stehen
die numerischen Verfahren im Vordergrund, die in der Programmbibliothek
KPLIB zur numerischen Lösung des Eigenwertproblems für kp-Schrödinger-
operatoren implementiert sind. KPLIB ist eine in ANSI-C entwickelte Bi-
bliothek, die Schnittstellen zur Beschreibung der Geometrie, der Randbedin-
gungen, der Materialdaten, zur Diskretisierung, zur numerischen Lösung der
algebraischen Eigenwertprobleme und zur Berechnung von Matrixelementen
auf Basis der Eigenlösungen, wie der Impulsmatrixelemente, bereitstellt. Sie
baut auf der Bibliothek PDELIB [FKL01] des WIAS zur Lösung partieller
Differentialgleichungen auf. KPLIB ist Grundlage des Simulators WIAS-
QW [BK] zur Berechnung der elektronischen Zustände in (Multi-)Quantum-
Wells und deren optoelektronischer Eigenschaften. KPLIB und WIAS-QW
haben wir für die numerischen Berechnungen im Kapitel 6 verwendet.

Die numerische Berechnung der Eigenlösungen besteht aus zwei Schritten: der
Disrektisierung der kp-Operatoren und der numerischen Lösung der resultie-
renden algebraischen Eigenwertprobleme. In Kapitel 4.2 wird das in KPLIB
verwendete Finite-Volumen-Schema zur Approximation der Eigenfunktionen
beschrieben. Eine Beschreibung der in KPLIB und WIAS-QW verfügbaren
Verfahren zur Lösung der algebraischen Eigenwertprobleme mit dem Fokus
auf der Steuerung des iterativen Eigenwertlösers ARPACK [LMSY02] findet
sich in Anhang D.
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4.1 Vorbemerkungen

Zur Definition der diskreten kp–Operatoren machen wir im Folgenden die
Voraussetzungen 3.1–3.4. Allerdings wollen wir dabei nicht nur stückweise
konstante Koeffizientenfunktionen Mα, α = 0, 1, 2 zulassen, wie in Voraus-
setzung 3.4 gefordert, sondern auch deren glatte Approximationen im Sinne
von Lemma 3.31. Zusätzlich machen wir zur Vereinfachung der Betrachtung
die technische

Voraussetzung 4.1. Für fast alle x ∈ Ω seinen die Matrizen Mα(x), α ∈
{0, 1, 2} schiefsymmetrisch über Cd.

Diese Voraussetzung schränkt die Übergangsbedingungen an Materialgrenzen
auf den Fall des symmetrischen bzw. konventionellen Operator Orderings ein,
siehe Kapitel 2.2.2.

Unter diesen Voraussetzungen können wir die den Operator Aα, α ∈ {0, 1, 2}
definierende Form aus Definition 3.5 schreiben als

〈Aαϕ, ψ〉 =
∫

Ω

〈
Mα(x)

dϕ

dx
(x), ψ(x)

〉

Cd
−
〈
Mα(x)ϕ,

dψ

dx
(x)
〉

Cd
dx

=
d∑

j,l=1

∫

Ω
Mα j l(x)

(
dϕl
dx

(x)ψj(x)− ϕl(x)
dψj
dx

(x)
)
dx,

(4.1)

für alle ϕ und ψ aus W 1,2
0 (Ω; Cd).

Zur Diskretisierung fassen wir die Operatorteile mit Differentialoperatoren
gleicher Ordnung zusammen. Den kp-Schrödingeroperator können wir schrei-
ben als

Hk = H + A+W. (4.2)
Dabei ist H der Operator nach Definition 3.5, in A sind alle Anteile erster
Ordnung zusammengefasst

A = A0 + k1A1 + k2A2, (4.3)

und in W sind alle Potentialanteile enthalten

W =
2∑

α=1
kαBα +

2∑

α,β=1
kαkβBαβ + V + E. (4.4)
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Die Operatoren A und W sind jeweils definiert als

〈Aϕ,ψ〉 =
d∑

j,l=1

∫

Ω
Mj l(x)

(
dϕl
dx

(x)ψj(x)− ϕl(x)
dψj
dx

(x)
)
dx (4.5)

mit
M =M0 + k1M1 + k2M2 (4.6)

und
〈Wϕ,ψ〉 =

∫

Ω

〈
w(x)ϕ(x), ψ(x)

〉

Cd
dx (4.7)

mit
w =

2∑

α=1
kαUα +

2∑

α,β=1
kαkβUαβ + v + e. (4.8)

4.2 Finite-Volumen-Schema

Aufgrund dieser Darstellung werden wir uns im folgenden auf die Diskreti-
sierung der skalaren Operatoren

〈
Hu,w

〉
=
∫

Ω
m(x)du

dx
(x)dw
dx

(x) dx, (4.9)

〈
Au,w

〉
=
∫

Ω
M(x)

(
du

dx
(x)w(x)− u(x)dw

dx
(x)
)
dx, (4.10)

〈
V u,w

〉
=
∫

Ω
V (x)u(x)w(x) dx, (4.11)

beziehen, wobei m irgendeine der Funktionen mj ist,M irgendeine der Funk-
tionen Mj l ist, V irgendeine der Funktionen Wj l ist und u,w aus W 1,2

0 (Ω; C)
sind. Aus den Diskretisierungen der einzelnen skalaren Anteile wird mittels
eines blockorientierten Verfahrens eine Bandmatrix aufgestellt, die System-
matrix des kp-Operators.

Definition 4.2. Mit Bezug auf die endliche, disjunkte Zerlegung (3.3) des
Raumintervalles Ω = (x0, xL+1) definieren wir das Zwischengitter

xn− 1
2

= xn −
xn − xn−1

2 (4.12)

mit x− 1
2

= x0 und xN+ 1
2

= xL+1. Die Finite-Volumen-Zellen sind dann gege-
ben durch

Ωn = [xn− 1
2
, xn+ 1

2
]. (4.13)
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Lemma 4.3. Die Finite-Volumen-Diskretisierung der Terme 2. Ordnung
sind gegeben durch

− mn−1
xn − xn−1

un−1 +
(
mn−1
xn − xn−1

+ mn
xn+1 − xn

)
un −

mn
xn+1 − xn

un+1 (4.14)

Beweis. Die Gleichung sei auf den Finite-Volumen-Zellen im schwachen Sin-
ne erfüllt. Die Behauptung folgt mittels partieller Integration sowie linearer
Approximationen der Ableitung in xn− 1

2
und xn+ 1

2
in der Form

du

dx

(
xn− 1

2

)
≈ un − un−1
xn − xn−1

,
du

dx

(
xn+ 1

2

)
≈ un+1 − un
xn+1 − xn

. (4.15)

Lemma 4.4. Die Finite-Volumen-Diskretisierung des Terms 1. Ordung der
Form

M(x)du
dx

+ d
dx

(
M(x)u(x)

)
(4.16)

ist gegeben durch
−Mn−1un−1 +Mnun+1. (4.17)

Beweis. Die Gleichung sei im schwachen Sinne für jede Finite-Volumen-Zelle
Ωn erfüllt. Dazu ist das Integral

I =
∫

Ωn
M(x)du

dx
+ d
dx

(
M(x)u(x)

)
dx (4.18)

auszuwerten. Man erhält für die einzelnen Teile des Integrals
∫

Ωn
M(x)du

dx
dx =Mn−1

∫ xn

x
n− 1

2

du

dx
dx+Mn

∫ x
n+ 1

2

xn

du

dx
dx

=Mn−1(u(xn)− u(xn− 1
2
)) +Mn(u(xn+ 1

2
)− u(xn)),

(4.19)

∫

Ωn

d

dx

(
M(x)u(x)

)
dx =Mnu(xn+ 1

2
)−Mn−1u(xn− 1

2
). (4.20)

Damit ergibt sich insgesamt

I = −2Mn−1u(xn− 1
2
) + (Mn−1 −Mn)u(xn) + 2Mnu(xn+ 1

2
). (4.21)

Mittels linearer Approximation von u auf dem Zwischengitter

u(xn− 1
2
) ≈ un + un−1

2 , u(xn+ 1
2
) ≈ un+1 + un

2 (4.22)
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folgt die Behauptung.

Lemma 4.5. Die Finite-Volumen-Diskretisierung der Terme 0. Ordnung der
Form (4.11) ist gegeben durch

Vn
xn+1 − xn−1

2 un mit Vn = V (xn). (4.23)

Beweis. Die Gleichung sei im schwachen Sinne für die Finite-Volumen-Zelle
Ωn erfüllt. Die Behauptung folgt dann mittels der Quadraturformel

∫

Ωn
V (x)u(x)dx ≈ V (xn)u(xn)(xn+ 1

2
− xn− 1

2
). (4.24)

Bemerkung 4.6. Im Falle konstanter Koeffizienten stimmt dieses Schema
mit einem Finite-Differenzen-Schema überein. Eine Untersuchung der Eigen-
schaften des Finite-Differenzen-Verfahren für kp-Schrödingeroperatoren mit
Hilfe diskreter ebener Wellen findet sich in [Sol03].
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Kapitel 5

Achtbandmodell für kubische
Materialien

In diesem Kapitel wird die Modellierung elektronischer Zustände in Quantum-
Wells und Multi-Quantum-Wells auf Basis des Achtband-Modells für Halb-
leitermaterialien mit kubischer Kristallsymmetrie betrachtet. Dieses Modell
haben wir schon in Kapitel 2.1.2 zur Beschreibung der elektronischen Zu-
stände in Volumenhalbleitern kennengelernt. In diesem Kapitel wird dieses
Modell um Terme zur Berücksichtigung mechanischer Verspannung erweitert.
Dazu findet sich als Erstes eine Darstellung der Modellierung mechanisch ver-
spannter Quantenschichten anhand des technologisch häufig vorkommenden
Falles der biaxialen Verspannung. Daran schliesst sich eine Darstellung des
kp-Hamiltonian für Volumenmaterialien und eine Diskussion seiner Eigen-
schaften an. Darauf aufbauend wird die Modellierung der elektronischen Zu-
stände in Quantum-Wells und Multi-Quantum-Wells diskutiert, was auf den
zugehörigen kp-Schrödingeroperator führt. Die Koeffizientenmatrizen dieses
kp-Schrödingeroperators sind in Abschnitt 5.4 dargestellt. Mit diesen Koef-
fizientenmatrizen wird dann die in Kapitel 3 hergeleitete Abschätzung der
Bandlücke für dieses konkrete Beispiel ausgewertet. Abschliessend wird eine
Methode diskutiert, um die in Kapitel 3 gemachten Voraussetzungen an die
Koeffizientematrizen zu erfüllen und so Spurious Solutions zu vermeiden.

5.1 Mechanisch verspannte Quantenschichten

Beim Epitaxiewachstum von dünnen Halbleiterschichten auf einem Substrat,
passt sich das Kristallgitter des Schichtmaterials an das des Substrates an,
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unverspannt verspannt
(biaxiale Dehnung)

Abbildung 5.1: Mechanisch verspannte Quantenschicht.

siehe Abbildung 5.1. Sind die Gitterkonstanten a der unverspannten Quan-
tenschicht und die Gitterkonstante asub des Substrats voneinander verschie-
den, so führt dies zu einer Verzerrung im Kristallgitter der aufgewachsenen
Materialschicht.

Wir betrachten Halbleiter mit kubischem Kristallgitter und nehmen der Ein-
fachheit halber an, dass die Wachstumsrichtung der Quantenschicht parallel
zur z-Achse ist, die kristallographisch als [001]-Richtung bezeichnet wird.
Also passt sich beim Aufwachsen das Kristallgitter der Quantenschicht in
der xy-Ebene an das Kristallgitter des Substrats an. Daraus resultiert eine
biaxiale Verspannung (beschrieben durch den Verzerrungstensor ε), die ent-
lang x− und y−Richtung gleich groß ist und durch die Gitterfehlanpassung
f gegeben ist:

εxx = εyy = f = asub − a
a
. (5.1)

Nun macht man üblicherweise die Annahme, dass keine Scherspannungen
auftreten und die Struktur in Wachstumsrichtung spannungsfrei ist. In die-
sem Fall ist der Verzerrungstensor ε diagonal, d. h. es gilt

ε = diag(εxx, εyy, εzz).
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Die Verzerrung εzz in Wachstumsrichtung ergibt sich aus der Annahme der
Spannungsfreiheit in z-Richtung zu [Chu95, Kap 4.5.2]

εzz = −2C12
C11
εxx, (5.2)

wobei C11 und C12 sind elastische Konstanten der Quantenschicht sind.
Ist die Gitterkonstante der Quantenschicht größer als die des Substrats spricht
man von stauchender (kompressiver) Verspannung. In diesem Fall ist εxx < 0.
Ist die Gitterkonstante der Quantenschicht kleiner als die des Substrates
spricht man von dehnender (tensiler) Verspannung, d. h. εxx > 0.

5.2 Achtbandmodell für Volumenmaterialien

Der Achtband-kp-Hamiltonian für kubische Materialien hat folgende Struk-
tur:

H = H0 +H∆ +H1(k) +H2(k) +D(ε). (5.3)
Bei den einzelnen Anteilen handelt es sich um:

• H0: Bandkanten (Basis-Energie der Basis-Funktionen),

• H∆: Spin-Bahn-Wechselwirkung,

• H1(k): kp-Kopplung in erster Ordnung in k (Interband-Kopplung),

• H2(k): kp-Kopplung in zweiter Ordnung in k (Intraband-Kopplung),

• D(ε): Kopplungen aufgrund mechanischer Verspannung.

Die Energie der Basis-Funktionen ist diagonal und gegeben durch

H0 = diag(Ec, Ev, Ev, Ev, Ec, Ev, Ev, Ev). (5.4)

Ec ist die Leitungsbandkante und Ev die Valenzbandkante. Die Bandlücke
Eg ist gegeben durch Ec−Ev. Die Spin-Bahn-Wechselwirkungsmatrix ist von
der Form

H∆ =
(
Gso + iGz Gy + iGx
−Gy + iGx Gso − iGz

)

(5.5)

mit den Matrizen
Gso = ∆so

3 diag(0,−1,−1,−1), (5.6a)
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Gx = ∆so
3





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0



 , (5.6b)

Gy = ∆so
3





0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0



 , (5.6c)

Gz = ∆so
3





0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 . (5.6d)

∆so ist die Größe der Spin-Bahn-Aufspaltung. Die kp–Kopplung der Bänder
1. Ordnung hat die Form (siehe [Kan82, EW96])

H1(k) =
(
H4(k) 0

0 H4∗(−k)

)

(5.7)

mit

H4(k) =





0 iP0kx iP0ky iP0kz
−iP0kx 0 0 0
−iP0ky 0 0 0
−iP0kz 0 0 0



 . (5.8)

Die kp–Kopplung in 2. Ordnung ist von der Form (siehe [Kan82, EW96])

H2(k) =





Ak2 0 0 0
0 S(k) 0 0
0 0 Ak2 0
0 0 0 S(k)



 (5.9)

mit
Ak2 = A(k2

x + k2
y + k2

z), (5.10)
sowie der als Shockley-Matrix bezeichnenten 3× 3-Matrix

S(k) =




S11(k) Nkxky Nkxkz
Nkxky S22(k) Nkykz
Nkxkz Nkykz S33(k)



 (5.11)
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mit den Diagonalelementen

S11(k) = Lk2
x +M(k2

y + k2
z), (5.12a)

S22(k) = Lk2
y +M(k2

x + k2
z), (5.12b)

S33(k) = Lk2
z +M(k2

x + k2
y). (5.12c)

Die Deformationswechselwirkungsmatrix D(ε), die den Einfluss der mecha-
nischen Verspannung über Pikus-Bir-Deformationspotentiale beschreibt, hat
eine ähnliche Struktur wie die Matrix der kp-Kopplung in 2. Ordnung [BP74,
EW96]:

D(ε) =





as(εxx + εxx + εxx) 0 0 0
0 D3(ε) 0 0
0 0 as(εxx + εxx + εxx) 0)
0 0 0 D3(ε)



 . (5.13)

Analog zur Shockley-Matrix S ist die 3× 3 Matrix D3 gegeben durch:

D3(ε) =




D311(ε) nεεxy nεεxz
nεεyx D322(ε) nεεyz
nεεzx nεεzy D333(ε)



 (5.14)

mit den Diagonalelementen

D311(ε) = lεεxx +mε(εyy + εzz), (5.15a)
D322(ε) = lεεyy +mε(εxx + εzz), (5.15b)
D333(ε) = lεεzz +mε(εxx + εyy). (5.15c)
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Der Koeffizient P0 der kp-Kopplung erster Ordnung und die Koeffizienten A,
L, M und N der kp-Kopplung zweiter Ordnung sind dabei folgendermaßen
durch Materialparameter bestimmt:

A = !2

2m0

(
m0
mc
− Ep
Eg

Eg + 2∆so/3
Eg + ∆so

)
, (5.16)

L = − !2

2m0

(
(γL1 + 4γL2 )− Ep

Eg

)
, (5.17)

M = − !2

2m0

(
γL1 − 2γL2

)
, (5.18)

N = − !2

2m0

(
6γL3 −

Ep
Eg

)
, (5.19)

P0 =
√

2m0Ep
!2 . (5.20)

Dabei ist Ep das optische Matrixelement, Eg die Bandlücke, ∆so die Spin-
Bahn-Aufspaltung, mc die Leitungsbandmasse und γL1 , γL2 , γL3 die Luttinger-
parameter. Die Koeffizienten as, lε, mε, nε der Deformationswechselwirkung
sind folgendermaßen durch die Deformationspotentiale ac, av, b, d definiert:

as = ac, (5.21)
lε = av + 2b, (5.22)
mε = av − b (5.23)
nε =

√
3d. (5.24)

Dabei bezeichnen ac und av jeweils das Leitungsband- und Valenzband-
Deformationspotential. b und d sind die Scherdeformationspotentiale.

5.3 Achtband-Modell für Quantenschichten

Wir betrachten nun den kp-Schrödingeroperator des Achtband-Modells für
Quantenschichten wie Quantum-Wells und Multi-Quantum-Wells. Wie die-
ser mit dem kp-Hamiltonian für Volumenmaterialien zusammenhängt haben
wir bereits in Abschnitt 2.2.2 diskutiert. Hier möchte ich nur kurz darauf
eingehen, wie sich die einzelnen Modellierungsansätze, d. h. das Operator
Ordering, auf die Struktur der im folgenden Abschnitt aufgeführten Koeffi-
zientenmatrizen auswirken:
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• Für konventionelles bzw. symmetrisches Operator Ordering sind die
Matrizen Mα, α = 0, 1, 2 schiefadjungiert.

• Für Operator-Ordering der Valenzband-Terme nach Burt-Foreman wei-
chen die MatrizenM1 und M2 von dieser Schiefadjungiertheit ab, siehe
[For97].

• Daneben gibt es Vorschläge auch bei der durch die Koeffizientenmatrix
M0 beschriebenen Valenz-Leitungsband-Kopplung vom symmetrischen
Operator Ordering und damit der Schiefadjungiertheit abzuweichen,
siehe [For97, Bur98, PFFD01, RAE+02, MTPP05].

Wir werden im Folgenden den Fall des symmetrischen Operartor-Orderings
betrachten. Zum einen Tragen die Kopplungsmatrizen M0 unabhängig vom
Operator Ordering nicht zur Bandlückenabschätzung bei. Zweitens sind die
Positivitätsbedingungen an die Koeffizienten des Achtband-Modells (siehe
Bemerkung 5.1 und 5.2) vom Operator Ordering unabhängig. Zudem bewirkt
eine Abweichung vom konventionellen Falle für die Matrizen M1 und M2
nur eine Verschlechterung der Konstanten Nmax (5.69). Es hat aber keinen
Einfluss auf die garantierte Bandlücke bei k = 0, siehe (5.75).

5.4 Koeffizientenmatrizen der Normalform des
Modells

Im Folgenden geben wir die Darstellung des Achtband-Hamiltonians in Nor-
malform, d. h. mit den Koeffizientenmatrizen m, Mα mit α = 0, 1, 2, Uα, Uαβ
mit α, β = 1, 2, v und e an. Wir fangen an mit den reziproken Effektivmassen
des Haupteils:

m =
(
m4 0
0 m4

)

, m4 =





A
M
M
L



 . (5.25)

Die Parameter mögen die folgenden Voraussetzungen erfüllen:

A > 0, M < 0, L < 0. (5.26)
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Die Bandkanten sind gegeben durch

e =
(
e4 0
0 e4

)

, e4 =





Ec
Ev
Ev
Ev



 (5.27)

mit der Voraussetzung an die Leitungsbandkanten Ec und Ev

Ec > 0, Ev < 0. (5.28)

Die Koeffizientenmatrizen der kp-Kopplung erster Ordnung lauten, vgl. H1
(5.7):

M0 =
(
M40 0

0 M40

)

, M40 = P0
2





0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0



 , (5.29)

U1 =
(
U41 0

0 U41

)

, U41 = P0





0 i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 , (5.30)

U2 =
(
U42 0

0 U42

)

, U42 = P0





0 0 i 0
0 0 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0



 . (5.31)

Die übrigen Koeffizientenmatrizen der Differentialoperatoren erster Ordnung
(Intrabandkopplungen) sind gegeben durch:

M1 =
(
M41 0

0 M41

)

, M41 = −iN2





0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0



 , (5.32)

M2 =
(
M42 0

0 M42

)

, M42 = −iN2





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0



 . (5.33)
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Die Koeffizientenmatrizender k2-Terme in nullter Ordnung lauten:

U11 =
(
U411 0

0 U411

)

, U411 =





A 0 0 0
0 M + LM 0 0
0 0 M 0
0 0 0 M



 , (5.34)

U22 =
(
U422 0

0 U422

)

, U422 =





A 0 0 0
0 M 0 0
0 0 M + LM 0
0 0 0 M



 , (5.35)

U12 + U21 =
(
U412 + U421 0

0 U412 + U421

)

, (5.36a)

U412 + U421 = N





0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0



 . (5.36b)

Die Potentialwechselwirkungsmatrix setzt sich zusammen aus der Spin-Bahn-
Wechselwirkung H∆ (5.5) und der von der mechanischen Verspannung ab-
hängigen Deformationswechselwirkung D(ε) (5.13):

v = H∆ +D(ε). (5.37)

5.5 Abschätzung der Bandlücke

Im Folgenden wollen wir das Achtband-Modell für den technologisch häu-
fig anzutreffenden Fall der biaxial verspannten Quantenschichten betrach-
ten. Die Modellierung der mechanischen Verspannung in biaxial verspann-
ten Quantenschichten haben wir bereits in Abschnitt 5.1 kennengelernt. Für
biaxiale Verspannung ist der Verzerrungstensor ε diagonal. Die Diagonal-
struktur von ε hat zur Folge, dass Deformationswechselwirkungsmatrix D(ε)
(5.13) ebenfalls diagonal ist, was in einer Verschiebung der Bandkanten e
resultiert. D. h. die Potentialwechselwirkungsmatrix v besteht in diesem Fall
nur aus dem Spin-Bahn-Anteil H∆.

Wir spezifizieren nun die Abschätzung der Bandlücke aus Theorem 3.24 für
das Achtband-kp-Modell. Dazu müssen wir zunächst nachweisen, dass die
Koeffizientenmatrizen U11, U22, U12 und U21 die Voraussetzung 3.22 erfüllen.
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Zudem zeigen wir, dass v = H∆ im Sinne von Voraussetzung 3.23 Θ-wachsend
ist, d. h. der Bedingung (3.54) genügt.

Der Konjugationsoperator Θ̃ (3.11) ist für das Achtband-Modell gegeben
durch

Θ̃ =
(

Θ4 0
0 Θ4

)

mit Θ4 =





1
−1
−1
−1



 . (5.38)

Die Potentialmatrix v ist nichtdiagonal und gegeben durch

v = H∆ =
(
Gso + iGz Gy + iGx
−Gy + iGx Gso − iGz

)

.

Nun kann man nachrechnen, dass H∆ mit Θ̃ kommutiert und dass gilt

Θ̃H∆ = H∆Θ̃ = −H∆.

Die Eigenwerte lauten von H∆ lauten (siehe Anhang B):

−∆ (zweifach), 0 (sechsfach). (5.39)

Daraus folgt, dass

1
2 inf spec

(
Θ̃H∆ +H∆Θ̃

)
= inf spec(−H∆) = 0

gilt. Mit den Bezeichnungen aus Theorem 3.24 bedeutet das

vΘ− = 0, vΘ+ = H∆. (5.40)

Damit trägt nach Theorem 3.24 die Spin-Bahn-Wechselwirkung nicht zu einer
Verkleinerung der Bandlücke bei.

5.5.1 Bedingungen für die Positivität der k2-Terme

Zur Erfüllung von Voraussetzung 3.22 wird benötigt, dass das Spektrum von

Ũ(η) = 1
2
(
Θ̃Uη + UηΘ̃

)
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mit Uη gemäß (3.52) nicht negativ ist. In unserem Fall hat Uη die Blockdia-
gonaldarstellung

Uη =
(
U4η 0

0 U4η

)

(5.41)

mit

U4η =





A 0 0 0
0 M + cos2(η)LM sin(η) cos(η)N 0
0 sin(η) cos(η)N M + sin2(η)LM 0
0 0 0 M



 . (5.42)

Damit ergibt sich für Ũ(η)

Ũ(η) = 1
2

(
Θ4U4(η) + U4(η)Θ4 0

0 Θ4U4(η) + U4(η)Θ4

)

=
(
Ũ4(η) 0

0 Ũ4(η)

) (5.43)

wobei

Ũ4(η) =





A 0 0 0
0 −M − cos2(η)LM − sin(η) cos(η)N 0
0 − sin(η) cos(η)N −M − sin2(η)LM 0
0 0 0 −M



 (5.44)

und
LM

def= L−M. (5.45)
Aus der Struktur der Matrix lässt sich unmittelbar ablesen, dass

λ1 = A, λ2 = −M

zweifach entartete Eigenwerte der Matrix Ũ(η) sind. Die übrigen Eigenwerte
sind durch die Eigenwerte der Matrix

(
−M − cos2(η)LM − sin(η) cos(η)N
− sin(η) cos(η)N −M − sin2(η)LM

)

, (5.46)

d. h. durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

(M + cos2(η)LM + λ)(M + sin2(η)LM + λ)− sin2(η) cos2(η)N2 = 0
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gegeben. Dieses lässt sich zu

λ2 + (2M + LM)λ− sin2(η) cos2(η)(N2 − L2
M) +M2 +MLM = 0 (5.47)

umformen und besitzt die Nullstellen

λ±(η) = −1
2

(
M + L±

√
L2
M + sin2(2η)(N2 − L2

M)
)
. (5.48)

Gesucht wird nun das Minimum der Eigenwerte. Zur Analyse der Eigenwerte
betrachten wir die Diskriminante von (5.48). Diese lässt sich folgendermaßen
von unten und oben abschätzen:

min{L2
M , N

2} ≤ L2
M + sin2(2η)(N2 − L2

M) ≤ max{L2
M , N

2}.

Nach Voraussetzung sind M < 0 und L < 0. Damit ist das Minimum der
Eigenwerte λ+(η), λ−(η) für alle η ∈ [0, 2π] gegeben durch

λ+ = −1
2

(
M + L+ max{|LM |, |N |}

)
. (5.49)

Zur weiteren Analyse machen wir die Fallunterscheidung: (a) |N | < |LM |
und (b) |N | > |LM |.
Im Fall (a) erhalten wir

λ+ = −1
2

(
M + L+ |LM |

)
. (5.50)

Falls nun L < M und unter der vorausgesetzten Negativität von L und M
ist |LM | = |L−M | = L−M und damit λ+ = −L > 0. Im Fall L > M ergibt
sich umgekehrt λ+ = −M > 0. Damit ist das Minimum der Eigenwerte im
Fall (a) gegeben durch

λ+ = −min{L,M}. (5.51)
Aufgrund der vorausgesetzten Negativität von L und M ist damit λ+ immer
positiv und es ergibt sich keine zusätzliche Bedingung an die Parameter.
Im Fall (b) erhalten wir für λ+

λ+ = −1
2

(
M + L+ |N |

)
. (5.52)

d. h. für den generischen Fall N < 0 (falls Ep/Eg < 6γ3):

λ+ = −1
2

(
M + L−N

)
. (5.53)
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Soll nun λ+ positiv sein, so resultiert daraus folgende Bedingung für die
Koeffizienten des Achtband-Modells:

N −M − L > 0. (5.54)

Durch Einsetzen der Definitionen für M , L und N erhält man daraus

− !2

2m0

(
6γ3 −

Ep
Eg

)
+ !2

2m0

(
γ1 + 4γ2 −

Ep
Eg

)
+ !2

2m0

(
γ1 − 2γ2

)
> 0,

und nach elementaren Umformungen

γL1 + γL2 > 3γL3 . (5.55)

Dies ist eine Bedingung an die Luttinger-Parameter, welche die effektiven
Massen der schweren und leichten Löcher definieren, vgl. (5.82), (5.83), (5.84).

Für N > 0, was für sehr große Werte des optischen Matrixelements Ep auch
möglich ist, ergibt sich die Bedingung

−(L+M +N) > 0. (5.56)

Nach Einsetzen der Definitionen der Parameter L, M und N ergibt sich
daraus die Bedingung

!2

2m0

(
6γ3 −

Ep
Eg

)
+ !2

2m0

(
γ1 + 4γ2 −

Ep
Eg

)
+ !2

2m0

(
γ1 − 2γ2

)
> 0, (5.57)

und nach Umformen erhält man die nun zusätzlich von Ep/Eg abhängige
Bedingung:

γ1 + γ2 + 3γ3 −
Ep
Eg
> 0. (5.58)

Wir fassen nun die Ergebnisse zusammen in der

Bemerkung 5.1 (Bedingung für die Koeffizienten A, L und N). Seien A(x),
L(x) und N(x) die Koeffizientenfunktionen des Achtband-Modells. Sei die
Menge Ω− definiert durch

Ω− =
{
x ∈ Ω : N(x) ≤ 0

}
. (5.59)

Sei für fast alle x ∈ Ω− die Bedingung

N(x)−M(x)− L(x) > 0 (5.60)
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erfüllt und sei für fast alle x ∈ Ω \ Ω− die Bedingung

L(x) +M(x) +N(x) < 0 (5.61)

erfüllt. Seien außerdem für fast alle x ∈ Ω die Bedingungen

M(x) < 0 und L(x) < 0 (5.62)

erfüllt. Dann folgt daraus, dass Matrixfunktionen U11, U22, U12 und U21 die
Voraussetzung 3.22 erfüllen.

Alternativ kann man diese Voraussetzung auch als für praktische Zwecke
geeignetere Bedingung an die Materialparameter formulieren:

Bemerkung 5.2 (Bedingung an die Materialparameter γL1 , γL2 , γL3 , Ep, Eg).
Seien γL1 (x), γL2 (x), γL3 (x) die Funktionen der Luttinger-Parameter, sei die
Funktion Eg(x) die Größe der Bandlücke und die Funktion Ep(x) das optische
Matrixelement. Sei die Menge Ω− definiert durch

Ω− =
{
x ∈ Ω : 6γL3 (x) ≤ Ep(x)

Eg(x)

}
. (5.63)

Sei für fast alle x ∈ Ω− die Bedingung

γL1 (x) + γL2 (x) > 3γL3 (x) (5.64)

erfüllt und sei für fast alle x ∈ Ω \ Ω− die Bedingung

γL1 (x) + γL2 (x) + 3γL3 (x)− Ep(x)
Eg(x)

> 0 (5.65)

erfüllt. Seien außerdem für fast alle x ∈ Ω die Bedingungen

γL1 (x) + 4γL2 (x)− Ep(x)
Eg(x)

> 0, (5.66)

γL1 (x)− 2γL2 (x) > 0 (5.67)

erfüllt. Dann folgt daraus, dass Matrixfunktionen U11, U22, U12 und U21 die
Voraussetzung 3.22 erfüllen.
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5.5.2 Größe der garantierten Bandlücke

Um die Voraussetzungen von Theorem 3.24 zu erfüllen, brauchen wir noch
zusätzlich zu den in Bemerkung 5.1 bzw. 5.2 formulierten Voraussetzungen
die Positivität der Koeffizientenfunktion A(x), d. h. die

Voraussetzung 5.3. Die Koeffizientenfunktion A(x) genüge fast alle x ∈ Ω
der Bedingung

A(x) > 0. (5.68)

Sind nun alle diese Voraussetzungen erfüllt, dann erfüllen die Koeffiziente-
funktionen des Achtband-Modells alle Voraussetzung von Theorem 3.24 und
wir können dieses zur Abschätzung der Größe der Bandlücke benutzen.

Dazu benötigen wir noch die L∞-Normen der Matrixfunktionen M1 und M2.
Diese sind rein imaginär und schiefsymmetrisch. Damit ist ihre L∞-Norm
über den maximalen Eigenwert von iM1 sowie iM2 gegeben und man be-
stimmt diesen unmittelbar zu N/2. Damit erhalten wir

‖M1‖L∞(Ω;B(C8)) = ‖M2‖L∞(Ω;B(C8)) = 1
2 ess sup
x∈Ω

N(x) = 1
2Nmax. (5.69)

Des Weiteren benötigen wir die Größe der effektiven globalen Bandlücke,
siehe (3.36). Für den hier betrachteten Fall biaxial verspannter Quanten-
schichten ist εxx = εyy und εzz wie in (5.2) gegeben. Die Deformationswech-
selwirkungsmatrix D(ε) hat dann wie bereits erwählt Diagonalstruktur und
ist gegeben durch

D(ε) = diag(asc(ε), asx(ε), asy(ε), asz(ε), asc(ε), asx(ε), asy(ε), asz(ε))

mit den durch die Deformationspotentiale definierten Bandkantenverschie-
bungen

asc(ε) = ac(εxx + εxx + εxx)
asx(ε) = lεεxx +mε(εyy + εzz),
asy(ε) = lεεyy +mε(εxx + εzz),
asz(ε) = lεεzz +mε(εxx + εyy),

wobei lε und mε wie in (5.22) und (5.23) definiert sind. Diese Bandkanten-
verschiebung addieren wir nun zu der Leitungsbandkante Ec und der Valenz-
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bandkante Ev hinzu und erhalten für den effektive Bandkantenkoeffizienten-
funktion e:

e = diag(Ecs, Evx, Evy, Evz, Ecs, Evx, Evy, Evz),

wobei

Ecs = Ec + asc(ε) = Ev + Eg + asc(ε)
Evx = Ev + asx(ε)
Evy = Ev + asy(ε)
Evz = Ev + asz(ε).

Damit erhalten wir die globalen Valenz- und Leitungsbandkanten Eeffc und
Eeffv als

Eeffc = ess inf
x∈Ω
Ecs(x),

Eeffv = ess sup
x∈Ω

max
{
Evx(x), Evy(x), Evz(x)

}
.

Damit besitzt der zugeordnete Bandkantenoperator E (3.9) eine globale
Bandlücke der Größe

Eeffg = Eeffc − Eeffv .
Die durch die effektiven Bandkantenprofile der Elektronen und Löcher de-
finierte Bandlücke wird auch als (fundamentale) Bandlücke der Quanten-
schicht bezeichnet. Nun gehen wir davon aus, dass die Lücke sich an einer
optimalen Position befindet, d. h.

e = min
j=1,...,d

ess inf
x∈Ω
|ej| =

Eeffg
2 . (5.70)

Als letzte Größe benötigen wir noch das essentielle Minimum mmin des Be-
trages reziproken effektiven Massen m (5.25). Dieses berechnet sich zu

mmin = ess inf
x∈Ω

min
{
A(x),−L(x),−M(x)

}
. (5.71)

Damit können wir die für die Abschätzung der Bandlücke benötigte Kon-
stante M (3.38) bestimmen:

M = N
2
max

4mmin
, (5.72)
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wobei Nmax gemäß (5.69) definiert ist. Damit erfahren wir aus Theorem 3.24
— vgl. (3.63) — schliesslich, dass alle λ, für die die Bedingung

k <

√
2mmin
N2
max

√
Eeffgap

2 − λ (5.73)

erfüllt ist, zur Resolventenmenge des Achtband-Operators und damit zur
Bandlücke gehören. D. h. Theorem 3.24 garantiert die Erhaltung der Band-
lücke gegeben durch das Intervall

Gap(k) =
(
− Emaxg (k), Emaxg (k)

)
,

mit
Emaxg (k) =

Eeffg
2 − N

2
max

2mmin
k2.

Mit der effektiven Masse mgap definiert als

mgap = !2mmin
N2
max

, (5.74)

welche die Verkleinerung der Bandlücke mit zunehmenden Wellenvektor cha-
rakterisiert, erhalten wir die Darstellung:

Emaxg (k) =
Eeffg

2 − !2

2mgap
k2. (5.75)

Bemerkung 5.4. Damit haben wir unter den oben genannten Voraussetzun-
gen an die Koeffizientenfunktionen des Achtband-Modells bzw. die entspre-
chenden Materialparameter gezeigt, dass man die Bandlücke der Quanten-
schicht Eeffg ebenfalls als Bandlücke im Spektrum des kp-Schrödingeroperators
für k = 0 wieder findet. D. h. wir haben in diesem Fall bewiesen, dass Spu-
rious Solultions im Sinne von Eigenfunktionen mit Energieeigenwerten, die
innerhalb der Bandlücke der Quantenschicht liegen, ausgeschlossen werden
können. Für Wellenvektoren k‖ in der Nähe des Zonenzentrums verkleinert
sich die Größe der garantierten Bandlücke quadratisch in Abhängigkeit vom
Betrag des Wellenvektors k = ‖k‖‖.

Wesentliche Annahmen für diese Abschätzung sind die generellen Voraus-
setzungen an die Vorzeichen der Koeffizienten zweiter Ordnung (5.26) bzw.
Voraussetzung 3.2 sowie die in Abschnitt 5.5.1 durch Analyse der Eigenwer-
te der k2-Terme hergeleiteten Bedingungen an die Materialparameter, siehe
(5.52) und Bemerkung 5.1. In [VSW07] werden die Koeffizientenmatrizen der
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Terme zweiter Ordnung von dreidimensionalen kp-Schrödingeroperatoren be-
trachtet. Durch Analyse der Eigenwerte des Valenzbandanteils dieser Koef-
fizientenmatrizen werden dort auch Bedingungen an die Materialparameter
des Achtband-Modells hergeleitet. Die daraus resultierenden Einschränkun-
gen für die Wahl möglicher Materialparameter sind allerdings deutlich größer
als bei den hier vorgestellten. Diese lassen sich im Fall von Burt-Forman-
Operator-Ordering nicht alle gleichzeitig erfüllen, da ein Eigenwert immer das
falsche Vorzeichen besitzt. Sie garantieren die Elliptizität der Terme zweiter
Ordnung, die den Valenzbändern des Achtband-Modells zugeordnet sind.

5.6 Vermeidung von Spurious Solutions durch
Anpassung von Ep

Bei der Benutzung des Achtband-Hamiltonians für Halbleiter mit kleiner
Bandlücke ergeben sich häufig Parametersätze, die zu einer anomalen Band-
krümmung für große Wellenvektoren führen, siehe Kapitel 2.1.3. Dieses Ver-
halten der Energiedispersion im Volumenmaterial kann dann bei der An-
wendung auf Heterostrukturen zu Spurious Solutions des zugehörigen kp-
Schrödingeroperators führen, siehe [For97, Sol03]. In Kapitel 2.2.4 haben wir
mehrere Methoden zur Vermeidung solcher Spurious Solutions angesprochen.
Wir wollen nun im Folgenden die dort vorgeschlagene Methode der Reskalie-
rung des optischen Matrixelements Ep für den Fall des von uns in Kapitel 6.1
und 6.2 verwendeten Achtband-Modells für kubische Materialien diskutieren.
Dazu werden wir die Abhängigkeit der Vorzeichen der Koeffizienten der k2-
Termen auf der Hauptdiagonale des Hamiltonians von Ep diskutieren. Den
resultierenden Reskalierungs-Ansatz werden wir dann in Abschnitt 5.6.1 an-
hand des Vergleichs von kp-Rechnungen mit experimentellen Ergebnissen für
eine Reihe verschiedener Indiumarsenidantimonid-basierter Multi-Quantum-
Well-Strukturen testen.

Wir wollen den Achtband-Hamiltonian (2.6) für kubische Materialien aus
Kapitel 2.1.2 (Notation nach [EW96]) betrachten. Die Vorzeichen der Ko-
effizienten der k2-Terme auf der Hauptdiagonale haben einen entscheiden-
den Einfluss auf das Verhalten der Dispersionsrelation E(k) für große Wel-
lenvektoren. Die Koeffizienten des Valenzband-Anteils sind gegeben durch
(vgl. (2.10))

L = − !2

2m0

(
(γL1 + 4γL2 )− ζ

)
, M = − !2

2m0
(γL1 − 2γL2 ), (5.76)
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wobei der Kane-Parameter P0, der die Kopplung zwischen den Valenz- und
Leitungsbänder beschreibt, mittels (2.13) durch das relative optische Ma-
trixelement ζ = Ep/Eg ersetzt wurde. Der dem Leitungsband zugeordnete
Koeffizient lautet (vgl. (2.11))

A = !2

2m0

(
m0
mc
− ζ Eg + 2/3∆so

Eg + ∆so

)
, (5.77)

wobei von der selben Ersetzung für P0 Gebrauch gemacht wurde. Die Bedin-
gungen an die Koeffizienten zur Vermeidung der anomalen Bandkrümmung
und damit von Spurious Solutions lauten (siehe z. B. [For97, MGO94]):

A > 0, L < 0, M < 0. (5.78)

Diese Bedingungen bedeuten die physikalisch naheliegende Positivität der
Krümmung der den Leitungsbändern zugeordneten Matrixelemente Hii(k)
auf der Hauptdiagonalen des kp-Hamiltonian sowie entsprechend die Negati-
vität der Krümmung des den Valenzbändern zugeordneten Teils der Haupt-
diagonale. Sie sind konsistent mit der in Kapitel 3 gemachten Vorausset-
zung 3.2 an die Vorzeichen der Koeffizientenfunktionenmi des kp-Schrödinger-
operators. Diese Vorzeichenbedingung war essentiell für den Beweis der in Ka-
pitel 3.4 gezeigten Abschätzung der Bandlücke des kp-Schrödinger-Operators
in den Daten des Problems. In dem durch diese Abschätzung beschriebenen
Spektralbereich können keine Eigenwerte des kp-Schrödinger-Operators lie-
gen und damit auch keine Eigenfunktionen in Form von Spurious Solutions.

Zwischen der Effektivmasse der schweren Löcher m∗hh,z in Richtung einer der
Koordinatenachsen und dem ParameterM gibt es folgenden Zusammenhang:

m0
m∗hh,z

= γL1 − 2γL2 = −2m0
!2 M.

m∗hh,z ist für physikalisch relevante Fälle positiv und M damit negativ.

Die Vorzeichen der Koeffizienten A und L hängen vom relativen optischen
Matrixelement ζ = Ep/Eg ab. Aus (5.78) ergeben sich folgende Bedingungen
für die Parameter des kp-Hamiltonian:

Ep
Eg

= ζ < ζL0 = γL1 + 4γL2 (5.79)

und
Ep
Eg

= ζ < ζA0 = m0
mc

Eg + ∆so
Eg + 2/3∆so

. (5.80)
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Nun ergeben sich insbesondere für Halbleiter mit kleiner Bandlücke so hohe
Werte für ζ, dass mindestens eine der Bedingungen verletzt ist. Man kann in
diesem Fall jedoch die Bedingungen durch eine geeignete Verkleinerung des
optischen Matrixelementes Ep erfüllen:

Ep → E ′p = αEp, α < 1. (5.81)

Diese Anpassung von Ep hat nur einen kleinen Einfluss auf die Bandstruktur
für kleine Wellenvektoren k. Daher bleiben die gebundenen Zustände zumin-
dest für kleine Anpassungen von Ep davon fast unberührt. Die Achtband-
Hamiltonians bilden eine Schar von Modellen, die vom Parameter Ep ab-
hängen. Für Ep → 0 verschwindet die Kopplung zwischen dem Valenzband-
Anteil und dem Leitungsband-Anteil. FürEp = 0 führt dies auf den Standard-
Sechsband-Hamiltonian zur Beschreibung der Valenzband-Zustände und ein
parabolisches Modell für die Leitungsbänder. Der Sechsband-Hamiltonian lie-
fert immer noch eine brauchbare Approximation der Valenzbandstruktur in
verspannten Quantum-Wells [CC92, For93, MGO94, CC96].

Der Effektivmassen-Tensor (m∗n)ij eines Bandes En ist definiert als
(

(m∗n)−1
)

ij
= 1

!2
∂2En(k)
∂ki∂kj

.

Für die Effektivmasse der schweren und leichten Lochbänder (hh und lh)
entlang unterschiedlicher kristallographischer Richtungen erhält man für k =
0, siehe [GHB93, VMRM01]:
m0

mhh[100] = γL1 − 2γL2 ,
m0

mlh[100] = γL1 + 2γL2 , (5.82)

m0
mhh[110] = 1

2(2γL1 − γL2 − 3γL3 ), m0
mlh[110] = 1

2(2γL1 + γL2 + 3γL3 ), (5.83)
m0

mhh[111] = γL1 − 2γL3 ,
m0

mlh[111] = γL1 + 2γL3 . (5.84)

Für die Leitungsbänder und die Split-Off-Bänder ergeben sich die winkelun-
abhängigen Effektivmassen [GHB93, VMRM01]

m0
mel

= 2m0
!2 A+ Ep

Eg

Eg + 2/3∆so
Eg + ∆so

, (5.85)

m0
mso

= γL1 −
1
3
Ep
Eg

∆so
Eg + ∆so

. (5.86)
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Die Effektivmassen der schweren und der leichten Löcher sind unabhängig
vom optischen Matrixelement Ep, d. h. der Valenz-Leitungsband-Kopplung.
Setzt man die Definition des Koeffizienten A gemäß (5.77) ein, so zeigt sich,
dass auch die Leitungsbandmasse unabhängig von Ep ist. Die Effektivmas-
se der Split-Off-Bänder hängt jedoch explizit von Ep ab. Damit stimmen die
Energiedispersionen der Bandkanten-nahen Zustände, d. h. der schweren und
leichten Lochzustände sowie der Elektronenzustände, in der Nähe von k = 0
für beliebige Werte von Ep in der Ordnung k2 überein. Dies rechtfertigt die
oben beschriebene Anpassung von Ep zur Erfüllung der Vorzeichenbedingun-
gen (5.78).

5.6.1 Bewertung anhand von Multi-Quantum-Wells mit
kleiner Bandlücke

Unsere Betrachtungen zum Reskalierungs-Ansatz wollen wir mit dem Ver-
gleichsvon kp-Rechnungen mit experimentellen Ergebnissen für eine Reihe
verschiedener InAsSb-Multi-Quantum-Well-Strukturen (Indiumarsenidanti-
monid) abschliessen. InAsxSb1−x ist das Mischkristallsystem mit der niedrig-
sten Bandlücke aller III-V-Halbleitermaterialien. Dieses System eignet sich
besonders zum Test dieses Ansatzes, da aufgrund der kleinen Bandlücke eine
große Reskalierung von Ep auf 20%-40% des Literaturwertes notwendig ist.
Daher eignet sich diese Materialklasse besonders, um den durch die Reska-
lierung induzierten Modellierungsfehler exemplarisch zu bewerten.

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Satz von neun Multi-Quantum-Well-
Strukturen (MQW), mit jeweils unterschiedlicher Arsenkonzentration x. Die
einzelnen Strukturen bestehen jeweils aus 10 InAsxSb1−x-Wells, die durch
Barrieren aus Al0.15In0.85As0.77Sb0.23 (Aluminiumindiumarsenidantimonid)
voneinander getrennt sind. Der ganze MQW-Stapel befindet sich gitteran-
gepasst auf [100]-orientierten GaSb-Substraten (Galliumantimonid). Als Re-
ferenz dient eine 1µm-dicke Schicht aus InAs0.895Sb0.105, die aufgrund ihrer
Dicke als Volumen-Halbleiter betrachtet werden kann.

Zum Vergleich der kp-Rechnungen mit experimentellen Daten haben wir die
Bandstruktur der vermessenen Proben berechnet. Als Beispiel für eine sol-
che kp-Rechnung ist die Bandstruktur für die MQW-Struktur mit dem Ar-
sengehalt x = 0.82 in Abbildung 5.2(a) dargestellt. Aus den berechneten
Bandstrukturen haben wir die MQW-Kante gemäß

EMQWg = Ec0(k‖ = 0)− Ev0(k‖ = 0) (5.87)
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bestimmt, wobei Ec0(k‖) das unterste Leitungsband und Ev0(k‖) das ober-
ste Valenzband bezeichnet. Die aus dem kp-Rechnungen gewonnene MQW-
Kante wurde dann mit experimentell gemessenen Werten verglichen. Die Er-
gebnisse dieses Vergleichs sind in Abbildung 5.2(b) dargestellt. Dabei sind
die aus Transmissionsmessungen bestimmten MQW-Kanten mit ausgefüllten
Kreisen gezeichnet. Die offnen Kreise zeigen MQW-Kanten die aus Photo-
lumineszenzmessungen gewonnen wurden. Die aus den kp-Rechnungen re-
sultierenden MQW-Kanten sind durch Quadrate dargestellt. Man beobach-
tet eine systematische Infrarot-Verschiebung der experimentell bestimmten
MQW-Kante gegenüber den kp-Rechnungen. Diese Tendenz ist auch in der
volumenartigen als Reference bezeichneten InAs0.895Sb0.105-Probe sichtbar.
Daher ist die Ursache dieser Rot-Verschiebung eher bei Unsicherheiten der
Materialdaten für dieses Mischkristallsysten — speziell der Bandlücke — als
bei den kp-Rechnungen zu vermuten. Für die Details der kp-Rechnungen und
weitere Vergleiche zwischen kp-Rechnugen und spektroskopischen Daten sie-
he [KBB+05].

Fig. 3
Koprucki et al.
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Abbildung 5.2: (a) Berechnete Leitungs- und Valenzbandstruktur für eine
MQW-Struktur mit einem Arsengehalt von x = 0.82 bei Raumtemperatur.
(b) Vergleich zwischen kp-Rechnungen und Experimenten.
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Kapitel 6

Anwendungen

6.1 Elektronische Zustände in verspannten
Multi-Quantum-Wells

Die Bandstruktur einer Quantum-Well-Struktur ist durch die Eigenwertkur-
ven Ei(k‖) und die zugehörigen Eigenfunktionen

Fi(z; k‖) = (Fi,1(z; k‖), . . . , Fi,d(z; k‖))T

des kp-Schrödingeroperators (3.10) bzw. (2.15) in Abhängigkeit vom redu-
zierten Wellenvektor k‖ = (kx, ky) gegeben. Als kp-Schrödingeroperator be-
nutzen wir im Folgenden ein Achtband-Modell für kubische Materialien in
der Formulierung nach [EW96]. Der zugehörige Hamiltonian für Volumen-
materialien entspricht dem in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Modell (2.6). Die-
ses Modell beinhaltet die Kopplung von Valenz- und Leitungsbändern, Spin-
Bahn-Wechselwirkung und den Einfluss der mechanischen Verspannung. Der
Modell-Hamiltonian ist in der Klasse der kp-Schrödingeroperatoren enthal-
ten, deren Spektraleigenschaften in Kapitel 3 untersucht wurden. Damit las-
sen sich die dort erzielten mathematischen Ergebnisse auf das verwendete
Modell anwenden.

Für die numerischen Berechnungen in diesem und den folgenden Abschnit-
ten wurden mit der von U. Bandelow und mir entwickelte Quantum-Well-
Simulator WIAS-QW [BK] verwendet. Die numerische Approximation der Ei-
genwerte und Eigenfunktionen in WIAS-QW basiert auf dem Finite-Volumen-
Schema, das in Kapitel 4.2 beschrieben ist.
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Wir wollen unsere Betrachtungen für eine In1−xGaxAsyP1−y basierte, mecha-
nisch verspannte Multi-Quantum-Well-Struktur durchführen. Diese Struktur
besteht aus einem Stapel von 6 kompressiv verspannten (gestauchten), 7 nm
breiten Quantum Wells (x = 0.239, y = 0.826), die durch tensil verspann-
te (gedehnte), 10 nm breite Barrieren (x = 0.291, y = 0.539) voneinander
getrennt sind. Diese MQW-Struktur ist ein typisches Beispiel für eine Laser-
struktur wie sie in Halbleiterlaserdioden verwendet wird. Dabei ist die MQW-
Struktur noch in Wellenleiterschichten eingebettet, die gitterangepasst auf
InP hergestellt sind. Die für die Simulation benutzten Parametersatz ist in
Tabelle 6.1 zu finden. Die Parameter wurden mit den im Anhang C beschrie-
benen Methoden und Daten interpoliert.

Parameter QW Barriere Einheit
Valenzbandkante Ev 0 -129,5 meV
Leitungsbandkante Ec 700 903,5 meV
Bandlücke Eg 700 1033 meV
Optisches Matrixelement Ep 22692 22258 meV
Spin-Bahn Split-Off Energie ∆ 323,88 245,14 meV
Luttinger-Parameter γ1 14,99 11,02
Luttinger-Parameter γ2 5,83 4,07
Luttinger-Parameter γ3 6,62 4,84
Leitungsbandmasse mc 0,04827 0,07804 m0

Deformationspotentiale:
– Leitungsband ac -5572,8 -5671,2 meV
– Valenzband av 1096,4 1207,4 meV
– Scherdeformation b -1767,0 -1751,6 meV
– Scherdeformation d -4089,8 -4523,9 meV
Elastische Konstante C11 9,503 10,236 10 GPa
Elastische Konstante C12 4,930 5,253 10 GPa
Gitterkonstante a 5,9281 5,8513 Å
Verzerrung ε -0,010 0,003

Tabelle 6.1: Bandstrukturparameter der Multi-Quantum-Well-Struktur. Für
die Berechnung der Verzerrung wurde als Gitterkonstante des InP -Subtrates
aInP = 5.8688 Å verwendet.

6.1.1 Mini-Bänder in Multi-Quantum-Wells

Zunächst betrachten wir das Spektrum der Multi-Quantum-Well-Struktur
für k‖ = 0. Dieses ist für die untersten zwei Leitungsbandzustände und
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Abbildung 6.1: Ausbildung von Mini-Bändern in unserer Beispiel-MQW-
Struktur bestehend aus 6 Quantum-Wells. Die Eigenwerte treten durch die
symmetriebedingte zweifache Entartung in Gruppen von 12 Eigenwerten auf.
Oben: Leitungsbandzustände, unten: Valenzbandzustände, jeweils für k‖ = 0.
Das unterste Leitungs- und die obersten Valenz-Mini-Bänder zeigen keine
Dispersion. Die Dispersion in den Mini-Bändern der energetisch in den
Quantum-Wells höher liegenden Zuständen weist dagegen auf eine Kopplung
der Zustände zwischen den einzelnen Wells hin.

die obersten vier Valenzbandzustände in Abbildung 6.1 dargestellt. Die Ei-
genwerte treten in Gruppen zu je 12 Eigenwerten auf, die als Mini-Bänder
bezeichnet werde und sind aus Symmetriegründen zweifach entartet. Diese
12-er Gruppen repräsentieren somit die gekoppelten elektronischen Zustände
der 6 einzelnen Quantum-Wells. Die Aufspaltung der Eigenwerte resultiert
aus der Kopplung der einzelnen Quantum-Well-Zustände durch die endliche
Höhe der Barrieren. Die mit der Aufspaltung verbundene Abhängigkeit der
Energie von der Position in der Eigenwertgruppe wird als Dispersion be-
zeichnet. Diese Miniband-Dispersion ist vergleichbar mit der Dispersion, die
bei periodischen Multi-Quantum-Well-Strukturen auftritt, den so genannten
Übergittern, siehe z. B. [Sin93, Kap. 6.4].

Sind die Zustände der einzelnen Quantum-Wells z. B. durch sehr hohe oder
sehr breite Barrieren nahezu voneinander entkoppelt, so verschwindet die
Aufspaltung des zugehörigen Mini-Bandes beinahe. Dieses Verhalten zeigen
das unterste Leitungs- und die obersten Valenz-Minibänder, siehe Abbildung
6.1. Die Aufspaltung der energetisch höher liegenden Mini-Bänder weist je-
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Abbildung 6.2: Bandstruktur und Warping in einem 7 nm kompressiv ver-
spannten InGaAsP-Quantum-Well. Oben: Leitungsbänder, unten: Valenzbän-
der, jeweils entlang der [100]-(durchgezogen) und [110]-Richtung (gestri-
chelt). Die Bänder sind aus Symmetriegründen zweifach entartet.

doch auf eine zunehmende Kopplung der Zustände zwischen den einzelnen
Wells hin.
Typisch für das Design der optisch aktiven Zone von MQW-Laserdioden ist
eine Entkopplung der untersten Zustände der einzelnen Quantum-Wells. Die-
se Entkopplung führt zu einer guten räumlichen Lokalisierung der untersten
Zustände in den einzelnen Quantum Wells. Die Interband-Übergänge zwi-
schen diesen Zuständen liefern dann den dominierenden Beitrag zu optischen
Eigenschaften wie dem optischen Gewinn. Diese Eigenschaft weist auch un-
sere Beispiel-MQW-Struktur auf. Daher wollen wir unsere Untersuchungen
im Folgenden für einen repräsentativen 7 nm dicken einzelnen Quantum-Well
durchführen.

6.1.2 Bandstruktur

In Abbildung 6.2 ist die Bandstruktur Ei(k‖) für den betrachteten 7 nm
InGaAsP-Quantum-Well dargestellt. Aufgrund ihrer größeren Effektivmasse
ist die Quantisierungsenergie Econf = Ev,qw − E(k‖ = 0) der schweren Lö-
cher kleiner als die der leichten Löcher (Ev,qw ist die Valenzbandkante des
Well-Materials). Dadurch wird die im Volumenmaterial bei k = 0 beste-
hende Entartung zwischen schweren und leichten Löchern, siehe Abbildung
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2.2, im Quantum-Well aufgehoben. Diese Verschiebung zwischen schweren
und leichten Loch-Bändern wird in unserem Fall noch zusätzlich durch die
kompressive Verspannung des Quantum-Well-Materials verstärkt, wobei wie-
derum die schweren Löcher energetisch bevorzugt werden. Daher entsprechen
die obersten zwei Valenzbänder Schwer-Loch-Zuständen.

Zur Untersuchung der Winkelabhängigkeit der Dispersion (Warping-Effekt)
ist die Bandstruktur für zwei unterschiedliche kristallographische Richtungen
dargestellt. Man beobachtet eine sehr geringe Winkelabhängigkeit der Ener-
gie bei den Leitungsbändern, wogegen die Valenzbänder ein starkes Warping
und stark ausgeprägte Nichtparabolizitäten aufweisen, siehe Abbildung 6.2.
Auch für die Leitungsbänder ergibt sich bei genauerer Analyse ein deutliches
Abweichen vom parabolischen Verhalten für Wellenvektoren ca. |k‖| > 0.2 1/nm
ausserhalb des Zonenzentrums.

6.1.3 Impulsmatrixelemente der Interband-Übergänge

Wichtige Informationen über die Elektronen- und Löcher-Zustände liefern
auch die Impulsmatrix-Elemente der Band-zu-Band-Übergänge. Diese sind
ein Maß für die Übergangsrate zwischen den beteiligten Zuständen unter
dem Einfluss einer optischen Anregung. Diese Übergangsraten bestimmen
entscheidend optische Eigenschaften der Nanostruktur, wie z. B. den opti-
schen Gewinn, siehe Kapitel 6.2.3.

Das Impulsmatrixelement pij für den Interband-Übergang zwischen dem Lei-
tungsbandzustand Fi und dem Valenzbandzustand Fj ist definiert durch (sie-
he [EBWS95])

pij = m0
!

d∑

µ,ν=1

∫

Ω
F̄iµ

(
∇kHνµ(k‖, kz)

)
|ikz= ∂

∂z
Fjν dz. (6.1)

In Abbildung 6.3 sind die Impulsmatrixelemente für die wichtigsten Interband-
Übergänge in Abhängigkeit vom reduzierten Wellenvektor k‖ jeweils für TE-
und TM-Polarisationsrichtung dargestellt. Das individuelle Verhalten der Im-
pulsmatrixelemente in Abhängigkeit von Betrag des Wellenvektors |k‖| un-
terscheidet sich für die einzelnen Übergänge zum Teil stark voneinander.
Für alle Übergänge lässt sich eine deutliche Winkelabhängigkeit erkennen.
Die Winkelabhängigkeit ist dabei für Hauptübergang CB1 ↔ HH1 zwischen
dem untersten Leitungsband-Zustand CB1 und dem obersten Valenzband-
Zustand HH1 in TE-Polarisationsrichtung besonders stark ausgeprägt.

91



Zu den TE-Anteilen tragen die Übergänge zwischen dem Leitungsband und
den beiden Valenzband-Sorten (leichte und schwere Löcher) bei, wobei der
Hauptübergang CB1 ↔ HH1 den dominierenden Anteil darstellt. Zu den
TM-Anteilen tragen nahezu nur die Übergänge zwischen dem Leitungsband
und den leichten Löchern (LH1) bei, da die Impulsmatrixelemente für die
Übergänge mit dem schweren Löchern (HH1 und HH2) deutlich kleiner sind,
siehe Abbildung 6.3. Da zudem die schweren Löcher aufgrund der kompressi-
ven Verspannung energetisch bevorzugt werden, wird von dieser Laserstruk-
tur bevorzugt TE-polarisiertes Licht verstärkt.
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Abbildung 6.3: Dispersion der Impulsmatrixelemente |e·pij(k‖)|2 (6.1) für die
Übergänge zwischen dem untersten Leitungsband CB1, dargestellt in Abb.
6.2 oben, und den oberen Valenzbändern, dargestellt in Abb. 6.2 unten.
Es sind unterschiedliche Polarisationsrichtungen e dargestellt: Oben: TE-
Polarisation (p||ex), unten: TM-Polarisation (p||ez). Die Normierung der
Kurven erfolgt für beide Abbildungen auf den gleichen Referenzwert P0.

6.2 Upscaling auf halbklassische Zustandsglei-
chungen

In der Simulation optoelektronischer Bauelemente wie verspannter Multi-
Quantum-Well (SMQW) Laserdioden haben sich halbklassische Modelle als
sehr erfolgreich erwiesen, insbesondere dann, wenn die Daten für die opti-
sche aktive Zone aus Modellen für die beteiligten kleineren Skalen (z. B. der
Nanoskale) gewonnen wurden. Möchte man auf eine direkte Simulation eines
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gekoppelten Modells verzichten, so werden geeignete Upscaling-Verfahren für
die konstitutiven halbklassischen Gesetze benötigt.
Für die Simulation optoelektronischer Bauelemente wird grundsätzlich ei-
ne Beschreibung des Transports der Elektronen und Löcher, eine Beschrei-
bung des optischen Feldes und die Kopplung dieser Modelle durch Model-
le für strahlende Rekombination von Elektronen und Löcher benötigt. Im
Folgenden beschränken wir uns auf die Darstellung eines halbklassischen
Ladungsträger-Transport-Modells sowie auf spezielle Mechanismen der strah-
lenden Rekombinantion. Für Modelle für das optische Feld sowie eine de-
tailierte Darstellung des Gesamtmodells siehe [BGK00, BGH05, BKKR03,
BHK03]. Konkret werden Upscaling-Methoden für die Größen Zustandsdich-
te, optischer Materialgewinn sowie das Maximum des optischen Materialge-
winns und der Rate der spontanen strahlenden Rekombination diskutiert. Die
Untersuchungen werden wir für die uns schon vertraute Beispielstruktur aus
Kapitel 6.1 durchführen. Diese erfolgen auf Grundlage der dort gemachten
Berechnungen der elektronischen Struktur.

6.2.1 Drift-Diffusions-Gleichungen

Die am meisten benutzten halbklassischen Modelle für den Ladungsträger-
transport in Halbleiter-Bauelementen sind Drift-Diffusions-Modelle. Das Ba-
sismodell für diesen Typ von Modellen ist das van Roosbroeck-System, siehe
[Gaj93] und Referenzen darin. Das van-Roosbroeck-System beschreibt die Be-
wegung von Elektronen und Löchern in einem selbstkonsistenten elektrischen
Feld aufgrund von Drift und Diffusion. Es besteht zum einen aus Stromkon-
tinuitätsgleichungen für die Dichten n und p der Elektronen und Löcher und
zum anderen aus der Poisson-Gleichung für das elektrostatische Potential ϕ:

q
∂n

∂t
−∇ · jn = −qR, q∂p

∂t
+∇ · jp = −qR, (6.2)

ε0∇(εs∇ϕ) = −q(C + p− n). (6.3)

ε0 ist die Vakuumdielektrizitätskonstante, εs ist die statische Dielektrizitäts-
konstante, q ist die Elementarladung und C das effektive Dotierungsprofil.
Die Rekombinationsrate R beinhaltet alle nicht-strahlenden und strahlenden
Rekombinationsvorgänge. Diese hängen prinzipiell von den Ladungsträger-
dichten n und p ab. Die Triebkräfte der Ströme jn und jp sind die negativen
Gradienten der Quasi-Fermi-Potentiale Fn und Fp der Elektronen und Lö-
cher:

jn = −qnµn∇Fn, jp = −qpµp∇Fp. (6.4)
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µn und µp bezeichnen die Mobilitätskoeffizienten der Elektronen und Löcher.

Die Stromkontinuitätsgleichungen müssen noch um konstitutive Gesetze wie
Zustandsgleichungen für die Ladungsträgerdichte und geeignete Rekombina-
tionsmodelle vervollständigt werden. Bei der Simulation von Halbleiterlasern
wird dabei üblicher Weise die Fermi-Dirac-Verteilung als Zustandsgleichung
für die Elektronen und Löcher benutzt:

n = NcF1/2

(
qϕ− qFn − Ec

kbT

)
, p = NvF1/2

(
Ev + qFp − qϕ

kbT

)
. (6.5)

Ec und Ev bezeichnen jeweils die Leitungs- und Valenzbandkanten. Nc und
Nv sind die zugehörigen Bandkanten-Zustandsdichten (Density of States,
DOS) gegeben durch

Nc = 2
(
m∗ckBT

2π!2

)3/2
, Nv = 2

(
m∗vkBT

2π!2

)3/2
. (6.6)

Die Parameter m∗c und m∗v sind die Bandkantenmassen der Zustandsdichte,
T ist die Bauelementtemperatur, kB ist die Boltzmannkonstante und F1/2 ist
das Fermi-Integral der Ordnung 1/2 gegeben durch

F1/2(x) = 2√
π

∫ ∞

0

√
y

1 + exp(y − x)dy. (6.7)

Die konstitutiven Gleichungen stellen eine Verbindung zwischen den Drift-
Diffusions-Gleichungen und der quantenmechanischen Beschreibung der elek-
tronischen Struktur der Halbleitermaterialien her. Im Falle der Fermi-Dirac-
Verteilung handelt es sich dabei um ein quantenmechanisches Modell für
ein dreidimensionales homogenes Fermionengas mit parabolischer Bandstruk-
turapproximation. Typischer Weise gewinnt man die Parameter dieser kon-
stitutiven Gesetze aus den Daten der elektronischen Struktur des jeweili-
gen Halbleitermaterials. Diesen Vorgang der Gewinnung makroskopischer
Beschreibungen aus mikroskopischen Modellen und Daten wollen wir als Ups-
caling bezeichnen. Im Folgenden möchten wir am Beispiel unserer InGaAsP-
Quantum-Well-Struktur untersuchen, inwiefern sich auf diese Weise geeig-
nete makroskopische bzw. halbklassiche Beschreibungen der Quantum-Well-
Struktur aus den mikroskopischen kp-Rechnungen gewinnen lassen. Beispiele
dafür sind zum einen die Zustandsgleichungen für die Ladungsträgerdichten.
Zum anderen wollen wir optische Eigenschaften wie den optischen Materi-
algewinn und die spontane strahlende Rekombination von Elektronen und
Löcher betrachten.
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6.2.2 Effektive Bandkanten und Zustandsdichten

Im Flachband-Fall variiert der Verlauf von qϕ− qFn und qϕ− qFp in Wachs-
tumsrichtung der Nanostruktur nur schwach und kann daher näherungswei-
se als konstant angenommen werden. Damit liegt es nahe, für die in der
Quantum-Well-Struktur lokalisierten Elektronen und Löcher Quasi-Fermi-
Niveaus, gegeben durch

EFn = qϕ− qFn und EFp = qϕ− qFp (6.8)

einzuführen. SMQW-Laser sind üblicherweise so konstruiert, dass im Arbeits-
punkt Flachbandbedingungen realisiert sind.

Unter der Annahme, dass sich die in den Quantum-Wells lokalisierten Elek-
tronen und Löcher jeweils im thermodynamischen Gleichgewicht befinden,
berechnen sich deren lokale Dichteverteilungen nqw und pqw zu gegebenen
Werten der Quasi-Fermi-Niveaus EFn und EFp aus den Daten der elektroni-
schen Struktur (Eigenwertkurven und Eigenfunktionen) nach den Formeln

nqw(z) =
∑

i∈c

1
(2π)2

∫
f(Ei(k‖)− EFn)‖Fi(z; k‖)‖2Cddk‖, (6.9)

pqw(z) =
∑

j∈v

1
(2π)2

∫
f(EFp − Ej(k‖))‖Fj(z; k‖)‖2Cddk‖, (6.10)

mit der Fermi-Funktion

f(E) =
(
1 + exp

( E
kBT

))−1
. (6.11)

Wir führen die mittlere Ladungsträgerdichte im Quantum-Well durch

n̄ = 1
dqw

∫

Ω
nqw(z)dz, p̄ = 1

dqw

∫

Ω
pqw(z)dz, (6.12)

ein, wobei dqw die Dicke des Quantum-Wells bezeichnet.

Für unsere Beispielstruktur aus Kapitel 6.1 sind die Elektronen- und Löcher-
verteilungen in Abbildung 6.4 für verschiedene Flächendichten N = n̄dqw
und P = p̄dqw dargestellt.

Auf Basis der durch die kp-Rechnung gegebenen elektronischen Struktur kön-
nen wir mittels (6.9) und (6.10) die mittleren Ladungsträgerdichten (6.12)
berechnen und deren Abhängigkeit von den jeweiligen Quasi-Fermi-Niveaus
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Abbildung 6.4: Lokale Ladungsträgerverteilungen (6.9) und (6.10) für ver-
schiedene Flächendichten N = P = 2·10−12 cm−2, 3·10−12 cm−2, 4·10−12 cm−2

bei Raumtemperatur. Man beachte die im Vergleich zu den Elektronen stärker
ausgeprägte Lokalisierung der Löcher im Quantum-Well.

EFn bzw. EFp sowie von der Temperatur untersuchen. D. h. wir wollen die
Kurvenscharen

n̄ = n̄(EFn , kbT ) und p̄ = p̄(EFp , kbT ) (6.13)

betrachten. Diese sind in dem für die Lasersimulation interessanten Dichte-
und Temperaturbereich in Abbildung 6.5 und 6.6 jeweils für Elektronen und
Löcher dargestellt.

Diese aus den kp-Rechnungen gewonnen Beziehungen wollen wir nun an die
in den Drift-Diffusions-Gleichungen benutzten Fermi-Dirac-Verteilungen

n̄ = NcF1/2

(
EFn − Ec

)
, (6.14)

p̄ = NvF1/2

(
Ev − EFp

)
, (6.15)

durch geeignete ParameterNc, Ec und Nv, Ev für eine gegebene Referenztem-
peratur (T0 = 315 K) anpassen. Durch Benutzung der Formeln (6.6) für die
Bandkanten-Zustandsdichten Nc und Nv lassen sich die Bandkantenmassen
m∗c undm∗v berechnen. Auf diese Weise erhalten wir quantenkorrigierte Band-
kanten Ec, Ev und Bandkantenmassen mc und mv für den Quantum-Well.
Diese erlauben es einen einzelnen Quantum-Well wie ein künstliches klassi-
sches Material in der Bauelement-Simulation zu behandeln, dessen Parame-
ter mikroskopisch definiert sind. Die auf diese Weise gewonnenen Parameter
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Abbildung 6.5: Beziehung (6.13) (kp-Rechnung) zwischen mittlerer Elektro-
nendichte n̄ und Quasi-Fermi-Niveau EFn relativ zur effektiven Bandkante
Ec für die Temperaturen T = 290 K, 315 K, 340 K. Die gestrichelten Kurven
zeigen den Fit zur makroskopischen Zustandsgleichung (6.14).

unterscheiden sich in unserem Beispiel dabei wesentlich von den Volumenwer-
ten des Quantum-Well-Materials. Die Ergebnisse für diese Anpassung sind
jeweils in den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellt.

Für die Löcher liegen die angepassten Kurven (6.15) in einem großen Dichte-
und Temperaturbereich sehr dicht an den quantenmechanisch berechneten
(6.12). Für die Elektronen stellt die Fermi-Dirac-Verteilung (6.14) immer
noch eine gute Näherung dar, auch wenn der Geltungsbereich kleiner ist. Dies
erlaubt in der Lasersimulation mit Drift-Diffusions-Modellen die Elektronen-
und Löcherdichten in den Quantum-Wells mit den Fermi-Dirac-Verteilungen
(6.14), (6.15) zu beschreiben, wobei die Parameter aus kp-Rechnungen ge-
wonnen wurden.

Die Offsets ∆Ec = Ec −Ec0 und ∆Ev = Ev −Ev0 zwischen den angepassten
„makroskopischen“ Bandkanten Ec und Ev und den Grundzustandsenergien
Ec0 = Ec(k‖ = 0) und Ev0 = Ev(k‖ = 0) des Quantum-Wells betragen
jeweils −4.2 meV und 15.5 meV. Dies führt zu einer leichten Vergrößerung
der „makroskopischen“ Bandlücke Emakrog = Ec − Ev gegenüber der durch
die Grundzustandsenergien Ec0, Ev0 definierten optischen Bandlücke EQWg =
Ec0−Ev0 des Quantum-Wells. Diese Verschiebung muss bei der Berechnung
des optischen Gewinns in der Lasersimulation berücksichtigt werden.
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Abbildung 6.6: Beziehung (6.13) (kp-Rechnung) zwischen mittlerer Löcher-
dichte p̄ und Quasi-Fermi-Niveau EFp relativ zur effektiven Bandkante Ev für
die Temperaturen T = 290 K, 315 K, 340 K. Die gestrichelten Kurven zeigen
den Fit zur makroskopischen Zustandsgleichung (6.15).

6.2.3 Optischer Materialgewinn

Wir nehmen weiterhin Flachbandbedingungen an. Dann berechnet sich der
optische Materialgewinn in Abhängigkeit von der optischen Anregung in Ter-
men der Bandstruktur und der Impulsmatrixelemente (6.1) nach der Formel

g(ω) = π!q2
ε0m2

0nrc
· 1
dqw
· 1

(2π)2
∑

i∈c
j∈v

∫ |pij · e|2

Ei − Ej
f(Ei − EFn)

(
1− f(Ej − EFp)

)

×
[
1− exp

(!ω − (EFn − EFp)
kBT

)] 1
π

Γ
[
(Ei − Ej)− !ω

]2
+ Γ2
dk‖,

(6.16)

wobei der letzte Faktor eine Verbreiterung aufgrund von Stoßprozessen bein-
haltet [End97]. Letztere sind über eine charakteristischen Intraband-Relax-
ationszeit τ (Γ = !/τ) parametrisiert. c ist die Lichtgeschwindigkeit, nr der
Brechungsindex, Ephoton = !ω die Energie der optischen Anregung und e die
Polarisationsrichtung des optischen Feldes.
Unter der Annahme, dass die optisch aktive Zone undotiert ist, haben wir
unter Verwendung lokaler Ladungsneutralität n̄ = p̄ das Spektrum des opti-
schen Materialgewinns für unsere Beispielstruktur in Abhängigkeit von der
Wellenlänge für verschiedene Flächendichten und Temperaturen berechnet.
Der Einfachheit halber verzichten wir im Folgenden auf die Überstriche bei
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Abbildung 6.7: Spektrum des optischen Materialgewinns (TE-Polarisation)
nach (6.16) für verschiedene Flächendichten und Temperaturen.

den mittleren Ladungsträgerdichten, d. h. wir bezeichnen diese mit n und p.
Für die Berechnungen wurde eine Intraband-Relaxationszeit τ von 60 fs und
für den Brechungsindex nr der Wert 3.4 verwendet. Die Ergebnisse sind für
die TE-Polarisationsrichtung in Abbildung 6.7 dargestellt.

Nun wollen wir zum Zwecke des Upscalings das Maximum des optischen
Materialgewinns, den so genannten Peak-Gain, in Abhängigkeit von der La-
dungsträgerdichte und der Temperatur betrachten. Der Verlauf des Peak-
Gain gp ist in Abhängigkeit von der Ladungsträgerdichte in Abbildung 6.8
für verschiedene Temperaturen dargestellt. Für ausreichend hohe Ladungs-
trägerdichten (größer als 2.5 · 1018 cm−3) können diese Gewinn-Kurven gut
mit einem logarithmisches Gewinnmodell der Form

gp(n) = g0 log(n/nt) (6.17)

beschrieben werden, siehe Abbildung 6.8. Für niedrigere Dichten versagt die-
ser Fit allerdings vollständig. Dies wird insbesondere beim Vergleich des diffe-
rentiellen Gewinns dgp/dn für den Fit und die berechneten Kurven deutlich,
siehe Abbildung 6.9. Für g0 haben wir nur eine sehr geringe Temperaturab-
hängigkeit festgestellt, sodass für die Darstellung des Fits in den Abbildungen
6.8 und 6.9 für alle Temperaturen der gleiche Wert für g0 benutzt wurde. Für
die Transparenz(-Ladungsträger)-Dichte nt ergab sich näherungsweise eine li-
neare Zunahme mit der Temperatur. Das beschriebene Temperaturverhalten
kann man auch sehr deutlich anhand des Verlaufs des differentiellen Gewinns
nachvollziehen, welcher in Abbildung 6.9 dargestellt ist. Die gefittete Kurve
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Abbildung 6.8: Maximum des Materialgewinns in Abhängigkeit von der La-
dungsträgerdichte für die Temperaturen T = 290 K, 300 K, 310 K. Die ge-
strichelten Kurven zeigen den Fit an das logarithmische Gewinn-Modell
gp(n) = g0 log(n/nt). g0 = 2155 cm−1 ist kaum temperaturabhängig und wur-
de daher als konstant angenommen. Dagegen nimmt die Transparenzdichte
nt = nt(T ) näherungsweise linear mit der Temperatur zu.

in dieser Abbildung ist den gleichen Daten berechnet, wie sie zum Fit des
Peak-Gains der Kurven in Abbildung 6.8 verwendet wurden, d. h.

dgp/dn = g0/n,

mit dem gleichen von der Temperatur unabhängigen Wert für g0. Abbildung
6.9 lässt auch eine geringe Verschiebung des Geltungsbereichs des logarith-
mischen Gewinn-Modells mit der Temperatur erkennen.

6.2.4 Spontane strahlende Rekombination

Nach [Wen] berechnet sich die Rate der spontanen strahlenden Rekombina-
tion Rrad aus den Bandstrukturdaten und den Impulsmatrixelementen nach
der Formel

Rrad = nrq2

π!2c3ε0m2
0

1
dqw

1
(2π)2

∑

i∈c
j∈v

∫
(Ei−Ej)|pij|2f(Ei−EFn)f(EFp −Ej) dk‖.

(6.18)
Die spontane strahlende Rekombination hat einen signifikanten Einfluss auf
die Größe des Schwellenstroms des Lasers, wenn wie in unserem Falle die
optisch aktive Zone undotiert ist und daher lokale Ladungsneutralität n = p
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Abbildung 6.9: Differentieller Gewinn berechnet am Maximum des Material-
gewinns aus Abbildung 6.7 in Abhängigkeit von der Ladungsträgerdichte für
die Temperaturen T = 290 K, 300 K, 310 K. Die gestrichelte Kurve ist dem
Fits aus Abbildung 6.8 zugeordnet, d. h. dgp/dn = g0/n und damit unabhän-
gig von der Temperatur.

vorliegt. Somit ist die spontane strahlende Rekombiation neben der im vo-
rigen Abschnitt behandelten, durch den optischen Gewinn definierten sti-
mulierten Rekombination, eine wichtige Größe in der Lasersimulation. Die
Abhängigkeit der Rate der spontanen strahlenden Rekombination ist zusam-
men mit einem Fit an ein Rekombinationsgesetz von der Form

Rrad(n) = B nα (6.19)

in Abbildung 6.10 für verschiedene Temperaturen dargestellt. Der Fit wurde
jeweils für die Temperaturen T = 290 K, 315 K, 340 K getrennt durchge-
führt. Dabei ergab sich in dem betrachteten Bereich der Ladungsträgerdich-
te (n = 1 · 1018 cm−3 bis 5 · 1018 cm−3) eine gute Übereinstimmung zwischen
dem Potenzgesetz (6.19) und den quantenmechanisch berechneten Werten,
siehe Abbildung 6.10. Die Exponenten zeigten eine leichte Temperaturab-
hänigkeit und lagen dabei näherungsweise bei α = 1.5. Dieser Wert weicht
deutlich von α = 2 ab, der dem in der Lasersimulation häufig verwendeten
Rekombinations-Modell Rrad(n, p) ∼ np = n2 für undotierte Quantum-Wells
(n = p) entspricht.
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Abbildung 6.10: Rate der spontanen strahlenden Rekombination Rrad (6.18)
in Abhängigkeit von der Ladungsträgerdichte (n = p) für die Temperatu-
ren T = 290 K, 315 K, 340 K. Gestrichelt: Fit an Rrad = Bnα mit α =
1.47 (290 K), 1.51 (315 K), 1.55 (340 K).
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Anhang A

Luttinger–Kohn–Hamiltonian
für schwere und leichte Löcher

Der Luttinger–Kohn–Hamiltonian [Chu95, Kap. 4.5.2], [Chu91], [CC92] ist
ein Vierband kp–Schrödingeroperator zur Beschreibung der obersten vier Va-
lenzbänder und gegeben durch

Hk = − !2

2m0





P +Q −S R 0
−S∗ P −Q 0 R
R∗ 0 P −Q S
0 R∗ S∗ P +Q



+ Ev C4 (A.1)

mit

P = γ1(k2
x + k2

y)−
d

dz

(
γ1
d

dz
·
)
, Q = γ2(k2

x + k2
y) + 2 d

dz

(
γ2
d

dz
·
)
, (A.2)

R =
√

3
(
− γ2(k2

x − k2
y) + 2iγ3kxky

)
, (A.3)

S =
√

3i(kx − iky)
(
γ3

(
d

dz
·
)

+ d
dz

(
γ3 ·
))
, (A.4)

wobei, in Übereinstimmung mit der Kristallsymmetrie, k = (kx, ky, 0) der
reduzierte Wellenvektor und z die Wachstumsrichtung ist und vom konven-
tionellen Operator Ordering γ3kz → − i2(γ3( ddz ·)+ d

dz (γ3·)) Gebrauch gemacht
wurde. Der Hamiltonian modelliert das Bandmischen von zwei schweren und
zwei leichten Löchern in Halbleitern im Falle energetisch deutlich abgetrenn-
ten Split-Off-Bänder. Die Luttinger-Parameter γ1,γ2,γ3 beziehen sich auf die
Bandstruktur der Volumenmaterialien am Γ-Punkt und Ev ist der Verlauf
der Valenzbandkante. Für alle direkten Halbleitermaterialien mit Zinkblende-
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Kristallgitter gilt γ1 > 2γ2, d. h. der Operator besitzt einen (negativ) defini-
ten Hauptteil. Die relativen effektiven Massen der schweren und der leichten
Löcher sind jeweils gegeben durch

m∗HH
m0

= 1
γ1 − 2γ2

,
m∗LH
m0

= 1
γ1 + 2γ2

, (A.5)

wobei m0 die Massen den freien Elektrons ist.

A.1 Einfluss mechanischer Verspannungnen

Als nächstes betrachten wir eine Erweiterung des Modells zur Beschreibung
mechanisch verspannter Quantum-Wells. Mechanische Spannungen treten in
Quantum-Wells auf, wenn die Gitterkonstante des Materials des Quantum-
Wells mit der der Barrieren nicht übereinstimmt. Eine Folge der mechani-
schen Verspannung ist die Aufhebung der im Volumenmaterial bei k = 0 vor-
handenen energetischen Entartung der leichten und schweren Locherbänder.
Im Rahmen des Vierband-Kohn-Luttinger-Modells lassen sich mechanisch
verspannte Quantum-Wells mittels Ergänzung um Pikus-Bir-Deformations-
potentiale beschreiben. Den modifizierten Kohn-Luttinger-Hamiltonian er-
hält man dabei durch die folgende Ersetzung der Terme P , Q, R und S in
(A.1):

P → P + Pε, Q→ Q+Qε, R→ R +Rε, S → S + Sε, (A.6)

mit

Pε = −av(εxx + εyy + εzz), Qε = − b2(εxx + εyy − 2εzz), (A.7a)

Rε =
√

3
2 b(εxx − εyy)− idεxy, Sε = −d(εxz + iεyz). (A.7b)

Der Einfluss der mechanischen Verspannungen führt zur einer energetischen
Verschiebung der leichten und schweren Lochbänder, die je nach Art der Ver-
spannung unterschiedlich ist. Im Falle biaxial verspannter Quantum-Wells
ist der Verzerrungstensor ε diagonal. Die biaxiale Verspannung führt dann
in tensil (dehnend) verspannten Quantenschichten zu einer energetischen Be-
vorzugung der leichten Löcher, wohingegen von kompressiver (stauchender)
Verspannung die schweren Löcher profitieren. Eine ausführliche Darstellung
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der sich ergebenden Bandkantenverschiebungen und deren Auswirkungen auf
die Bandstruktur findet sich z. B. in [Chu95, Kap. 4.9].

A.2 Koeffizientenmatrizen der Normalform

Die Koeffizientenmatrizen zur Darstellung des Luttinger–Kohn–Hamiltonian
in der in Kapitel 3 eingeführten Normalform sind für den Fall in [001]-
Richtung gewachsener Quantum-Wells und Berücksichtigung der Pikus-Bir-
Deformationspotentiale gegeben durch:

m =





m1
m2
m2
m1



 (A.8)

mit
m1 = !2

2m0
(γ1 − 2γ2), m2 = !2

2m0
(γ1 + 2γ2) (A.9)

oder

m1 = !2

2mHH
,
mHH
m0

= 1
γ1 − 2γ2

, m2 = !2

2mLH
,
mLH
m0

= 1
γ1 + 2γ2

, (A.10)

e = −Ev14, (A.11)
M0 = 0, (A.12)

M1 = −i !2

2m0

√
3γ3





0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0



 , (A.13)

M2 = − !2

2m0

√
3γ3





0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0



 , (A.14)

U1 = U2 = 0, (A.15)

U11,22 = !2

2m0





γ1 + γ2 0 ∓
√

3γ2 0
0 γ1 − γ2 0 ∓

√
3γ2

∓
√

3γ2 0 γ1 − γ2 0
0 ∓

√
3γ2 0 γ1 + γ2




, (A.16)
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U12 + U21 = i !2

2m0
2
√

3γ3





0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0



 , (A.17)

v =





Pε +Qε −Sε Rε 0
−S̄ε Pε −Qε 0 Rε
R̄ε 0 Pε −Qε Sε
0 R̄ε S̄ε Pε +Qε




. (A.18)

Die vom Verzerrungstensor ε(z) abhängigen Deformationswechselwirkungen
Pε,Qε,Rεund Sε sind gegeben durch (A.7), wobei die Pikus-Bir-Deformations-
potentiale ac, av, b und d jeweils materialabhängig und damit ortsabhängig
sind. γ1, γ2 und γ3 sind dabei Funktionen die den Verlauf der materialabhän-
gigen Luttingerparameter beschreiben und die Funktion Ev beschreibt den
Verlauf des Profils der Valenzbandkante. Unter der Voraussetzung

γ1 > 2γ2

an die Luttingerparameter ist der Hauptteil des kp-Schrödingeroperators im
Sinne von Kapitel 3.5 definit und die dort bewiesenen Aussagen sind auf
dieses Modell anwendbar.
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Anhang B

Eigenwerte der
Spin-Bahn-Kopplungs-Matrix

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Spin-Bahn-Kopplungs-
Matrix (5.5) aus Kapitel 5 für kubische Materialien haben wir das Computer-
Algebra-System MuPAD in der Version 2.5.0 verwendet. Das dazu verwen-
dete MuPAD-Script lautet:

Mat:=Dom::Matrix();
Gso:=Mat([[0, 0, 0, 0],

[0,-1, 0, 0],
[0, 0,-1, 0],
[0, 0, 0,-1]]);

Gx:=Mat([[0, 0, 0, 0],
[0, 0, 0, 0],
[0, 0, 0,-1],
[0, 0, 1, 0]]);

Gy:=Mat([[0, 0, 0, 0],
[0, 0, 0, 1],
[0, 0, 0, 0],
[0,-1, 0, 0]]);

Gz:=Mat([[0, 0, 0, 0],
[0, 0,-1, 0],
[0, 1, 0, 0],
[0, 0, 0, 0]]);
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Hsb:=linalg::stackMatrix( (Gso + I*Gz) . (Gy + I*Gx),
(-Gy + I*Gx) . (Gso -I*Gz));

linalg::eigenvalues(Hsb, Multiple);

Die mit MuPAD berechneten Eigenwerte von Hsb sind:

−3 (zweifach entartet), 0 (sechsfach entartet). (B.1)

Die Eigenwerte von H∆ erhält man durch Multiplikation mit ∆so.
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Anhang C

Interpolation der
Materialparameter

Im folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Modelle zur Berech-
nung der Materialparameter vorgestellt.

C.1 Bandkantenverlauf

Zur Modellierung des Verlaufs der Bandkanten in der Nanostruktur verwen-
den wir die Model-Solid-Theorie. Als Bezugspunkt wird im Rahmen dieses
Ansatzes ein gemitteltes Valenzband-Niveau Ev,av verwendet. Die Valenz-
bandkante und die Leitungsbandkante berechnen sich dann relativ zu diesem
Niveau mittels (siehe Abbildung C.1):

Ev = Ev,av + ∆so
3 , (C.1)

Ec = Ev + Eg = Ev,av + ∆so
3 + Eg, (C.2)

wobei ∆so die Spin-Bahn-Aufspaltung bezeichnet und Eg die Bandlücke, siehe
auch Abbildung 2.2.

Für Heterostrukturen berechnen sich damit die Valenz- und Leitungsband-
diskontinuitäten mittels:

∆Ev = EBv − EAv , ∆Ec = EBc − EAc . (C.3)
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Abbildung C.1: Verlauf der Valenz- und Leitungsbandkanten entlang des
Übergangs zwischen zwei Materialien im Rahmen der Model-Solid-Theorie.

C.2 Lineare Interpolation für quaternäre Le-
gierungen des Typs AxB1−xCyD1−y

Zur linearen Interpolation eines Parameters P für ein quarternäres Material
aus den Daten der binären Bestandteile wird folgende Formel verwendet:

P (AxB1−xCyD1−y) = xyP (AC) + (1− x)(1− y)P (BD)
+ (1− x)yP (BC) + x(1− y)P (AD). (C.4)

C.3 Interpolation und Materialparameter für
InGaAsP

Wir betrachten die Interpolation der Materialparameter für das quarternäre
Mischkristallsystem In1−xGaxAsyP1−y (Indiumgalliumarsenidphosphid).

Wie in Tabelle C.1 angegeben, wird für die meisten Parameter die linea-
re Interpolationsformel (C.4) benutzt, um auf Grundlage der Daten für die
binären Bestandteile die Materialparameter des Mischkristalls in Abhängig-
keit vom Galliumanteil x und vom Arsenanteil y zu berechnen. Die dafür
verwendeten Materialdaten der binären Bestandteile GaAs, InAs, InP und
GaP finden sich ebenfalls in Tabelle C.1.
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Für die Bandlücke wird davon abweichend eine quadratische Interpolations-
formel verwendet (Landolt-Börnstein), siehe [Chu95]:

Eg(x, y) = 1.35 + 0.668x− 1.068y + 0.758x2 + 0.078y2

− 0.069xy − 0.322x2y + 0.03xy2 (eV) bei 300 K . (C.5)

GaAs InAs InP GaP Interpolation
Gitterkonstante
a0 (Å) 5.6533 6.0584 5.6888 5.4505 linear
Bandstrukturparameter
Eg (eV) 300 K 1.424 0.354 1.344 2.78 quadr. s. (C.5)
∆so (eV) 0.34 0.38 0.11 0.08 linear
Ev,av (eV) -6.92 -6.67 -7.04 -7.40 linear
Ep (eV) 25.7 22.2 20.7 22.2 linear
Effektivmassen
m∗e/m0 0.067 0.023 0.077 0.25 linear
γ1 6.8 20.4 4.95 4.05 linear
γ2 1.9 8.3 1.65 0.49 linear
γ3 2.73 9.1 2.35 1.25 linear
Deformationspotentiale
ac (eV) -7.17 -5.08 -5.04 -7.14 linear
av (eV) 1.16 1.00 1.27 1.70 linear
a = ac − av (eV) -8.33 -6.08 -6.31 -8.83 ——–
b (eV) -1.7 -1.8 -1.7 -1.8 linear
d (eV) -4.55 -3.6 -5.6 -4.5 linear
elastische Konstanten
C11 (10 GPa) 11.879 8.239 10.11 14.05 linear
C12 (10 GPa) 5.376 4.526 5.61 6.203 linear
C44 (10 GPa) 5.95 3.96 4.56 7.033 ——–

Tabelle C.1: Materialparameter der binären Komponenten GaAs, InAs, InP
und GaP nach [Chu95].
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Anhang D

Verfahren zur Lösung der
algebraischen
Eigenwertprobleme

In KPLIB stehen zwei Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte und Ei-
genvektoren der diskretisierten kp-Operatoren zur Verfügung: die Berech-
nung aller Eigenwerte und Eigenvektoren mit LAPACK sowie die iterative
Berechnung nur der bandkantennahen Eigenwerte und Eigenvektoren mit
ARPACK [LMSY02].
Bei der Lösung der Eigenwertprobleme mit LAPACK wird die LAPACK-
Routine ZHBEV für komplexe hermitesche Bandmatrizen verwendet, wobei
jeweils das gesamte Spektrum der Matrix berechnet wird. In der Routine ZH-
BEV wird dabei zunächst mit der LAPACK-Routine ZHBTRD die hermite-
sche Bandmatrix durch unitäre Transformation auf eine reelle Tridiagonal-
gestalt gebracht. Anschliessend werden mit der Routine ZSTEQR die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Tridiagonalmatrix mittels eines QR-Verfahrens
bestimmt und die Ergebnisse zurücktransformiert.
Zur schnellen Berechnung der bandkantennahen Eigenwerte und Eigenvek-
toren steht in KPLIB der iterative Eigenwertlöser ARPACK zur Verfügung.
Dieser wird im Shift-and-Invert-Modus benutzt, bei dem die n Eigenwerte
bestimmt werden, die den kleinsten Abstand zum Shift σ haben. Daher eignet
sich dieser Modus gut zur Berechnung der bandkantennahen Eigenlösungen.
Dabei werden die Leitungsband- und Valenzbandzustände jeweils getrennt
berechnet.
Für die Steuerung von ARPACK sind im wesentlichen vier Parameter not-
wendig:
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nev die Anzahl der zu bestimmenden Eigenwerte

ncv die Länge der Krylov-Folge

tol die Toleranz

sigma der Shift σ

Wir betrachten nun die Steuerung des ARPACK für den Fall des in Kapitel
5 dargestellten Achtband-Modells für Multi-Quantum-Wells. Die Steuerung
hat folgende Aspekte:

• Die Wahl der Anzahl der zu bestimmenden Eigenwerte in Abhängigkeit
von der Anzahl der Quantum-Wells und der zu bestimmenden Subbän-
der.

• Die Wahl des Shiftes in Abhängigkeit vom Wellenvektor k‖ während
der Berechnung der Bandstruktur, d. h. der Eigenwertkurven En(k‖).

Für die Anzahl der zu berechneten Eigenwerte nev habe ich gute Erfahrungen
mit der Wahl

nev = 2×Nwells ×Nc/v
gemacht, wobei Nwells die Anzahl der Quantum-Wells ist und Nc bzw. Nv
die Anzahl der gewünschten Leitungs- bzw. Valenzsubbänder ist. Für die in
Kapitel 6.1 berechnete Multi-Quantum-Well-Struktur wurde beispielsweise
für die Leitungsbänder Nc = 2 und die Valenzbänder Nv = 4 gesetzt, vgl.
Abbildung 6.1. Für die Länge der Krylov-Folge ncv habe ich mit der Wahl
ncv = 2× nev gute Erfahrungen gemacht.

Die Berechnung der Bandstruktur En(k) erfolgt entlang eines Pfades in der
k‖-Ebene. Diese Pfade werden durch eine Folge von Wellenvektoren kn be-
schrieben, die am Zonenzentrum k = 0 beginnen. Für die Wahl des Shiftes
σ zur Berechnung der Bandstruktur entlang des Pfades ist in KPLIB und
WIAS-QW folgendes Verfahren implementiert: Zur Berechnung der Eigen-
lösungen für den Beginn des Pfades k0 = 0 wird als Shift sigma0 die je-
weilige Bandkante gewählt, d. h. zur Berechnung der Leitungsbänder das
Minimum effektiven Leitungsbandkante und für Valenzbänder entsprechend
das Maximum der Valenzbandkante. Als Shift sigma1 zur Berechnung der
Eigenlösungen für den nächsten Wellenvektor k1 wird dann im Fall der Lei-
tungsbänder der unterste Eigenwert Ec0(k0) aus der Berechnung zum vorher-
gehenden Wellenvektor k0 gewählt und für Valenzbänder entsprechend der
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oberste Eigenwert Ev0(k0). Auf diese Weise wird dann weiterverfahren, d.h.
die Leitungsband-Shifts σc,n und Valenzband-Shifts σv,n gemäß der Vorschrift

σc,n = min{Ecν(kn−1) : ν = 1, . . . , nev},
σv,n = max{Evν(kn−1) : ν = 1, . . . , nev}

gewählt. Auf diese Weise folgt man den Eigenwertkurven, was sich günstig
auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Eigenwertlösers auswirkt.
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Zusammenfassung
Diese Arbeit widmet sich der Untersuchung der Spektraleigenschaften einer
speziellen Klasse von Multiband-Schrödingeroperatoren, den so genannten
kp-Schrödingeroperatoren. Die gewonnenen Ergebnisse werden anhand ei-
nes Achtband-Modells verdeutlicht, an welchem auch Upscalingmethoden zur
Verwendung von kp-Rechnungen in der Lasersimulation diskutiert werden.

kp-Schrödingeroperatoren sind etablierte Modelle zur Berechnung der elek-
tronischen Struktur von Halbleiter-Quantenschichten. Die Bänder eines Halb-
leiters werden jeweils durch skalare, räumlich eindimensionale Schrödinger-
operatoren beschrieben, deren Kopplung durch Differentialoperatoren erster
und nullter Ordnung definiert ist. Diese Matrix-Schrödingeroperatoren hän-
gen parametrisch vom zweidimensionalen Wellenvektor k ab. Die Eigenwert-
kurven dieser zweidimensionalen Schar räumlich eindimensionaler Eigenwert-
probleme beschreiben die Bandstruktur in der Quantenschicht. Die Eigen-
funktionen approximieren die zugehörige elektronische Wellenfunktion.

Bei der Untersuchung der Spektraleigenschaften der kp-Operatoren interes-
sieren einerseits Aussagen für einen beliebigen aber fest vorgegebenen Wellen-
vektor und andererseits die Abhängigkeit dieser Eigenschaften vom Wellen-
vektor. Darüber hinaus stellt sich aus physikalischer Sicht die Frage nach der
Existenz einer Spektrallücke bei k = 0, der Bandlücke der Quantenschicht,
sowie nach der Erhaltung dieser Bandlücke für endliche Werte von k.

Die Untersuchung der kp-Operatoren erfolgt mit Hilfe von Stabilitätstheore-
men und Methoden der analytischen Störungstheorie. Zur Frage der Existenz
der Bandlücke leitet man quantitative Aussagen mit Hilfe von Formabschät-
zungen her. Die Resultate werden für das häufig benutzte Achtband-Modell
konkret ausgewertet. Die Anwendung dieses Modells zur Simulation realer
Mehrfach-Quantenschichten schließt diese Arbeit ab, wobei der Fokus auf
der Verwendung der quantenmechanischen kp-Rechnungen für die optoelek-
tronische Simulation von Halbleiterlasern liegt. Die Untersuchungen werden
am Beispiel einer InGaAsP-Laserstruktur durchgeführt, deren Emissionswel-
lenlänge auf die optische Faserkommunikation abgestimmt ist.

Aufgrund der Popularität der kp-Modelle findet man in der Literatur viele
Beiträge zur Berechnung der elektronischen Struktur konkreter Halbleiter-
Heterostrukturen. Daneben gibt es eine Reihe aktueller Arbeiten, die sich
mit Modellierungsfragen sowie dem Problem potentiell auftretender unphy-
sikalischer Lösungen und deren Unterdrückung auseinandersetzen. Dagegen
ist über die Spektraleigenschaften der kp-Schrödingeroperatoren bisher wenig
bekannt.
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