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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird das Eigenwertproblem fiir eine spezielle Klasse von
eindimensionalen Multiband-Schrédingeroperatoren, die so genannten kp-
Schradingeroperatoren, betrachtet. Diese Operatoren konnen als Systeme aus
d skalaren Schrodingeroperatoren aufgefasst werden, die tiber Differential-
operatoren erster und nullter Ordnung miteinander gekoppelt sind. Diese
Matrix-Schrodingeroperatoren héngen von der skalaren raumlichen Varia-
blen z, den Ableitungen in Richtung z und parametrisch vom so genannten
reduzierten Wellenvektor kj = (k,,k,) € R? ab. Sie sind etablierte Modelle
zur Beschreibung der elektronischen Struktur von Halbleiter-Quantenschicht-
Strukturen fir Energien in der Nahe der Bandkanten. Aus den Losungen des
Eigenwertproblems der kp-Schrodingeroperatoren

H (ky, k. = —z’jZ)Fn(Z; ki) = En(ky) En(z; k)

ergibt sich iiber die Eigenwertkurven F,(kj) die Bandstruktur der Quan-
tenschicht. Der Vektor der Eigenfunktionen F), bzw. dessen d Komponenten
Fo1, ..., F,q4, die so genannten Enveloppenfunktionen, liefern eine Appro-
ximation der quantenmechanischen Wellenfunktion. Die Untersuchung der
mathematischen Eigenschaften dieser zweidimensionalen Schar von rdaumlich
eindimensionalen Eigenwertproblemen bzw. Multiband-Schrédingeroperatoren
ist ein zentrales Anliegen dieser Arbeit.

Halbleiter-Quantenschichten sind Heterostrukturen, die aus einer Abfolge
ebener Schichten unterschiedlicher Halbleitermaterialien bestehen. Solche Na-
nostrukturen kénnen beispielsweise durch epitaktisches Wachstum hergestellt
werden. Die Richtung senkrecht zu den Schichten wird daher auch als Wachs-
tumsrichtung bezeichnet und im Folgenden in z-Richtung angenommen. Die
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typischen Dicken der einzelnen Schichten liegen im Bereich von einigen Na-
nometern bis zu einigen Zehnnanometern. Charakteristisch fiir diese Hete-
rostrukturen ist das Auftreten quantenmechanischer Effekte wie die Ausbil-
dung diskreter Energieniveaus aufgrund der Strukturgrofle.

Diese quantenmechanischen Effekte werden zum Design moderner optoelek-
tronischer Bauelemente, wie z. B. Quantum-Well-Halbleiterlasern, gezielt ge-
nutzt. Ein wichtiger Designparameter ist dabei die Bandliicke der Quanten-
schicht-Struktur die z. B. die Emissionswellenldnge des Lasers festlegt. Die
betrachteten kp-Modelle erlauben die Berechnung dieser Gréfle in Abhén-
gigkeit von der Zusammensetzung der beteiligten Halbleitermaterialien, den
Dicken der Quantenschichten, sowie moglicherweise auftretenden mechani-
schen Verspannungen. Solche Berechnungen konnen als Grundlage zum so
genannten Bandgap-Engineering dienen. Dartiber hinaus gestatten die kp-
Modelle die Berechung der Impuls- bzw. Ubergangsmatrixelemente der op-
tischen Uberginge zwischen den einzelnen Energieniveaus. Zusammen mit
der Bandstruktur konnen mit Hilfe dieser Ubergangsmatrixelemente weite-
re Designparameter der Quantenschicht, wie z. B. der optische Gewinn, der
Brechungsindex oder Rekombinationsraten berechnet werden. Da die Uber-
gangsmatrixelemente sich aus den Wellenfunktionen ergeben, spricht man
analog auch von Wavefunction-Engineering.

In der Literatur sind im Wesentlichen zwei Zugénge zu kp-Schrédingeropera-
toren fiir Quantenschichten bekannt. Am weitesten verbreitet ist der so ge-
nannte konwventionelle Zugang. Bei diesem werden von der kp-Theorie fiir
Halbleiter-Kristalle ausgehend die kp-Schrodingeroperatoren fiir Heterostruk-
turen dadurch gewonnen, dass in den Volumen-Modellen die Komponen-
te k, des Wellenvektors in Wachstumsrichtung geeignet durch die Ablei-
tung —id/dz ersetzt wird. Eine rigorose Theorie der Heterostrukturen nach
Burt [Bur92, Bur98] fiihrt in einem bestimmten Limes zu kp-Schrodinger-
operatoren von derselben formalen Struktur wie beim konventionellen Zu-
gang. Das ermoglicht es im Folgenden eine beide Zugange umfassende Klasse
von kp-Schrédingeroperatoren zu betrachten.

In dieser Arbeit finden sich neben einer Darstellung der Modellierung der
elektronischen Zustdnde mit kp-Schrodingeroperatoren Beitrage zur Unter-
suchung derer analytischer Eigenschaften, zur numerischen Approximation
der Eigenlosungen und zur Anwendung des Achtband-Modells auf Beispiele
aus dem Bereich Halbleiter-Quantum-Well-Laser.

In Kapitel 2 werden die in dieser Arbeit benutzten physikalischen Modelle
vorgestellt. Dazu findet sich eine Darstellung der Eigenschaften der elektroni-
schen Bandstruktur von Halbleitermaterialen und deren Approximation mit-



tels der kp-Methode. Darauf aufbauend wird in die Modellierung der elektro-
nischen Zusténde in Halbleiter-Nanostrukturen wie Quantenschichten mittels
der Enveloppenfunktionsapproximation eingefiihrt. Dieser Ansatz fithrt dann
auf die in dieser Arbeit behandelten kp-Schrodingeroperatoren.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit den Spektraleigenschaften der kp-Schrédinger-
operatoren. Dabei werden einerseits die spektralen Eigenschaften der Ope-
ratoren fiir einen beliebigen aber fest vorgegebenen Wellenvektor k| unter-
sucht. Dazu zéhlen die Untersuchung von Selbstadjungiertheit, Kompaktheit
der Resolvente und Diskretheit des Spektrums, sowie der Nuklearitat der
Resolvente. Andererseits wird die Abhangigkeit dieser Eigenschaften vom
Wellenvektor kj betrachtet. Speziell dazu gibt es Untersuchungen zu den
analytischen Eigenschaften der Operatorenschar {H (kj)},, die auch ein in
den Koeffizienten erster Ordnung regularisiertes Problem umfassen.

Aus physikalischer Sicht stellt sich die Frage nach der Existenz einer spek-
tralen Liicke bei &k = 0, der Bandliicke der Quantenschicht, sowie nach der
Erhaltung dieser Bandliicke fiir endliche Werte von k). Hierbei besteht ein
Zusammenhang mit dem Auftreten von so genannten Spurious Solutions. Bei
den Spurious Solutions handelt es sich um unphysikalische Eigenlosungen des
Eigenwertproblems die insbesondere in der Bandliicke auftreten koénnen. Zu
diesem Zwecke werden quantitative Abschéatzungen der spektralen Liicke in
den Daten des Problems unter Ausnutzung der Struktureigenschaften der
Koeffizientenmatrizen hergeleitet.

In Kapitel 4 wird die numerische Approximation der Eigenwerte und Eigen-
funktionen von kp-Schrodigeroperatoren betrachtet. Dazu wird das in der
Bibliothek KPLIB implementierte Finite-Volumen-Schema zur Approxima-
tion der Eigenfunktionen zusammen mit einer blockorientierten Aufstellung
der System- und Massenmatrix dargestellt. Anschliessend wird auf die Steue-
rung des iterativen Eigenwertlosers ARPACK [LMSY02] zur Berechnung der
bandkantennahen Eigenlosungen eingegangen. KPLIB ist die Grundlage fiir
den Simulator WIAS-QW [BK] zur Berechnung elektronischer Zusténde in
Multi-Quantum-Wells. WIAS-QW ist fiir die Berechnungen der in Kapitel
6 dargestellten konkreten Anwendungsbeispiele verwendet worden.

Das Kapitel 5 betrachtet den kp-Schrédingeroperator des haufig benutzten
Achtband-Modells fiir Materialien vom Zinkblende-Typ unter Beriicksichti-
gung eventuell auftretender mechanischer Verspannungen. Dazu findet sich
eine Darstellung dieses Modells mit den in Kapitel 3 eingefithrten Koeffizien-
tenmatrizen. Diese Darstellung dient als Ausgangspunkt fiir die Herleitung
konkreter Formeln fiir die Grofle der Bandliicke auf Grundlage der in Kapi-
tel 3 bewiesenen Bandliickenabschétzung. Des Weiteren wird der Frage einer
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mit den in Kapitel 3 gemachten Voraussetzungen konsistenten Parameter-
wahl fiir dieses Modell nachgegangen und diskutiert, inwiefern dadurch Spu-
rious Solutions bei der Anwendung des Achtband-Modells vermieden werden
konnen. Dariiber hinaus findet sich zu Beginn eine Darstellung der Model-
lierung mechanisch verspannter Quantenschichten, wobei insbesondere der
technologisch wichtige Fall biaxialer Verspannung betrachtet wird.

Kapitel 6 widmet sich der Anwendung des Achtband-Modells zur Simulati-
on realer Mehrfach-Quantenschichten. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der
Verwendung der Ergebnisse der quantenmechanischen kp-Rechnungen fiir die
Bauteilsimulation von Halbleiterlasern. Die Untersuchungen werden am Bei-
spiel einer mechanisch verspannten InGaAsP-MQW-Laserstruktur (Indium-
galliumarsenidphosphid Multi-Quantum-Well) durchgefiihrt, deren Emissi-
onswellenldnge von 1550um auf den Bereich der optischen Faserkommunika-
tion abgestimmt ist.

Dazu findet sich als erstes die Diskussion der Eigenschaften der elektroni-
schen Struktur der InGaAsP-Multi-Quantum-Well-Struktur. Auf dieser Ba-
sis folgt das Upscaling mikroskopisch berechneter Groflen wie Ladungstra-
gerdichten, optischem Gewinn oder strahlender Rekombination, auf halb-
klassische Zustandsgleichungen, wie sie in der Bauteilsimulation von Halb-
leiterlasern mit halbklassischen Modellen, z. B. mit WIAS-TeSCA, verwen-
det werden. Dies geschieht anhand der Beispiele Bandkantenzustandsdichte,
Peak Gain und Rate der spontanen Rekombination. Dieser Modellierungsan-
satz ermoglicht es, Resultate aus kp-Rechnungen zur Parametrisierung von
Drift-Diffusions-Modellen in der optisch aktiven Zone von Halbleiter-Lasern
einzusetzen [BHKO03]. Auf diese Weise konnen kp-Rechnungen zur Verbes-
serung der Modellierung und Simulation von Multi-Quantum-Well-basierten
Halbleiter-Lasern beitragen.



Kapitel 2

Physikalische Modelle

Dieses Kapitel dient zur Darstellung der Modellierung elektronischer Zu-
stande in Halbleiter-Quantenschichten mittels der kp-Methode. Dazu begin-
nen ich mit der Beschreibung der bandkantennahen Zustande in Halbleiter-
Volumenkristallen. Auf dieser Grundlage beschreiben ich dann die Modellie-
rung der elektronischen Zustande in Halbleiter-Quantenschichten unter zu-
sétzlicher Verwendung der Enveloppenfunktionsapproximation. Dabei zeigen
ich Modellierungsfragen und Grenzen auf, die sich bei der Anwendung dieses
Ansatzes ergeben. Dazu gehort insbesondere die Frage nach dem Auftreten
von unphysikalischen Losungen die als Spurious Solutions bezeichnet wer-
den. Zum Schluss erlautere ich welche mathematischen Fragestellungen sich
im Rahmen dieser Modelle ergeben, die fiir die Anwendung der Modelle von
Bedeutung sind und die dann in den folgenden Kapiteln behandelt werden.

2.1 Bandkantennahe Zustande in Halbleiter-
Volumenkristallen

Eine grundlegende Eigenschaft von Halbleiter-Volumenmaterialien ist, dass
die Atome ein periodisches Bravais-Gitter bilden, das durch seine kristallo-
graphische Einheitszelle beschrieben wird, siche Abb. 2.1 und [Car96]. Die
elektronischen Zustande der Valenzelektronen in einem Halbleiter sind im



2.5nm

Abbildung 2.1: Quantenschicht (Quantum-Well): eindimensionale Halbleiter-
Nanostruktur, die aus den beiden Halbleitermaterialien A und B mit zwei ebe-
nen Materialgrenzen besteht. Rechts ist die Einheitszelle eines bindren Ver-
bindungshalbleiters mit Zinkblende-Kristallstruktur wie Galliumarsenid ver-
grofsert dargestellt.

Wesentlichen gegeben durch die Losungen des Eigenwertproblems fiir den
Schrodinger-Operator

h2

H=—A+YV, , 2.1

o T Vers(v) (2.1)
dabei bezeichnet mg die Elektronenruhemasse, h ist das Planck’sche Wir-
kungsquantum und Vs ist das effektive Potential, das sich aus dem Poten-
tial der Ionenriimpfe (Atomkern und Rumpfelektronen) und der Meanfield-
Wechselwirkung zwischen den Valenzelektronen zusammensetzt. Dieses Po-
tential kann z. B. durch die empirische Pseudopotential-Methode (EPM)
[CB66], [CCT6], [Car96] gegeben sein. Alternativ kénnen die elektronischen
Zustéande mittels der Dichtefunktionaltheorie durch Losung von effektiven
Einteilchen-Schrédinger-Gleichungen mit ebenfalls periodischem Potential be-
stimmt werden.

Aufgrund der Translationsinvarianz des gitterperiodischen Potentials haben
die Eigenfunktionen des Schrédinger-Operators die Gestalt von Blochwellen

U(r k) = e*ru(r; k), (2.2)

die durch gitterperiodische Blochfunktionen w(r; k) definiert werden, siehe
Bloch-Theorem [Blo32]. Die Blochwellen sowie die gitterperiodischen Bloch-
funktionen héngen vom Vektor der Ortskoordinaten r = (z,y, z) und para-
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metrisch vom Wellenvektor k& = (k,, k,, k.) ab. Die zugehérigen Eigenwert-
kurven E(k) hangen periodisch vom Wellenvektor k& ab. Damit reicht es aus,
die Betrachtungen auf die erste Brillouin-Zone, die Einheitszelle des periodi-
schen Gitters im k-Raum, zu beschrinken (reduziertes Zonenschema), siehe
[Car96].

2.1.1 Die kp-Gleichung fiir Blochwellen

Der Blochwellen-Ansatz (2.2) fithrt auf ein Eigenwertproblem fiir die Bloch-
funktionen u(r; k), siche [Kan66, Kan82]. Unter Berticksichtigung des Spin-
freiheitsgrades der Elektronen mittels zweikomponentiger Blochfunktionen
fithrt dies auf die kp-Gleichung. Wir verwenden hier die Notation nach [Bah90].
Dann lautet diese:

Huy(r; k) = Ey(k)u,(r; k) (2.3)

mit dem Hamiltonian

H: H0+Hk-p+Hk+Hsb+Hksb

h? h h2k?

Hy = — A ‘/e ) Hyp=—Fk- ) Hy = )

0= oA T 1) Hiyp ok Hie= 5
h? h?

Hsb ((V‘/eff) X p) - 0, Hksb = ((V‘/eff) X k?) - 0.

4m3c? 4m3c?

Hier bezeichnet p den quantenmechanischen Impulsoperator definiert als p =
—ihV und o = (0, 0,,0,) ist der Vektor der Pauli-Spinmatrizen

(01 (0 —i (1 o0
%“=\10)% " \i 0/)'% o -1/

Die Teile Hy, und Hjg, des Hamiltonians beschreiben die Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung.

Die Eigenwertkurven E, (k) sind die Energiebédnder der Elektronen eines
Halbleitermaterials. Sie beschreiben die erlaubten Zustédnde. Alle Eigenwert-
kurven zusammen bilden die elektronische Bandstruktur. Die zentrale Eigen-
schaft der Bandstruktur eines Halbleiters ist das Vorhandensein einer funda-
mentalen spektralen Liicke. Die Energiebander unterhalb dieser Liicke werden
als Valenzbdnder bezeichnet, die oberhalb als Leitungsbinder. Fiir die meisten
technologisch interessanten Materialien befindet sich das Maximum F, der
Valenzbénder am I'-Punkt, dem Mittelpunkt der Brillouin-Zone an der Stelle
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k = 0. Fir direkte Halbleitermaterialien wie Galliumarsenid (GaAs) befindet
sich auch das Minimum der Leitungsbander E. am ['-Punkt. Dagegen liegt
dieses fiir indirekte Halbleiter wie Silizium ausserhalb des Zonenzentrums.
Die Bandkanten £, und FE, definieren die Bandlicke E, = E, — E, eines
Halbleiters. Abbildung 2.2 zeigt ein schematisches Banddiagramm.

Im thermodynamischen Gleichgewicht besetzen die Ladungstrager die Zu-
stande in der Nahe der Bandkantenextrema. Dabei sind die Leitungsbén-
der von den sich im Kristall freibeweglichen Elektronen besetzt und die
Valenzband-Zustande sind von den positiv geladenen Léchern besetzt. Des-
halb ist es fiir viele Anwendungen auch ausreichend, die Beschreibung der
Bandstruktur auf die bandkantennahen Zusténde zu beschrénken.

A
E(k)

Leitungsbander
\ 7

N — “  indirekter

E Bandllicke Halbleiter

»

A
Aso ! // N schwere Locher

/ leichte Lécher Valenzbander

abgespaltene Bénder (Split-Off)

Abbildung 2.2: Schema der Bandstruktur in einem direkten Halbleiter be-
stehend aus dem untersten Leitungsband und den obersten drev Valenzbin-
dern. Aufgrund der Kramers-Entartung (Spin-Entartung) ist jeder Zustand
zweifach entartet. In indirekten Halbleitern befindet sich das Leitungsbandmi-
nimum ausserhalb des Zonenzentrums k=0 wie durch die gestrichelte Linie
angedeutet. In diesem Fall kénnen in Abhdngigkeit von der Symmetrie des
Kristallgitters mehrere dquivalente Bandminima auftreten, z. B. Sechs bei
Silizium.



2.1.2 Achtband kp-Hamiltonian fiir bandkantennahe
Zustande

Unter der Voraussetzung, dass die Blochfunktionen am T'-Punkt ul(r) =
un(r;k = 0) ein vollstandiges Orthonormalsystem bilden, kann man jede
Blochfunktion w,(r; k) durch diese Losungen darstellen:

up(r, k) = ch/(k)ug,(r). (2.4)

Die ersten d bandkantennahen Zustande u, mit den Indices n =1,...,d bil-
den die Gruppe der Klasse-A Béander. Alle iibrigen Bénder bilden die Gruppe
der Klasse-B Bander. Da diese Zustande am ['-Punkt energetisch von der
Klasse-A entfernt sind, werden diese auch als die entfernten Bdinder (remote
bands) bezeichnet. Von diesen wird angenommen, dass sie nur einen kleinen
Einfluss auf die bandkantennahen Zustinde haben. Die typische Zahl von
Klasse-A Béndern ist 1,4,6 oder 8 Béander [Kan82, Bas88, Chu95, Bah90,
MGO94]. Die Klasse-B Bénder befinden sich weit entfernt von den Band-
kanten F,. und FE,. Daher liefern diese nur einen kleinen Beitrag zu einem
Klasse-A Zustand u,(r, k) in der Nahe des Zonenzentrums. Das legt die fol-
gende Approximation nahe:

d
Un(r, k) = Y e (k)uy(r), firn=1,....d. (2.5)

n

n/=1

Berticksichtigt man die Effekte, die von dem Einfluss der Klasse-B Zustan-
de herriithren, stérungstheoretisch mittels des Lowdin-Schemas, so erhélt man
ein nichtlineares Eigenwertproblem zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, der
Klasse-A Bénder, sieche [Kan66, Kan82]. Eine geeignete Linearisierung dieses
Problems in der Nahe der Bandkanten liefert dann den zugehorigen Hamil-
tonian.

Im Folgenden werden wir den Fall von 8 Klasse-A Béandern betrachten. Diese
bestehen aus dem untersten Leitungsband und den obersten 3 Valenzbén-
dern, alle jeweils zweifach entartet, siehe Abbildung 2.2. Fiir Materialien mit
Diamant- oder Zinkblende-Kristallstruktur wird der Raum der Klasse-A Béan-
der durch die Zusténde S T, X 1, Y 1, 21,5 |, X |, Y |, Z | aufgespannt,
wobei die Pfeile T und | jeweils die Spinrichtung (spin-up und spin-down)
anzeigen. Mit der Schreibweise nach [EW96] lautet der Hamiltonian

K(k)+iG.+ F r ) | (2.6)

Hgys(k) = < I K(k)—iG,+E



wobei die kp-Matrizen gegeben sind durch

AK? i Pok, iPok, i Pok,
K(k) = —iPok, Lk2 4+ M (k2 + k2) Nk,k, Nk,k,
| —iPRk, Nkk, Lk2 + M (k2 + k?) Nkyk.
—iPok Nk, k, Nkyk. LE? + M (k2 + k2)
(2.7)
00 0 0 0 0 0 0
Ay |0 0 =1 0 A [0 0 0 1
GZ_3 0100’F_3 0 0 0 —il’ (2.8)
00 0 0 0 -1 i 0
E, 0 0 0
0 —A./3 0 0
E 0 0 —Ay/3 =0 (2.9)
0 0 0 ~A,/3

Da ihr Einfluss tiblicher Weise vernachlassigt werden kann, sind diejenigen
Matrixelemente weggelassen worden, die den Einfluss einer moglicherwei-
se vorhandenen Abweichung von der Inversionssymmetrie des Kristallgit-
ters iiber das Potential V.s; beschreiben und die, die den Einfluss der k-
abhéangigen Spin-Bahn-Wechselwirkung beschreiben, siehe [Kan82, Bah90].

Die Parameter des Hamiltonian sind die (parabolische) Leistungsbandmasse
m., die Luttinger-Parameter v, 44 ~F die die Massen der leichten und der
schweren Locher entlang verschiedener kristallographischer Richtungen be-
schreiben, die Grofe der Bandliicke E,, die Grofie der Spin-Bahn-Aufspaltung
A, und das Impulsmatrixelement Fy. Mit diesen Parametern werden die Ko-
effizienten des kp-Hamiltonians in (2.7) wie folgt definiert

h2 P2 h2 h2 P2
L=—( 4+ + 2 M=——(—298),N= —6—rs + =2
Qmo(% +4yy) + B, zmg(% V'), o 3 + B,
(2.10)

h? E,+2/3A
Azi.@_po?ﬁ—/gso_ (2.11)
2mgy  Me E,(E, + As)

Py ist proportional zum Impulsmatrixelement zwischen den Leitungsband-
und Valenzband-Blochfunktionen S und X und definiert durch

s N
P i (S, p.X). (2.12)
mo

Der Parameter P, ist ein Mafl fiir die Starke der Kopplung zwischen den
Leitungsbandern und den Valenzbéndern. Er ist auch als optisches Matrix-
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element bekannt, welches bei der Berechnung der Stirke von optischen Uber-
gangen zwischen Valenz- und Leitungsbéandern eine Rolle spielt. Es ist iiblich,
das optische Matrixelement als Energieparameter anzugeben:

E, = 2;';0133. (2.13)
Die Parameter E,, Ay, me, 7, 75, 74 und E, konnen aus experimentell
bestimmbaren Eigenschaften des jeweiligen Halbleitervolumenmaterials ge-
wonnen werden. In diesem Sinne kénnen kp-Hamiltonians als empirische
Modelle zur Beschreibung der Bandstruktur in der Néhe der Bandkanten
dienen. Es exisitiert eine umfangreiche Zusammenstellung [VMRMO1] dieser
Bandstruktur-Parameter fiir die 12 wichtigsten I1I-V Verbindungshalbleiter
sowie fiir deren ternire und quarternére Legierungen.

In der Literatur sind auch vereinfachte kp-Hamiltonians gebréauchlich. Zu
diesen zahlt insbesondere der Vierband-Luttinger-Kohn-Hamiltonian fiir die
schweren und leichten Locher und Sechsband-Hamiltonians fiir die Valenz-
bénder [Bas88, Chu95, Car96]. Neben den kp-Hamiltonians fiir Materialien
mit Diamant- oder Zinkblende-Kristallgitter sind auch Modelle fiir Halblei-
termaterialien mit Wurtzit-Kristallstruktur wie z. B. Galliumnitrid einge-

fithrt worden [CC96].

2.1.3 Anomale Bandkriimmung

Die reziproken Massen A und L auf der Diagonale des kp-Hamiltonians (2.6)
héngen vom dem Verhéltnis ( = E,/E, ab. Ftir Werte ¢ > (i, wechselt eine
der Massen ihr Vorzeichen. Fiir grole Wellenvektoren k parallel zu einer der
Koordinatenachsen im k-Raum dominieren diese diagonalen k?-Terme das
Verhalten der Energiebénder. Das fihrt fiir ¢ > (¢ zur Ausbildung einer
anormalen Energiedispersion. So wird z. B. fiir A < 0 die Krimmung der
Leitungsbéander fiir grofle Wellenvektoren negativ, sieche Abbildung 2.5. Es
ist bekannt, dass dieses Verhalten der Bandstruktur zum Auftreten von Spu-

rious Solutions fithren kann, wenn man die kp-Methode auf Heterostrukturen
anwendet, siehe Abschnitt 2.2.4 und [For97, MGO94, Sol03].
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2.1.4 Modifikation der Bandstruktur durch mechani-
sche Verspannung

Zieht man einen Volumenkristall auseinander oder presst man diesen zusam-
men, so entsteht durch die Verzerrung des Kristallgitters eine mechanische
Verspannung. Wird ein Halbleitermaterial mittels Epitaxiewachstum auf ei-
nem Substrat mit davon abweichender Gitterkonstante abgeschieden, z. B.
Indiumgalliumarsenid auf Galliumarsenid, so entsteht eine mechanische Ver-
spannung in der abgeschiedenen Schicht durch die Gitterfehlanpassung zwi-
schen den beiden Kristallgittern.

Zum FEinen fiithrt diese mechanische Verspannung zu einer Verschiebung der
Bandkanten E,, E,, woraus eine Anderung der Bandliicke resultiert. Zum An-
deren fithrt diese zu einer Aufspaltung der schweren und leichten Lochbénder
am I'-Punkt. Zudem hat die mechanische Verspannung einen Einfluss auf die
Anisotropie des Effektivmassentensors und das Warping der Bandstruktur
[CC92]. Als Warping bezeichnet man die Winkelabhénigkeit der Energie im
k-Raum und damit das Abweichen der Isoenergieflachen von der Kugelform.

Den Einfluss der mechanischen Verspannung auf die Bandstruktur kann
man im Rahmen der kp-Methode durch Erganzung des kp-Hamiltonians
um die vom Verzerrungstensor ¢ abhéngige Pikus-Bir-Deformationswechsel-
wirkungsmatrix D(e) gegeben durch Deformationspotentiale ndherungsweise
berticksichtigen [CC92, EW96].

2.1.5 Mischkristallsysteme

Unsere bisherigen Uberlegungen beziehen sich auf Elementhalbleiter wie Sili-
zium oder binare Verbindungshalbleiter wie Galliumarsenid oder Indiumphos-
phid (InP), bei denen von einer idealen periodischen Anordnung der Ato-
me im Kristallgitter, beschrieben durch die Einheitszelle, ausgegangen wer-
den kann. Mischkristalle sind Legierungen binédrer Verbindungshalbleiter. Sie
sind technologisch von besonderem Interesse, da sich durch gezieltes Legie-
ren Eigenschaften mafschneidern lassen. So kann in ternéren Legierungen
wie In,_,Ga,As die Grofie der Bandliicke zwischen den Werten der beiden
bindren Bestandteile in Abhangigkeit vom Molenbruch = beliebig eingestellt
werden. In quarternidren Materialsystemen wie In,_,Ga,As,P;_, kann in
gewissen Grenzen zusétzlich noch die Gitterkonstante und damit die me-
chanische Verspannung kontrolliert werden. Insbesondere lassen sich mittels
Epitaxieverfahren Schichten mit vorgegeben Molenbriichen in hoher Quali-
tdat herstellen. Streng genommen ist fir diese Materialien unsere Arbeits-
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hypothese eines periodischen Kristallgitters verletzt. Trotzdem kann man
diese Materialien bis zu einem gewissen Grad mit d&hnlichen Methoden un-
ter Benutzung der so genannten Virtual Crystal Approzimation, d.h. eines
gedachten Ersatzkristalls, behandeln.

Im Rahmen der kp-Methode werden zur Beschreibung der Bandstruktur in
Mischkristallen die gleichen Hamiltonians benutzt wie die fiir die zugeho-
rigen binaren Verbindungshalbleiter. Die Parameter des Mischkristalls wer-
den dabei durch Interpolation der Parameter seiner binidren Bestandteile ge-
wonnen. Oft liefert eine lineare Interpolation in Abhéngigkeit vom Molen-
bruch eine ausreichende Néherung. Fiir einige Parameter wie zum Beispiel
die Bandliicke F, miissen fiir die Interpolation zusatzlich legierungsabhan-
gige Bowing-Parameter beriicksichtigt werden. Alle dafiir benétigten Daten
findet man zum Beispiel in [VMRMO1]. Diese Bowing-Parameter kénnen ins-
besondere durch Anpassung an experimentelle Daten gewonnen werden. Dies
unterstreicht nochmals die Bedeutung der kp-Hamiltonians zur empirischen
Bandstruktur-Modellierung.

2.2 Bandkantennahe Zustande in Halbleiter-
Quantenschichten

Bisher haben wir die Modellierung der Bandstruktur fiir Volumenmaterialien
mit kp-Hamiltonians diskutiert. Nun wollen wir diesen Ansatz auf Halbleiter-
Quantenschichten die so genannten Quantum-Wells (QW) und Mehrfach-
Quantenschichten die so genannten Multi- Quantum- Wells (MQW) (siehe Abb.
2.3) oder so genannte Doppelbarrieren-Strukturen ausdehnen [Sin93, Bas88,
Chu95]. Bei diesen Heterostrukturen ist die Translationsinvarianz verletzt
und das mikroskopische Potential V,;; kann nicht mehr in alle Raumrich-
tungen als periodisch angenommen werden. Dennoch ist die Heterostruk-
tur ein kristalliner Festkorper und die Atome sind ndherungsweise in einem
Bravis-Gitter angeordnet. Das mikroskopische Potential besteht aus zwei An-
teilen: einer oszillatorischen Komponente, die dem Potential der lonenriimpfe
zugeordnet ist, und einer global schwach variierenden Komponente, die die
Zusammensetzung der Heterostruktur aus unterschiedlichen Volumenmate-
rialien wiederspiegelt, sieche Abb. 2.4.
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Abbildung 2.3: Schema einer SMQW Laserdiode des HHI, Berlin. Lécher
injiziert durch den p-Kontakt und FElektronen injiziert durch den n-Kontakt
rekombinieren in der optisch aktiven Zone. Die optisch aktive Zone besteht
aus sechs Quantenschichten (Quantum-Wells) und ist rechts vergréfsert dar-
gestellt. E. und F, sind jeweils die Bandkantenprofile fiir die Elektronen und
Lécher. Die Lokalisierung der Elektronen und Lécher in den Quantenschich-
ten ist angedeutet.

2.2.1 Enveloppenfunktionsapproximation der Wellen-
funktion

Die offensichtliche Zweiskalen-Natur des mikroskopischen Potentials und der
zugehorigen mikroskopischen Wellenfunktion legt es nahe, dieses Problem als
Mehrskalen-Problem zu behandeln. Nach ersten heuristischen Anséatzen fiir
diese Fragestellung von Bastard [Bas88], wurden die ersten rigorosen Ansétze
durch Burt [Bur92, Bur94| unternommen, der gezeigt hat, dass es moglich
ist eine Theorie fir den schwach variierenden Anteil der Wellenfunktion, der
Enveloppenfunktion, in Termen der atomistischen Skale herzuleiten. Dieser
Ansatz fithrt auf kp-Hamiltonians fiir die Enveloppenfunktionen.

Fir Quantenschichten bleibt das Kristallgitter in den lateralen Raumrich-
tungen r| = (z,y), senkrecht zur Wachstumsrichtung z, periodisch. Die-
se Wahl des Koordinantensystems entspricht mittels Epitaxiewachstum auf
[001] orientierten Substraten abgeschiedenen Quantenschichten. Wie bei der
kp-Theorie fiir Volumenmaterialien approximieren wir die elektronischen Zu-
stdnde in der Quantenschicht durch die d gitterperiodischen Zonenzentrums-

Blochfunktionen ul (r),n = 1,...,d, der Klasse-A. Dazu ersetzen wird jedoch
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Abbildung 2.4: Schematische Darstellung des mikroskopischen Potentials und
der Approzimation der atomistischen Wellenfunktion durch gitterperiodische
Blochfunktionen und schwach variirende Enveloppenfunktionen am Beispiel
einer zwischen zwei Barrieren eingeschlossenen Halbleiter-Quantenschicht.

die Koeffizienten ¢, aus (2.5) durch die Enveloppenfunktionen F,(z; k), die
vom reduzierten Wellenvektor kj = (k,, k,) abhangen:

(s dy) = exp(ikyry) 2 Falzihyu n(r). (2.14)

Dieser Ansatz 143t sich auch auf zweidimensionale Nanostrukturen wie Quan-
tendréhte (Quantum Wires) und dreidimensionale Nanostrukturen wie Quan-
tenpunkte (Quantum Dots) tibertragen.

2.2.2 kp-Schrodinger-Operatoren fiir Quantenschichten

Nach Burt [Bur92, Bur94, Bur98] ist der Vektor der Enveloppenfunktionen
F = (Fy,...,F,y)" fiir einen gegebenen reduzierten Wellenvektor & die Lo-
sung des Eigenwertproblems

H(ky, —i ) F(z:ky) = Bl F(z: by, 215)

(2.15) beschreibt eine zweidimensionale Schar raumlich eindimensionaler Ei-
genwertprobleme die vom Scharparameter k| abhéngen. Diese liefert eine
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Beschreibung der In-plane-Bandstruktur der Quantenschicht. Beispiele dazu
finden sich in Kapitel 6.

In grofier Entfernung zum Ubergang zwischen den beiden Materialien stimmt
der Schrodinger-Operator H formal mit dem Volumen-Hamiltonian (mit der
Ersetzung k, — —i%) verschoben um die Valenzbandkante E, tiberein
[Bur92, Bur94]. Deshalb geht der Bandkanten-Offset AE,, zwischen zwei Ma-
terialien als zusétzlicher Parameter ein. Der Bandkanten-Offset ist fiir viele
Materialtibergéange verfiigbar [VAW89, Kri91, VMRMO1]|. Zu seiner Berech-
nung wird haufig auch die so genannte Model Solid-Theorie verwendet, die
sich insbesondere zur Interpolation des Bandkanten-Offsets bei ternéaren oder
quarterniren Mischkristallen eignet, siehe Anhang C. In der Ubergangszone
zwischen zwei Materialien treten nichtlokale Effekte auf, die zu einer Kopp-
lung der Zustinde entlang des Ubergangs fiihren [Bur92, Bur94]. Eine Appro-
ximation dieser nichtlokalen Wechselwirkung durch Ubergangsbedingungen
fiir die Enveloppenfunktionen ist fiir viele Anwendungen ausreichend.

Man muss sich allerdings bewusst sein, dass der Burt-Forman-Ansatz wesent-
lich auf der Annahme beruht, dass die gleichen Blochfunktionen in allen Ma-
terialschichten verwendet werden. Folglich hat das Impulsmatrixelement F,
fiir alle Materialien den selben Wert. Wie zu erwarten ist, variieren die experi-
mentell gemessenen Werte fiir Fy gegeben durch das optische Matrixelement
E, (2.13) jedoch. Daher sind aufgrund der damit verbundenen Ortsabhénig-
keit von P, zusétzliche Ubergangsbedingungen fiir die Enveloppenfunktionen
notwendig.

Somit liegt folgende allgemeine Struktur des Schrodinger-Operators nahe:

e In jeder Materialschicht wird der Schrodinger-Operator von einem Vo-
lumenhamiltonian wie (2.6) abgeleitet. Daraus resultiert in jeder Ma-
terialschicht ein System gekoppelter Schrodingeroperatoren.

e An den Materialgrenzen wird die Stetigkeit der Enveloppenfunktionen
und des Stromvektors, sieche Bemerkung 3.10 auf Seite 35, gefordert.

e Wenn sich das optische Matrixelement F, nur wenig zwischen den bei-
den Materialien unterscheidet, kann man einen durch geeignete Mit-
telung bestimmten Effektivwert verwenden. Ansonsten muss man die
Kopplung entlang der Materialgrenze zwischen den Enveloppenfunk-
tionen die zu den Blochfunktionen S zugeordnet sind und denen der
Blochfunktionen X,Y,Z zugeordneten mittels zusétzlicher Ubergangs-
bedingungen definieren [For97, Bur98, PFFD01, RAE*02, MTPPO05].
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Die bestehenden Modelle von diesem Typ lassen sich grob in zwei Klas-
sen einteilen, namlich in die konwventionellen und die nach Burt-Foreman.
Die konventionellen kp-Schrodingeroperatoren wurden aus den Volumen-
Hamiltonians durch die formale Ersetzung k, — —i% gewonnen, siehe z. B.
[Bas88]. Dieser Ansatz muss ebenso durch Kopplungsbedingungen zwischen
den Enveloppen an der Materialgrenze erginzt werden. Diese Ubergangsbe-
dingungen wurden dabei mittels des so genannten Operator Orderings impli-
zit eingebaut. Unter Operator Ordering versteht man eine Ersetzungsregel
fiir Terme der Form Ak? und Ak,. Fiir die Terme zweiter Ordnung wird das
BenDaniel-Duke Operator Ordering gegeben durch Ak?¥ — —9,(A(2)0.9)
anwendet. Fiir die Terme erster Ordnung wird die heuristische Symmetrie-
sierungsregel Ak, ¥ — —1[A(2)9.¥ + 9.(A(z) V)] benutzt [Bas88]. Die resul-
tierenden Ubergangsbedingungen unterscheiden sich von denen nach Burt-
Foreman. Dies betrifft insbesondere das Operator Ordering der nichtdiago-
nalen Kopplungsterme, siche z. B. [For93]. Fiir einen Vergleich der verschie-
denen Ubergangsbedingungen siehe [For93, MGO94].

2.2.3 Lokalisierte Zustiande in Quantenschichten

Eine Quantenschichtstruktur (Quantum Well) besteht im wesentlichen aus
drei Materialschichten: der eigentlichen Quantenschicht, die zwischen zwei
Barrieren eingebettet ist. Dabei sind das Quantenschichtmaterial und das
Barrierenmaterial so gewéhlt, dass die sich ergebenden Bandkantenprofile
E,(z) und E.(v) einen Potentialtrog sowohl fiir die Locher als auch fiir die
Elektronen bilden, sieche Abbildung 2.3. Der gebildete Potentialtrog fithrt zu
einer Lokalisierung der Ladungstrager im Bereich der Quantenschicht. Die-
ser Effekt wird als Carrier Confinement bezeichnet. Daher werden Quanten-
schichten auch als Quantengriaben oder Quantentroge bezeichnet. Ein wei-
teres zentrales Merkmal von Quantenschichten ist das Auftreten diskreter
Energieniveaus aufgrund der Langenquantisierung verursacht durch deren
geringer Dicke. Typische Dicken liegen im Bereich von 2 — 20 nm. Durch die
Wiederholung von Quantenschichten entstehen Mehrfach-Quantenschichten
(Multi-Quantum-Wells), siehe Abbildung 2.3. Im Folgenden werden wir QW
als Abkiirzung fir Quantum-Wells, d.h. Einzelquantenschicht-Strukturen,
und MQW fiir Multi-Quantum-Wells verwenden.

Die Moglichkeit, Ladungstrager in Quantenschichten zu lokalisieren, wird in
MQW-Laserdioden gezielt ausgenutzt, um die Zustandsdichte und den opti-
schen Gewinn in der optisch aktiven Zone des Lasers zu erhéhen. Die loka-
lisierten Ladungstriger werden durch die gebundenen Zustéinde des zugeho-
rigen kp-Schrodingeroperators beschrieben. Diese sind durch den diskreten
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Teil des Spektrums charakterisiert. Die gebundenen Zusténde fallen in den
Barrieren exponentiell ab. Deshalb kann man eine Finite Domain Approxima-
tion verwenden, bei der kiinstlich ein hinreichend grofles Simulationsgebiet (2
herausgeschnitten wird und homogene Dirichlet (Hard Wall) oder Neumann
(Soft Wall) Randbedingungen benutzt werden.

2.2.4 Spurious Solutions aufgrund anomaler Bandkriim-
mung

Es ist bekannt [For97, Sol03], dass wenn das mit der Bandliicke E; gewichtete
optische Matrixelement ( = E,/E, einen kritischen Wert (j,;; tiberschreitet,
aufgrund der daraus resultierenden anomalen Bandkriimmung, siehe Kapi-
tel 2.1.3, unphysikalische Losungen als Eigenfunktionen des kp-Schrodinger-
operators auftauchen. Diese werden als Spurious Solutions bezeichnet und
sind im Fourierraum um einen grofien Wert von k, konzentriert, der typi-
scherweise auerhalb der ersten Brillouin-Zone liegt. Somit sind diese raum-
lich stark oszillierend obwohl deren Einhiillende der Form eines gebundenen
Zustandes in der Quantenschicht &hneln kann [Sol03]. Die Spurious Solutions
sind Artefakte des Modells und kénnen das gesamte Spektrum verschmutzen
und sogar als Losungen zu Energien in der Bandliicke auftreten [For97, Sol03].

Es gibt verschiedene Wege diese Schwierigkeiten zu tiberwinden. An dieser
Stelle wollen wir drei Vorschlédge nennen, namlich:

o Geeignetes Reskalieren der Valenz-Leitungsband-Kopplung zur Errei-
chung von ¢ < Cgrit-

e Anpassen eines neuen Satzes von Volumen-Bandstruktur-Parametern
unter der Nebenbedingung ¢ < (i

e Approximation der Eigenfunktionen in Funktionenrdumen, die k, <
kirix garantieren, wobei kg,; der kritische Wellenvektor ist, fiir den die
Kriimmung der Bandstruktur ihr Vorzeichen wechselt.

Stier [Sti01] hat einen in diesem Sinne konformen Bandstruktur-Parametersatz
durch Anfitten des Hamiltonian an die reale Bandstruktur auf einem grofe-

ren Teil der Brillouin-Zone (= 20%) als des tiblicher Weise benutzten Zo-

nenzentrums bestimmt. Diese Effektivparameter erfiillen die in Vorausset-

zung 3.2 in Kapitel 3.1 geforderten Bedingungen, die sicherstellen, dass keine

Bandliicken-Losungen auftreten.
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Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Krimmung der Energiebinder
in Abhdngigkeit vom Verhdiltnis ( = E,/E,. Fir den Fall { > (g wechselt
die Krimmung fiir groffe Wellenvektoren k ihr Vorzeichen und wird somit
anomal. Im Falle von Heterostrukturen fihrt dieses Verhalten zu einer Ver-
schmutzung des Spektrums durch unphysikalische Losungen, die als Spurious
Solutions bezeichnet werden. Diese kinnen sogar als Losungen zu Energien
in der Bandliicke auftreten.

Wir haben einen konformen Parametersatz durch Reskalierung erhalten, sie-
he Kapitel 5.6.
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Kapitel 3

Analysis

Dieses Kapitel definiert die kp-Schrodingeroperatoren mathematisch als Ope-
ratoren zwischen den Sobolev-Raumen W,* und W, . Auf dieser Formu-
lierung aufbauend, werden deren Eigenschaften eingehend untersucht.

3.1 Formulierung des Problems

Ziel dieses Abschnitts ist es, den kp-Schrodingeroperator mathematisch pra-
zise als Operator zwischen geeigneten Funktionenrdumen zu definieren. Dies
wird fiir die einzelnen Anteile des Operators getrennt geschehen, da wir im
Folgenden die resultierenden Operatoren in ihrer Relation zueinander unter-
suchen wollen.

Mit L? bezeichnen wir den Raum der quadratintegrablen Funktionen auf dem
endlichen Intervall Q =( xg,z7.;) mit Funktionswerten in C? ausgestattet
mit der Standardnorm. Dieses Intervall beschreibt das in Abschnitt 2.2.3
diskutierte Simulationsgebiet.

Mit W, ?(Q; C%) oder kurz W,"* bezeichnen wir den Sobolev-Raum der Funk-
tionen auf dem Intervall  mit Funktionswerten in C¢, die eine quadratin-
tegrable (verallgemeinerte) Ableitung besitzen und an beiden Enden des In-
tervalls homogene Dirichlet Randbedingungen erfiillen. Wir betrachten Wol 2
ausgestattet mit der Norm

lhge =
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Ay, |
%(x) » dz, (3.1)




wobei mit (-, -)ca die kanonische Bilinearform auf C? bezeichnet wird und
mit || - ||cs deren zugeordnete Norm. Mit W, " bezeichnen wir den Dual-
raum von W, d. h. den Raum der Antilinearformen auf W, . Mit (-,-) :=
(-, '>W(;1,2’W01,2 bezeichnen wir die duale Paarung beider Raume, die das Ska-
larprodukt auf L? erweitert, vgl. z. B. [Ber78|. Fiir die L>Norm sowie die
Norm (3.1) zusammen mit der induzierten Norm auf W, gilt die folgende
Interpolationsungleichung:

6le < 160500 1915, o (32)

B(X,)) bezeichnet den Banachraum der beschrankten linearen Operatoren,
die den Banachraum X in den Banachraum ) abbilden. Seine induzierte
Norm ist definiert durch

IAlsxy) = sup  [JAX]|y.

XeX |X|[|x=1

Fir B(X, X) verwenden wir als Kurzform B(X). Falls X’ ein separabler Ba-
nachraum ist, dann bezeichnen wir mit L>({2, X') den Raum der Lebesque-
mefbaren, wesentlich beschrinkten Funktionen mit Funktionswerten in X
ausgestattet mit der Norm

1F |z (0.2) = ess sup [| £ (z)]|¢
xe

Die Koeffizienten des Schrodingeroperators haben die folgenden Eigenschaf-
ten:

Voraussetzung 3.1. Alle Koeffizienten sind wesentlich beschrinkte Funk-
tionen, d. h.

m]’ < LOO(Q,]R), 6]' < LOO(Q,R>, j = 1, Ce ,d,

M, € L>=(Q; B(CY)), a€{0,1,2},

U, € L™®(Q; B(CY), a e {1,2},

Uap € L*=(8; B(CY)), a, B € {1,2},
v e Lo B(CD)
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Voraussetzung 3.2. Die Menge der Bandindices ist eine disjunkte Verei-
nigung {1,...,d} = D, U D_ der Leitungs- und Valenzbinder, d. h.

min essinfm;(z) > 0, max ess sup m;(x) < 0,
jeEDy  z€Q JED-  Leq

min essinfe;(z) > 0, max esssup e;(x) < 0.
j€D+ z€eQ j€D7 zeQ

D, oder D_ konnen leer sein.

Voraussetzung 3.3. Fir fast alle x € Q und alle o, € {1,2} sind die
Operatoren U, (), Uys(x), und v(z) selbstadjungiert tiber C2.

Voraussetzung 3.4. Es gibt eine endliche, disjunkte Zerlegung
T < <...<xp<Try (3.3)

des Intervalls Q =( xg, xr41), so dass die Funktionen mj, j =1,...,d, und
M,, o =0,1,2, jeweils genau einen Wert m;; und M,,; auf jedem der Teil-
intervalle [x;,x;.1) annehmen.

Fir kp-Schrodingeroperatoren, die sowohl Valenz- als auch Leitungsbéander
beschreiben, haben die Indexmengen D, und D_ eine physikalische Bedeu-
tung: bei den Indices aus D_ zugeordneten Klasse-A Bandern handelt es
sich um Valenzbander und bei denen aus D, um Leitungsbander. Die Vor-
aussetzung 3.2 bedeutet in diesem Fall, dass das Maximum der effektiven
Valenzbandkanten strikt negativ und das Minimum der effektiven Leitungs-
bandkanten strikt positiv ist. Idealerweise befindet sich die Mitte der effek-
tiven Bandliicke der Quantenschicht am Nullpunkt.

Definition 3.5. Wir definieren die verschiedenen Teile des kp-Schrodinger-
operators als Operatoren von Wy> nach Wy ", d. h. im Sinne von Formen.
Wir beginnen mit dem Differentialoperator zweiter Ordnung

_ a dp; d@j
(Hp, o) = ];/Qmj 2 a (3.4)

Die Differentialoperatoren erster Ordnung definieren wir als

(Aagps) = [ (Male) L) 0@)

+ <M;’:(x) o(x), ?ﬁ(x)>(:d de, a=0,1,2, (3.5)
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und die Differentialoperatoren nullter Ordnung als
(Ba,t) = [ (Ual@) 9(2), 0(2)) , do a=12  (36)

(Bas .t} = [ (Vas(@) o(e), v(@)) , do, a,f=12 (3.7
Vie.w) =3 [ (o) oa), v(@),, da. (3.8)

(Bo.0) = 3 [ e1i() 0, (0) do (3.9

wobei die Funktionen ¢ und v aus W01’2 sind. Der kp-Schriodingeroperator ist
definiert durch

Hk = H + Tk, (310&)
T = A0+ Y kada + Y kaBa + Y. kaksBas +V + E, (3.10b)
a=1,2 a=1,2 a,5=1,2

wobei k = (ky, ky) € C? der reduzierte Wellenvektor ist.
Die Terme in (3.10) kénnen physikalisch interpretiert werden:

e F reprisentiert die Basisenergien der beteiligten Klasse-A-Bénder und
gef. Anteile der Confinement-Potentiale, die durch die Heterostruktur
gegeben sind.

e V' beinhaltet ggf. weitere Confinement-Potentiale, den Einfluss von
mechanischer Verspannung der Materialien und ggf. die Spin-Bahn-
Wechselwirkung, vgl. z. B. Anhang A.1 oder Kapitel 5.3.

e Die Operatoren

Ao+ > kaBa und H+ Y koAa+ . kaksBags

a=1,2 a=1,2 a,0=1,2

beschreiben jeweils die kp-Wechselwirkungen erster und zweiter Ord-
nung. Sie reprasentieren, z. B. im Achtband-Modell fiir Materialien mit
Diamant- oder Zinkblende-Kristallstruktur, jeweils die Interband- und
Intrabandkopplung.
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In Abschnitt 3.3 werden wir allgemeine Eigenschaften der Operatorfamilie
{Hy }xecz beweisen. Insbesondere sagt Theorem 3.8 aus, dass die spektra-
len Eigenschaften von {Hy} analytisch von k abhingen. Auf VVO_L2 sind
die Operatoren Hy nicht selbstadjungiert. Jedoch ist fiir k € R? die Ein-
schrinkung Hy|r2 ein selbstadjungierter Operator auf L?, vgl. Theorem 3.9.
Leider verhalten sich die Operatoren Hy im L?-Kontext wesentlich irregu-
larer als itber Wy "*. Insbesondere hingt der Definitionsbereich von H|z»
im Allgemeinen von k ab, vgl. Theorem 3.9 und Theorem 3.11. Aussagen
zur Abhéngigkeit der spektralen Eigenschaften von k in dieser Situation fin-
den sich in Theorem 3.12. Zudem kann man mit Hilfe der Voraussetzungen
3.16 und 3.17 bzw. 3.16 und 3.22 jeweils quantitative Abschatzungen fiir die
spektrale Liicke in den Daten des Problems gewinnen, vgl. Theorem 3.18
und Theorem 3.24. Abschnitt 3.6 befasst sich mit einer Regularisierung der
kp-Schrodingeroperatoren, fiir die die globale Existenz der Eigenwertkurven
bewiesen werden kann, wobei asymptotisch die spektralen Eigenschaften der
Hy|r2 erhalten bleiben, vgl. Theorem 3.32.

3.2 Der Konjugationsoperator O

Zentrales Mittel fiir die Untersuchung der Spektraleigenschaften ist die Auf-
spaltung des im allgemeinen indefiniten kp-Schrédingeroperators (3.10) in
einen von k unabhéngigen Hauptteil H, der bei Null eine spektrale Liicke
aufweist, und die Bandwechselwirkungen 7y. Durch Spiegelung des Haupteils
H an der Mitte der Bandliicke erhélt man einen elliptischen Operator. Dazu
fithren wir auf C¢ den Konjugationsoperator © ein:

1 furjED )

L (3.11)
-1 firjeD_.

Dieser induziert den Konjugationsoperator © : Wy * — W, . Die Ein-
schrankungen von © auf L? und VVO1 2 bezeichnen wir ebenfalls mit ©. Einige
Eigenschaften von ©, die sich einfach nachrechnen lassen, sind:

i) © ist auf jedem der Raume Wy2, L* und Wy "? eine idempotente Iso-
metrie.

i) Fir alle ¢y € W, " und ¢ € W, gilt

(O, p) = (¢, Op).
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Insbesondere ist © auf L? die Differenz zweier Orthogonalprojektionen
und deshalb selbstadjungiert.

iii) © kommutiert mit den Operatoren H und E aus Definition 3.5.

Fiir D_ = (0 ist © der Identititsoperator auf C* und die induzierten Ope-
ratoren © sind dann die Identitétsoperatoren auf Wy "%, L? und W,*. Wir
fiihren fiir diese Identitdtsoperatoren keine besondere Notation ein, sondern
schreiben dann ]]_W(;l,Q, 1;2 und ILWO1,2.

Mit Hilfe des Konjugationsoperators konnen wir den kp-Schrodingeroperator
Hy (3.10) folgendermaBen in seine Interband- und Intraband-Anteile zerlegen

Hk = Hk,inter + Hk,intra (312)
mit

Hy inter = ;(Hk ~OHO) und  Hicjnira = ;(Hk +OH®).  (3.13)

3.3 Allgemeine Eigenschaften von
kp—Schrodingeroperatoren

Im Allgemeinen werden wir die kp—Schrodingeroperatoren und deren Teile
im Hilbertraum W, ' betrachten. Als erstes stellen wir zwei Lemmata vor
und beweisen diese mit Methoden, mit denen viele unserer Resultate zu den
kp-Schrodingeroperatoren bewiesen werden kénnen.

Lemma 3.6. Fiir jedes & € R liefert der Operator H+1£ einen topologischen
Isomorphismus zwischen Wy> und Wy, oder mit anderen Worten, Wy
ist der Definitionsbereich von H + 1£. H hat eine kompakte Resolvente in
BWy "2 Wy ?) und deshalb ein reines Punktspektrum, vgl. Kato [KatS84,
I11.6.29]. Zudem gelten die Abschitzungen

max esssup |m;(z)]

Lo —1 =L xef)
SLIIIR? HH(H—FZ&) HB(WO_LQ,WO_I’Q) < i oss 1nf|m(x)] < 00, (314)
s j=1,...d z€Q J
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und

I(H + if)_IHB(WJ“,WgLZ)

] max esssup im;(z)|
§|§|<1+j_ """ zE ) 0££EeR. (3.15)

eI ()]

Beweis. Betrachten wir die dem Operator ©(H + i) zugeordnete quadrati-
sche Form

2

di; .
d—xj dx + (O, 1) 2. (3.16)

v (O i) =Y [ my

Fir diese Form erhélt man als Abschétzung von unten

(O(H +i&)y, ¥)| = ||¢||3V01,2jgliﬂ ess inf [m; ()]

1,....d z€Q

Das impliziert, dass die Form VVO1 ’Q—elhptisch ist und ihre Elliptizitéatskon-

-----

Milgram Lemma die Surjektivitdt von ©(H + i§) und es gilt die folgende
Abschétzung fir die Resolvente entlang der imaginiren Achse:

I(H + Z'f)il||B(WO‘1’2,WOI’2) = [[O(H +i§)71“3(wo—1727w(}»2)

1
< . (317
~ min essinf |m;(z)| (8:17)
j=1,....d zE

Das beweist, dass (H + &) : Wy2 — Wy "? ein topologischer Isomorphismus
ist.

Die Einbettungen W,* — L2 und L? — W; "? sind jeweils kompakt. Da-
mit existiert eine kompakte Einbettung von VVO1 2 in WO_I’Q. Daraus folgt die
Kompaktheit der Resolvente von H in B(Wy " W, ?).

Die Abschétzung (3.14) folgert man durch Kombination der Abschitzung fiir
die Resolvente (3.17) mit der Ungleichung

1H s vy < mas ess sup |, ()] (3.18)
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(3.15) erhélt man aus (3.14) und der Abschétzung

I(H + Z'5)71||B(WO‘1’2,WO‘1’2) |”Z§<H+Z5> 1”3 TR weh?

el

|£|( +||H(H+Z§) 1||BW712 12)>

]

Lemma 3.7. Die Operatoren A,, o € {0,1,2}, B,, Bag, o, € {1,2}, V
und E (vgl. Definition 3.5) in Wo_l’Q sind relativ beschrdnkt beziiglich H und
thre Relativschranken sind Null.

Beweis. Wir beginnen mit den Operatoren erster Ordnung. Sei ¢ ein belie-
biges Element aus Wol ’2, dem Definitionsbereich von H:

”AaSOHWO*l’? = sup [(Aap, V)|
||¢||Wé,2:1

[ (M) @) 0@

cd

+/ <M* Zw(:ﬁ)>@ dzx)|.

Wenn ]\7&,1 den konstanten Wert der Funktion M, auf dem Intervall [x;, ;1)
(vgl. Voraussetzung 3.4) bezeichnet, dann konnen wir das erste Integral mit-
tels partieller Integration folgendermafien umschreiben:

[ (M) @) o)) ao
T /Q <Ma<¢v> p(@), ﬁ(w)>m da

= sup
19l 1,2=1
WO

(3.19)
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Daraus folgt, dass die rechte Seite von (3.19) nicht groBer ist als

. i
||¢||ivuf2:1 /Q <<Ma<l’) - Ma(ﬂc))@(x) , dx(x)>©i dx
¥ et 2 (Mg = o)) 0(a) |- (3:20)

Der erste Term kann mittels der Interpolationsungleichung (3.2) folgender-
maflen weiter abgeschétzt werden:

(M () = Mal@) (), 2 @) do
Q dz C

< 2|| My || oo 08¢0y |1l 2

sup
I9ly2.2=1

1 1
< 2||Ma||L°°(Q;B(Cd)) ||90||124/0172 ||S0||;V0—1,2- (3.21)

Unter Benutzung von (3.17) erhélt man die Abschétzung

1 1 1

2, < Hopl|? _1.. 3.22

||¢||W3’2 - \J min essinf |m;(z)| | gOHWO v (322)
j=1l,...d zeQ

Mit Hilfe der Youngschen Ungleichung kénnen wir nun die rechte Seite von
(3.21) fur alle § > 0 nach oben abschétzen durch

1 HMaHQoo(QB(cd))
o ||H -1, - : —1,2.
| QOHWOM 3 Toin essinf |m;(x)| HSOHWOM
j=1,.., 2€Q J

Sei mit C'(Q;C%) der Raum der C%-wertigen, stetigen Funktionen iiber
bezeichnet. Elementare Rechnungen zeigen, dass die Einbettungskonstante

von Wy'* nach C/(Q; C%) die Zahl % nicht iiberschreitet. Unter Verwendung
dieser Eigenschaft lasst sich nachvollziehen, dass der zweite Term von (3.20)
nicht gréfer ist als

L
Z | Mai—1 — Mol gca ||‘P||C(§;<cd) sup |[¢llc(o,a1,c9)
-1

\W1,2=1

0
€] Lo =
< 7HSDHC(@@)ZHM&,H—Ma,zHB(ccd)- (3.23)
=1
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Mit Hilfe der Abschétzung

1 1
lelo@en < V2Ielgas el
und der Interpolationsungleichung (3.2) zur Abschéitzung der L?*-Norm kén-

nen wir die linke Seite von (3.23) weiter abschétzen und erfahren auf diese
Weise, dass der zweite Term in (3.20) nicht grofier ist als

L
1 3 1 —~ _—
0 0 el 1o S I¥ais = Mol
=1

L
< Q> min_essinf |m;(z)| 1l 2 2l v 2 I1Mas1 = Magllseo)
=1

Jj=l,...d =z
L — — 4
o (S Wi = Mol

46 : : ’
< min esselglzqf|mj(m)|)

3
<20 Hplye + [

j=1,....d =z

fir alle § > 0, (Youngsche Ungleichung). Also haben wir bewiesen, dass die
Operatorteile erster Ordnung A, von Hy relativ beschrankt sind beziiglich
des Operatorteils zweiter Ordnung H und dass die zugehorigen Konstanten
beliebig klein gewahlt werden konnen.

Jetzt zeigen wir das Gleiche fir die Anteile nullter Ordnung von Hy:

HBa@HWO—L? = sup [(Bap, V)|

l2ll,,,1,2=1
W

= sup
|I¢|IW3,2=1

| Walw) (@) i@))ca do

< NUallz@seny el sup [[9flze. (3.24)

[l 1,2=1
WO

Die Einbettungskonstante von W, * nach L? ist gleich || /7. Daher kann man
den letzten Faktor in (3.24) mit dieser Zahl abschétzen. Unter Benutzung der
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Interpolationsungleichung (3.2), der Abschétzung (3.22) und der Youngschen
Ungleichung kann (3.24) folgendermafien weiter abgeschétzt werden:

2 E o
< S Ul I laa 9l o

€] 1 1 1
< — |Uallzs(a Hol|2 - 2
< WUall=omes) min_essinf [, (z)] 1ol -1 211512
] AR Ie
5 9 W0allZe oo
< - H —4 Nt
-2 | SOHWO vt 2720 mlndessmf\m (x )|||90||W0 "
‘7 20ty :L'e

wobei ¢ eine beliebige positive Zahl ist. Auf die gleiche Weise zeigt man

Basplys < el + 100 Woilivasen )
of Pllwg 2 = 5 Wy 27126 mlndesslg?ﬂm( )T
j=1,..., Te

) |Q|2 HUH%OO(Q-B((Cd))
Vv 1, < <||H 1, ’ 1,
| S0”W012 - 2” SOHWO12 + 2726 .Hllindesseglf!mj(@‘HSOHWOM
j=l..d =

und

2
max essSsup |€;
‘Ql < 7 ’d e p | J |>

2726 mln essmf|m
=1,..,d z€Q}

0
|Bplyzre < SIHelyoe + el

]

Auf Grundlage dieser Lemmata koénnen wir jetzt folgende Aussagen tiber den
kp-Schrodingeroperator (3.10a) aus Definition 3.5 beweisen:

Theorem 3.8. i) Fiir jedes k € C? hat der Operator Hy aus Definition 3.5
den gleichen Definitionsbereich wie H, ndamlich WOI’Q, und alle diese Opera-
toren von Wy> nach Wy % sind beschrinkt.

ii) Fir alle ¢ € Wy ist die Abbildung
C? >k — Hyt)

analytisch. Deshalb ist fir jede eindimensionale komplexe analytische Unter-
mannigfaltigkeit S aus C* die Operatorfamilie {Hy}esy eine holomorphe
Operatorfamilie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VII.2].
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iii) Sei fiir festes k € C* und fiir

min ess. 1nf |m;(x)]

b < 7j=1,....d
max esssup]m](x)|
] 1,y d IEQ

eine Konstante a = a(k,b) gegeben, so dass fir alle 1 € Wy° = dom(H)
qgilt:
[Tl 12 < al[@llyyy vz + bILHY [y 2.

(Nach Lemma 3.7 existiert ein solches a fir jedes positive b.) Wenn £ € R

""" e

gmd ess mf Im;(x)|

jmax esssup |m;(z)|
=1,..d
j

& > (3.25)

max esssup |m;(x)]|
1 o ]—1 ..... d $€Q

JiIllylfl’d esxsemf im;(z)|

erfullt, dann gehdrt i€ zur Resolventenmenge von Hy.

Zudem ist die Resolvente von Hy kompakt. Infolgedessen, vgl. Kato [Kat84,
I11.6.29], besteht das Spektrum von Hy nur aus hochstens abzihlbar vielen Ei-
genwerten mit endlicher Vielfachheit, welche keinen Hdufungspunkt im End-
lichen besitzen.

Beweis. (i) Die erste Aussage folgt aus Lemma 3.7 und einem wohlbekann-
ten Storungstheorem fiir relativ beschréankte Operatoren, vgl. Kato [Kat84,
IV.1.1].

(i) Es ist ausreichend zu beweisen, dass fiir alle ko € C und fiir alle ¢y € Wy
die beiden Abbildungen

C> /{Zﬁ — H(k‘a,k,g)w und C> /{Zﬂ — H(k‘g,ka)w (326)

schwach analytisch in W, sind. Das impliziert nach Kato [Kat84, I11.1.37],
dass die Abbildungen sogar stark analytisch sind. Nun liefert Hartog’s Theo-
rem [HOr66, 2.2.8] die Analytizitit der Abbildungen k — Hy).

Die schwache Analytizitat der in (3.26) eingefithrten Abbildungen folgt direkt
aus der Definition 3.5 der Operatorfamilie Hy.
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(7ii) Die Bedingung (3.25) ist dquivalent zu der Ungleichung

max esssup |m;(z)] max_esssup |m;(z)|
CL(l J=l..d  zeq ) J=lnd  geQ <1
q ;i essinf [m;(z)| jIoin essinf |m; (x)|

Aus den Abschétzungen (3.14) und (3.15) folgt, dass fir alle £ € R, die der
Bedingung (3.25) geniigen, die Ungleichung

CLH(H _if)_IHB(WJl’Z,WJl'Q) + b||H(H _if)_l”B(ng'Q,ng’Q) <1

gilt. Nun folgen die Behauptungen aus einen wohlbekannten Stabilitatstheo-
rem, vgl. Kato [Kat84, IV.3.17]. O

Theorem 3.8 sagt insbesondere aus, dass die Spektraleigenschaften des Ope-
rators Hy in der Tat analytisch von k abhangen, oder mit anderen Worten,
die Theoreme 1.7, 1.8, 1.9 aus [Kat84, VII.1] sind auf unsere Situation an-
wendbar.

Nun betrachten wir die Einschrankung des Operators Hy auf den Raum L2

Theorem 3.9. i) Fiir jeden Vektor k = (ky, ky) € R? ist der Operator Hy|y:
selbstadjungiert und hat eine kompakte Resolvente. Infolgedessen existiert ei-
ne Orthonormalbasis aus Eigenfunktionen in L?.

ii) Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Voraussetzung 3.4 kann der
Definitionsbereich von Hy|r2 wie folgt beschrieben werden:

dom(H|2) = Wy N {90 | Pl € W ((x, 2141)) fiirl=0,..., L,

__ . dy o dy Y o
i Jig, () = Jim (@) + (35, = M) (o)
x>x) TT]

+ 3 ka(Mg, = My )e(m) =0, firl = 1,...,L}. (3.27)

a=1,2

iii) Das Spektrum von Hy|p» ist das Gleiche wie das von Hy. Somit hangt
dieses lokal analytisch von k ab, wie in Theorem 3.8 angegeben.

iv) Die Resolvente von Hy|rz2 ist nuklear.

v) Fliir jedes k € C? ist die geometrische Vielfachheit der Eigenwerte hich-
stens d. Falls k aus R? ist, stimmt die geometrische mit der algebraischen
Vielfachheit der Eigenwerte tiberein.
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Beweis. (i) Aus Punkt iii) von Theorem 3.8 folgt die Existenz einer reellen
Zahl § = 0(k), so dass

(Hy +i0) : Wy — Wyt (3.28)

ein topologischer Isomorphismus ist. Die Einschrinkung von Hy + id auf L2
bleibt eine Surjektion. Aus dieser Eigenschaft und der Symmetrie von Hy|r2
fiir k € R? folgt die behauptete Selbstadjungiertheit von Hy|r2, vel. [AG81,
IV.46 Satz 2]. Die Kompaktheit der Resolvente folgt aus der Isomorphie der
Abbildung (3.28) und der Kompaktheit der Einbettung W,? < L2. Die
Existenz einer Orthonormalbasis in L? folgt aus einem klassischen Struktur-
theorem fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren [AG81, V.61].

(ii) o € W*2((x,741)) impliziert die Holderstetigkeit der Ableitung Z—f €
CV([z1, z131]), v < 1/2, vgl. [EG92, Kap. 4.5,Th. 3|. Somit existieren die
in (3.27) vorkommenden Grenzwerte. Die Behauptung folgt durch partielle
Integration im distributionellen Sinne.

(7ii) Spektralpunkte von Hy und Hy|r> missen Eigenwerte sein. Zudem ist
jede Eigenfunktion von Hy auch Eigenfunktion fiir Hy|z2 und damit aus L.

(iv) Wenn A ein Punkt aus der Resolventenmenge von Hy|;2 ist, dann ist
|(Hy — )‘>_1HB(W51*2,W(}’2) endlich, vgl. Theorem 3.8 und Punkt (iii) des ge-
genwéartigen Theorems. Seien mit ]1(W01’2<—>L2) und ]1(L2(_)W071,2) die Einbet-
tungsoperatoren bezeichnet, und || -|| ; und || -|| 2 jeweils die nukleare bzw. die
Hilbert—Schmidt-Norm. Dann konnen wir die Nuklearnorm der Resolvente
folgendermaflen abschéatzen:

(e = 2) s

< “IL(WOLQ;»L?)H? |(Hx — >‘)71HB(WO_1’2,W01’2) ||1(L2<HW(;172)H2 <oo. (3.29)
Man beachte dabei, dass IL(Wol,zf_)LQ) und ]1(L2_)W0_1,2) = ]1’{%1,2‘_}]42) Hilbert—-
Schmidt-Operatoren sind, vgl. [Ber78, I Th. 3.2].

(v) Sei A ein beliebiger Eigenwert des Operators Hy|r2 und seien ¢y, . .., a1
die zu A zugehorigen Eigenfunktionen. Wir werden im Folgenden zeigen, dass
diese Eigenfunktionen linear abhéangig sind. Zu diesem Zweck schreiben wir
jede der Gleichungen

(He—N; =0, j=1,....d+1

in der tiblichen Weise als System erster Ordnung um. Da die d + 1 Vekto-

ren der Anfangswerte (:Eo, %(azo)), . (:EO, dd;‘;“ (:1:0)) aus C? fiir dieses
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System linear abhéngig sein miissen, geniigen sie einer linearen Relation. Es
ist bekannt [Naj68, §6.3], dass die CQd —wertigen Funktionen (1/)1, d¢1)7 e

(wdﬂ, wd“) auf dem gesamten Intervall (xg, z1] derselben linearen Relation
geniigen und dass insbesondere diese Relation fiir die Vektoren

<¢1($1) xlljg}l CZ/;(%)), ceey (de_i'_l(xl), %gﬂ% QZZH( >>

gilt. Nun kann man zeigen, dass die den Definitionsbereich beschreibenden
Ubergangsbedingungen (3.27) zur Folge haben, dass diese lineare Relation
auch fiir den Anfangsvektor des néchsten Intervalls [z, z5) gilt. Dieses Ar-
gument lasst sich fiir die restlichen Teilintervalle wiederholen.

Wenn k € R?, dann ist Hy|p2 selbstadjungiert und infolgedessen stimmen die
geometrischen und algebraischen Eigenrdume iiberein [Kat84, V.3.5]. O]

Bemerkung 3.10. Nach Punkt iii) von Theorem 3.9 ist fir Funktionen ¢
aus dem Definitionsbereich von Hy|p2 (3.27) die Stetigkeit des Vektors

md(igo(x) — (]\46k + ;2 kaM;)go(x) (3.30)

beim Ubergang zwischen zwei Materialien garantiert. Auf diese Weise kommt
es zu einer Kopplung der Zustinde an der Materialgrenze, s. Abschnitt 2.2.2.

Leider stellt sich heraus, dass sich die Operatoren Hy im L?-Kontext sehr
viel irregularer verhalten als tiber W L2 Wir fassen diese Eigenschaften in
folgendem Theorem zusammen:

Theorem 3.11. i) Sei
Dy = dom(H|z2) N {¢ ’ @) =0, 1=1,..., L}.
Fiir alle k € C? gibt es die folgende Zerlegqung
dom(Hy|r2) = D & Xy,

wobei X, € Wy? ein Vektorraum der Dimension dL ist, der von k abhingt.
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ii) Eingeschrinkt auf den Unterraum Dy, sind die Operatoren A, aus Defini-
tion 3.5 relativ beschrankt hinsichtlich des Operators H|p2 und die Relativ-
schranken sind Null; genauer gesagt, gilt fir jedes p € Dy :

— M || oo (s8(ce

D o | Holl a1l 2
IIllIl essinf |m;(z)|
j=1,..., d z€Q

[Aapllr2 <

1 [[M —M*||2<>oms(<cd)

46 min essmf|m( )|
7j=1,....d

<O|[Hellze + 2 el ez,

wobei § eine positive Zahl und vy eine positive Interpolationskonstante ist,
vgl. (3.32).

iii) Auf dom(H|rz2) kann man jedoch keine Relativschranken fir A,|pz bezig-
lich H|r2 finden.

Beweis. (i) Die Behauptung folgt direkt aus Punkt ii) in Theorem 3.9.
(1t) Wenn ¢ € Dy, dann gilt

[Aapllze = sup_ [(Aaip, )|

peW,
]l 2=1
d . dy
= e | (Mulo) G )+ (Mae) 2(0). T (0) o
]l 2=1
o) 4
= s | [ {0 - 05) v o
]l 2=1
= H M (z )) f;i < [[Ma = Mgl sct)) Hfli L

Wir fahren fort mit weiteren Abschétzungen:

o] < [inE0). O e
dr 2 — nlnndessmf]mj( x)|
(Hlp, o) 1], . (3.31)
S T iyl o)
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|H| = ©H ist ein strikt positiver, selbstadjungierter Operator. Damit konnen
wir die Wurzel |H|'/? von |H| definieren fiir die gilt |H| = (|H|/?)2. Nun
konnen wir mit Hilfe eines bekannten Interpolationsresultates [Paz83, §2 Th.
6.10] wie folgt fortfahren:

1 1 1 1 1
[(©H)2¢llr2 < vu |OHel|E: el = vu [[Hellz2llell7: (3.32)

wobei vy die zugehorige (endliche, positive) Interpolationskonstante ist. Durch
Zusammensetzen der Ungleichungen und Anwendung der Youngschen Un-
gleichung folgt die Behauptung.

(77i) Aus dem ersten Punkt des Theorems folgt, dass es Elemente in dom(H|2)
gibt, die nicht zu Dy, gehoren. Da jedes ¢ € dom(H|.2) C Wol’z stetig ist,
springen die Funktionen M, an den Sprungstellen von M,,, an denen 1 nicht
verschwindet. Daraus folgt, dass die distributionelle Ableitung solcher Funk-
tionen M,1) in einer der Sprungstellen Dirac—-Mafle enthéalt, was verhindert,
dass - (M) eine endliche L>~Norm besitzt. O
Als nichstes wollen wir die Operatoren Hy auf L? in ihrer Abhingigkeit vom
Wellenvektor k € C? betrachten. Nach Theorem 3.9 ist dom(Hy|zz2) fiir den
Fall nicht-konstanter Koeffizientenfunktionen M; und M, — und das ist der
allgemeine Fall, den wir betrachten wollen — abhdangig vom Wellenvektor k.
Damit ist fiir die Operatorenschar { Hy|r2 }xecz, im Gegensatz zur Situation
auf W071,27 vgl. Theorem 3.8, das Konzept der holomorphen Familien von
Typ (A) nicht anwendbar. Es gilt jedoch das Folgende:

Theorem 3.12. Flir jede eindimensionale komplexe analytische Unterman-
nigfaltigkeit S € C? ist die Familie {Hy|;2}xes eine analytische Operatorfa-
milie im Sinne von Kato [Kat84, VII.1.2].

Beweis. Aus der Definition folgt, dass {Hy|r2}kes eine analytische Opera-
torfamilie ist, dann und nur dann, wenn {©Hy|;2 }xes eine ist. Wir zeigen
dies, indem wir beweisen, dass die zugehorigen Formen eine so genannte (a)-
analytische—Familie von Formen bilden, siehe [Kat84, VII.4.2]. Dazu miissen
wir zeigen, dass die zu den Operatoren © Hy assoziierten quadratischen For-
men

e cinen von k unabhéngigen Definitionsbereich haben, namlich I/VO1 a

e auf diesem Definitionsbereich sektoriell und abgeschlossen sind und
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e analytisch von k abhéngen, d. h. dass fiir jedes 1 aus dem Definitions-
bereich der Form die Abbildung C2 5 k —— <@Hk¢,¢> holomorph

ist.

Dazu betrachten wir als erstes die dem Operator ©H = |H| zugeordnete
Form

bv] = (OHY,v).

Es ist einfach zu sehen, dass der Definitionsbereich dieser Form W, 2 ist und
dass sie auf diesem Raum abgeschlossen ist. Sie ist auflerdem sektoriell, da
sie die Form eines positiven selbstadjungierten Operators ist. Nun gentigt es
nach Kato [Kat84, VII Th.4.8] zu wissen:

Proposition 3.13. Die Formen <@Tk-,->, vgl. Definition 3.5, sind relativ

beschrankt beziiglich der dem Operator ©H = |H| zugeordneten Form Y. Die
h-Schranke ist gleich Null.

Wir zeigen, dass die den O-transformierten Operatoren ©A,, ©B,, ©B8, s,
OV und OF zugeordneten Formen relativ beschrinkt sind beziiglich h und
dass die Relativschranken beliebig klein gewahlt werden konnen. Fir die den
Operatoren nullter Ordnung ©B5,,, © B, 3, ©V und O F zugeordneten Formen
ist dies offensichtlich, da diese sogar auf L? beschrinkt sind. Also bleibt
iibrig, die Aussage fiir die den Operatoren erster Ordnung © A, zugeordneten
Formen t, zu beweisen. Fiir o) € W% ist

Gl = [ (M) @) 00, + (OMz) v, @), do,

wobei © : C¢ — C¢ der Konjugationsoperator aus (3.11) ist. Es gilt

1© Mo || Loty = [[Mall Lo 08(c))
= [|M|| Lo @:(ct)) = IOM]| oo (:8(c4)) -

Nun kénnen wir t,[¢] folgendermafien abschatzen:

a a * dd}
‘faw]‘ < <||@Ma||L°°(Q;B((C'1)) + ||@Ma||Loo(Q;B(<Cd))> Hda?HL2 9] 2

<@H"¢, 2ﬂ>LQ

o I ()]

< 2| Mg || oo 0;8(cay) 9] 2
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Nach Anwendung der Youngschen Ungleichung erhalten wir fiir alle 0 < 9
die Abschéatzung

1 1
taltl] < 6B[6] + < | MalFx@micey

2

2 3.33
min essinf |m;(z)| [¥lZ2,  ( )
J=1 d zeQ

d. h. die gesuchte Relativbeschranktheit der Formen t,.

Die analytische Abhangigkeit der Formen <@Tk-, > von k folgt nun unmit-
telbar, vgl. Kato [Kat84, VIL.1.1 und VII.3.1] fiir Details. O

Theorem 3.12 hat hinsichtlich der Abhéngigkeit des Spektrums vom Wellen-
vektor k weitreichende Konsequenzen, namlich:

Korollar 3.14. Fine geschlossene Kurve, die zwei Teile des Spektrums von
Hy fir k = ko voneinander trennt, trennt auch die zugehdérigen Teile des
Spektrums von Hy fiir k aus einer geeigneten Umgebung von kKo voneinander,
vgl. Kato [Kat84, Th. VII.1.7].

Korollar 3.15. Jedes endliche System von Eigenwerten von Hy besteht aus
Kurven einer oder mehrerer analytischer Funktionen, welche héochstens alge-
braische Singularititen besitzen. Dasselbe gilt fiir die zugehdrigen Figenpro-
jektionen und Eigennilpotenzen, vgl. Kato [Kat84, Th. VII.1.8].

Nach wie vor bleibt die Frage nach der globalen Existenz der Eigenwert-
Zweige (und der Eigenfunktions-Zweige) offen. Bisher ist es mir nicht, gelun-
gen dieses zu beweisen. Die Griinde dafiir sind die Folgenden:

Auf WO_I’Q, wo das Problem zuerst betrachtet wurde, sind die Operatoren
nicht selbstadjungiert, folglich sind Resultate zur globalen Existenz nicht
zu erwarten. Auf L? ist die Operatorfamilie { Hy }x weder eine holomorphe
Familie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VII.2], noch eine holomorphe Familie
vom Typ (B), vgl. Kato [Kat84, VII.4]. Das Typ-(A)-Konzept ist wegen des
vom Wellenvektor k abhangigen Definitionsbereichs nicht anwendbar. Das
Typ-(B)-Konzept lisst sich nicht anwenden, da die Operatoren auf L? nicht
halbbeschrankt sind und sie daher nicht mittels des Formenkalkiils definiert
werden konnen. Wendet man die Transformation © auf Hy an, so erhilt
man zwar eine Familie sektorieller, aber essentiell nicht—selbstadjungierter
Operatoren.

Also bleibt unter den Voraussetzungen 3.1-3.4 im allgemeinen Fall die Frage
offen, ob die Eigenwertkurven in der endlichen Ebene Singularititen besitzen
konnen. Es ist jedoch moglich, durch Modifizieren einzelner Voraussetzungen
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jeweils scharfere Aussagen hinsichtlich der Abhéngigkeit des Spektrums vom
Wellenvektor k zu beweisen.

Dazu werden wir in Kapitel 3.5 die Voraussetzung 3.2 dahingehend ver-
schérfen, dass wir kp—Schrodingeroperatoren betrachten, die einen definiten
Hauptteil besitzen. In diesem Fall sind die Operatoren halbbeschrinkt und
das Typ-(B)-Konzept lésst sich anwenden. Ein zweiter Weg zu schérferen
Resultaten ist die Modifikation der Voraussetzung 3.4 mit dem Ziel, einen
vom Wellenvektor k unabhéangigen Definitionsbereich zu erhalten, um dann
das Typ-(A)-Konzept anwenden zu kénnen. Dazu werden wir in Kapitel 3.6
approximierende kp-Schrodingeroperatoren betrachten, bei denen die sprin-
genden, stiickweise konstanten Koeffizientenfunktionen M,,, a = 0,1, 2 durch
geglattete Funktionen ersetzt sind.

3.4 Abschatzung der Bandliicke

Aus dem Blickwinkel der Berechnung der elektronischen Struktur sind folgen-
de Fragen von besonderem Interesse: Unter welchen Bedingungen kann die
spektrale Liicke zwischen dem positiven und dem negativen Teil des Haupteils
H auch als Bandliicke im Spektrum von Hy gefunden werden? Wie kann die
GroBe dieser Bandliicke in Abhingigkeit von k € R? und den Daten des
Problems abschétzt werden? Wie grof§ ist diese Spektralliicke im Vegleich
zu der durch die Liicke zwischen dem negativen und dem positiven Teil des
Bandkantenoperators E gegebenen Bandliicke?

Diese Fragestellungen haben auch einen direkten Bezug zum Problem der
Spurious-Modes bei der Bandstrukturrechnung.

Die in Proposition 3.13 bewiesene Relativbeschranktheit der Bandkopplun-
gen Ty beziiglich des Haupteils H im Formensinne ermoglicht uns, diese Fra-
gestellungen zu behandeln.

3.4.1 Mit © anti-kommutierende kp-Kopplung erster
Ordnung
In Ubereinstimmung mit der physikalischen Situation, vgl. z. B. [Bah90,

CC96, EW96], formulieren wir neben den Voraussetzungen 3.1-3.4 die fol-
genden zusatzlichen Voraussetzungen an die Koeffizienten des kp—Operators:
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Voraussetzung 3.16. Fir fast alle v € € seien fir die Koeffizientenma-
trizen My(z), Uy(x) und Us(x) folgende Anti-Kommutator-Relationen mit ©
erfillt:

My(x)0 = —OMy(x), (3.34)
Un(2)0 = —OU,(z), o€ {1,2}. (3.35)

Voraussetzung 3.17. Fir fast alle x € € seien die Koeffizientenmatrizen
OU,o(z), a € {1,2} (siehe Seite 22), nichtnegative Operatoren tiber C%.

Die Voraussetzung 3.16 bedeutet, dass die Intraband-Anteile der Koeffizien-
tenmatrizen

1 1
MO,intra = §<MO + ®M0®) und Ua,intra = i(Ua + @Ua@)a o = 17 2

verschwinden. Die Koeffizientenmatrizen My, U; und Us beschreiben die An-
teile der Bandkopplung Ty, die im zugeordneten Hamiltonian fiir Volumen-
materialien linear von den Komponenten des Wellenvektors abhéngen. Da-
her beschreiben diese die kp-Kopplung in erster Ordnung in k. Diese Ei-
genschaft wird von dem iiblichen Achtband-Hamiltonian (2.6) und dem die-
sem zugeordneten kp-Schrodingeroperator erfiillt, siehe Kapitel 5. Die Be-
dingung an M, schrankt dabei das Operator Ordering der Terme erster
Ordnung nicht ein. D. h. es sind sowohl symmetrisches bzw. konventionelles
Operator Ordering (M, schiefadjungiert) als auch asymmetrische Varianten
[For97, Bur98, PFFDO01, RAE*T02, MTPPO05] (siche auch Abschnitt 2.2.2)

zugelassen.

Theorem 3.18. Wir betrachten die Operatoren aus Definition 3.5. Seinen
die Voraussetzungen 3.1-3.4, 3.16 und 3.17 erfillt. Sei u der unterste Figen-
wert von |H|,

def

e mindesseigzlf lej ()] > ||v] oo (:B(Ca)) (3.36)

7=1,..., T
und sei \ so gewdhlt, dass
Al < e — [[v]| L un(cay)- (3.37)
Wir fiihren die folgende Abkiirzung ein

def maxXg=—1,2 ||Ma||%oo(9;6(<cd))

min essinf [m;(z)| (3.38)
7j=1,..., d xeQ
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Falls der Wellenvektor k = (ky, k) € R?

|| + [ko| < ﬁ (3.39)

und

0<<v&r¥u—20mwwbowmw

~ [kl el (V2 lzousony + N0t )

+ K} e%seglf inf spec ((:)Un(x)) (3.39b)
+ k2 e%cseiélf inf spec ((:)Ugg(x))
— |lvllz=@B(cay + e — Al

erfillt, dann gehort A zur Resolventenmenge von Hy und es gilt

1
W.
Daraus folgt, dass der Kreis um \ mit Radius v(k), d. h. die Menge

|t =27 < (3.40)

Kyuo(\) = {€€C: g =\ < 1K)}, (3.41)

in der Resolventenmenge von Hy enthalten ist.

Beweis. Als erstes kann man leicht nachrechnen, dass A € R dann und nur
dann in der Resolventenmenge von Hy liegt, wenn 0 in der Resolventenmenge
von © Hy — \O liegt. Als néchstes impliziert Proposition 3.13: Wenn

¢ eC, RE < 0, €| ausreichend grof, (3.42)

dann liegt € in der Resolventenmenge von © Hy, vgl. Kato [Kat84, VI Th.3.4].
Somit reicht es aus zu beweisen, vgl. Kato [Kat84, V Th.3.2], dass fiir Wel-
lenvektoren k € R?, die den Bedingungen (3.39) geniigen, die linke komplexe
Halbebene {¢ € C : R < 0} C C nicht im Abschluss des numerischen
Wertebereichs W von © H, — A\O, definiert als

W (k) = {{(OHy — \O)y,v) : ¢ € domb = Wy mit [[¢)] 2 = 1},
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enthalten ist. Dieses werden wir im Folgenden zeigen, indem wir den Realteil
von ((©Hy — A©)1, 1) nach unten abschétzen. Es gilt

((OHy = O, ¥) = Y] + to[t)] + Y Katal
a=1,2
+ Y k(0B )+ Y kakg<®Baﬁw,w>
a=1,2 a,3=1,2

+ {0V, )+ (0By,v) — (\Oy,v). (3.43)

Als erstes betrachten wir den Term ty[¢)] erster Ordnung. Aus der Bedingung
(3.34) an die Koeffizientenmatrix M, folgt © M = —MFO. Damit kann man
die folgenden Umformungen nachrechnen:

tlvl = | <éMO(fU)%(l‘)a (@), + <éM*<x>w<x>, T (1)) do
= O M, ﬂ(x» Jdx
[ (@) @), wl)), — (M5 (0180 (a), c
:/Q<éMo ><Cd < ), OMp(x )Z¢( )>Cd dx
- /Q (OMy ()" (), (x)) , dar / (OMy(x )Zw(m),wmcd d.

Daraus folgt, dass der Term ty[¢)] rein imaginar ist. Die Anti-Kommutator-
Relation (3.35) ermoglicht auf die gleiche Weise folgende Umformungen:

(OU (1)), ¥(2)) , = —(Val2)O(x), ¥(z))
), OU()).,

= (vl
= —(6Ua(@)(@). ().,

Daraus folgt, dass die Terme <@Ba@/),¢>, a = 1,2 ebenfalls rein imaginar
sind.

cd

Unter Berticksichtigung der Relativschranke (3.33) fir t,[¢)], & = 1,2 und
offensichtlichen Abschatzungen fiir die Operatoren Bis, Bsy, © By, ©Bao,
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OV, |E| und A0 erhilt man damit fiir jedes 1) € dom h = Wy mit ||| 2 =
1:

R((OHy — A, ¥)
> 0[] — 8(Ikal + ol — 5 (1] + kol )1

— Vil el (Wl asusony + N0t )
+ k¥ ess i{glf inf spec(QU, (7))
s

(3.44)

+ k3 esseiélf inf spec(©Uss ()
— ||Vl Lo B(cay) + € — |Al,

mit einem beliebigen ¢ aus (0, 00). Sei jetzt 6 > 0 beliebig aber fest gewahlt.
Wir wollen als nachstes h[¢)] in (3.44) durch p, den untersten Eigenwert von
|H|, ersetzen, ohne dabei jedoch die rechte Seite zu vergréfiern. Dazu muss
man die Nichtnegativitiat von

—9 (|k1| + ’k’2|)

sicherstellen, also fordern, dass

gilt. Die 0—abhéngigen Terme in (3.44) haben aufgrund des negativen Vor-
zeichens die Eigenschaft, die Spektralliicke e zu verkleinern. Nun wollen wir
deren Wirkung minimieren, indem wir ¢ > 0 so wéhlen, dass die Funktion

0,00) 30— — 5—%,
(0, 00) po — =

ihren maximal moglichen Wert annimmt; das maximierende ¢ ist

M

W

5max =

Somit erhalten wir fiir Wellenvektoren k, fiir die |ki| + |ko| < 1/0mas gilt,
d. h. die der Bedingung (3.39a) geniigen, die Abschatzung

R0+ X hatalv]) = n =2 ([l + ol )b, (345)

a=1,2
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Kombiniert man diese Abschéatzung mit (3.44) so folgt schlieBlich
R((OHx = \O), ) > v(K), (3.46)

wiederum vorausgesetzt k erfillt |k1| + |ko| < 1/0pmae, d. h. (3.39a).

Folglich impliziert (3.39), dass der numerische Wertebereich W (k) von © Hy, —
AO in der Halbebene

{£€C:0<~(k) < Re)
enthalten ist. Daraus folgt, dass wie gefordert der Abschluss des numerischen

Wertebereichs von © H, — A© nicht in der linken komplexen Halbebene ent-
halten ist. []

Bemerkung 3.19. Unter Benutzung von (3.39a) und der Tatsache, dass
die rechte Seite von (3.45) nicht kleiner ist als —u, kann man die Bedingung
(3.39b) zu der folgenden schirferen vereinfachen:

0 < —p+e— [N =lvllze@pey
— V] |k (||U12||LOO(Q;B(@)) + ||U21HL00(Q;B((Cd))>

. . (3.47)
+ k7 eSxSel(Izlf inf spec (@Uu(x))

+ k3 eswseigglf inf spec ((:)Ugg(x)).

In vielen physikalisch interessanten Fdllen, vgl. z. B. [Bah90, CC96, EW96]
gilt
e > p+ ||vflze@s(cay), (3.48)
also
0 < —p+e—[A=[|v]lLe@pec) (3.49)

zumindest fir kleine \. Zusammen mit (3.47) ist damit die Existenz einer
Bandliicke zumindest in einer Ndihe des Zonenzentrums k = 0 sichergestellt.

Bemerkung 3.20. Man kann leicht nachpriifen, dass die Menge der K’s,
die durch die Bedingungen (3.39) oder (3.39a) und (3.47) definiert ist, die
folgenden Eigenschaften hat: Wenn k € R? eine der Bedingungen erfiillt,
dann tut dies auch —k. Die Bedingung (3.39a) definiert eine konvexe Menge,
wdhrend (3.39b) dies nicht tut. Im Allgemeinen ist (3.39b) sogar nicht radial
in k. Falls jedoch (3.49) gilt, dann ist die Bedingung (3.47) radial, aber im
Allgemeinen nicht konvex.
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Bemerkung 3.21. Der unterste Eigenwert u von |H|, kann in Termen der
Daten des Problems abgeschdtzt werden:

: : v
()< & < : .
pin esxselgrzlf im;(z)| < o S Jmex esjesglzlp |m;(z)], (3.50)

wobei pp = 72/|Q|* der unterste Eigenwert des Laplaceoperators —d?/da? mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf ) ist.

3.4.2 O-wachsende k2-Terme

Im Beweis von Theorem 3.18 haben wir gesehen, dass der Realteil der Form
hk[v] = <(@Hk — 20)Y, ¢> fiir die Abschétzung der Spektralliicke entschei-
dend ist, vgl. z. B. (3.44). Betrachtet man die Herleitung von (3.44) noch mal
genauer, so kann man nachprifen, dass Anteile der Form by, die einen posi-
tiven Realteil besitzen, sich gilinstig auf die Grofle der Bandliicke auswirken,
da sie diese nicht verkleinern.

Dieser Idee folgend wollen wir nun eine Bedingung an die Koeffizientenma-
trizen der k2-Terme formulieren, die die Nichtnegativtit des Realteils der
zugeordneten Form sicherstellt. Dazu wird die Voraussetzung 3.17, die aus-
schlieSlich die Matrizen U;; und Usy betrachtet, die sich auf die Koordina-
tenachsen in der k-Ebene beziehen, ersetzt durch eine Bedingung, die alle
Matrizen U,g, o, 3 = 1,2 berticksichtigt. Diese neue Bedingung erlaubt da-
bei zusatzlich den Beweis von Resultaten, die analog zu Theorem 3.18 sind,
aber uniforme Schranken fiir die Bandliicke liefern, die nur vom Betrag des
Wellenvektors k abhéngen, aber nicht von seiner Richtung.

Zu diesem Zweck ersetzen wir die Voraussetzung 3.17 durch

Voraussetzung 3.22. Es gelte fir alle n € [0,27) und fir fast alle x € Q
inf spec (?R((:)Un(x))) = ;inf spec ((:)Un(x) + Un(x)(:)) >v >0, (3.51)
mit
U,(z) & cos® nUp () + sin? nUy(z) + siny cos n(Ulg(:c) + Ugl(x)>. (3.52)

Voraussetzung 3.22 impliziert, wie wir im Folgenden sehen werden, dass der
Bandkopplungsoperator der Ordnung k2

Bee= Y kaksBag

a,f=1,2
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O-wachsend ist, d. h.
%(@Bkz) > 0.

Aus physikalischer Sicht ist Voraussetzung 3.22 sehr sinnvoll, denn diese si-
chert das erwartete Kriimmungsverhalten der durch Eigenwertkurven von
By gegebenen lateralen Bandstruktur. So bedeutet diese fiir Modelle mit
gekoppelten Valenz- und Leitungsbéndern [Bah90, EW96], dass die so gege-
bene laterale Bandstruktur fiir die Leitungsbénder eine positive Krimmung
und fiir die Valenzbénder eine negative Krimmung aufweist. Fiir reine Va-
lenzbandmodelle [CC96] oder reine Leitungsbandmodelle, d. h. © = I,
bedeutet diese, dass die Kriimmung dieser lateralen Bandstruktur das glei-
che Vorzeichen hat wie die effektiven Massen m;, d. h. positiv gekriimmt
ist. Diese Voraussetzungen sind insbesondere fiir die Standardmodelle bei
direkten Halbleitermaterialien erfiillt, vgl. Kapitel 5.3 und Anhang A.

Bevor wir das Theorem formulieren, wollen wir noch einmal die Bedingung
(3.39b) in Theorem 3.18 fiir den Fall k = 0 betrachten. Dann lautet diese

0 < 7 =p— vz +e— A

Aus Theorem 3.18 folgt damit, dass das Intervall (—vp, 7o) mit

Yo = M — HUHLOO(Q;B(@)) +e

zur Resolventenmenge von Hy gehort und damit die Grofle der Bandliicke
bei k& = 0 definiert ist. Physikalisch wiirde man erwarten, dass die Band-
licke bei k = 0 der spektralen Liicke (—e, e) des Bandkantenoperators (sie-
he (3.36)) entspricht. Das folgt aber aus der obigen Bedingung nur wenn
> ||| Lo (up(cay) st oder die durch die Potentialmatrix v beschriebenen
Bandkopplungen verschwinden. Fiir Achtband-Modelle, wie das in Kapitel 5
naher betrachtete, beinhaltet v unter anderem die Spin-Bahn-Wechselwirkung.
Liegt nun die (halbe) Bandliicke eines Materials in der Gréfienordnung der
Spin-Bahn-Aufspaltung, so kann es sogar passieren, dass ||v[| o (o;p(ca)) > €
ist und die durch die Bedingung gesicherte Bandliicke nur noch sehr klein ist,
evtl. sogar verschwindet. Im Falle des Achtband-Modells kann man nachrech-
nen, dass der Anteil der Spin-Bahn-Wechselwirkung in v im oben eingefiihr-
ten Sinne ebenfalls ©-wachsend ist und damit der Realteil der zugeordneten
Form nicht negativ ist. Damit wiirde dieser Anteil aus der L*>-Norm von v
im Rahmen der Bandliickenabschatzung herausfallen. In diesem Sinne for-
mulieren wir die folgende
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Voraussetzung 3.23. Fir fast alle v € ) existiert eine Zerleqgung der
Potentialmatriz v(x) in ihren ©-wachsenden Anteil vey(x) und den Rest

ve_(x):
v(z) = voy(x) + vo_(z). (3.53)

vei () erfille fir fast alle x € Q0 die Bedingung
. 1 . .
inf spec (?]‘E(@v@+(x))> =3 inf spec (@v@+(x) —|—ve+(x)®> > vg > 0. (3.54)
Ist dies nicht mdglich, dann sei vey definiert als veoy “ro.

Mit diesen Voraussetzungen formulieren wir das folgende

Theorem 3.24. Seien die Voraussetzungen 3.1-3.4, 3.16 und 3.22, sowie
i, e und M wie in Theorem 3.18 definiert. Sei v wie in Voraussetzung 3.23
angegeben in die Teile vgy und vg_ aufgespalten. Sei A so gewdhlt, dass

Al < e — |lve-|| Loy (3.55)

Wenn
k = (k; cos 1), k sin n), n € [0, 2m), k>0, (3.56a)
k< f(0)E 512 (3.56b)

erfullt ist und ferner
def M 2
0< /VTad(k) = u— k \/5 <,u5 + 5) + kv — ||Ue_||Loo(Q;B((Cd)) +e— |)\|,
(3.56¢)

fiir irgendein 0 > 0 gilt, dann gehort A\ auch zu der Resolventenmenge von
Hy und es gilt

1
H,— A7 < : 3.57
I W (3 (357)
Daraus folgt, dass der Kreis um \ mit Radius Vrqa(k), d. h. die Menge
Katio ) £ {€ € C 11 = Al < praal) (3.58)

in der Resolventenmenge von Hy enthalten ist.
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Beweis. Der Beweis von Theorem 3.24 ist analog zu dem von Theorem 3.18.
Dabei verwende man die Abschéatzungen

k| + [ka| = k(] cosn| + [ sin|) < k2

und

2

> kaksR(OBagh, 1) = IZ/Q<(C:)U,7 + Uné)¢(x),¢(x)> dx > kv,

a,f=1,2 cd

sowie die Abschatzung

—lve- | L~(@B(cay-

Bemerkung 3.25. Der Nutzen von Theorem 3.24 hdngt von der geeigneten
Wahl der Variablen 6 in (3.56) ab. Um den mazimalen k—Bereich zu erhalten,
muss man

max min f;(d), (3.59)

0>0 1=1,2

losen, wobei f1 und fo jeweils die durch (3.56b) und (3.56¢) implizierten Ein-
schrinkungen sind. Da fi eine fallende Funktion ist, muss man den kleinst-
maglichen Wert § = dop finden, so dass gilt

fl(5opt) = f2(6opt)- (360)

Dies kann man erreichen, indem man explizit fo bestimmt und analysiert.
Wenn man den Term k*v in (3.56c) vernachlissigt, lautet diese Bedingung

p+ e = |Jve—|| pe@unicty — Al

k< f2(0) = \/5(5#-1-%)

(3.61)

Fir
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M
Sopt = (3.62)
e — | Al =l vo— | L (8(cay)

erhdlt man eine einzelne Bedingung fir k, die nicht mehr von u abhdngt:

e — |Al =l ve— |l Lo (:B(ce)
0<k< : . 3.63
- \/ 2M ( )

Fiir einige Wahlen von ¢ kann man die Bedingungen (3.56) vereinfachen.

Bemerkung 3.26. Verfdhrt man in derselben Weise wie im Beweis von
Theorem 3.18 und in Bemerkung 3.19, so erhdlt man in der Situation von

Theorem 3.24 fir 6 = dpmae = \/ M/ eine einzelne Bedingung fir k, die nur

von p und M abhdngt:
1L
0<k<,/— 3.64
<h< B (3.6)

0 < kv +e— |/\| —|| U@—HL“’(Q;B(Cd)) (365)

da die zweite Bedingung

immer erfillt ist, vgl. (3.55) und (3.51).

3.4.3 Bewertung der Abschatzung an einem signifikan-
ten, exakt losbaren Beispiel

Im Folgenden wollen wir die durch die Abschétzung (3.63) gesicherte Band-
liicke mit der tatsachlichen Bandliicke eines exakt l6sbaren Vierbandproblems
vergleichen. Dieses Vierband-Modell bildet die physikalische Situation von
zwei Valenzbandern und zwei Leitungsbandern nach, deren Kopplung durch
Differentialoperatoren 1. Ordnung gegeben ist. Die Bandkopplung wird aber
keine Interband-Anteile enthalten, sondern die Terme erster Ordnung be-
schreiben ausschlieflich interne Wechselwirkungen innerhalb der Valenzbéan-
der bzw. innerhalb der Leitungsbénder. Das Beispiel eignet sich daher speziell
zur Bewertung der Bandliickenabschatzung fiir diesen Typ von Bandwech-
selwirkung. Zur Konstruktion des Beispielproblems werden wir zunéchst ein
skalares Modellproblem und ein darauf aufbauendes Zweiband-Modell be-
handeln.
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Beispiel 3.27 (Skalarer Hamiltonian mit Impulskopplung). Wir betrachten
den skalaren Hamiltonian

o= —% v pewr (3.66)
T 2 dx’ '

auf dem Intervall Q = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen sind gegeben durch

E, = (TZT)? - kj, () = sin (?) exp (zk;) (3.67)

Beispiel 3.28 (Zweiband-Modell). Wir betrachten das Zweiband-Modell ge-
geben durch

&2 d
Tdr “dr
Hy(a) = L (3.68)

—a% dx?

auf dem Intervall Q = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen.

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenfunktionen bringen wir diesen
Hamiltonian durch die unitdre Transformation mit der Matrix

T - \}5 C i) (3.69)

auf Diagonalgestalt:
d? L d
—— + i
H =T 'HT = | da? dx . (3.70)

0 e

Die Eigenfunktionen und Eigenwerte des transformierten Operators H’ sind
gegeben durch (siehe (3.67))

v, = (sin (?) exp (i%),O)T, (3.71)
v, = (O, sin (nLLx) exp ( — i%))T, (3.72)
Eyjpn(a) = (”%)2 - Oj (3.73)
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Die Eigenfunktionen des urspriinglichen Operators erhilt man durch Riick-
transformation mittels ¥ = 70"

1wy a1

\I/Ln = ﬁ Sin (T)e 2 (2) s (374)
I TT\ —i%qp (1

\IJQ,n - ﬁ Sin <T>€ 2 <1> . (375)

3

0O.B.d.A. kann man die Basis auch rein reell wéhlen, z. B.

U, = \}isin(m[ix) ( cos(5) ) , (3.76)

—sin(§x)
B isin nrx, (sin(§r)
Vs = 5sin( ><cos(gx)>‘ (3.77)

Auf Basis dieses Zweiband-Modells konstruieren wir nun ein Vierband-Modell,
indem wir das Zweiband-Modell jeweils fiir den Leitungsbandanteil und den
Valenzbandanteil verwenden.

Beispiel 3.29 (Vierband-Modell). Wir betrachten den Matriz-Schrodinger-
operator bestehend aus zwei Leitungsbindern und zwei Valenzbindern, gege-
ben durch den Hamiltonian

Hy(a!) + 21, 0 )
H, = 2 3.78
k < 0 _(H2(0/>+%[2) ( )
mit
o = a(ky + ky) = a(kcosn + ksinn) (3.79)

auf dem Intervall Q2 = (0, L) mit homogenen Dirichlet Randbedingungen. Ho
bezeichnet den Zweiband-Hamiltonian (3.68) und E, ist die Bandlicke.

Die zweifach entarteten Eigenwertkurven des gekoppelten Modells (3.78) sind
gegeben durch
7”L7T>2 042(]€1 + ]{?2)2 Eg

7 + =22 (3.80)

E ==
cnlb ko) = £ - :

Nun wollen wir den exakten Verlauf der Bandliicke, gegeben durch das offene

Intervall Gap(k) = (E_;(k), E;1(k)), mit dem Ergebnis der Abschitzung
der Bandliicke vergleichen. Dazu bendtigen wir eine Darstellung des Modells
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mit den Koeffizientenmatrizen m,e und M; und M;. Diese sind gegeben
durch

m=(1,1,-1,—1), (3.81)
E
e=Z(1,1,-1,-1), (3.82)
0 1 0 0
al—-1 00 0
M, =M, = 510 00 -1 (3.83)
0 01 O

Fir die Bandliickenabschatzung benétigt man die Grofle der Bandliicke e
und M, siehe (3.36) und (3.38). Diese berechnen sich fiir unsere Koeffizien-
tenmatrizen zu

(3.84)

. (3.85)

%‘le\?‘mm

Aus der Abschéatzung der Bandliicke ergibt sich, dass diejenigen A fir die

o? E
—— k4 S| 3.8
k> (3.86)

gilt zur Resolventenmenge und damit zur Bandliicke gehéren. Damit ist die
Bandliicke gegeben durch das Intervall

E, o a? E
Gapappros (k) = (—79 + ?kQ, —?k? + 79). (3.87)

Vergleicht man nun die tatsdchliche Bandliicke mit der Abschétzung, so

erhilt man fur die Differenz zwischen den Randwerten der Intervalle fur
]{71 = ]{32 = LI

S

AN = X" = Al = (F)" = (3.8)

D. h. die Abschétzung liefert in Bezug auf die Abhéngigkeit der Grenzen
der Bandliicke von k genau das gleiche qualitative Verhalten (sogar mit der
gleichen Kriimmung wie im exakten Fall). Allerdings sind die Kurven um
die Konstante A\ = u, die Grundzustandsenergie des Haupteils, verschoben.
Dass so eine Verschiebung auftritt, ist auch zu erwarten, da wir diese Energie
ja gerade benutzt haben, um die Terme 1. Ordnung zu kontrollieren, siehe
Beweis von Theorem 3.18, Seite 44. Damit kann man die Abschatzung der
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Bandliicke in Bezug auf ihre Abhéngigkeit vom Wellenvektor £ als scharf
bezeichnen.

3.5 kp—Operatoren mit definitem Hauptteil

Die Hierarchie der kp—Hamiltonians in der Festkorperphysik umfasst mit den
4 x 4 und 6 x 6 Hamiltonians, vgl. [Car96, CKI94, Chu95, For93, MGO94,
CC96, Sin93] sowie Anhang A, kp—Operatoren mit positiv oder negativ de-
finitem Hauptteil. In Hinblick auf Voraussetzung 3.2 bedeutet dies jeweils
D_ = oder D_ = {1,...,d}. O.B.d.A. nehmen wir in diesem Abschnitt
D_=1

an, d. h.
min  essinf m;(z) > 0, min  essinfe;(z) > 0. (3.89)
je{l,....d} x€Q je{l,...d} xeQ

Die Konjugationsoperatoren © und O, vgl. (3.11), die wir zu Beginn von
Abschnitt 3.3 eingefithrt haben, sind dann jeweils auf L? und C?¢ die Identi-
tatsoperatoren. In diesem Fall ist der Hauptteil von Hy, der Operator H, vgl.
Definition 3.5, definit. Damit sind die zugehorigen Formen halbbeschréankt
und wir erhalten scharfere Resultate beziiglich des Verhaltens der Eigenwerte
und der Eigenvektoren in Abhangigkeit vom Wellenvektor k. Natiirlich gelten
weiterhin die fundamentalen Resultate aus Abschnitt 3.3 und insbesondere
die Formabschéatzungen (3.33).

Theorem 3.30. Unter den Voraussetzungen 3.1, 3.3, 8.4 und (3.89) existie-
ren die Eigenwertkurven und die Eigenfunktionskurven auf allen eindimen-
sionalen analytischen Untermannigfaltigkeiten S aus R? und sie sind reell
holomorph auf S.

Beweis. Aus der Formabschatzung (3.33) ergibt sich, dass jede Familie { Hy }xes
eine holomorphe Familie von Typ (B) ist. Daraus folgt unmittelbar die Be-
hauptung, vgl. Kato [Kat84, VII.4]. O

3.6 Regularisierung der kp—Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir auch Koeffizientenfunktionen M,, a = 0,1, 2
zulassen, die nicht die Voraussetzung 3.4 erfiillen, d. h. die nicht stiickwei-
se konstant sind. Es wird gezeigt, wie man approzimierende kp—Operatoren
definieren kann, die nicht die unzufriedenstellenden Eigenschaften besitzen,
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die wir in Theorem 3.11 festgestellt haben, und fiir die die Eigenwertkurven
global existieren. Ziel dabei ist eine Operatorfamilie zu erhalten, deren Defi-
nitionsbereich auf L? im Gegensatz zu (3.27) unabhéngig vom Wellenvektor
k ist. Die Idee ist, die springenden Koeffizientenfunktionen M, durch eine
Folge von geglitteten Funktionen zu ersetzen, die in LP([Q; B(C%)) gegen die
urspriingliche Koeffizientenfunktion konvergieren. Dann zeigen wir, dass die
Folge der Resolventen des so regularisierten Operators gegen die Resolvente
des urspriinglichen Operators in der Nuklearnorm konvergiert. Das bedeu-
tet insbesondere, dass die spektralen Eigenschaften asymptotisch erhalten
bleiben. Wir beginnen, indem wir ein vorbereitendes Lemma beweisen:

Lemma 3.31. Seien {M(™},cn, a = 0,1,2, gleichmdpig beschrinkte Folgen
von stetig-differenzierbaren Funktionen auf Q mit Werten in B(C?). Wenn
jede dieser Folgen punktweise fast tiberall gegen eine L>(S2; B(C?))-Funktion
M, konvergiert, dann konvergiert diese nach dem Lebesque’schen Majoran-
tensatz in jedem LP(Q; B(C?)) fir 1 < p < oo, und es gilt:

i) Das Bild der Operatoren A" definiert durch die Funktionen M wgl.
Definition 3.5, ist in L? enthalten.

i) Bs gilt A™ — A, in B(Wy?, Wy '?) fiir n — oc.

iii) Fir jedes k € C? und jeden Punkt X\ aus der Resolventenmenge des
Operators Hy gibt es ein ng, so dass fir alle n > ng der Punkt A auch zur
Resolventenmenge der Operatoren Hl((") gehort. Dariber hinaus gilt

(B =2 — (Ho—2) in B, 2 W), (3.90)

iv) Die Konvergenz in (3.90) ist lokal gleichmdfig in k und X\, genauer gesagt:
wenn K C C? und A C C kompakt sind und

AN ( U spec(Hk)) =0, (3.91)

keK

dann gibt es ein ganzzahliges ng > 0, so dass fir jedes n > ng kein Punkt A
aus A zu einem der Spektren der Operatoren Hlin) firk € K gehort. Zudem
ist die Konvergenz (3.90) gleichmdfig in k € K und \ € A.

Beweis. (i) Die Funktionen M(" sind stetig-differenzierbar. Damit kann
man den zweiten Term in der Definition (3.5) des Operators partiell inte-
grieren.
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(i) Sei o aus W,*. Nach (3.5) erhilt man

(42 = Ayl 00 = s (A2 = Aa)ev)
0 ) dso

- ||¢||S;121/ﬂ <(M‘§ (&) = Mo()) (@), ¢(x>><cd

dy

+ <(M§"> (z) = Ma(2)) (). dx(:c)>cd da.

Fiir p > 2 kénnen wir diesen Ausdruck mittels der Hélderschen Ungleichung
weiter abschéatzen:

dip dw
< |[M™ — M, ‘
- H o LP(Q;B(C%)) IlelivulI;:l( dz i, Hl/}” =2 dzllg
(n) _
<21 H g [ M8 = Mol Il

Die Behauptung folgt aus der Konvergenz M(™ — M, in LP(£; B(CY)).
(iii) Sei k aus C? und sei A aus der Resolventenmenge von Hy. Nach (3.10)
gilt
HP —A=Hi— A+ Y k(AP — 4,).
a=1,2
Wir wissen bereits, dass (A — A,) — 0 in B(W,*, Wy "?). Deshalb gilt fiir
alle n > nyg

1

) _
S Ly e
und
(B = N7 = (Hie= ) Z( > ka4 —A”)(Hk—A)_l)j, (3.93)

7=0 *a=1,2

falls die Reihe auf der rechten Seite in B(W, "%, W,'*) konvergiert. Die be-
hauptete Konvergenz (3.90) folgt unmittelbar aus der Darstellung (3.93) und
aus Punkt ii) dieses Lemmas.
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(iv) Zuerst beweist man

-1
sup H(Hk - >‘) H —1,2 1,1,2
ke K B(WO ’ vVV()7 )
AeEA

< 00. (3.94)

Dies folgt aus der Tatsache, dass die Abbildung
Kx A3 (kN — (Hq— N — (He — A7t e BW, 22, We?)

wohldefiniert und stetig ist. Infolgedessen ist (3.92) gleichmafig in (k,\) €
K x A fur n > ny erfiillt. Die gleichméflige Konvergenz fir (3.90) folgt un-

mittelbar aus (3.94) und der Darstellung (3.93) von (Hl((n) - )L O

Theorem 3.32. Seien fiir die Familien der Koeffizientenfunktionen { M{™},,cn,
a=0,1,2, die Voraussetzungen von Lemma 3.31 erfiillt.

i) Fir jedes n € N und jedes k € C* hat der Operator Hl((")]Lz den gleichen
Definitionsbereich wie H|p2, ndmlich

dom(Hy"|;2) = dom(H|2) =

VVOL2 N {(10 | 90|(ml7xl+1) S W272(($l7$l+1))7 fur’l = 07 SR 7L

. dy — L dy )
m xh_}ll %(1’) =M1 xh_<r>rm11 %(1’), firl=1,..., L}. (3.95)
r>x) TTy

ii) Fir jedes n € N und jede eindimensionale analytische Mannigfaltigkeit
S C C? ist die Operatorfamilie {Hl(in)|L2}k€3 eine holomorphe Operatorfa-
milie vom Typ (A), vgl. Kato [Kat84, VIL2]. Wenn insbesondere k € R
ist, dann bilden die Operatoren {Hl(cn)}{k:gk,gecc} eine selbstadjungierte ho-
lomorphe Familie vom Typ (A) und die entsprechenden Resultate aus Kato
[Kat84, VII.2] sind anwendbar. Im letzteren Fall besitzen die Eigenwertkur-

ven fiir endliche und reelle k—Werte keine Singularitdten.

iii) Fir jedes A\ ¢ spec Hy konvergieren in die Operatoren (Hl(in)|L2 -\t
gegen (Hy|r2 — \)~t in der nuklearen Norm. Diese Konvergenz ist sogar lokal
gleichmdf$ig in k und X wie in Lemma 3.31 beschrieben.

iv) Wenn k € R?, was nach Punkt ii) die Selbstadjungiertheit der Operatoren
ngn) und Hy impliziert, dann taucht asymptotisch das Spektrum von Hy in

den Spektren der Operatoren Hl((n) auf. Genauer gesagt: Wenn X ein Eigen-
wert des Operators Hy und U C C eine beliebige Umgebung von X ist, dann
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gibt es ein ng, so dass fir jedes n > ng der Operator Hl((") Eigenwerte in U
besitzt.

Beweis. Soweit es Punkt i) und Punkt ii) betrifft, ist es ausreichend zu bewei-
sen, dass die Operatoren A™|;» relativbeschriankt sind beziiglich H |2 mit
Relativschranke Null. Die Behauptungen folgen dann aus [Kat84, Th. IV.1.1]
und [Kat84, Th. VII.2.6].

Mittels partieller Integration des zweiten Terms folgert man aus (3.5) fir
jedes ¢ € dom(H |f2):

|4, = H(Mé”) - (M<n>)*)d£ oLy

@ dx dr ¢

L2

M

= HMS” - (M) peiy Pl + H(ZC a HLOO(Q,B((Cd))HSOHLQ'

«

Man kann ”‘PHW(}’Q = ||dy/dz|| > mittels (3.31), (3.32) und der Youngschen
Ungleichung folgendermaflen weiter abschétzen:

[H ol 2]l el 22

lpllwee < vu

-----

1 2
S 6”]_‘[%0”[/2 + : ,YHHSOHL? :
4§ min essinf |m;(z)]

j=1,...,d zeQ

wobei § eine beliebige positive Zahl und ~g die endliche positive Interpo-
lationskonstante aus (3.32) ist. Daraus folgt die Relativbeschrénkheit der
Operatoren A™ |2 beziiglich H|z> mit Schranke Null.

(777) Unter Verwendung von Punkt iii) und Punkt iv) von Lemma 3.31 kann
man die nukleare Norm von

(=) = (=2

auf dieselbe Weise abschétzen, wie das im Beweis von Punkt iv) von Theo-
rem 3.9 geschehen ist, vgl. (3.29).

(iv) Theorem 3.32, Punkt iii) impliziert, dass die Operatoren Hl((") gegen Hy
konvergieren. Somit folgt die Behauptung aus der Selbstadjungiertheit von
Hl({") und einem allgemeinen Storungstheorem fiir selbstadjungierte Opera-
toren, vgl. Kato [Kat84, V.4.3]. O
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Kapitel 4

Numerische Approximation der
Eigenwerte

In diesem Kapitel behandeln wir die numerische Approximation der Ei-
genwerte und Eigenfunktionen von kp-Schrodingeroperatoren. Dabei stehen
die numerischen Verfahren im Vordergrund, die in der Programmbibliothek
KPLIB zur numerischen Losung des Eigenwertproblems fiir kp-Schrédinger-
operatoren implementiert sind. KPLIB ist eine in ANSI-C entwickelte Bi-
bliothek, die Schnittstellen zur Beschreibung der Geometrie, der Randbedin-
gungen, der Materialdaten, zur Diskretisierung, zur numerischen Losung der
algebraischen Eigenwertprobleme und zur Berechnung von Matrixelementen
auf Basis der Eigenlosungen, wie der Impulsmatrixelemente, bereitstellt. Sie
baut auf der Bibliothek PDELIB [FKLO1] des WIAS zur Losung partieller
Differentialgleichungen auf. KPLIB ist Grundlage des Simulators WIAS-
QW [BK] zur Berechnung der elektronischen Zustande in (Multi-)Quantum-
Wells und deren optoelektronischer Eigenschaften. KPLIB und WIAS-QW
haben wir fiir die numerischen Berechnungen im Kapitel 6 verwendet.

Die numerische Berechnung der Eigenlosungen besteht aus zwei Schritten: der
Disrektisierung der kp-Operatoren und der numerischen Losung der resultie-
renden algebraischen Eigenwertprobleme. In Kapitel 4.2 wird das in KPLIB
verwendete Finite-Volumen-Schema zur Approximation der Eigenfunktionen
beschrieben. Eine Beschreibung der in KPLIB und WIAS-QW verfiighbaren
Verfahren zur Losung der algebraischen Eigenwertprobleme mit dem Fokus
auf der Steuerung des iterativen Eigenwertlosers ARPACK [LMSYO02] findet
sich in Anhang D.
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4.1 Vorbemerkungen

Zur Definition der diskreten kp—Operatoren machen wir im Folgenden die
Voraussetzungen 3.1-3.4. Allerdings wollen wir dabei nicht nur stiickweise
konstante Koeffizientenfunktionen M,, a = 0, 1,2 zulassen, wie in Voraus-
setzung 3.4 gefordert, sondern auch deren glatte Approximationen im Sinne
von Lemma 3.31. Zusatzlich machen wir zur Vereinfachung der Betrachtung
die technische

Voraussetzung 4.1. Fir fast alle v € Q seinen die Matrizen M,(x), a €
{0,1,2} schiefsymmetrisch tiber C.

Diese Voraussetzung schrinkt die Ubergangsbedingungen an Materialgrenzen
auf den Fall des symmetrischen bzw. konventionellen Operator Orderings ein,
siehe Kapitel 2.2.2.

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir die den Operator A,, o € {0,1,2}
definierende Form aus Definition 3.5 schreiben als

(Ao 0) = [ (M) @), 0(0)) L, ~ (Ma()p, S (@) i

dv;

d (4.1)
- -zzl/gMajz(x) (Cff;(x)%(x) — i) ($)> dz, H

fiir alle ¢ und ¢ aus W, *(Q; C%).

Zur Diskretisierung fassen wir die Operatorteile mit Differentialoperatoren
gleicher Ordnung zusammen. Den kp-Schrédingeroperator konnen wir schrei-

ben als
H=H+A+W. (4.2)

Dabei ist H der Operator nach Definition 3.5, in A sind alle Anteile erster
Ordnung zusammengefasst

A= Ag+ kA + ko Ay, (4.3)

und in W sind alle Potentialanteile enthalten

2 2
W => koBa+ > koksBas+V +E. (4.4)

a=1 a,f=1
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Die Operatoren A und W sind jeweils definiert als

o) = Y [ M) (00w - @) ar ws)

7,l=1
mit
93? = MO + klMl + k‘QMQ (46)
und
We.v) = [ (w@) p), (), dr (47)
mit
2 2
w = Z kU, + Z kokgUap +v +e. (4.8)
a=1 a,f=1

4.2 Finite-Volumen-Schema

Aufgrund dieser Darstellung werden wir uns im folgenden auf die Diskreti-
sierung der skalaren Operatoren

(Hu,w) = /Q m(g;)?;(x)ﬁ’(x) d, (4.9)

(Au,w) /M ( o) (x )—u(m)ﬁ’(m)) dr, (4.10)

<Vu,w> :/QV(m)u(x)@(x) dx, (4.11)

beziehen, wobei m irgendeine der Funktionen m; ist, M irgendeine der Funk-
tionen M, ist, V irgendeine der Funktionen WW;; ist und w,w aus VVO1 ’Q(Q; C)
sind. Aus den Diskretisierungen der einzelnen skalaren Anteile wird mittels
eines blockorientierten Verfahrens eine Bandmatrixz aufgestellt, die System-
matrix des kp-Operators.

Definition 4.2. Mit Bezug auf die endliche, disjunkte Zerlequng (3.3) des
Raumintervalles Q@ = (xg, x111) definieren wir das Zwischengitter
Tp — Tp—1
=X, - ——— 4.12

nol =1 5 (4.12)
mit x_ 1= 2o und Tyl = Trg- Die Finite-Volumen-Zellen sind dann gege-
ben durch

Qn = [ZL’ 1,T 1]. (413)

n—gnty
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Lemma 4.3. Die Finite-Volumen-Diskretisierung der Terme 2. Ordnung
sind gegeben durch

Mn-1 Mn—1 M )un— T per (4.14)

Tpn — Tp-1 Tp — Tp-1 Tpt1 — Tp

Tpt+1 — T
Beweis. Die Gleichung sei auf den Finite-Volumen-Zellen im schwachen Sin-
ne erfiillt. Die Behauptung folgt mittels partieller Integration sowie linearer
Approximationen der Ableitung in T und 7, 1 in der Form

du (ZL‘n_ )

W y) o et T ) PR E)

Tp—Tpo1 dx Tpy1 — Tp
]

Lemma 4.4. Die Finite-Volumen-Diskretisierung des Terms 1. Ordung der
Form

du d
M(z) o+ %(M(a:)u(a:)) (4.16)
ist gegeben durch
—Mp—1Up—1 + Mnun—i-l' (417)

Beweis. Die Gleichung sei im schwachen Sinne fiir jede Finite-Volumen-Zelle
Q,, erfiillt. Dazu ist das Integral

[= /Q n M(x)gz + ;i(M(x)u(x))dx (4.18)

auszuwerten. Man erhéalt fiir die einzelnen Teile des Integrals

d Tn d xn i d
/ M) de = M,H/ e+ Mn/ Rl
Q dx z, ) dz .,  dx

(4.19)
— My (u(e,) = ule, 1))+ Ma(ule, 1) — ule,)),
/Qn CZJ(M(:I:)u(x))dx = Mnu(xmr%) — Mn—lu(xn_%)' (4.20)
Damit ergibt sich insgesamt
I= —2Mn_1u(xn_%) + (M1 — My)u(z,) + 2Mnu(xn+%). (4.21)
Mittels linearer Approximation von u auf dem Zwischengitter
u(z, 1)~ Un FUnt 1) o ettt (4.22)

2 ’ 2 2
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folgt die Behauptung. m

Lemma 4.5. Die Finite- Volumen-Diskretisierung der Terme 0. Ordnung der
Form (4.11) ist gegeben durch

VnwW mit V,, = V(x,). (4.23)

Beweis. Die Gleichung sei im schwachen Sinne fiir die Finite-Volumen-Zelle
Q,, erfiillt. Die Behauptung folgt dann mittels der Quadraturformel

). (4.24)

1
2

/Qn V(z)u(zr)dr ~ V(xn)u(xn)(x%% —x,

O

Bemerkung 4.6. Im Fulle konstanter Koeffizienten stimmt dieses Schema
mit einem Finite- Differenzen-Schema tiberein. Eine Untersuchung der Figen-
schaften des Finite-Differenzen-Verfahren fiir kp-Schriodingeroperatoren mit
Hilfe diskreter ebener Wellen findet sich in [Sol03].
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Kapitel 5

Achtbandmodell fiir kubische
Materialien

In diesem Kapitel wird die Modellierung elektronischer Zusténde in Quantum-
Wells und Multi-Quantum-Wells auf Basis des Achtband-Modells fiir Halb-
leitermaterialien mit kubischer Kristallsymmetrie betrachtet. Dieses Modell
haben wir schon in Kapitel 2.1.2 zur Beschreibung der elektronischen Zu-
stande in Volumenhalbleitern kennengelernt. In diesem Kapitel wird dieses
Modell um Terme zur Beriicksichtigung mechanischer Verspannung erweitert.
Dazu findet sich als Erstes eine Darstellung der Modellierung mechanisch ver-
spannter Quantenschichten anhand des technologisch haufig vorkommenden
Falles der biaxialen Verspannung. Daran schliesst sich eine Darstellung des
kp-Hamiltonian fiir Volumenmaterialien und eine Diskussion seiner Eigen-
schaften an. Darauf aufbauend wird die Modellierung der elektronischen Zu-
stande in Quantum-Wells und Multi-Quantum-Wells diskutiert, was auf den
zugehorigen kp-Schrodingeroperator fiihrt. Die Koeffizientenmatrizen dieses
kp-Schrodingeroperators sind in Abschnitt 5.4 dargestellt. Mit diesen Koef-
fizientenmatrizen wird dann die in Kapitel 3 hergeleitete Abschatzung der
Bandliicke fiir dieses konkrete Beispiel ausgewertet. Abschliessend wird eine
Methode diskutiert, um die in Kapitel 3 gemachten Voraussetzungen an die
Koeffizientematrizen zu erfiillen und so Spurious Solutions zu vermeiden.

5.1 Mechanisch verspannte Quantenschichten

Beim Epitaxiewachstum von diinnen Halbleiterschichten auf einem Substrat,
passt sich das Kristallgitter des Schichtmaterials an das des Substrates an,
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unverspannt verspannt

EB (biaxiale Dehnung)
a ]—
z

a

Abbildung 5.1: Mechanisch verspannte Quantenschicht.

siehe Abbildung 5.1. Sind die Gitterkonstanten a der unverspannten Quan-
tenschicht und die Gitterkonstante a.,, des Substrats voneinander verschie-
den, so fithrt dies zu einer Verzerrung im Kristallgitter der aufgewachsenen
Materialschicht.

Wir betrachten Halbleiter mit kubischem Kristallgitter und nehmen der Ein-
fachheit halber an, dass die Wachstumsrichtung der Quantenschicht parallel
zur z-Achse ist, die kristallographisch als [001]-Richtung bezeichnet wird.
Also passt sich beim Aufwachsen das Kristallgitter der Quantenschicht in
der zy-Ebene an das Kristallgitter des Substrats an. Daraus resultiert eine
biaziale Verspannung (beschrieben durch den Verzerrungstensor ¢), die ent-
lang x— und y—Richtung gleich grof} ist und durch die Gitterfehlanpassung

f gegeben ist:
Asup — @

€aw =y = [ = (5.1)

a

Nun macht man tblicherweise die Annahme, dass keine Scherspannungen
auftreten und die Struktur in Wachstumsrichtung spannungsfrei ist. In die-
sem Fall ist der Verzerrungstensor ¢ diagonal, d. h. es gilt

€= diag(gacxv Eyy> 5232)-
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Die Verzerrung ¢., in Wachstumsrichtung ergibt sich aus der Annahme der
Spannungsfreiheit in z-Richtung zu [Chu95, Kap 4.5.2]

75 s
wobei C1; und (5 sind elastische Konstanten der Quantenschicht sind.

Ist die Gitterkonstante der Quantenschicht grofier als die des Substrats spricht
man von stauchender (kompressiver) Verspannung. In diesem Fall ist €., < 0.
Ist die Gitterkonstante der Quantenschicht kleiner als die des Substrates
spricht man von dehnender (tensiler) Verspannung, d. h. €,, > 0.

5.2 Achtbandmodell fiir Volumenmaterialien

Der Achtband-kp-Hamiltonian fiir kubische Materialien hat folgende Struk-
tur:
H = Hy+ Hx + Hi(k) + Hy(k) + D(e). (5.3)

Bei den einzelnen Anteilen handelt es sich um:

Hj: Bandkanten (Basis-Energie der Basis-Funktionen),

H: Spin-Bahn-Wechselwirkung,

H,(k): kp-Kopplung in erster Ordnung in & (Interband-Kopplung),

H,(k): kp-Kopplung in zweiter Ordnung in & (Intraband-Kopplung),

D(e): Kopplungen aufgrund mechanischer Verspannung.

Die Energie der Basis-Funktionen ist diagonal und gegeben durch
H, = diag(E,, E,, E,, E,, E., E,, E,, E,). (5.4)

E. ist die Leitungsbandkante und F, die Valenzbandkante. Die Bandliicke
E, ist gegeben durch E, — E,,. Die Spin-Bahn-Wechselwirkungsmatrix ist von

der Form
[ G +iG, Gy 411G,
Ha = <—Gy LiGy G —z’GZ> (5:5)
mit den Matrizen A
Gy = % diag(0, -1, -1, —1), (5.6a)
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000 0
Aywp |0 00 0
Ge==3"10 0 0 —1|° (5.6b)
001 0
0 0 00
Ao [0 0 01
“==3"10 0 0ol (5.6¢)
0 -1 00
00 0 0
Ayw |0 0 =1 0
=3 1o1 0 o (5.6d)
00 0 0

A, ist die Grofle der Spin-Bahn-Aufspaltung. Die kp—Kopplung der Béander
1. Ordnung hat die Form (siehe [Kan82, EW96))

mit

0 1Pok, iPok, iRk,
—iPyk, 0 0 0
-1k, 0 0 0
—i1 Pk, 0 0 0

Die kp—Kopplung in 2. Ordnung ist von der Form (siehe [Kan82, EW96])

HA(K) =

Ak? 0 0 0
o Sk o 0
mE=10 0" a2 o (5.9)
0 0 0 S(k)
mit
AR? = A(K2 + K, + k2), (5.10)

sowie der als Shockley-Matrix bezeichnenten 3 x 3-Matrix

Si(k) Nkgk, Nkok,
S(k) = | Nkok, Saa(k) Nkyk. (5.11)
Nkgk. Nkyk. Ss(k)
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mit den Diagonalelementen

Su(k) = LE2 + M(k} + k2), (5.12a)
Saa(k) = Lk, + M (K} + k2), (5.12b)
Sss(k) = L2 + M(k} + k7). (5.12¢)

Die Deformationswechselwirkungsmatrix D(e), die den Einfluss der mecha-
nischen Verspannung tiber Pikus-Bir-Deformationspotentiale beschreibt, hat
eine ahnliche Struktur wie die Matrix der kp-Kopplung in 2. Ordnung [BP74,
EWO96):

as(Ezz + Exx + Exz) 0 0 0
B 0 D3(e) 0 0
D(e) = 0 0 Ga(Emn + Ern+20s)  0) . (5.13)
0 0 0 D3(e)

Analog zur Shockley-Matrix S ist die 3 x 3 Matrix D3 gegeben durch:

D311(e)  neegy NeCas
D3(e) = | neeys  D3aa(e)  neey, (5.14)
Mgz Ne€ oy D333 (5)

mit den Diagonalelementen

D3q1(e) = Loy +me(gyy +€22), (5.15a)
D39s(e) = leeyy + me (4 + €22), (5.15b)
D333(e) = lee,, + me(Egp + €4y)- (5.15¢)
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Der Koeffizient F, der kp-Kopplung erster Ordnung und die Koeffizienten A,
L, M und N der kp-Kopplung zweiter Ordnung sind dabei folgendermafien
durch Materialparameter bestimmt:

h? E, E, +2A
A - (mo _ p9+80/3>7 (5.16)
2mo\m, E;, E,;+ A
h? E
L=——((vF+4y5) - p) 1
s (OF +408) = 7). (517)
M = —hz(’yL — 2% (5.18)
2m0 1 2 ) .
h? E
N=——(6f— p) 1
3o (6 ) (5.19)
QmoE
Py =\ =55 (5.20)

Dabei ist E, das optische Matrixelement, E, die Bandlicke, A, die Spin-
Bahn-Aufspaltung, m, die Leitungsbandmasse und v, 44, 44 die Luttinger-
parameter. Die Koeffizienten ag, I., m., n. der Deformationswechselwirkung
sind folgendermafien durch die Deformationspotentiale a.., a,, b, d definiert:

as = Q, (5.21)

l. = a, + 2, (5.22)
me =a, — b (5.23)
ne = V3d. (5.24)

Dabei bezeichnen a. und a, jeweils das Leitungsband- und Valenzband-
Deformationspotential. b und d sind die Scherdeformationspotentiale.

5.3 Achtband-Modell fiir Quantenschichten

Wir betrachten nun den kp-Schréodingeroperator des Achtband-Modells fiir
Quantenschichten wie Quantum-Wells und Multi-Quantum-Wells. Wie die-
ser mit dem kp-Hamiltonian fiir Volumenmaterialien zusammenhangt haben
wir bereits in Abschnitt 2.2.2 diskutiert. Hier mochte ich nur kurz darauf
eingehen, wie sich die einzelnen Modellierungsansétze, d. h. das Operator
Ordering, auf die Struktur der im folgenden Abschnitt aufgefithrten Koeffi-
zientenmatrizen auswirken:
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e Fiir konventionelles bzw. symmetrisches Operator Ordering sind die
Matrizen M,, o = 0,1, 2 schiefadjungiert.

e Fiir Operator-Ordering der Valenzband-Terme nach Burt-Foreman wei-
chen die Matrizen M; und M, von dieser Schiefadjungiertheit ab, siehe
[For97].

e Daneben gibt es Vorschldge auch bei der durch die Koeffizientenmatrix
My beschriebenen Valenz-Leitungsband-Kopplung vom symmetrischen

Operator Ordering und damit der Schiefadjungiertheit abzuweichen,
siehe [For97, Bur98, PFFD01, RAET02, MTPP05].

Wir werden im Folgenden den Fall des symmetrischen Operartor-Orderings
betrachten. Zum einen Tragen die Kopplungsmatrizen M, unabhangig vom
Operator Ordering nicht zur Bandliickenabschitzung bei. Zweitens sind die
Positivitatsbedingungen an die Koeffizienten des Achtband-Modells (siehe
Bemerkung 5.1 und 5.2) vom Operator Ordering unabhéngig. Zudem bewirkt
eine Abweichung vom konventionellen Falle fir die Matrizen M; und M,
nur eine Verschlechterung der Konstanten N, (5.69). Es hat aber keinen
Einfluss auf die garantierte Bandliicke bei k = 0, siche (5.75).

5.4 Koeflizientenmatrizen der Normalform des
Modells

Im Folgenden geben wir die Darstellung des Achtband-Hamiltonians in Nor-
malform, d. h. mit den Koeffizientenmatrizen m, M, mit o = 0,1, 2, U,, Uqap
mit o, 6 = 1,2, v und e an. Wir fangen an mit den reziproken Effektivmassen
des Haupteils:

A

m4 0 M
mz(o m4>’ ma = M . (5.25)

Die Parameter mogen die folgenden Voraussetzungen erfiillen:

A>0, M<0, L<O. (5.26)
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Die Bandkanten sind gegeben durch

E,

ed 0 E,
e = (0 e4>’ ed = E, (5.27)

v

mit der Voraussetzung an die Leitungsbandkanten F. und E,
E.>0, E,<O. (5.28)

Die Koeffizientenmatrizen der kp-Kopplung erster Ordnung lauten, vgl. H;
(5.7):

0 00 1
(M4, 0 _ P[0 000
MO_(O ]\/[40>’ Mb=%10 00 of (5.29)
~1.00 0
0 i 00
_ (U4 0 |-t 000
U1—<O U41>, Uhi=PR| o o 0 ol (5.30)
0 000
0 0 i 0
_ (U4 0 |0 000
U2—<O U42>, Ub=PR| . o o 0 (5.31)
0 000

Die iibrigen Koeffizientenmatrizen der Differentialoperatoren erster Ordnung
(Intrabandkopplungen) sind gegeben durch:

0000
(M4, 0 _ Nloo o1
M1 = ( 0 M41> y M41 = —Z5 000 0l (532)
0100
0000
(M4, 0 _ N|oooo
M2_< 0 M42>’ Mla==1510 0 0 1 (5.33)
0010
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Die Koeffizientenmatrizender k2-Terme in nullter Ordnung lauten:

A 0 0 0
(U410 |0 M+Ly 0 0
U”‘( 0 U411>’ U =1 0 M 0|’ (5.34)
0 0 0 M
A 0 0 0
(Ul 0 o M 0 0
U22_< 0 U422>’ Ve =10 0 M+ry of 63
0 0 0 M
 (Ubyy + Udyy 0
U12+U21—< 0 U412+U421>’ (5.36a)
0000
0010
Uty +Udn =N {0 | o ol (5.36b)
0000

Die Potentialwechselwirkungsmatrix setzt sich zusammen aus der Spin-Bahn-
Wechselwirkung Ha (5.5) und der von der mechanischen Verspannung ab-
héngigen Deformationswechselwirkung D(e) (5.13):

v=Ha + D(e). (5.37)

5.5 Abschitzung der Bandliicke

Im Folgenden wollen wir das Achtband-Modell fiir den technologisch héau-
fig anzutreffenden Fall der biaxial verspannten Quantenschichten betrach-
ten. Die Modellierung der mechanischen Verspannung in biaxial verspann-
ten Quantenschichten haben wir bereits in Abschnitt 5.1 kennengelernt. Fiir
biaxiale Verspannung ist der Verzerrungstensor ¢ diagonal. Die Diagonal-
struktur von € hat zur Folge, dass Deformationswechselwirkungsmatrix D(e)
(5.13) ebenfalls diagonal ist, was in einer Verschiebung der Bandkanten e
resultiert. D. h. die Potentialwechselwirkungsmatrix v besteht in diesem Fall
nur aus dem Spin-Bahn-Anteil Hx.

Wir spezifizieren nun die Abschatzung der Bandliicke aus Theorem 3.24 fur
das Achtband-kp-Modell. Dazu miissen wir zunédchst nachweisen, dass die
Koeffizientenmatrizen Uy, Usg, Uyo und Uy die Voraussetzung 3.22 erfiillen.
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Zudem zeigen wir, dass v = Ha im Sinne von Voraussetzung 3.23 ©-wachsend
ist, d. h. der Bedingung (3.54) geniigt.

Der Konjugationsoperator © (3.11) ist fur das Achtband-Modell gegeben

durch
1

~ ©4 0 . —1
O = < 0 @4> mit ©O4 = 1 . (5.38)

—1

Die Potentialmatrix v ist nichtdiagonal und gegeben durch

o i [ Geo+iG. G, +iG,
— AT \-G,+iG, Gy, —iG.) -

Nun kann man nachrechnen, dass Ha mit © kommutiert und dass gilt

OHx = HA© = —Ha.
Die Eigenwerte lauten von Ha lauten (siehe Anhang B):

—A  (zweifach), 0 (sechsfach). (5.39)
Daraus folgt, dass
;inf spec ((:)HA + HA(:)) = inf spec(—Ha) =0

gilt. Mit den Bezeichnungen aus Theorem 3.24 bedeutet das

vo- =0, ver = Ha. (5.40)
Damit tragt nach Theorem 3.24 die Spin-Bahn-Wechselwirkung nicht zu einer
Verkleinerung der Bandliicke bei.

5.5.1 Bedingungen fiir die Positivitit der k?>-Terme

Zur Erfillung von Voraussetzung 3.22 wird benétigt, dass das Spektrum von

U(n) = ;(éU?7 +U,0)
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mit U, geméf (3.52) nicht negativ ist. In unserem Fall hat U, die Blockdia-

gonaldarstellung
(U4, 0
U, - ( : U4n> (5.41)
mit
A 0 0 0
|0 M +cos?*(n)Ly  sin(n)cos(n)N 0
0 0 0 M
Damit ergibt sich fiir U(n)
o )_1 O4UA(n) + Ud(n)O4 0
n =5 0 ©4U4(n) + U4(n)©4
~ (5.43)
_(Ud(m) 0
a 0 Ud(n)
wobei
A 0 0 0
. |0 —M —cos*(n)Ly  —sin(n)cos(n)N 0
VIO =10 —sin(m)cos(nN  —M — sin2()Las 0 o4
0 0 0 —-M
und d
Ly™ 11— M (5.45)

Aus der Struktur der Matrix ldsst sich unmittelbar ablesen, dass
)\1 - A, )\2 - —M

zweifach entartete Eigenwerte der Matrix U (n) sind. Die iibrigen Eigenwerte
sind durch die Eigenwerte der Matrix

—M —cos*(n) Ly —sin(n) cos(n) N
(- sin(n) cos(n) N —M — sin*() LM> ) (5.46)

d. h. durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

(M + cos*(n) Ly + A (M + sin®(n) Ly + \) — sin(n) cos?(n)N? = 0
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gegeben. Dieses lasst sich zu
N+ (2M + L)\ — sin®(n) cos®(n)(N? — L3,) + M? + MLy =0 (5.47)

umformen und besitzt die Nullstellen

Aa(g) = —; (M + L+ \JI3 + s 2) (V2 — L@)). (5.48)

Gesucht wird nun das Minimum der Eigenwerte. Zur Analyse der Eigenwerte
betrachten wir die Diskriminante von (5.48). Diese lasst sich folgendermaBen
von unten und oben abschatzen:

min{L3,, N*} < L3, +sin*(2n)(N? — L3,) < max{L3,, N*}.
Nach Voraussetzung sind M < 0 und L < 0. Damit ist das Minimum der

Eigenwerte A, (n), A_(n) fir alle n € [0, 27] gegeben durch

1
Ay = —2<M+L—|—max{\LM],|N|}>. (5.49)

Zur weiteren Analyse machen wir die Fallunterscheidung: (a) |N| < |La|

und (b) |[N| > | L.

Im Fall (a) erhalten wir

1
Ay = —2<M+L+\LM]). (5.50)

Falls nun L < M und unter der vorausgesetzten Negativitat von L und M
ist [Ly| = |L—M| = L— M und damit Ay = —L > 0. Im Fall L > M ergibt
sich umgekehrt A, = —M > 0. Damit ist das Minimum der Eigenwerte im
Fall (a) gegeben durch

Ay = —min{L, M }. (5.51)

Aufgrund der vorausgesetzten Negativitdt von L und M ist damit A, immer
positiv und es ergibt sich keine zusatzliche Bedingung an die Parameter.

Im Fall (b) erhalten wir fir A,
A= —;<M+L+|N|). (5.52)
d. h. fir den generischen Fall N < 0 (falls E,/E, < 673):
>\+:—;(M+L—N>. (5.53)
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Soll nun A, positiv sein, so resultiert daraus folgende Bedingung fiir die
Koeffizienten des Achtband-Modells:

N—-M-L>0. (5.54)

Durch Einsetzen der Definitionen fiir M, L und N erhélt man daraus

h2<6 E)+h2< +4 E)—i-hZ( 2)>0
om V3 B 2071 ) i3 20’71 V2 )

und nach elementaren Umformungen
W+ > 35 (5.55)

Dies ist eine Bedingung an die Luttinger-Parameter, welche die effektiven
Massen der schweren und leichten Locher definieren, vgl. (5.82), (5.83), (5.84).

Fir N > 0, was fiir sehr grofle Werte des optischen Matrixelements E, auch
moglich ist, ergibt sich die Bedingung

—(L+M+N)>0. (5.56)

Nach Einsetzen der Definitionen der Parameter L, M und N ergibt sich
daraus die Bedingung

h? E, h? E, h?
e ) dyp — 22 ) 4 () =2 .
g (673 E, > + 2mg (71 + 479 5 ) + g (71 72) >0, (5.57)

g

und nach Umformen erhdlt man die nun zusétzlich von E,/E, abhéngige
Bedingung;:

Ep
Y1+ 2 + 33 — o > 0. (5.58)

g9
Wir fassen nun die Ergebnisse zusammen in der

Bemerkung 5.1 (Bedingung fiir die Koeffizienten A, L und N). Seien A(x),
L(z) und N(x) die Koeffizientenfunktionen des Achtband-Modells. Sei die
Menge Q) definiert durch

Q_={zeQ:N(x) <0} (5.59)
Sei fir fast alle x € _ die Bedingung

N(z) — M(z) — L(z) > 0 (5.60)
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erfullt und sei fir fast alle x € Q\ Q_ die Bedingung

L(x) + M(z) 4+ N(x) <0 (5.61)
erfillt. Seien auflerdem fiir fast alle x € Q die Bedingungen

M(x) <0 wund L(z)<0 (5.62)

erfiullt. Dann folgt daraus, dass Matrizfunktionen Uiy, Uss, Uiy und Usy die
Voraussetzung 3.22 erfiillen.

Alternativ kann man diese Voraussetzung auch als fiir praktische Zwecke
geeignetere Bedingung an die Materialparameter formulieren:

Bemerkung 5.2 (Bedingung an die Materialparameter &, 74, v&, E,, E,).
Seien v (z), v5(z), v¥(x) die Funktionen der Luttinger-Parameter, sei die
Funktion E,(z) die Gréfle der Bandliicke und die Funktion E,(x) das optische
Matrizelement. Sei die Menge Q) definiert durch

0 = {a: €067k () < g;’g; } (5.63)

Sei fiir fast alle x € Q)_ die Bedingung
7 (@) + 95 (x) > 395 () (5.64)
erfullt und sei fir fast alle x € Q\ Q_ die Bedingung

Ey(x)
B, (x) >0 (5.65)

W (@) + 75 (x) + 35 () —

erfillt. Seien auflerdem fiir fast alle x € ) die Bedingungen

(z)
o(T

() >0 (5.67)

S

vE () + 4vk (z) - > 0, (5.66)

S

[\]

() —

erfullt. Dann folgt daraus, dass Matrizfunktionen Uiy, Uss, Uy und Usy die
Voraussetzung 3.22 erfiillen.
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5.5.2 Grofle der garantierten Bandliicke

Um die Voraussetzungen von Theorem 3.24 zu erfiillen, brauchen wir noch
zusétzlich zu den in Bemerkung 5.1 bzw. 5.2 formulierten Voraussetzungen
die Positivitdt der Koeffizientenfunktion A(z), d. h. die

Voraussetzung 5.3. Die Koeffizientenfunktion A(x) geniige fast alle x € €
der Bedingung
A(zx) > 0. (5.68)

Sind nun alle diese Voraussetzungen erfiillt, dann erfiillen die Koeffiziente-
funktionen des Achtband-Modells alle Voraussetzung von Theorem 3.24 und
wir konnen dieses zur Abschétzung der Grofle der Bandliicke benutzen.

Dazu bend6tigen wir noch die L*°-Normen der Matrixfunktionen M; und Ms.
Diese sind rein imagindr und schiefsymmetrisch. Damit ist ihre L*°-Norm
iiber den maximalen Eigenwert von ¢M; sowie iMs gegeben und man be-
stimmt diesen unmittelbar zu N/2. Damit erhalten wir

1 1
||M1||LDO(Q;B((C8)) = ||M2HLOO(Q;B((C8)) = 5 €ss sup N(.T) = iNmax. (569)

€

Des Weiteren bendtigen wir die Grofle der effektiven globalen Bandliicke,
siche (3.36). Fur den hier betrachteten Fall biaxial verspannter Quanten-
schichten ist €,, = €, und ¢,, wie in (5.2) gegeben. Die Deformationswech-
selwirkungsmatrix D(e) hat dann wie bereits erwéhlt Diagonalstruktur und
ist gegeben durch

D(g) = diag(CLSC(E)v asx(g)a asy(5)> CLSZ(5>7 CLSC(E)v asx@)ﬁ asy(5)> asz{g))

mit den durch die Deformationspotentiale definierten Bandkantenverschie-
bungen

Usc(€) = ac(Epp + Exz + €22)

U5 (€) = le€yy +me(eyy +€22),
tsy(€) = Ly + Me(Eqa + €22),
s (€) = L€ + Me(Ega + €4y),

wobei [. und m. wie in (5.22) und (5.23) definiert sind. Diese Bandkanten-
verschiebung addieren wir nun zu der Leitungsbandkante E. und der Valenz-
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bandkante E, hinzu und erhalten fir den effektive Bandkantenkoeffizienten-
funktion e:

€= diag(E057 Evm; Evy; Evza ECS7 vau Evyu vz)a
wobei

Ees = E.+ as(e) = By + By + a4(¢)
Eue = E, + as:(€)
E,, = E, + ag(e)
E,. = E, + ag,(¢).

Damit erhalten wir die globalen Valenz- und Leitungsbandkanten E¢// und
E¢IT als

BT = esxseiglzqf E.s(z),

E¢T = esssup max {Ew(x), E,,(z), Evz(:n)}.

€N

Damit besitzt der zugeordnete Bandkantenoperator E (3.9) eine globale
Bandliicke der Grole
Eeff — peff _ peff
g c v

Die durch die effektiven Bandkantenprofile der Elektronen und Locher de-
finierte Bandliicke wird auch als (fundamentale) Bandlicke der Quanten-
schicht bezeichnet. Nun gehen wir davon aus, dass die Liicke sich an einer
optimalen Position befindet, d. h.

Eelf

., Sl — g
e= min, esmseglf le;] 5 (5.70)

Als letzte Grofle bendtigen wir noch das essentielle Minimum m,,,;, des Be-
trages reziproken effektiven Massen m (5.25). Dieses berechnet sich zu

Mmin = €ss inf min {A(x), —L(z), —M(m)} (5.71)

€

Damit konnen wir die fiir die Abschéatzung der Bandliicke benotigte Kon-
stante M (3.38) bestimmen:

N2
M = ——maz. (5.72)

- 9
4mmin
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wobei Nppq. geméaB (5.69) definiert ist. Damit erfahren wir aus Theorem 3.24
— vgl. (3.63) — schliesslich, dass alle A, fiir die die Bedingung

2 min Eetjjf
k ]7\72 e (5.73)

max

erfiillt ist, zur Resolventenmenge des Achtband-Operators und damit zur
Bandliicke gehoren. D. h. Theorem 3.24 garantiert die Erhaltung der Band-
liicke gegeben durch das Intervall

Gap(k) = (= Ep=(k), B (k)),

mit y )
E? N
EmeT () = ) _ max ]{32 )

Mit der effektiven Masse m,,, definiert als

2
h Mimin
N2 7

max

(5.74)

Mgap =
welche die Verkleinerung der Bandliicke mit zunehmenden Wellenvektor cha-

rakterisiert, erhalten wir die Darstellung:

_ E;ff B2

2 2mge

Er® (k) k2. (5.75)
Bemerkung 5.4. Damit haben wir unter den oben genannten Voraussetzun-
gen an die Koeffizientenfunktionen des Achtband-Modells bzw. die entspre-
chenden Materialparameter gezeigt, dass man die Bandlicke der Quanten-
schicht E;ff ebenfalls als Bandliicke im Spektrum des kp-Schrodingeroperators
fiir k = 0 wieder findet. D. h. wir haben in diesem Fall bewiesen, dass Spu-
rious Solultions im Sinne von Eigenfunktionen mit Energieeigenwerten, die
innerhalb der Bandliicke der Quantenschicht liegen, ausgeschlossen werden
konnen. Fiir Wellenvektoren k) in der Nihe des Zonenzentrums verkleinert

sich die Grife der garantierten Bandlicke quadratisch in Abhdngigkeit vom
Betrag des Wellenvektors k = ||ky||.

Wesentliche Annahmen fiir diese Abschétzung sind die generellen Voraus-
setzungen an die Vorzeichen der Koeffizienten zweiter Ordnung (5.26) bzw.
Voraussetzung 3.2 sowie die in Abschnitt 5.5.1 durch Analyse der Eigenwer-
te der k2-Terme hergeleiteten Bedingungen an die Materialparameter, siehe
(5.52) und Bemerkung 5.1. In [VSWO07] werden die Koeffizientenmatrizen der
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Terme zweiter Ordnung von dreidimensionalen kp-Schrodingeroperatoren be-
trachtet. Durch Analyse der Eigenwerte des Valenzbandanteils dieser Koef-
fizientenmatrizen werden dort auch Bedingungen an die Materialparameter
des Achtband-Modells hergeleitet. Die daraus resultierenden Einschrinkun-
gen fiir die Wahl moglicher Materialparameter sind allerdings deutlich grofler
als bei den hier vorgestellten. Diese lassen sich im Fall von Burt-Forman-
Operator-Ordering nicht alle gleichzeitig erfiillen, da ein Eigenwert immer das
falsche Vorzeichen besitzt. Sie garantieren die Elliptizitat der Terme zweiter
Ordnung, die den Valenzbéndern des Achtband-Modells zugeordnet sind.

5.6 Vermeidung von Spurious Solutions durch
Anpassung von £,

Bei der Benutzung des Achtband-Hamiltonians fiir Halbleiter mit kleiner
Bandliicke ergeben sich haufig Parametersatze, die zu einer anomalen Band-
kriimmung fiir grofle Wellenvektoren fiihren, sieche Kapitel 2.1.3. Dieses Ver-
halten der Energiedispersion im Volumenmaterial kann dann bei der An-
wendung auf Heterostrukturen zu Spurious Solutions des zugehorigen kp-
Schrodingeroperators fithren, siehe [For97, Sol03]. In Kapitel 2.2.4 haben wir
mehrere Methoden zur Vermeidung solcher Spurious Solutions angesprochen.
Wir wollen nun im Folgenden die dort vorgeschlagene Methode der Reskalie-
rung des optischen Matrixelements F, fiir den Fall des von uns in Kapitel 6.1
und 6.2 verwendeten Achtband-Modells fiir kubische Materialien diskutieren.
Dazu werden wir die Abhangigkeit der Vorzeichen der Koeffizienten der k*-
Termen auf der Hauptdiagonale des Hamiltonians von FE, diskutieren. Den
resultierenden Reskalierungs-Ansatz werden wir dann in Abschnitt 5.6.1 an-
hand des Vergleichs von kp-Rechnungen mit experimentellen Ergebnissen fiir
eine Reihe verschiedener Indiumarsenidantimonid-basierter Multi-Quantum-
Well-Strukturen testen.

Wir wollen den Achtband-Hamiltonian (2.6) fiir kubische Materialien aus
Kapitel 2.1.2 (Notation nach [EW96]) betrachten. Die Vorzeichen der Ko-
effizienten der k?-Terme auf der Hauptdiagonale haben einen entscheiden-
den Einfluss auf das Verhalten der Dispersionsrelation F(k) fir grole Wel-
lenvektoren. Die Koeffizienten des Valenzband-Anteils sind gegeben durch

(vgl. (2.10))

B2 h?
L=———((~/F 4L—) M= ———(~F — 92, 5.76
Simg ((71 +4v) (), 2m0(% Yy); (5.76)
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wobei der Kane-Parameter Fp, der die Kopplung zwischen den Valenz- und
Leitungsbénder beschreibt, mittels (2.13) durch das relative optische Ma-
trixelement ( = E,/E, ersetzt wurde. Der dem Leitungsband zugeordnete
Koeffizient lautet (vgl. (2.11))

A —
Me E, + A,

N 2m0

w E, +2/3A
(mo By +2/38, ) (5.77)

wobei von der selben Ersetzung fiir Py Gebrauch gemacht wurde. Die Bedin-
gungen an die Koeffizienten zur Vermeidung der anomalen Bandkriimmung
und damit von Spurious Solutions lauten (siche z. B. [For97, MGO94]):

A>0, L<0, M<O. (5.78)

Diese Bedingungen bedeuten die physikalisch naheliegende Positivitat der
Kriimmung der den Leitungsbandern zugeordneten Matrixelemente H;(k)
auf der Hauptdiagonalen des kp-Hamiltonian sowie entsprechend die Negati-
vitat der Kriimmung des den Valenzbandern zugeordneten Teils der Haupt-
diagonale. Sie sind konsistent mit der in Kapitel 3 gemachten Vorausset-
zung 3.2 an die Vorzeichen der Koeffizientenfunktionen m; des kp-Schrédinger
operators. Diese Vorzeichenbedingung war essentiell fiir den Beweis der in Ka-
pitel 3.4 gezeigten Abschéitzung der Bandliicke des kp-Schrodinger-Operators
in den Daten des Problems. In dem durch diese Abschétzung beschriebenen
Spektralbereich konnen keine Eigenwerte des kp-Schrodinger-Operators lie-
gen und damit auch keine Eigenfunktionen in Form von Spurious Solutions.

Zwischen der Effektivmasse der schweren Locher my, . in Richtung einer der
Koordinatenachsen und dem Parameter M gibt es folgenden Zusammenhang:

m;kzh,z
my,, . ist fur physikalisch relevante Falle positiv und M damit negativ.

Die Vorzeichen der Koeffizienten A und L hadngen vom relativen optischen
Matrixelement ¢ = E,/E, ab. Aus (5.78) ergeben sich folgende Bedingungen
fir die Parameter des kp-Hamiltonian:

B
=< =y (5.79)
g
und E E,+A
D A mo g so
E, _ _ Mo Byt B 5.80
E, "% T B, +2/30, (5.80)
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Nun ergeben sich insbesondere fiir Halbleiter mit kleiner Bandliicke so hohe
Werte fiir ¢, dass mindestens eine der Bedingungen verletzt ist. Man kann in
diesem Fall jedoch die Bedingungen durch eine geeignete Verkleinerung des
optischen Matrixelementes E, erfiillen:

E, - E,=aE, a<]l. (5.81)

Diese Anpassung von E, hat nur einen kleinen Einfluss auf die Bandstruktur
fiir kleine Wellenvektoren k. Daher bleiben die gebundenen Zustéande zumin-
dest fir kleine Anpassungen von £, davon fast unbertihrt. Die Achtband-
Hamiltonians bilden eine Schar von Modellen, die vom Parameter E, ab-
hangen. Fir £, — 0 verschwindet die Kopplung zwischen dem Valenzband-
Anteil und dem Leitungsband-Anteil. Fiir £, = 0 fithrt dies auf den Standard-
Sechsband-Hamiltonian zur Beschreibung der Valenzband-Zustiande und ein
parabolisches Modell fiir die Leitungsbander. Der Sechsband-Hamiltonian lie-
fert immer noch eine brauchbare Approximation der Valenzbandstruktur in

verspannten Quantum-Wells [CC92, For93, MGO94, CC96].
Der Effektivmassen-Tensor (m);; eines Bandes E,, ist definiert als
1 ?E,(k
() = o2l
i h? Ok;0k;

Fir die Effektivmasse der schweren und leichten Lochbénder (hh und lh)
entlang unterschiedlicher kristallographischer Richtungen erhalt man fiir £ =
0, siche [GHB93, VMRMO1]:

Mo L L mo L L
oo T2 e = 2 5.82
mhh[loo] h Lk mlh[loo] nt 2, ( )

Mo L5 L L mo 1,. ;. & I
g~ g\ T =3 —— = (2 3 5.83
mpp[110] 2( w3, mun[110] 2( N+ +3), (5.83)

Mo L L mo L L
e = T2 gy = 2 5.84
w11 U T oy s (5.84)

Fiir die Leitungsbander und die Split-Off-Bander ergeben sich die winkelun-
abhéngigen Effektivimassen [GHB93, VMRMO1]

mo B 2m0 &Eg+2/3Aso

Ly 5.85

ma R VE, E 1A, (5:85)
1E, A,

LI L (5.86)

Mo S3E,E,+ Asp
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Die Effektivmassen der schweren und der leichten Locher sind unabhéangig
vom optischen Matrixelement E,, d. h. der Valenz-Leitungsband-Kopplung.
Setzt man die Definition des Koeffizienten A geméf (5.77) ein, so zeigt sich,
dass auch die Leitungsbandmasse unabhangig von E, ist. Die Effektivmas-
se der Split-Off-Bénder héngt jedoch explizit von E, ab. Damit stimmen die
Energiedispersionen der Bandkanten-nahen Zusténde, d. h. der schweren und
leichten Lochzustande sowie der Elektronenzusténde, in der Nahe von k£ =0
fiir beliebige Werte von E, in der Ordnung k? iiberein. Dies rechtfertigt die
oben beschriebene Anpassung von E, zur Erfiillung der Vorzeichenbedingun-
gen (5.78).

5.6.1 Bewertung anhand von Multi-Quantum-Wells mit
kleiner Bandliicke

Unsere Betrachtungen zum Reskalierungs-Ansatz wollen wir mit dem Ver-
gleichsvon kp-Rechnungen mit experimentellen Ergebnissen fiir eine Reihe
verschiedener InAsSb-Multi-Quantum-Well-Strukturen (Indiumarsenidanti-
monid) abschliessen. InAs,Sb;_, ist das Mischkristallsystem mit der niedrig-
sten Bandliicke aller ITI-V-Halbleitermaterialien. Dieses System eignet sich
besonders zum Test dieses Ansatzes, da aufgrund der kleinen Bandliicke eine
grofle Reskalierung von E,, auf 20%-40% des Literaturwertes notwendig ist.
Daher eignet sich diese Materialklasse besonders, um den durch die Reska-
lierung induzierten Modellierungsfehler exemplarisch zu bewerten.

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Satz von neun Multi-Quantum-Well-
Strukturen (MQW), mit jeweils unterschiedlicher Arsenkonzentration z. Die
einzelnen Strukturen bestehen jeweils aus 10 InAs,Sb;_,-Wells, die durch
Barrieren aus Aly15/n0.85A450775b0.23 (Aluminiumindiumarsenidantimonid)
voneinander getrennt sind. Der ganze MQW-Stapel befindet sich gitteran-
gepasst auf [100]-orientierten GaSb-Substraten (Galliumantimonid). Als Re-
ferenz dient eine 1 ym-dicke Schicht aus InAsggg55bg.105, die aufgrund ihrer
Dicke als Volumen-Halbleiter betrachtet werden kann.

Zum Vergleich der kp-Rechnungen mit experimentellen Daten haben wir die
Bandstruktur der vermessenen Proben berechnet. Als Beispiel fur eine sol-
che kp-Rechnung ist die Bandstruktur fiir die MQW-Struktur mit dem Ar-
sengehalt z = 0.82 in Abbildung 5.2(a) dargestellt. Aus den berechneten
Bandstrukturen haben wir die MQW-Kante gemaf

EgMQW = Eo(ky = 0) — Ey(k| =0) (5.87)
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bestimmt, wobei Eq(kj) das unterste Leitungsband und E,o(kj) das ober-
ste Valenzband bezeichnet. Die aus dem kp-Rechnungen gewonnene MQW-
Kante wurde dann mit experimentell gemessenen Werten verglichen. Die Er-
gebnisse dieses Vergleichs sind in Abbildung 5.2(b) dargestellt. Dabei sind
die aus Transmissionsmessungen bestimmten MQW-Kanten mit ausgefiillten
Kreisen gezeichnet. Die offnen Kreise zeigen MQW-Kanten die aus Photo-
lumineszenzmessungen gewonnen wurden. Die aus den kp-Rechnungen re-
sultierenden MQW-Kanten sind durch Quadrate dargestellt. Man beobach-
tet eine systematische Infrarot-Verschiebung der experimentell bestimmten
MQW-Kante gegeniiber den kp-Rechnungen. Diese Tendenz ist auch in der
volumenartigen als Reference bezeichneten InAsgggsSbg.105-Probe sichtbar.
Daher ist die Ursache dieser Rot-Verschiebung eher bei Unsicherheiten der
Materialdaten fiir dieses Mischkristallsysten — speziell der Bandliicke — als
bei den kp-Rechnungen zu vermuten. Fiir die Details der kp-Rechnungen und
weitere Vergleiche zwischen kp-Rechnugen und spektroskopischen Daten sie-
he [KBB105].

Strain (%)
360 '0,'6 '0,'4 -Q.2 O;O 0;2
400 b
a0, (©)
200
= < 320
E 0 2 °
3 <. 300p ° 1
© -400F 1 2 o® o
] < 280F 1
-450F 1 L »
i Ref
5001 ] 260 85 ererence
0 05 1 080 085 090 095

Wave vector [1/nm] As mole fraction

Abbildung 5.2: (a) Berechnete Leitungs- und Valenzbandstruktur fir eine
MQW-Struktur mit einem Arsengehalt von x = 0.82 bei Raumtemperatur.
(b) Vergleich zwischen kp-Rechnungen und Ezperimenten.
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Kapitel 6

Anwendungen

6.1 Elektronische Zustinde in verspannten
Multi-Quantum-Wells

Die Bandstruktur einer Quantum-Well-Struktur ist durch die Eigenwertkur-
ven F;(ky) und die zugehorigen Eigenfunktionen

Fi(ziky) = (Fia(ziky)s - s Fralzi k)T

des kp-Schrodingeroperators (3.10) bzw. (2.15) in Abhéngigkeit vom redu-
zierten Wellenvektor kj = (K., ky) gegeben. Als kp-Schrédingeroperator be-
nutzen wir im Folgenden ein Achtband-Modell fir kubische Materialien in
der Formulierung nach [EW96]. Der zugehorige Hamiltonian fiir Volumen-
materialien entspricht dem in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Modell (2.6). Die-
ses Modell beinhaltet die Kopplung von Valenz- und Leitungsbandern, Spin-
Bahn-Wechselwirkung und den Einfluss der mechanischen Verspannung. Der
Modell-Hamiltonian ist in der Klasse der kp-Schrodingeroperatoren enthal-
ten, deren Spektraleigenschaften in Kapitel 3 untersucht wurden. Damit las-
sen sich die dort erzielten mathematischen Ergebnisse auf das verwendete
Modell anwenden.

Fiir die numerischen Berechnungen in diesem und den folgenden Abschnit-
ten wurden mit der von U. Bandelow und mir entwickelte Quantum-Well-
Simulator WIAS-QW [BK] verwendet. Die numerische Approximation der Ei-
genwerte und Eigenfunktionen in WIAS-QW basiert auf dem Finite-Volumen-
Schema, das in Kapitel 4.2 beschrieben ist.
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Wir wollen unsere Betrachtungen fiir eine In,_,Ga,As, P, _, basierte, mecha-
nisch verspannte Multi-Quantum-Well-Struktur durchfiihren. Diese Struktur
besteht aus einem Stapel von 6 kompressiv verspannten (gestauchten), 7nm
breiten Quantum Wells (x = 0.239, y = 0.826), die durch tensil verspann-
te (gedehnte), 10nm breite Barrieren (z = 0.291, y = 0.539) voneinander
getrennt sind. Diese MQW-Struktur ist ein typisches Beispiel fiir eine Laser-
struktur wie sie in Halbleiterlaserdioden verwendet wird. Dabei ist die MQW-
Struktur noch in Wellenleiterschichten eingebettet, die gitterangepasst auf
InP hergestellt sind. Die fiir die Simulation benutzten Parametersatz ist in
Tabelle 6.1 zu finden. Die Parameter wurden mit den im Anhang C beschrie-
benen Methoden und Daten interpoliert.

Parameter QW Barriere Einheit
Valenzbandkante E, 0 -129,5 meV
Leitungsbandkante E. 700 903,5 meV

Bandliicke E 700 1033 meV
Optisches Matrixelement E 22692 22258 meV
Spin-Bahn Split-Off Energie A 323,88 24514 meV

ESTSY

Luttinger-Parameter ol 14,99 11,02
Luttinger-Parameter Yo 5,83 4,07
Luttinger-Parameter Y3 6,62 4,84
Leitungsbandmasse m. 0,04827 0,07804 my
Deformationspotentiale:

— Leitungsband Qe -5572,8  -5671,2 meV

— Valenzband Ay 1096,4 1207,4 meV

— Scherdeformation b -1767,0  -1751,6 meV

— Scherdeformation d -4089,8  -4523,9 meV
Elastische Konstante Ciy 9,503 10,236 10 GPa
Elastische Konstante Cio 4,930 5,253 10 GPa
Gitterkonstante a 5,9281 5,8513 A
Verzerrung € -0,010 0,003

Tabelle 6.1: Bandstrukturparameter der Multi-Quantum-Well-Struktur. Fir
die Berechnung der Verzerrung wurde als Gitterkonstante des InP-Subtrates
armp = 5.8688 A verwendet.

6.1.1 Mini-Bander in Multi-Quantum-Wells

Zunachst betrachten wir das Spektrum der Multi-Quantum-Well-Struktur
fir £ = 0. Dieses ist fiir die untersten zwei Leitungsbandzustande und
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Abbildung 6.1: Ausbildung von Mini-Bdndern in unserer Beispiel-MQW-
Struktur bestehend aus 6 Quantum-Wells. Die Figenwerte treten durch die
symmetriebedingte zweifache Entartung in Gruppen von 12 Eigenwerten auf.
Oben: Leitungsbandzustinde, unten: Valenzbandzustinde, jeweils fiir ky = 0.
Das unterste Leitungs- und die obersten Valenz-Mini-Bander zeigen keine
Dispersion. Die Dispersion in den Mini-Bdndern der energetisch in den
Quantum-Wells hoher liegenden Zustinden weist dagegen auf eine Kopplung
der Zustinde zwischen den einzelnen Wells hin.

die obersten vier Valenzbandzustéinde in Abbildung 6.1 dargestellt. Die Ei-
genwerte treten in Gruppen zu je 12 Eigenwerten auf, die als Mini-Bdinder
bezeichnet werde und sind aus Symmetriegriinden zweifach entartet. Diese
12-er Gruppen reprasentieren somit die gekoppelten elektronischen Zusténde
der 6 einzelnen Quantum-Wells. Die Aufspaltung der Eigenwerte resultiert
aus der Kopplung der einzelnen Quantum-Well-Zustéinde durch die endliche
Hohe der Barrieren. Die mit der Aufspaltung verbundene Abhéngigkeit der
Energie von der Position in der Eigenwertgruppe wird als Dispersion be-
zeichnet. Diese Miniband-Dispersion ist vergleichbar mit der Dispersion, die
bei periodischen Multi-Quantum-Well-Strukturen auftritt, den so genannten
Ubergittern, siehe z. B. [Sin93, Kap. 6.4].

Sind die Zustidnde der einzelnen Quantum-Wells z. B. durch sehr hohe oder
sehr breite Barrieren nahezu voneinander entkoppelt, so verschwindet die
Aufspaltung des zugehorigen Mini-Bandes beinahe. Dieses Verhalten zeigen
das unterste Leitungs- und die obersten Valenz-Minibénder, siehe Abbildung
6.1. Die Aufspaltung der energetisch hoher liegenden Mini-Béander weist je-
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Abbildung 6.2: Bandstruktur und Warping in einem 7 nm kompressiv ver-
spannten InGaAsP-Quantum-Well. Oben: Leitungsbinder, unten: Valenzbin-
der, jeweils entlang der [100]-(durchgezogen) und [110]-Richtung (gestri-
chelt). Die Bander sind aus Symmetriegrinden zweifach entartet.

doch auf eine zunehmende Kopplung der Zustéinde zwischen den einzelnen
Wells hin.

Typisch fiir das Design der optisch aktiven Zone von MQW-Laserdioden ist
eine Entkopplung der untersten Zustande der einzelnen Quantum-Wells. Die-
se Entkopplung fiihrt zu einer guten raumlichen Lokalisierung der untersten
Zustinde in den einzelnen Quantum Wells. Die Interband-Uberginge zwi-
schen diesen Zusténden liefern dann den dominierenden Beitrag zu optischen
Eigenschaften wie dem optischen Gewinn. Diese Eigenschaft weist auch un-
sere Beispiel-MQW-Struktur auf. Daher wollen wir unsere Untersuchungen
im Folgenden fiir einen reprasentativen 7 nm dicken einzelnen Quantum-Well
durchfiihren.

6.1.2 Bandstruktur

In Abbildung 6.2 ist die Bandstruktur E;(kj) fiir den betrachteten 7 nm
InGaAsP-Quantum-Well dargestellt. Aufgrund ihrer grofleren Effektivmasse
ist die Quantisierungsenergie Econy = Eyqw — E(kj = 0) der schweren Lo-
cher kleiner als die der leichten Locher (E, 4, ist die Valenzbandkante des
Well-Materials). Dadurch wird die im Volumenmaterial bei k& = 0 beste-
hende Entartung zwischen schweren und leichten Loéchern, siehe Abbildung
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2.2, im Quantum-Well aufgehoben. Diese Verschiebung zwischen schweren
und leichten Loch-Béndern wird in unserem Fall noch zusatzlich durch die
kompressive Verspannung des Quantum-Well-Materials verstarkt, wobei wie-
derum die schweren Locher energetisch bevorzugt werden. Daher entsprechen
die obersten zwei Valenzbénder Schwer-Loch-Zustanden.

Zur Untersuchung der Winkelabhéngigkeit der Dispersion (Warping-Effekt)
ist die Bandstruktur fiir zwei unterschiedliche kristallographische Richtungen
dargestellt. Man beobachtet eine sehr geringe Winkelabhéngigkeit der Ener-
gie bei den Leitungsbandern, wogegen die Valenzbander ein starkes Warping
und stark ausgepragte Nichtparabolizititen aufweisen, siehe Abbildung 6.2.
Auch fiir die Leitungsbéander ergibt sich bei genauerer Analyse ein deutliches
Abweichen vom parabolischen Verhalten fiir Wellenvektoren ca. k| > 0.21/am
ausserhalb des Zonenzentrums.

6.1.3 Impulsmatrixelemente der Interband-Uberginge

Wichtige Informationen tiber die Elektronen- und Locher-Zustande liefern
auch die Impulsmatrix-Elemente der Band-zu-Band-Ubergénge. Diese sind
ein Maf fiir die Ubergangsrate zwischen den beteiligten Zustéinden unter
dem Einfluss einer optischen Anregung. Diese Ubergangsraten bestimmen
entscheidend optische Eigenschaften der Nanostruktur, wie z. B. den opti-
schen Gewinn, siche Kapitel 6.2.3.

Das Impulsmatrixelement p;; fiir den Interband-Ubergang zwischen dem Lei-
tungsbandzustand F; und dem Valenzbandzustand F; ist definiert durch (sie-
he [EBWS95])

my & _
po =" 2 [ B (el k) g Frodz. (6)

Hv=1

In Abbildung 6.3 sind die Impulsmatrixelemente fir die wichtigsten Interband
Uberginge in Abhingigkeit vom reduzierten Wellenvektor k) jeweils fir TE-
und TM-Polarisationsrichtung dargestellt. Das individuelle Verhalten der Im-
pulsmatrixelemente in Abhangigkeit von Betrag des Wellenvektors || un-
terscheidet sich fiir die einzelnen Ubergéinge zum Teil stark voneinander.
Fiir alle Uberginge lisst sich eine deutliche Winkelabhingigkeit erkennen.
Die Winkelabhéangigkeit ist dabei fiir Hauptiibergang C'By <+ H H; zwischen
dem untersten Leitungsband-Zustand C'B; und dem obersten Valenzband-
Zustand H H, in TE-Polarisationsrichtung besonders stark ausgepragt.
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Zu den TE-Anteilen tragen die Uberginge zwischen dem Leitungsband und
den beiden Valenzband-Sorten (leichte und schwere Locher) bei, wobei der
Hauptiibergang C'B; <+ HH; den dominierenden Anteil darstellt. Zu den
TM-Anteilen tragen nahezu nur die Ubergénge zwischen dem Leitungsband
und den leichten Lochern (LH;) bei, da die Impulsmatrixelemente fiir die
Uberginge mit dem schweren Lochern (H Hy und H H,) deutlich kleiner sind,
siehe Abbildung 6.3. Da zudem die schweren Locher aufgrund der kompressi-
ven Verspannung energetisch bevorzugt werden, wird von dieser Laserstruk-
tur bevorzugt TE-polarisiertes Licht verstarkt.

Transition Matrix Element [P ]

6 o0z 04 06 08 1
Ikl [1/nm]

Abbildung 6.3: Dispersion der Impulsmatrizelemente |e-py;(ky)|* (6.1) fir die
Uberginge zwischen dem untersten Leitungsband CB;, dargestellt in Abb.
6.2 oben, und den oberen Valenzbdndern, dargestellt in Abb. 6.2 unten.
Es sind unterschiedliche Polarisationsrichtungen e dargestellt: Oben: TE-
Polarisation (plle;), unten: TM-Polarisation (p|le,). Die Normierung der
Kurven erfolgt fiir beide Abbildungen auf den gleichen Referenzwert F.

6.2 Upscaling auf halbklassische Zustandsglei-
chungen

In der Simulation optoelektronischer Bauelemente wie verspannter Multi-
Quantum-Well (SMQW) Laserdioden haben sich halbklassische Modelle als
sehr erfolgreich erwiesen, insbesondere dann, wenn die Daten fiir die opti-
sche aktive Zone aus Modellen fiir die beteiligten kleineren Skalen (z. B. der
Nanoskale) gewonnen wurden. M6chte man auf eine direkte Simulation eines
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gekoppelten Modells verzichten, so werden geeignete Upscaling-Verfahren fiir
die konstitutiven halbklassischen Gesetze bendtigt.

Fir die Simulation optoelektronischer Bauelemente wird grundsétzlich ei-
ne Beschreibung des Transports der Elektronen und Locher, eine Beschrei-
bung des optischen Feldes und die Kopplung dieser Modelle durch Model-
le fiir strahlende Rekombination von Elektronen und Locher bendtigt. Im
Folgenden beschranken wir uns auf die Darstellung eines halbklassischen
Ladungstriger-Transport-Modells sowie auf spezielle Mechanismen der strah-
lenden Rekombinantion. Fiir Modelle fir das optische Feld sowie eine de-
tailierte Darstellung des Gesamtmodells siehe [BGK00, BGH05, BKKRO03,
BHKO03]. Konkret werden Upscaling-Methoden fiir die Gréfien Zustandsdich-
te, optischer Materialgewinn sowie das Maximum des optischen Materialge-
winns und der Rate der spontanen strahlenden Rekombination diskutiert. Die
Untersuchungen werden wir fiir die uns schon vertraute Beispielstruktur aus
Kapitel 6.1 durchfithren. Diese erfolgen auf Grundlage der dort gemachten
Berechnungen der elektronischen Struktur.

6.2.1 Drift-Diffusions-Gleichungen

Die am meisten benutzten halbklassischen Modelle fiir den Ladungstriger-
transport in Halbleiter-Bauelementen sind Drift-Diffusions-Modelle. Das Ba-
sismodell fiir diesen Typ von Modellen ist das van Roosbroeck-System, siehe
[Gaj93] und Referenzen darin. Das van-Roosbroeck-System beschreibt die Be-
wegung von Elektronen und Loéchern in einem selbstkonsistenten elektrischen
Feld aufgrund von Drift und Diffusion. Es besteht zum einen aus Stromkon-
tinuitatsgleichungen fiir die Dichten n und p der Elektronen und Locher und
zum anderen aus der Poisson-Gleichung fiir das elektrostatische Potential ¢:

on , dp .
i Vjn = —qR, e + V., = —qR, (6.2)
eoV(esVyp) = —q(C +p —n). (6.3)

o ist die Vakuumdielektrizitatskonstante, ¢, ist die statische Dielektrizitats-
konstante, ¢ ist die Elementarladung und C' das effektive Dotierungsprofil.
Die Rekombinationsrate R beinhaltet alle nicht-strahlenden und strahlenden
Rekombinationsvorgéange. Diese hédngen prinzipiell von den Ladungstrager-
dichten n und p ab. Die Triebkrafte der Strome j, und j, sind die negativen
Gradienten der Quasi-Fermi-Potentiale F;, und F,, der Elektronen und Lo-
cher:

Jn = —qnunV Fy, jp = _qp“pVFp‘ (64)
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ftr, und g, bezeichnen die Mobilitétskoeffizienten der Elektronen und Locher.

Die Stromkontinuitéatsgleichungen miissen noch um konstitutive Gesetze wie
Zustandsgleichungen fiir die Ladungstragerdichte und geeignete Rekombina-
tionsmodelle vervollstindigt werden. Bei der Simulation von Halbleiterlasern
wird dabei iiblicher Weise die Fermi-Dirac-Verteilung als Zustandsgleichung
fiir die Elektronen und Locher benutzt:

qp —qly, — E,
kT

E, F, —
n:ch1/2< +q P qu)

:N,U
)7 p -7:1/2< kT

(6.5)
E. und FE, bezeichnen jeweils die Leitungs- und Valenzbandkanten. N, und
N, sind die zugehorigen Bandkanten-Zustandsdichten (Density of States,
DOS) gegeben durch

*LoT 3/2 *o T 3/2
Melp ) , szz<mv 5 > . (6.6)

N. =2
¢ ( 2mh?2 2mh?2

Die Parameter m und m; sind die Bandkantenmassen der Zustandsdichte,
T ist die Bauelementtemperatur, kp ist die Boltzmannkonstante und F;  ist
das Fermi-Integral der Ordnung 1/2 gegeben durch

RN
)_ﬁ/o 1—|—exp(y—x)dy' (67)

.7:1/2(]}

Die konstitutiven Gleichungen stellen eine Verbindung zwischen den Drift-
Diffusions-Gleichungen und der quantenmechanischen Beschreibung der elek-
tronischen Struktur der Halbleitermaterialien her. Im Falle der Fermi-Dirac-
Verteilung handelt es sich dabei um ein quantenmechanisches Modell fiir
ein dreidimensionales homogenes Fermionengas mit parabolischer Bandstruk-
turapproximation. Typischer Weise gewinnt man die Parameter dieser kon-
stitutiven Gesetze aus den Daten der elektronischen Struktur des jeweili-
gen Halbleitermaterials. Diesen Vorgang der Gewinnung makroskopischer
Beschreibungen aus mikroskopischen Modellen und Daten wollen wir als Ups-
caling bezeichnen. Im Folgenden méchten wir am Beispiel unserer InGaAsP-
Quantum-Well-Struktur untersuchen, inwiefern sich auf diese Weise geeig-
nete makroskopische bzw. halbklassiche Beschreibungen der Quantum-Well-
Struktur aus den mikroskopischen kp-Rechnungen gewinnen lassen. Beispiele
dafiir sind zum einen die Zustandsgleichungen fiir die Ladungstragerdichten.
Zum anderen wollen wir optische Eigenschaften wie den optischen Materi-
algewinn und die spontane strahlende Rekombination von Elektronen und
Locher betrachten.
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6.2.2 Effektive Bandkanten und Zustandsdichten

Im Flachband-Fall variiert der Verlauf von gy — ¢F;, und gy — gF}, in Wachs-
tumsrichtung der Nanostruktur nur schwach und kann daher ndherungswei-
se als konstant angenommen werden. Damit liegt es nahe, fiir die in der
Quantum-Well-Struktur lokalisierten Elektronen und Locher Quasi-Fermi-
Niveaus, gegeben durch

Ep, = qp —qF, und Ep, = qp — qF, (6.8)

einzufithren. SMQW-Laser sind tiblicherweise so konstruiert, dass im Arbeits-
punkt Flachbandbedingungen realisiert sind.

Unter der Annahme, dass sich die in den Quantum-Wells lokalisierten Elek-
tronen und Locher jeweils im thermodynamischen Gleichgewicht befinden,
berechnen sich deren lokale Dichteverteilungen ng, und pg, zu gegebenen
Werten der Quasi-Fermi-Niveaus Er, und Ef, aus den Daten der elektroni-
schen Struktur (Eigenwertkurven und Eigenfunktionen) nach den Formeln

ngu(2) = 3 (2;)2/]"(&(/6) — Bp,)1Fi(=: k) l[cadky, (6.9)
por() = X o [ £, = BB k). (.10

mit der Fermi-Funktion

F(E) = (1+exp (/jj’))_l' (6.11)

Wir fithren die mittlere Ladungstrigerdichte im Quantum-Well durch
_ 1 _ 1
n= dq—w /Q Ngw(2)dz, p= dq—w /quw(z)dz, (6.12)

ein, wobei dg,, die Dicke des Quantum-Wells bezeichnet.

Fiir unsere Beispielstruktur aus Kapitel 6.1 sind die Elektronen- und Locher-
verteilungen in Abbildung 6.4 fiir verschiedene Flachendichten N = ndg,
und P = pd,,, dargestellt.

Auf Basis der durch die kp-Rechnung gegebenen elektronischen Struktur kon-
nen wir mittels (6.9) und (6.10) die mittleren Ladungstrégerdichten (6.12)
berechnen und deren Abhéngigkeit von den jeweiligen Quasi-Fermi-Niveaus
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Abbildung 6.4: Lokale Ladungstrigerverteilungen (6.9) und (6.10) fir ver-
schiedene Flichendichten N = P = 2-107"2cm™2,3-1072 cm™2,4-107 2 cm 2
bei Raumtemperatur. Man beachte die im Vergleich zu den Elektronen starker
ausgepragte Lokalisierung der Lécher im Quantum- Well.

Er, bzw. Efp, sowie von der Temperatur untersuchen. D. h. wir wollen die
Kurvenscharen

i=n(Er, kT) wd p=p(Ep, kT) (6.13)

betrachten. Diese sind in dem fiir die Lasersimulation interessanten Dichte-
und Temperaturbereich in Abbildung 6.5 und 6.6 jeweils fiir Elektronen und
Locher dargestellt.

Diese aus den kp-Rechnungen gewonnen Beziehungen wollen wir nun an die
in den Drift-Diffusions-Gleichungen benutzten Fermi-Dirac-Verteilungen

i = NFi s (EFn _ E) (6.14)
5= NFis (E _ EF> (6.15)

durch geeignete Parameter N.., E. und N,, E, fiir eine gegebene Referenztem-
peratur (7, = 315 K) anpassen. Durch Benutzung der Formeln (6.6) fir die
Bandkanten-Zustandsdichten N, und N, lassen sich die Bandkantenmassen
m und m; berechnen. Auf diese Weise erhalten wir quantenkorrigierte Band-
kanten F., E, und Bandkantenmassen m, und m, fiir den Quantum-Well.
Diese erlauben es einen einzelnen Quantum-Well wie ein kiinstliches klassi-
sches Material in der Bauelement-Simulation zu behandeln, dessen Parame-
ter mikroskopisch definiert sind. Die auf diese Weise gewonnenen Parameter
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Abbildung 6.5: Beziechung (6.13) (kp-Rechnung) zwischen mittlerer Elektro-
nendichte n und Quasi-Fermi-Niveau Eg, relativ zur effektiven Bandkante
E. fir die Temperaturen T = 290K, 315K, 340 K. Die gestrichelten Kurven
zeigen den Fit zur makroskopischen Zustandsgleichung (6.14).

unterscheiden sich in unserem Beispiel dabei wesentlich von den Volumenwer-
ten des Quantum-Well-Materials. Die Ergebnisse fiir diese Anpassung sind
jeweils in den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellt.

Fiir die Locher liegen die angepassten Kurven (6.15) in einem grofien Dichte-
und Temperaturbereich sehr dicht an den quantenmechanisch berechneten
(6.12). Fir die Elektronen stellt die Fermi-Dirac-Verteilung (6.14) immer
noch eine gute Naherung dar, auch wenn der Geltungsbereich kleiner ist. Dies
erlaubt in der Lasersimulation mit Drift-Diffusions-Modellen die Elektronen-
und Locherdichten in den Quantum-Wells mit den Fermi-Dirac-Verteilungen
(6.14), (6.15) zu beschreiben, wobei die Parameter aus kp-Rechnungen ge-
wonnen wurden.

Die Offsets AE, = E. — E, und AE, = E, — E,g zwischen den angepassten
,makroskopischen“ Bandkanten F. und F, und den Grundzustandsenergien
Eqo = Ec(k) = 0) und Ey = E,(kj = 0) des Quantum-Wells betragen
jeweils —4.2meV und 15.5meV. Dies fiihrt zu einer leichten Vergroflerung
der ,makroskopischen“ Bandliicke E;”“km = F. — FE, gegeniiber der durch
die Grundzustandsenergien ., E,o definierten optischen Bandliicke E;QW =
E. — E, des Quantum-Wells. Diese Verschiebung muss bei der Berechnung
des optischen Gewinns in der Lasersimulation berticksichtigt werden.
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Abbildung 6.6: Beziehung (6.13) (kp-Rechnung) zwischen mittlerer Locher-
dichte p und Quasi-Fermi-Niveau Er, relativ zur effektiven Bandkante E, fiir
die Temperaturen T = 290K, 315K, 340 K. Die gestrichelten Kurven zeigen
den Fit zur makroskopischen Zustandsgleichung (6.15).

6.2.3 Optischer Materialgewinn

Wir nehmen weiterhin Flachbandbedingungen an. Dann berechnet sich der
optische Materialgewinn in Abhéngigkeit von der optischen Anregung in Ter-
men der Bandstruktur und der Impulsmatrixelemente (6.1) nach der Formel

7Thq2 1 |ng 6‘
=" . f(Ei—Ep) (1= f(E;— E
9() eomign.c  dyy 27r 2 ;/ F )( f(E; Fp))
JjEV
hw — (Ep, — Ep)\11 r
1- 1 dk
P ( knT )] T

™ (B~ E;) — hw] +1?
(6.16)

wobei der letzte Faktor eine Verbreiterung aufgrund von Stoiprozessen bein-
haltet [End97]. Letztere sind iiber eine charakteristischen Intraband-Relax-
ationszeit 7 (I' = h/7) parametrisiert. ¢ ist die Lichtgeschwindigkeit, n, der
Brechungsindex, Epporon, = fw die Energie der optischen Anregung und e die
Polarisationsrichtung des optischen Feldes.

Unter der Annahme, dass die optisch aktive Zone undotiert ist, haben wir
unter Verwendung lokaler Ladungsneutralitat n = p das Spektrum des opti-
schen Materialgewinns fiir unsere Beispielstruktur in Abhéangigkeit von der
Wellenlénge fiir verschiedene Fléachendichten und Temperaturen berechnet.
Der Einfachheit halber verzichten wir im Folgenden auf die Uberstriche bei
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Abbildung 6.7: Spektrum des optischen Materialgewinns (TE-Polarisation)
nach (6.16) fir verschiedene Flichendichten und Temperaturen.

den mittleren Ladungstragerdichten, d. h. wir bezeichnen diese mit n und p.
Fiir die Berechnungen wurde eine Intraband-Relaxationszeit 7 von 60 fs und
fir den Brechungsindex n, der Wert 3.4 verwendet. Die Ergebnisse sind fiir
die TE-Polarisationsrichtung in Abbildung 6.7 dargestellt.

Nun wollen wir zum Zwecke des Upscalings das Maximum des optischen
Materialgewinns, den so genannten Peak-Gain, in Abhéngigkeit von der La-
dungstragerdichte und der Temperatur betrachten. Der Verlauf des Peak-
Gain g, ist in Abhangigkeit von der Ladungstrégerdichte in Abbildung 6.8
fiir verschiedene Temperaturen dargestellt. Fiir ausreichend hohe Ladungs-
tragerdichten (groBer als 2.5 - 108 cm™2) konnen diese Gewinn-Kurven gut
mit einem logarithmisches Gewinnmodell der Form

gp(n) = golog(n/ny) (6.17)

beschrieben werden, siehe Abbildung 6.8. Fiir niedrigere Dichten versagt die-
ser Fit allerdings vollstéandig. Dies wird insbesondere beim Vergleich des diffe-
rentiellen Gewinns dg,/dn fiir den Fit und die berechneten Kurven deutlich,
siehe Abbildung 6.9. Fir gy haben wir nur eine sehr geringe Temperaturab-
héangigkeit festgestellt, sodass fiir die Darstellung des Fits in den Abbildungen
6.8 und 6.9 fiir alle Temperaturen der gleiche Wert fiir gg benutzt wurde. Fiir
die Transparenz(-Ladungstrager)-Dichte n, ergab sich ndherungsweise eine li-
neare Zunahme mit der Temperatur. Das beschriebene Temperaturverhalten
kann man auch sehr deutlich anhand des Verlaufs des differentiellen Gewinns
nachvollziehen, welcher in Abbildung 6.9 dargestellt ist. Die gefittete Kurve
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Abbildung 6.8: Maximum des Materialgewinns in Abhdngigkeit von der La-
dungstrdagerdichte fir die Temperaturen T = 290K, 300K,310K. Die ge-
strichelten Kurven zeigen den Fit an das logarithmische Gewinn-Modell
gp(n) = golog(n/ny). go = 2155 cm™! ist kaum temperaturabhingig und wur-
de daher als konstant angenommen. Dagegen nimmt die Transparenzdichte
ny = n(T) ndherungsweise linear mit der Temperatur zu.

in dieser Abbildung ist den gleichen Daten berechnet, wie sie zum Fit des
Peak-Gains der Kurven in Abbildung 6.8 verwendet wurden, d. h.

dg,/dn = go/n,

mit dem gleichen von der Temperatur unabhéngigen Wert fiir gg. Abbildung
6.9 lasst auch eine geringe Verschiebung des Geltungsbereichs des logarith-
mischen Gewinn-Modells mit der Temperatur erkennen.

6.2.4 Spontane strahlende Rekombination

Nach [Wen| berechnet sich die Rate der spontanen strahlenden Rekombina-
tion R,.q aus den Bandstrukturdaten und den Impulsmatrixelementen nach
der Formel

n.q? 1 1
Th2ceom3 dy, (27)2

Ryt = > [ (B = E))lpyl f(Ei— Ep,) f (B, — E;) dky.

z:€c
JEV

(6.18)
Die spontane strahlende Rekombination hat einen signifikanten Einfluss auf
die Grofle des Schwellenstroms des Lasers, wenn wie in unserem Falle die

optisch aktive Zone undotiert ist und daher lokale Ladungsneutralitat n = p
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Abbildung 6.9: Differentieller Gewinn berechnet am Maximum des Material-
gewinns aus Abbildung 6.7 in Abhdngigkeit von der Ladungstrigerdichte fiir
die Temperaturen T = 290K, 300K, 310 K. Die gestrichelte Kurve ist dem

Fits aus Abbildung 6.8 zugeordnet, d. h. dg,/dn = go/n und damit unabhdn-
gig von der Temperatur.

vorliegt. Somit ist die spontane strahlende Rekombiation neben der im vo-
rigen Abschnitt behandelten, durch den optischen Gewinn definierten sti-
mulierten Rekombination, eine wichtige Gréfle in der Lasersimulation. Die
Abhéngigkeit der Rate der spontanen strahlenden Rekombination ist zusam-
men mit einem Fit an ein Rekombinationsgesetz von der Form

R,4a(n) = B n® (6.19)

in Abbildung 6.10 fiir verschiedene Temperaturen dargestellt. Der Fit wurde
jeweils fiir die Temperaturen 7' = 290K, 315K, 340K getrennt durchge-
fithrt. Dabei ergab sich in dem betrachteten Bereich der Ladungstragerdich-
te (n =1-10%cm™ bis 5 10 cm™3) eine gute Ubereinstimmung zwischen
dem Potenzgesetz (6.19) und den quantenmechanisch berechneten Werten,
sieche Abbildung 6.10. Die Exponenten zeigten eine leichte Temperaturab-
héanigkeit und lagen dabei naherungsweise bei v = 1.5. Dieser Wert weicht
deutlich von @ = 2 ab, der dem in der Lasersimulation haufig verwendeten
Rekombinations-Modell R,4q(n, p) ~ np = n? fir undotierte Quantum-Wells
(n = p) entspricht.
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Abbildung 6.10: Rate der spontanen strahlenden Rekombination R.q.q (6.18)
in Abhdngigkeit von der Ladungstrigerdichte (n = p) fir die Temperatu-
ren T = 290K,315K,340K. Gestrichelt: Fit an R,.q = Bn® mit a =
1.47 (290K), 1.51 (315K), 1.55 (340K).
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Anhang A

Luttinger—-Kohn—Hamiltonian
fur schwere und leichte Locher

Der Luttinger-Kohn-Hamiltonian [Chu95, Kap. 4.5.2], [Chu91], [CC92] ist
ein Vierband kp—Schrodingeroperator zur Beschreibung der obersten vier Va-
lenzbénder und gegeben durch

P+@ =S R 0
h? -5 P—-qQ 0 R
0 R* S* P+Q

mit

d d d d
_ 2 2y 7 el — 2 2 e el
2

R =V3( = (k2 — k) + 2ivskzky ), (A.3)
§ = Vaitk, — ity) (15( ) + (7)), (A4)

wobei, in Ubereinstimmung mit der Kristallsymmetrie, k& = (k,, k,,0) der
reduzierte Wellenvektor und z die Wachstumsrichtung ist und vom konven-
tionellen Operator Ordering 3k, — —%(73(-L-)+ <L (y3-)) Gebrauch gemacht
wurde. Der Hamiltonian modelliert das Bandmischen von zwei schweren und
zwei leichten Lochern in Halbleitern im Falle energetisch deutlich abgetrenn-
ten Split-Off-Béander. Die Luttinger-Parameter v;,72,7v3 beziehen sich auf die
Bandstruktur der Volumenmaterialien am I'-Punkt und FE, ist der Verlauf
der Valenzbandkante. Fiir alle direkten Halbleitermaterialien mit Zinkblende-
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Kristallgitter gilt 71 > 275, d. h. der Operator besitzt einen (negativ) defini-
ten Hauptteil. Die relativen effektiven Massen der schweren und der leichten
Locher sind jeweils gegeben durch

My _ 1 mi g _ 1
Mo M — 27 mo Y1+ 27

(A.5)

wobei mg die Massen den freien Elektrons ist.

A.1 Einfluss mechanischer Verspannungnen

Als néchstes betrachten wir eine Erweiterung des Modells zur Beschreibung
mechanisch verspannter Quantum-Wells. Mechanische Spannungen treten in
Quantum-Wells auf, wenn die Gitterkonstante des Materials des Quantum-
Wells mit der der Barrieren nicht tibereinstimmt. Eine Folge der mechani-
schen Verspannung ist die Aufhebung der im Volumenmaterial bei & = 0 vor-
handenen energetischen Entartung der leichten und schweren Locherbander.
Im Rahmen des Vierband-Kohn-Luttinger-Modells lassen sich mechanisch
verspannte Quantum-Wells mittels Ergdnzung um Pikus-Bir-Deformations-
potentiale beschreiben. Den modifizierten Kohn-Luttinger-Hamiltonian er-
hélt man dabei durch die folgende Ersetzung der Terme P, ), R und S in
(A.1):

P—-P+P, Q—Q+Q.,, R—R+R., S—S+5, (A.6)
mit
b

P. = —a,(epe +eyy +622), Qe= —i(em + eyy — 2622), (A.7a)

R. = —b(egy — €yy) — idesy, Se = —d(es, +icy.). (A.7Dh)

“f%

Der Einfluss der mechanischen Verspannungen fithrt zur einer energetischen
Verschiebung der leichten und schweren Lochbénder, die je nach Art der Ver-
spannung unterschiedlich ist. Im Falle biaxial verspannter Quantum-Wells
ist der Verzerrungstensor € diagonal. Die biaxiale Verspannung fithrt dann
in tensil (dehnend) verspannten Quantenschichten zu einer energetischen Be-
vorzugung der leichten Locher, wohingegen von kompressiver (stauchender)
Verspannung die schweren Locher profitieren. Eine ausfithrliche Darstellung
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der sich ergebenden Bandkantenverschiebungen und deren Auswirkungen auf
die Bandstruktur findet sich z. B. in [Chu95, Kap. 4.9].

A.2 Koeffizientenmatrizen der Normalform

Die Koeffizientenmatrizen zur Darstellung des Luttinger-Kohn—Hamiltonian
in der in Kapitel 3 eingefithrten Normalform sind fiir den Fall in [001]-
Richtung gewachsener Quantum-Wells und Beriticksichtigung der Pikus-Bir-
Deformationspotentiale gegeben durch:

my
_ mo
m = - (A.8)
my
mit
h? h?
my = Tmo(% —273), my= Tmo(% +272) (A.9)
oder
h? 1 h?
my = ) M = 3 mo = 5 mrLn = ) (AlO)
2mygr Mo Y1 — 27 2mrg’ mo Y1+ 272

e=—FE,14, (A.11)
My =0, (A.12)

01 0 0

_h? 10 0 0

00 -1 0

0 1 0 0

h? -1 0 0 0

0O 01 0
U1 - U2 = 0, (A15)

7+ 72 0 FV37s 0
n? 0 M= 0 FV372

U = — , A.16
11,22 g :F\/§72 0 = 0 ( )

0 FV31r 0 m+n
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0 0 10
R 0 0 01
Uig + Uy = ZTmOQ\/g’Ys 1 0 0 o0l (A.17)
0O -1 0 0
PE +7Q£ SE R& 0
o _Sa Pa - Qa 0 Ra
v Ra 9 PE — Qa SE (A18)
O RE SE PE + QE

Die vom Verzerrungstensor £(z) abhéngigen Deformationswechselwirkungen
P., Q., R.und S. sind gegeben durch (A.7), wobei die Pikus-Bir-Deformations-
potentiale a., a,, b und d jeweils materialabhéngig und damit ortsabhéngig
sind. 1, 2 und 3 sind dabei Funktionen die den Verlauf der materialabhan-
gigen Luttingerparameter beschreiben und die Funktion F, beschreibt den
Verlauf des Profils der Valenzbandkante. Unter der Voraussetzung

7 > 272

an die Luttingerparameter ist der Hauptteil des kp-Schrédingeroperators im
Sinne von Kapitel 3.5 definit und die dort bewiesenen Aussagen sind auf
dieses Modell anwendbar.
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Anhang B

Eigenwerte der
Spin-Bahn-Kopplungs-Matrix

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Spin-Bahn-Kopplungs-
Matrix (5.5) aus Kapitel 5 fiir kubische Materialien haben wir das Computer-
Algebra-System MuPAD in der Version 2.5.0 verwendet. Das dazu verwen-
dete MuPAD-Script lautet:

Mat:=Dom: :Matrix () ;
Gso:=Mat([[0, O, O, O],

[0,-1, 0, 0],
[0, 0,-1, 01,
[0, 0, 0,-111);
Gx:=Mat ([[0, 0, 0, 0],
[o, o, 0, 0],
[0, 0, 0,-11],
[0, 0, 1, 011);
Gy:=Mat([[0, O, O, O],
(o, o, o, 11,
(o, o, 0, 0],
[0,-1, 0, 0]]1);
Gz:=Mat([[0, O, O, O],
[0, 0,-1, 01,
(o, 1, 0, 0],
[0, 0, 0, 011);
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Hsb:=1linalg: :stackMatrix( (Gso + I*Gz) . (Gy + Ix*Gx),
(-Gy + I*Gx) . (Gso -IxGz));

linalg: :eigenvalues(Hsb, Multiple);

Die mit MuPAD berechneten Eigenwerte von Hsb sind:
—3 (zweifach entartet), 0 (sechsfach entartet). (B.1)

Die Eigenwerte von Ha erhélt man durch Multiplikation mit Ag,.
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Anhang C

Interpolation der
Materialparameter

Im folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Modelle zur Berech-
nung der Materialparameter vorgestellt.

C.1 Bandkantenverlauf

Zur Modellierung des Verlaufs der Bandkanten in der Nanostruktur verwen-
den wir die Model-Solid-Theorie. Als Bezugspunkt wird im Rahmen dieses
Ansatzes ein gemitteltes Valenzband-Niveau E, ,, verwendet. Die Valenz-
bandkante und die Leitungsbandkante berechnen sich dann relativ zu diesem
Niveau mittels (siche Abbildung C.1):

A,
3 b

ASO
E.=E,+E;=FE,q + 3 + By, (C.2)

E,=FE, .+ (C.1)

wobei Ay, die Spin-Bahn-Aufspaltung bezeichnet und E, die Bandliicke, siehe
auch Abbildung 2.2.

Fiir Heterostrukturen berechnen sich damit die Valenz- und Leitungsband-
diskontinuitaten mittels:

AE,=EP - E} AE.=EP - FE* (C.3)
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Abbildung C.1: Verlauf der Valenz- und Leitungsbandkanten entlang des
Ubergangs zwischen zwei Materialien im Rahmen der Model-Solid- Theorie.

C.2 Lineare Interpolation fiir quaternéare Le-
gierungen des Typs A, B,_,C,D;_,

Zur linearen Interpolation eines Parameters P fiir ein quarternares Material
aus den Daten der binaren Bestandteile wird folgende Formel verwendet:

P(A,B,_,CyDy_,) = 2yP(AC) + (1 — z)(1 — y)P(BD)
+ (1 —z)yP(BC) + x(1 —y)P(AD). (C.4)

C.3 Interpolation und Materialparameter fiir
InGaAsP

Wir betrachten die Interpolation der Materialparameter fiir das quarternére
Mischkristallsystem Iny_,Ga,As,P;_, (Indiumgalliumarsenidphosphid).

Wie in Tabelle C.1 angegeben, wird fiir die meisten Parameter die linea-
re Interpolationsformel (C.4) benutzt, um auf Grundlage der Daten fiir die
bindren Bestandteile die Materialparameter des Mischkristalls in Abhéangig-
keit vom Galliumanteil  und vom Arsenanteil y zu berechnen. Die dafiir
verwendeten Materialdaten der bindren Bestandteile GaAs, InAs, InP und
GaP finden sich ebenfalls in Tabelle C.1.
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Fiir die Bandliicke wird davon abweichend eine quadratische Interpolations-
formel verwendet (Landolt-Bornstein), siche [Chu95]:

E,(z,y) = 1.35 + 0.668z — 1.068y + 0.75822 + 0.078y>
—0.069zy — 0.3222%y + 0.03xy* (eV) bei 300K . (C.5)

GaAs  InAs InP GaP Interpolation

Gitterkonstante
ao (A) 5.6533 6.0584 5.6888 5.4505 linear

Bandstrukturparameter
E, (eV) 300 K 1.424 0.354 1.344 2.78 quadr. s. (C.5)

Ay (eV) 0.34 0.38 0.11 0.08 linear
Eya (eV) -6.92  -6.67 -7.04 -7.40 linear
E, (eV) 25.7 22.2 20.7 22.2  linear
Effektivmassen

mi/mg 0.067  0.023  0.077 0.25 linear
Y 6.8 20.4 4.95 4.05 linear
Y2 1.9 8.3 1.65 0.49 linear
V3 2.73 9.1 2.35 1.25 linear
Deformationspotentiale

a. (eV) -7.17  -5.08  -5.04 -7.14  linear
a, (eV) 1.16 1.00 1.27 1.70 linear
a=a,—a, (V) -833 -6.08 -6.31 -8.83 ——
b (eV) -1.7 -1.8 -1.7 -1.8 linear
d (eV) -4.55 -3.6 -5.6 -4.5 linear

elastische Konstanten

C11 (10GPa) 11.879  8.239 10.11 14.05 linear
Ci2 (10GPa) 5376  4.526  5.61  6.203 linear
Cys (10 GPa) 5.95 3.96 4.56  7.033 ——

Tabelle C.1: Materialparameter der bindren Komponenten GaAs, InAs, InP
und GaP nach [Chu95].
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Anhang D

Verfahren zur Losung der
algebraischen
Eigenwertprobleme

In KPLIB stehen zwei Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte und Ei-
genvektoren der diskretisierten kp-Operatoren zur Verfiigung: die Berech-
nung aller Eigenwerte und FEigenvektoren mit LAPACK sowie die iterative
Berechnung nur der bandkantennahen Eigenwerte und Eigenvektoren mit

ARPACK [LMSY02].

Bei der Losung der Eigenwertprobleme mit LAPACK wird die LAPACK-
Routine ZHBEV fiir komplexe hermitesche Bandmatrizen verwendet, wobei
jeweils das gesamte Spektrum der Matrix berechnet wird. In der Routine ZH-
BEV wird dabei zunéchst mit der LAPACK-Routine ZHBTRD die hermite-
sche Bandmatrix durch unitire Transformation auf eine reelle Tridiagonal-
gestalt gebracht. Anschliessend werden mit der Routine ZSTEQR die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Tridiagonalmatrix mittels eines QR-~Verfahrens
bestimmt und die Ergebnisse zuriicktransformiert.

Zur schnellen Berechnung der bandkantennahen Eigenwerte und Eigenvek-
toren steht in KPLIB der iterative Eigenwertloser ARPACK zur Verfiigung.
Dieser wird im Shift-and-Invert-Modus benutzt, bei dem die n Eigenwerte
bestimmt werden, die den kleinsten Abstand zum Shift o haben. Daher eignet
sich dieser Modus gut zur Berechnung der bandkantennahen Eigenlosungen.
Dabei werden die Leitungsband- und Valenzbandzusténde jeweils getrennt
berechnet.

Fir die Steuerung von ARPACK sind im wesentlichen vier Parameter not-
wendig:

112



nev die Anzahl der zu bestimmenden Eigenwerte
ncv die Lange der Krylov-Folge
tol die Toleranz

sigma der Shift o

Wir betrachten nun die Steuerung des ARPACK fiir den Fall des in Kapitel
5 dargestellten Achtband-Modells fiir Multi-Quantum-Wells. Die Steuerung
hat folgende Aspekte:

e Die Wahl der Anzahl der zu bestimmenden Eigenwerte in Abhéangigkeit
von der Anzahl der Quantum-Wells und der zu bestimmenden Subbén-

der.

e Die Wahl des Shiftes in Abhéngigkeit vom Wellenvektor k) wahrend
der Berechnung der Bandstruktur, d. h. der Eigenwertkurven E, (k).

Fir die Anzahl der zu berechneten Eigenwerte nev habe ich gute Erfahrungen
mit der Wahl
nev = 2 X Nyeys X Nesy

gemacht, wobei Ny.;s die Anzahl der Quantum-Wells ist und N, bzw. N,
die Anzahl der gewtinschten Leitungs- bzw. Valenzsubbéander ist. Fiir die in
Kapitel 6.1 berechnete Multi-Quantum-Well-Struktur wurde beispielsweise
fir die Leitungsbander N, = 2 und die Valenzbander N, = 4 gesetzt, vgl.
Abbildung 6.1. Fir die Lange der Krylov-Folge ncv habe ich mit der Wahl
ncv = 2 x nev gute Erfahrungen gemacht.

Die Berechnung der Bandstruktur E, (k) erfolgt entlang eines Pfades in der
k-Ebene. Diese Pfade werden durch eine Folge von Wellenvektoren &, be-
schrieben, die am Zonenzentrum k& = 0 beginnen. Fiir die Wahl des Shiftes
o zur Berechnung der Bandstruktur entlang des Pfades ist in KPLIB und
WIAS-QW folgendes Verfahren implementiert: Zur Berechnung der Eigen-
losungen fiir den Beginn des Pfades ky = 0 wird als Shift sigmag die je-
weilige Bandkante gewahlt, d. h. zur Berechnung der Leitungsbander das
Minimum effektiven Leitungsbandkante und fiir Valenzbénder entsprechend
das Maximum der Valenzbandkante. Als Shift sigma; zur Berechnung der
Eigenlosungen fiir den néchsten Wellenvektor k£ wird dann im Fall der Lei-
tungsbénder der unterste Eigenwert E (ko) aus der Berechnung zum vorher-
gehenden Wellenvektor kg gewahlt und fiir Valenzbander entsprechend der
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oberste Eigenwert F,o(ko). Auf diese Weise wird dann weiterverfahren, d.h.
die Leitungsband-Shifts o.,, und Valenzband-Shifts o, ,, gemafl der Vorschrift

Oen = min{E,, (k,—1) :v=1,...,nev},

Opn = max{Ey,(kn—1) :v=1,... ,nev}

gewahlt. Auf diese Weise folgt man den Eigenwertkurven, was sich giinstig
auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Eigenwertlosers auswirkt.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit widmet sich der Untersuchung der Spektraleigenschaften einer
speziellen Klasse von Multiband-Schrédingeroperatoren, den so genannten
kp-Schrédingeroperatoren. Die gewonnenen Ergebnisse werden anhand ei-
nes Achtband-Modells verdeutlicht, an welchem auch Upscalingmethoden zur
Verwendung von kp-Rechnungen in der Lasersimulation diskutiert werden.

kp-Schrodingeroperatoren sind etablierte Modelle zur Berechnung der elek-
tronischen Struktur von Halbleiter-Quantenschichten. Die Béander eines Halb-
leiters werden jeweils durch skalare, raumlich eindimensionale Schrodinger-
operatoren beschrieben, deren Kopplung durch Differentialoperatoren erster
und nullter Ordnung definiert ist. Diese Matrix-Schrodingeroperatoren han-
gen parametrisch vom zweidimensionalen Wellenvektor £ ab. Die Eigenwert-
kurven dieser zweidimensionalen Schar raumlich eindimensionaler Eigenwert-
probleme beschreiben die Bandstruktur in der Quantenschicht. Die Eigen-
funktionen approximieren die zugehorige elektronische Wellenfunktion.

Bei der Untersuchung der Spektraleigenschaften der kp-Operatoren interes-
sieren einerseits Aussagen fiir einen beliebigen aber fest vorgegebenen Wellen-
vektor und andererseits die Abhéngigkeit dieser Eigenschaften vom Wellen-
vektor. Dariiber hinaus stellt sich aus physikalischer Sicht die Frage nach der
Existenz einer Spektralliicke bei & = 0, der Bandliicke der Quantenschicht,
sowie nach der Erhaltung dieser Bandliicke fiir endliche Werte von k.

Die Untersuchung der kp-Operatoren erfolgt mit Hilfe von Stabilitatstheore-
men und Methoden der analytischen Storungstheorie. Zur Frage der Existenz
der Bandliicke leitet man quantitative Aussagen mit Hilfe von Formabschét-
zungen her. Die Resultate werden fiir das haufig benutzte Achtband-Modell
konkret ausgewertet. Die Anwendung dieses Modells zur Simulation realer
Mehrfach-Quantenschichten schliefit diese Arbeit ab, wobei der Fokus auf
der Verwendung der quantenmechanischen kp-Rechnungen fiir die optoelek-
tronische Simulation von Halbleiterlasern liegt. Die Untersuchungen werden
am Beispiel einer InGaAsP-Laserstruktur durchgefiithrt, deren Emissionswel-
lenlénge auf die optische Faserkommunikation abgestimmt ist.

Aufgrund der Popularitat der kp-Modelle findet man in der Literatur viele
Beitrédge zur Berechnung der elektronischen Struktur konkreter Halbleiter-
Heterostrukturen. Daneben gibt es eine Reihe aktueller Arbeiten, die sich
mit Modellierungsfragen sowie dem Problem potentiell auftretender unphy-
sikalischer Losungen und deren Unterdriickung auseinandersetzen. Dagegen
ist iiber die Spektraleigenschaften der kp-Schrodingeroperatoren bisher wenig
bekannt.
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