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1 Einleitung

In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften kommt der Darstellung und Erkldrung des sozialen Wan-
dels eine zentrale Bedeutung zu. Im Vordergrund stehen dabei insbesondere die Verdnderungen der
O6konomischen Situation der privaten Haushalte, Inklusions- und Exklusionsprozesse am Arbeitsmarkt
sowie der Wandel der sozialen Beziehungen. Klassische Beispiele sind: Welche Folgen haben verédnderte
Einstellungen zu Ehe und Familie auf die zukiinftige demographische Entwicklung der Gesellschaft?
Von welchen Faktoren hiangt die Erwerbsbeteiligung von Frauen ab, und wie wird sie sich zukiinftig
verdndern? Welche Erklarungskraft haben traditionelle sozialstrukturelle Unterscheidungen etwa fiir
die Bildungsbeteiligung? Diese Liste von Fragen liele sich beliebig verldngern. Ihnen allen ist gemein-
sam, dass ihre Beantwortung empirische Informationen voraussetzt, die in vergleichbarer Form iiber
einen ldngeren Zeitraum erhoben wurden.

Dabei spielen empirische Daten, die iiber ein Panel-Design, die sogenannte Panel-Erhebungen, ge-
wonnen werden eine wichtige Rolle. Der Begriff Panel-Erhebungen bezeichnet dabei eine periodisch
wiederholte Befragung derselben Untersuchungseinheiten. Sie dienen dazu Verdnderungen im Zeitver-
lauf zu ermitteln, d.h. es ist moglich eindeutig festzustellen, welche Individuen (Haushalte) tatséchlich
vom sozialen Wandel betroffen sind, der sich im Verlauf der Zeit beobachten ldsst. Allerdings sind bei
dieser Art der Befragung die feldbedingten Ausfille von Teilnehmern des Panels problematisch. Diese
Ausfille treten auf, weil Personen (Haushalte) in der folgenden Welle nicht mehr erreicht werden oder
weil sie die weitere Teilnahme am Panel verweigern. Als Konsequenz dieser Panelausfille beobachtet
man in vielen Panels das Phénomen, dass nach einigen Jahren der Befragung ein grofier Teil der ur-
spriinglichen Stichprobenmitglieder ausgefallen ist. So haben von 1968 bis 1975 ungefidhr ein Viertel
der urspriinglichen Stichprobenmitglieder die ,Panel Study of Income Dynamics (PSID)“ verlassen,
Fitzgerald et al.| (1998). Im Sozio-6konomischen Panel (SOEP) schieden nach den ersten acht Jahren
der Befragung ca. 34% der urspriinglichen Stichprobenmitglieder (aller Verldufe erhebungsbedingt)
aus, Kroh und Spiess| (2006).

Durch Panelausfille verringert sich zunéchst die Fallzahl der Stichprobe, sodass sich die Effizienz
der Schétzer der Grundgesamtheitsparameter im Vergleich zu einer Stichprobe ohne Panelausfille
verringert. Zudem besteht die Gefahr der Verzerrung der Analyseergebnisse, wenn sich Teilnehmer
von Nichtteilnehmern systematisch unterscheiden.

Der Mikrozensus (MZ) ist EU-weit die grofite Haushaltsstichprobe und wird seit 1957 durchgefiihrt.
Mit dem Mikrozensusgesetz 1985 (Gesetz zur Durchfithrung einer Reprisentativstatistik iiber die
Bevolkerung und den Arbeitsmarkt vom 10. Juni 1985) besteht eine rechtliche Grundlage, dass Befra-
gungen in vier aufeinanderfolgenden Jahren durchgefithrt werden diirfen. Allerdings ist es erst seit dem
Mikrozensusgesetz 1996 (Gesetz zur Durchfithrung einer Repriisentativstatistik iiber die Bevolkerung
und den Arbeitsmarkt vom 17. Januar 1996) moglich, die Querschnittserhebungen des Mikrozensus
zu einem Paneldatensatz zusammenzufithren (MZ-Panel). Da die Personen bzw. Haushalte vier Jahre
lang hintereinander befragt werden, ist es moglich Kurzzeitpanels zu konstruieren. Die Attraktivitéit in
der Nutzung des Mikrozensus fiir Léngsschnittanalysen liegt zum einen in der hohen Fallzahl (200’000
Auskunftspersonen) und zum anderen in der Teilnahmepflicht der ausgewéhlten Personen bzw. Haus-
halte.

Allerdings stehen diesen beiden grofien Vorteilen des Mikrozensus auch einige Nachteile gegeniiber.

Das Hauptproblem bei der Langsschnitts-Auswertung des Mikrozensus besteht in der Tatsache, dass



der Mikrozensus als Fliachenstichprobe erhoben wird. So werden Haushalte und Personen nicht di-
rekt aus der Grundgesamtheit fiir die Stichprobe gezogen, sondern die Auswahleinheiten, sogenannte
Auswahlbezirke, werden iiber rdumliche Zuordnungen gebildet. Dies hat zur Folge, dass Haushalte,
die aus einem zu befragenden Auswahlbezirk ziehen, nicht weiterverfolgt werden. Sie werden bei der
néichsten Erhebung nicht mehr befragt und ihre Angaben stehen somit fiir Ladngsschnittanalysen nicht
weiter zur Verfiigung. Dagegen werden Haushalte und Personen, die in einen zu befragenden Aus-
wahlbezirk ziehen, bei der néchsten Befragung miterhoben. Auch von diesen Personen existieren keine
vollstandigen Angaben iiber den gesamten Mikrozensus-Lingsschnitt. Dieser Informationsverlust, der
durch Zuzug oder Fortzug einer Person oder eines Haushalts entsteht, kann wegen der Betrachtung
von nur rdumlich immobilen Personen zu einem Bias fithren. Es sei beispielsweise das interessierende
Merkmal der Ubergang aus der Arbeitslosigkeit in die Erwerbstitigkeit. Wenn Personen, die diesen
Ubergang vollziehen in verstirktem MaBe mobil sind, so wird man diesen Ubergang auf Basis der
rédumlich immobilen Personen unterschéitzen. In der Tat gibt es empirische Hinweise fiir den Mikro-
zensus, Basid| (2008), dass ein Wechsel aus der Arbeitslosigkeit in die Erwerbstétigkeit ein erhohtes
Mobilitétsrisiko impliziert.

Die Auswertung eines Panels kann im Design- bzw. Modell-basierten Ansatz erfolgen. Der Design-
basierte Ansatz ist die Standardauswertungsmethode in der amtlichen Statistik. Bei diesem Ansatz ist
man an der Schétzung von Gesamtwerten (Totals) und Anteilswerten in endlichen Grundgesamthei-
ten interessiert. Es geht beispielsweise um die Frage, wie viele Personen im Erhebungsgebiet in einem
bestimmten Zeitintervall kontinuierlich arbeitslos gewesen sind oder es soll ermittelt werden, wie hoch
der Anteil der Personen in der Bevolkerung ist, die bei dem Start des Panels arbeitslos waren und
nach einer bestimmten Zeit erwerbstitig geworden sind. Dieser Ansatz unterstellt, dass alle Merk-
male der Populationsmitglieder unbekannte, feste Parameter der Grundgesamtheit sind. Hierbei wird
nur die Ziehung der Stichprobenmitglieder aus der Grundgesamtheit als zufillig betrachtet. Die zu
schitzenden Gesamtwerte sind damit Summen der unbekannten Parameterwerte. Im Gegensatz da-
zu werden beim Modell-basierten Ansatz Merkmale von Populationsmitgliedern als zuféllige Grofien
betrachtet. Man interessiert sich dabei an einer modellhaften Beschreibung von Zusammenhéngen zwi-
schen verschiedenen Merkmalen. Es geht beispielsweise um die Frage, wie wahrscheinlich ist es, dass
eine arbeitslose Frau mit bestimmten Eigenschaften wieder erwerbstitig wird. Bei diesem Ansatz ist
das Modell durch eine feste, in der Regel kleine Zahl von unbekannten Parametern bestimmt, die auf
Basis der Stichprobe geschétzt werden.

Die vorliegende Arbeit verfolgt bei der Auswertung des MZ-Panels den Design-basierten Ansatz
und beschéftigt sich mit der Fragestellung, ob mit einem Gewichtungsansatz Auswertungen auf Basis
des MZ-Panels trotz fehlender Information iiber rdumlich mobilen Personen valide Aussagen iiber
die Population gestatten, aus der die Stichprobe gezogen wurde, d.h. iiber die Gesamtbevolkerung
Deutschlands.

Die gebundene Hochrechnung oder auch im Folgenden Kalibration genannt ist ein Standardver-
fahren der amtlichen Statistik, das auch in Abwesenheit von Antwortausfillen (Nonresponse) den
Standardfehler reduzieren kann. Dabei erfolgt die Schiatzung der interessierenden Gesamtwerte unter
Zuhilfenahme der Verteilung von bekannten Hilfsmerkmalen in der Population. Ein Beispiel fiir ein
Hilfsmerkmal ist das Alter. Aus der Bevolkerungsfortschreibung ist die Anzahl der Personen innerhalb
einer jeden Altersgruppe in der Bevolkerung bekannt.

Kalibration kann auch im Falle von Nonresponse angewendet werden. Die Idee dabei ist, dass



eine durch Nonresponse hervorgerufene Verzerrung damit entgegengewirkt wird. Fiir den Fall der
rdumlichen Mobilitdt besteht also die Hoffnung, dass systematische Verzerrungen durch Kalibration
reduziert werden. Der Kalibrationsansatz bei Nonreponse wird in Kapitel 3 dargestellt. Die Herleitung
der Varianz basiert im Gegensatz zu |Lundstrom und Sarndal| (1999) auf dem asymptotischen Konzept
von Fuller und Isaki (1981) und Isaki und Fuller| (1982).

Im Vordergrund des asymptotischen Konzepts steht die Design-Konsistenz. Ein Schétzer ist Design-
konsistent fiir den Populationsmittelwert, falls deren Differenz in Wahrscheinlichkeit beziiglich des
Ziehungsverfahrens gegen Null konvergiert. Hierbei wichst die Stichprobe zusammen mit der Grund-
gesamtheit. Dies erlaubt fiir nicht lineare Schiitzer eine Aussage dariiber wie weit der Schétzer im
Sinne eines Wahrscheinlichkeitsmafles vom Populationswert entfernt ist. Erweitert man das Konzept
um die gleichgradige Integrierbarkeit, so lisst sich die Design-Konsistenz auf die Konvergenz im p-ten
Mittel iibertragen. Dies wird im Kapitel 2 dargestellt.

FEine Alternative zur Kalibration ist, die Wahrscheinlichkeiten fiir rdumliche Immobilitét mit Hilfe
eines statistischen Modells zu schitzen und jede rdumlich immobile Person mit dem reziproken Wert
ihrer geschéitzten Wahrscheinlichkeit immobil zu bleiben zu gewichten. Die Idee dabei ist, den Personen
mit hoher Mobilitdtsneigung, die aber raumlich immobil geblieben sind, ein hohes Gewicht zu geben
um fiir all diejenigen zu kompensieren, die tatséichlich mobil waren. Dieser Ansatz wird Propensity
Score Adjustment (PSA) genannt und der darauf basierende Schétzer PSA-Schitzer genannt. Der
Ansatz wird in Kapitel 4 dargestellt.

Die Bewertung des Kalibrationsansatzes und des Propensity Score Adjustments fiir die Reduktion
der Verzerrung aufgrund von rédumlicher Mobilitiat auf die Schétzung der Gesamtwerte kann nicht auf
der Grundlage des MZ iiberpriift werden. Ebenso kann das Ausmafl der Ausfille durch raumliche Mo-
bilitdt auf die Schitzung der Standardfehler beurteilt werden. Aus diesem Grund wurden die Daten
des SOEPs herangezogen, das raumliche Mobilitéit erfasst. Die Performance der beiden Ansétze wird
am Beispiel der Modellierung der Arbeitsmarktdynamik untersucht. Hierbei werden die Uberginge
zwischen den verschiedenen Erwerbszusténden betrachtet. Die Beurteilung der beiden Verfahren er-
folgt bzgl. des relativen Biases bei der Schéitzung der Erwerbsiibergénge. Zusétzlich werden die bei-
den Verfahren anhand der geschétzten Standardfehler beurteilt. Dabei wird eine nicht-parametrische
Simulationsstudie mit dem SOEP durchgefiihrt. Hierzu werden aus dem SOEP Stichproben gezo-
gen. Fiir jede gezogene Stichprobe werden Bootstrap-Stichproben mit Zuriicklegen wiederholt gezo-
gen. Das Verfahren hat unter Beriicksichtigung eines Korrekturterms eine zum Schétzer asymptotisch
dquivalente Varianz. Der Korrekturterm ist indirekt von dem zu betrachteten Schétzer abhéngig, aber
unabhéngig von den Ausgleichsgewichten des jeweiligen Schétzers. Der Vorteil dieser Vorgehensweise
ist, dass Abhingigkeiten zwischen Merkmalen und der rdumlichen Mobilitdt nicht zerstért werden
und somit kein Schitzer bevorzugt wird. Falls beispielsweise ein logistisches Regressionsmodell auf
Basis des SOEP geschiitzt wird und mit dem logistischen Regressionsmodell die Mobilitét kiinstlich
erzeugt wird, konnte der PSA-Schétzer, der dieselben Merkmale im Modell enthilt, bevorzugt sein. Die
Korrektheit des Verfahrens wird in Abschnitt 5.3 fiir alle betrachteten Schétzer und Varianzschétzer
gezeigt.

Die unterschiedlichen Anséitze und Schitzer werden mit Hilfe der nicht-parametrischen Simulati-

onsstudie am Beispiel der Arbeitsmarktdynamik in Abschnitt 5.4 miteinander verglichen.



2 Grundlagen

Der Mikrozensus ist eine Befragung der in Deutschland lebenden Personen, die von den Statistischen
Amtern des Bundes und der Linder durchgefiihrt wird. Im Gegensatz zu einer Volkszihlung werden
nicht alle Personen, sondern nur eine zufillig ausgewéhlte Stichprobe befragt. Die Befragten sind zwar
Personen, jedoch werden Wohnung bzw. Zusammenfassungen von Wohnungen, sogenannte Auswahl-
bezirke, in denen die Personen leben, zufillig ausgewihlt. Alle Personen in einem zufillig ausgewéhlten
Auswahlbezirk werden befragt.

Der Mikrozensus bietet die Moglichkeit den Anteil der Erwerbslosen zu schitzen. Dieser Anteil kann
mit Hilfe des Horvitz-Thompson Schétzer, Horvitz und Thompson! (1952), erwartungstreu geschétzt
werden. Dieser und dessen Varianz wird in Abschnitt 2.1 dargestellt. Theoretisch ldsst sich mit die-
sem Schéitzer auch der Anteil der Erwerbslosen, die innerhalb drei Jahre wieder erwerbstétig werden,
schétzen. Da aber die Information von rdumlich mobilen Personen nach bzw. vor Umzug fehlt, muss
der Schétzer auf den rdumlich immobilen Personen und nicht auf der gesamten Stichprobe basieren,
wie das beim Horvitz-Thompson Schéitzer der Fall ist. Im Abschnitt 2.2 wird deshalb die Stichpro-
benziehung um eine zusétzliche Auswahlphase fiir Antwortausfille (Nonresponse) erweitert. Der dort
dargestellte Schétzer ist rein theoretischer Natur, da er fiir die Antwortausfille bekannte Wahrschein-
lichkeiten voraussetzt. Da die Wahrscheinlichkeiten im Allgemeinen unbekannt sind, werden Verfahren
betrachtet, bei denen die unbekannten Wahrscheinlichkeiten durch Schétzer ersetzt werden. Das fiihrt
aber zu nicht linearen Schétzern. Nicht lineare Schétzer lassen sich durch den Satz von Taylor durch
einen linearen Term und ein nicht lineares Restglied ausdriicken. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 wird
der Frage nachgegangen, wann das Restglied vernachlissigt werden kann, damit der Fehler bei der
Berechnung von Erwartungswerten und der Varianzen auf Basis des linearen Terms nicht allzu grof3

ist.

2.1 Grundbegriffe der Stichprobentheorie

Im Design-basierten Ansatz ist der Ausgangspunkt eine feste Grundgesamtheit von sogenannten Ein-
heiten U = {1,2,..., N} der GréBe N. Ein Beispiel fiir eine Grundgesamtheit ist die Bevolkerung
Deutschlands. Hierbei kann man zwischen Haushalten und Personen als Einheiten unterscheiden. Im
Zusammenhang mit den Einheiten stehen die Auspriagungen von Merkmalen. Eine beliebige Person hat
zum Beispiel das Merkmal Erwerbszustand, d.h. die Person ist entweder erwerbstétig, arbeitslos oder
entzieht sich dem Arbeitsmarkt. Ein bestimmtes Merkmal ist die Untersuchungsvariable und wird mit
y bezeichnet. Sie nimmt fiir die Einheit & € U die Auspriagung y; an. Ein mogliches Auswertungspro-
blem besteht darin den Mittelwert oder den Gesamtwert aller Werte der Untersuchungsvariable einer
Grundgesamtheit anhand einer Stichprobe zu schéitzen. Angenommen man interessiert sich fiir den
Anteil der arbeitslosen Personen in Deutschland. Aus Kosten- und Zeitgriinden kénnen aber nicht alle
in Deutschland lebenden Personen nach ihrem Erwerbszustand befragt werden. Welche Personen sol-
len ausgewéhlt werden, und wie schiatzt man mittels der erhobenen Daten den Anteil der arbeitslosen
Personen? Eine Menge s C U heif3t StichprobeE] Beispielsweise kann man auf Basis des Mikrozensus
den Anteil der arbeitslosen Personen in Deutschland schéitzen. Entscheidend fiir die Schéitzung der
Mittelwerte ist, auf welche Art und Weise die Einheiten aus der Grundgesamtheit in die Stichprobe

gelangen. Dieser Prozel der Auswahl der Einheiten aus der Grundgesamtheit wird Stichprobende-

U selbst und die leere Menge {} sind Stichproben.



sign genannt. Das Stichprobendesign p ist definiert auf der Menge aller méglichen Stichproben, die
aus der Grundgesamtheit gezogen werden kénnen. Nach diesem Design wird jeder Stichprobe s aus
der Menge der moglichen Stichproben & = {s C U} eine Wahrscheinlichkeit p(s) > 0 zugeordnet,
so dass ) _gp(s) =1 giltE| Die Kenntnis des Stichprobendesigns spielt eine entscheidende Rolle um
Groflen der Grundgesamtheit erwartungstreu schétzen zu kénnen. Formal ist das Design eine Funktion
p: Q — [0, 1] wobei Q =S ist.

Auf Basis des Stichprobendesigns ldsst sich die Auswahlwahrscheinlichkeit fiir jede Einheit k € U
bestimmen. Hierfiir wird der Begriff des Ereignisses benttigt. Eine Menge A C Q heifit Ereignis.
H = {A C Q} ist die Menge aller Ereignisse. Fiir Ereignisse A € H lassen sich Wahrscheinlichkeiten
mit Hilfe des Designs berechnen: P(A) = Y ,p(s). Fir A = {} ist > ,p(s) = 0 zu Verstehenﬁ
Zur Bestimmung von Auswahlwahrscheinlichkeiten fiir Einheiten k € U sind die folgenden Ereignisse
niitzlich. Im Folgenden bezeichnet {k € s} das Ereignis, dass die Einheit £ € U in der Stichprobe
enthalten ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist P({k € s}) = > ;¢ p(s) und wird mit
7 bezeichnet. Es wird davon ausgegangen, dass m; > 0 fiir alle £ € U ist. Somit hat jede Einheit
eine positive Wahrscheinlichkeit ausgewihlt zu werden. Mit {k,l € s} wird das Ereignis bezeichnet,
dass die Einheiten k € U und [ € U in der Stichprobe vertreten sind. Die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses ist my = P({k,l € s}) = > 1 15y P(5), wobei = my ist. Wiederum sei mp > 0 fiir alle
k,l € U vorausgesetzt.

Weiterhin wird eine Zufallsgrole benétigt, die angibt, ob ein Ereignis eintritt oder nicht. 14: Q — R
sei die Indikatorfunktion fiir ein Ereignis A € H mit 14(s) = 1, falls s € A ist und 14(s) = 0, falls das
Gegenteil der Fall ist. Der Erwartungswert von 14 ist Ey[14] = P(A). Hierbei wird der Erwartungswert
E,, die Varianz V,,, bzw. Kovarianz Cov, unter dem Design p bestimmtﬁ Fiir die Ereignisse {k € s}
und {k,l € s} lassen sich die Erwartungswerte berechnen: 7, = Ep[liresy] und my = Ep[lig eql-
Damit lésst sich auch die erwartete Stichprobengrofie berechnen: n = 3 7 Ey[1ireqy] = Doy 7k

Mit der obigen Notation lisst sich der Horvitz-Thompson Schitzer, Horvitz und Thompson| (1952)),
Vr: Q > R angeben. Der Schétzer basiert auf der gewichteten Stichprobe. Das Konzept, dass eine
Einheit fiir viele Einheiten in der Grundgesamtheit reprisentativ ist, ist eine natiirliche Konsequenz
aus dem Ziehungsverfahren, um Informationen beziiglich der Grundgesamtheit zu erhalten. Im Fall
der Schiitzung eines Mittelwertes Y = N~} > v Yk ist der Horvitz-Thompson Schétzer der Mittelwert
der mit wy = 1/m, gewichteten yy:

N 1
Yur = N ZU 1{k6$}wkyk (2.1)

Die Gewichte wy, k € U, heiflen Design-Gewichte. Dieser Schéitzer hat eine wiinschenswerte Eigen-

schaft, die seine Beliebtheit rechtfertigt, ndmlich er ist erwartungstreu unter dem Stichprobendesign

p:
- 1
Ep[Yur] = N U Ep[l{kes}]wkyk =Y

Allerdings sichert die Tatsache, dass Yir erwartungstreu ist, nicht vor der Moglichkeit, im Einzelfall

2Fiir eine Menge A C U bedeutet >~ 4, dass iiber alle Elemente der Menge A summiert wird, ZkeA.

3Wird ein Ereignis {iber eine Aussage A beschrieben, d.h. {s € S : A(s)} wobei die Aussage fiir die Stichprobe
entweder richtig oder falsch ist, dann wird im Folgenden nur die Aussage ausgeschrieben, d.h. {A(s)}.

4Der Index p wird hier verwendet um die Berechnung von der Berechnung in abzugrenzen.



Schétzergebnisse zu erhalten, die sehr weit von dem wahren Mittelwert Y liegen kénnenﬂ Deswegen
ist es von besonderer Bedeutung auch die Varianzen fiir die Schétzergebnisse angeben zu kénnen. Fiir

den Horvitz-Thompson Schétzer ldsst sich die Varianz wie folgt berechnen:

3 ey 1 Yk Yi
Vp[YHT] = Ng ZZU COVp[l{kes}, 1{[68}] = -~ N2 ZZU Ap=—= (2'2)

Tk T Tk T

mit Ayp; = mg — 7. Da im Allgemeinen aber nur eine Stichprobe s zur Verfiigung steht, ist die obige
Formel zur Berechnung der Varianz nicht anwendbar. Allerdings ldsst sich die Varianz erwartungstreu
durch

A yk yi
Tl T T

VHT = N2 ZEU {k,les} (2'3)
schitzen, da der Erwartungswert Ep[1g 4] = mx ist.
Es sei hier noch bemerkt, dass fiir eine fixe Stichprobengroie » ; 1yresy = >y T = 1, fast sichelﬂ,

die Varianz mit der Darstellung

5 _ Yk Ui 2
VP[YHT] - NQ ZZU (k - > (2-4)

™

berechnet werden kann. Auf dieser Darstellung basiert der erwartungstreue Varianzschétzer von Yates
und Grundy| (1953)) und Sen! (1953):

2
Vag = 2N2 >0 v L, lesy B <7Zi/]: - Zfl) (2.5)
Der Vorteil der Darstellung in und des Varianzschétzers ist, dass sich diese leicht nach oben
abschétzen lassen, indem nur Terme mit Ag; < 0 betrachtet werden.

In einer idealen Welt lassen sich der Horvitz-Thompson Schétzer und dessen Varianz schitzen.
Jedoch wird die Auspriagung des Untersuchungsmerkmals y in einer realen Welt nicht fiir jede Einheit
der Stichprobe erhoben. Das Phénomen, dass die Merkmalsauspragungen einzelner Einheiten der
Stichprobe unbekannt sind, nennt man Nonresponse. Im Folgenden sei Nonresponse definiert als der
Zustand, dass die Auspridgung des Untersuchungsmerkmals einer Einheit der Stichprobe unbekannt
ist. Konzeptionell wird davon ausgegangen, dass ein stochastischen Prozef fiir die Beobachtbarkeit

des Untersuchungsmerkmal verantwortlich ist.

2.2 Quasi-Randomization

Sei ein Stichprobendesign pp: S — [0, 1] gegeben und eine Stichprobe wird mit Hilfe dieses Designs
ausgewéahlt. Das Untersuchungsmerkmal y wird nicht fiir jede Einheit der Stichprobe s beobach-
tet. Sei r C s die Menge der Einheiten, fiir die das Untersuchungsmerkmal beobachtet wird. Quasi-
Randomization bedeutet, dass r wie eine zufillige Auswahl behandelt wird. Damit ist die theoretische
Chance gegeben, einen erwartungstreuen Schitzer zu erhalten.

Bei Quasi-Randomization, (Oh und Scheuren| (1983)), geht man also davon aus, dass die Einhei-

5Dies gilt insbesondere bei Stichprobendesigns mit ungleichen Auswahlwahrscheinlichkeiten und Merkmalen mit grofier
Streuung, vgl. Basu’s berithmtes Elefanten-Beispiel, [Basu| (1971)).

Ein Ereignis A € H heifit fast sicher, falls P(A) = 1 gilt. Im vorliegenden Fall bedeutet dies, dass alle s € Q mit
p(s) > 0 eine Stichprobengréfe von n haben.



ten, fiir die die Ausprigung von y beobachtet wird, durch einen Response-Prozel ¢(:|s): S — [0, 1]
ausgewihlt werden. Man nimmt also an, dass die Auswahl der Einheiten und deren Untersuchungs-
merkmal in zwei Phasen erfolgt. Die Auswahl von Einheiten in zwei Schritten geht urspriinglich auf
Neyman (1938) zuriick. In der ersten Phase werden Merkmale erhoben, die mit dem Untersuchungs-
merkmal korreliert sind, jedoch nicht das Untersuchungsmerkmal selbst. Erst in einer zweiten Phase
wird das Untersuchungsmerkmal fiir eine Teilmenge der Einheiten der ersten Phase erhoben. Dieses
Prinzip ldsst sich auf Nonresponse iibertragen. Der Response-Prozef ist aber im Gegensatz zum Stich-
probendesign unbekannt. Eine erste Restriktion fiir den Response-Proze ist ) ¢ q(r|s) =1 fiir s € S
mit pp(s) > 0. Fiir Mengen, die Einheiten enthalten, die nicht selbst durch das Stichprobendesign
ausgewéhlt wurden, d.h. » € s, gilt ¢(r|s) = 0. Fiir nicht-realisierbare Stichproben, p(s) = 0, sei
q(r|s) = 0.

Sei Q@ = S x S der Stichprobenraum. Die Auswahl der Einheiten p: Q — [0, 1] ist durch p(s,r) =
q(r|s)pp(s) definiert. Die Menge der Ereignisse sei H = {A C Q} und mit Hilfe von p lassen sich
Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse A € H berechnen. Fiir das Ereigni&ﬂ {k € s}, d.h. die Einheit
k € U ist durch das Stichprobendesign ausgewéahlt worden, ist die Wahrscheinlichkei@

T = ey P(5:7) = sy a0r19)00(5) = X guan Po(5):

Analog ist fiir das Ereignis {k,! € s} die Wahrscheinlichkeit

TRl = E{k,les}p(sa r) = Z{k,les} q(r|s)po(s) = Z{sgk,z} po(s).

Sei Z: Q — R? eine messbare Zufallsgrbﬁéﬂ und F C H eine Mengen-Algebra bzw. o-Algebra. Der
bedingte Erwartungswert E,[Z|F]: Q — R? erfiillt

E,[15Ep[Z]F]] = Ep[157] (2.6)

fir jedes B € F. Der bedingte Erwartungswert ist nur fast sicher eindeutig, d.h. bis auf Ereignisse
B € F mit P(B) = Y gp(s,r) = 0. Mit dem Konzept des bedingten Erwartungswertes sind die
bedingten Wahrscheinlichkeiten eng verkniipft. Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A € H
ist P(A|F) = E,[14|F]. Betrachtet man F = {{},Q, B, B¢} fiir B € H, dann gilt P(A|F)(s,r)P(B) =
P(ANB) fur (s,r) € B. Dies folgt aus der Definitionsgleichung des bedingten Erwartungswertes und
aus der Tatsache, dass E,[14|F] konstant auf B ist. Damit ldsst sich die bedingte Wahrscheinlichkeit
fiir das Ereignis A gegeben B schreiben als P(A|B).

Sei nun F = {A x S : A C S} die verfiighare Information nach Auswahl der ersten Phase. Zum
Beispiel ist das Ereignis {k € s} in F enthalten. Das Ereignis {k € r} ist jedoch nicht enthalten. Es
ist # C H und F ist eine Mengen-Algebra. Eine Version des bedingten Erwartungswertes E,[Z|F] :
Q — R% ist durch E,[Z|F|(s) = 35 Z(s,7)q(r|s) gegeben, da E,[Z|F| konstant auf B = {s} x S € F

"{k € s} ist die Kurzform von {(s,r) € Q: k € s} und {k,l € s} ist die Kurzform von {(s,r) € Q: k,I € s}.

8{(s,1) € Q: k € s} und {(s,7) € Q: k,I € s} sind Ereignisse der Form A x S wobei A C & ist. Im ersten Fall ist
A={s2k}={s€S: k€ s} und im zweiten Fall ist A={s 3k, I} ={s€S:k,l € s}

9R? ist im Folgenden der d-dimensionale euklidische Raum mit R! = R. Er ist ausgestattet mit der borelschen o-
Algebra B(R?). (R, B(R%)) ist sowohl ein topologischer als auch ein messbarer Raum. Eine Funktion Z : Q — R ist
H-messbar, falls {Z(s,7) € A} Element von H fiir jedes A € B(R?) ist.
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ist. Definiert man

gk(S) — ZS 1{k€T}(S?T)Q(T|S) k €s und pD(S) > 0
1 sonst

dann ist 0y keine Version des bedingten Erwartungswertes Ep[lizeq|F]. Denn muss auch fiir
B = {k ¢ s} € F gelten. Jedoch ist E,[150k] # Ep[1plxe,y]. Aber es gilt Ep[liep|F] = Oklires fast
sicher. 0 : 2 — R ist die Response-Wahrscheinlichkeit fiir die Einheit & € U. Analog definiert man

1 (s, m)q(rls) k,I € s und 5)>0
gkl(s):{lzs ey (erlaCle) 1 €0 und 5ofe)

und es gilt Ep[1g e,y F] = Orilr s fast sicher.
Sei nun wygg: Q — R mit wyy, = (70;) ! fiir k£ € U. Bei Quasi-Randomization ist

N 1
Yu = 5 2v Likery Omkyn (2.7)

ein erwartungsteuer Schétzer. Denn unter dem Stichprobendesign und dem Response-Prozef} gilt:

. - 1
Ep[Yu] = Ep[Ep[Y| F]] = N >ov Ep[Ep[1kery [ Flwnr]ye
1
= N ZU Ep[l{kes}gkka]yk

1 1
-N ZU Ep[l{kes}]wkyk = N ZU Yk

da die ZufallsgroBen wyy, fiir jedes k € U F-messbar sind. Man beachte, dass EP[YM].F] (fast sicher) der
Horvitz-Thompson Schétzer unter dem Design pp, ist. Man beachte auch, dass die Wahrscheinlichkeit
fir die Auswahl der Einheit £ € U und, dass das Untersuchungsmerkmal beobachtbar ist, P({k €
7}) = Ep[l{res) k] gilt. Die erwartete StichprobengroBe ist n = ) ;; Ep[lires)0k)-

Mit Hilfe des bedingten Erwartungswertes lésst sich die bedingte Varianz definieren: V,[Z|F]| =
E,[(Z—E,|Z|F))?|F] = Ep|Z%| F]—E,[Z|F)? wobei Z : Q — R eine Zufallsgréie ist. Die Gesamtvarianz
von Z lasst sich dann in zwei Teile zerlegen: Vp[Z] = V,[E,[Z|F]] + Ep[V,[Z|F]]. Der erste Teil ist
durch die Varianz des Horvitz-Thompson Schétzers unter dem Design p, gegeben. Fiir den zweiten

Teil beachte man, dass

Ep[1igierywnrwm| Fl = Ep[lig ey [Flunmwm = 1k ies) Oriwnrwm

gilt. Folglich ist die Varianz von Ya:

1

V,[Yu] = Ng Sy An A ot N b (>0 Lk gest Amw (wniryi) (wanyr)| (2.8)

mit Ay = mp; — mpm und Angg = 0k — 00;. Die Varianz lidsst sich erwartungstreu schétzen durch

Apl Yk vy 1 Ak

Vie = N2 > u Ykjery —p— t N2 YU 1{k,l€r}Tkl(kayk)(leyl) (2.9)

1Okt Tk T

Wie man an ([2.8) sieht, ist die Varianz bei Nonresponse grofer.
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Die Wahrscheinlichkeiten 6, k € U, sind unbekannt und daher kann nicht direkt angewen-
det werden. Man kann auch nicht auf die Response-Wahrscheinlichkeiten verzichten, da der Schétzer
N1 l{kerywryr verzerrt ist. Folglich miissen die Response-Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden.

Sei fu: A x B — [0,1] eine Funktion wobei A € R und B C R A ist der Parameter-Raum
und B ist der Pradiktor-Raum, wobei die lineare Hiille von B die Dimension d hat. Im weiteren
Verlauf der Arbeit werden nur Verfahren, bei denen 1/6) durch fM(j\,xk) ersetzt wird, betrachtet.
Hierbei ist \: Q — A eine Zufallsgrofle und x; € B sind individuelle Merkmalsauspriagungen, die

nach der Stichprobenziehung fiir alle Einheiten k& € s beobachtbar sind. Das Ersetzen von wyy; durch
WMp = wka(S\, Xk) in ergibt

1 )
Yo = v 2v LkeryOnnyr (2.10)

Dies ist im Allgemeinen kein linearer Schétzer mehr. Der Erwartungswert und die Varianz eines
nicht linearen Schétzers lassen sich oft nicht exakt berechnen. Jedoch lassen sich nicht lineare Schétzer
durch den Satz von Taylor linearisieren. Ein approximativer Ausdruck fiir den Erwartungswert bzw.
fiir die Varianz basiert dann auf dem linearen Anteil der Taylor-Entwicklung. Der Fehler der Appro-
ximation h&ngt von einem nicht linearen Restglied ab. Lésst man die Grundgesamtheit beliebig grofl
werden, lassen sich unter gewissen Annahmen die asymptotischen Konzepte aus dem frequentistischen

Ansatz der Statistik auf den Fehler iibertragen.

2.3 Asymptotische Betrachtungsweise

Um nicht lineare Schétzer zu vergleichen bzw. zu bewerten ist die Nutzung des Konzepts von |[Fuller
und Isaki (1981)) und Isaki und Fuller| (1982)) hilfreich. Dieser Ansatz geht davon aus, dass die Groéfie der
Grundgesamtheit gegen unendlich wéchst. Hierbei betrachtet man eine Folge Uy, t € N, von Grundge-
samtheiten der Grofien Ny, wobei die Grundgesamtheiten ineinander geschachtelt sind, d.h. Uy C Ugyq
und N; < Niyp. Fiir jede Grundgesamtheit Uy sei €y der Stichprobenraum. Die Stichprobenrdume
sind geschachtelt: €, C Q441, t € N. Fiir die Auswahl der Einheiten, p, : @, — [0,1], ¢t € N, gilt,
dass die erwarteten Stichprobengrofien anwachsen, d.h. ny < ngy1. Im Falle von Quasi-Randomization
besteht p; :  — [0,1], ¢t € N, aus zwei Komponenten, dem Stichprobendesign pp:: S — [0, 1] und
dem Response-Proze ¢;(-|s): S — [0,1] mit s € S;, wobei S; die Menge der méglichen Stichproben
aus U, ist.

Um Folgen von ZufallsgréBen zu betrachten sei Q0 = [],cy € der Produktraum. Im Falle von Quasi-
Randomization ist 2 die Menge aller Abbildungen (s,7) : N = Qo mit (s,7); € Qp und Qoo = ;e -
AuBlerdem sei H die kleinste o-Algebra, so dass alle natiirlichen Projektionen proj, : € — ; mit
proj,(s,7) = (s,7)s, t € N, messbare Abbildungen sind. H; = {proj; *(A) : A C @} sind alle méglichen
Ereignisse bei der Auswahl aus der Grundgesamtheit U;. Mit Kolmogorovs Erweiterungssatﬂ gibt es
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (2, H), so dass fiir jedes t € N und A; C Q,

P ({(s,7)e € Ac}) = D4, pel(s,7)i]

gilt.

10Mit der diskreten Metrik sind alle Teilmengen von €, offen. Da es nur endlich viele Teilmengen gibt, ist € ein
kompakter metrischer Raum, wobei die Potenzmenge von 2 eine Borelsche o-Algebra ist.
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Bei dieser Betrachtungsweise sind die Ereignisse {k € s;}, {k,l € s}, {k € ry} und {k,l € r;} fiir
k,l € U, und alle t € N, iiber die natiirlichen Projektionen definiert und in H; enthalten. Beispielsweise
ist {k € s;} = {proj; *(s,7)¢ : (s,7); € Q und k € s;}. Die zugehorigen Indikatorfunktionen 14 :
Q — R fiir Ereignisse A € H; sind H;-messbar. Obwohl die Indikatorfunktionen fiir Folgen aus {2
definiert sind, dndern sie ihren Wert nur, falls sich (s,7); € €, &ndert. Sie konnen also auch als
Funktionen 14: ©Q; — R, A € H;, betrachtet werden. Die durch das Stichprobendesign induzierten

Auswahlwahrscheinlichkeiten sind

Tre = B [Likes,y) wnd me = B [Lig ey

fiir k,1 € U; und alle t € N. Sei auBerdem F; = {proj; (A x S;) : A C &;} die verfiigbare In-
formation nach Auswahl mit den Stichprobendesign aus der Grundgesamtheit U;. Die Response-
Wahrscheinlichkeiten g : Qo — [0,1] und €gjs : Qoo — [0, 1] kénnen wie im letzten Abschnitt fiir
k,l € Us und jedes t € N definiert werden, bzw. sind implizit durch die Gleichungen

E [Lires 31 Ft] = Likes 0k und E [Lgg s,y Ft] = Ligies,)One

fast sicher eindeutig gegeben.
Mit dem obigen Konezpt und dem einhergehenden Wahrscheinlichkeitsraum (2, H, P) lassen sich
fiir Folgen von Schétzfunktionen Vi Q— R, t € N, definiert durch

. 1 )
Y: = A > U, Lkerad WMEeYr Mit wike =
t

fir k e Uy, t € N

ThtYkt

asymptotische Betrachtungsweisen anstellen. Man beachte, dass ohne Nonresponse unter Y; der Hor-
vitz-Thompson Schétzer zu verstehen ist.

Um den Schétzer bewerten zu kénnen, miissen zunéichst Annahmen bzgl. der asymptoti-
schen Figenschaften seines theoretischen Pendants ([2.7]) getroffen werden. Hierbei geht es also um die
Frage, wie sich Y, zu Y, = E[Yt] asymptotisch verhilt. Der Abstand zwischen zwei Zufallsgrofien kann
durch verschiedene Metriken ausgedriickt werden. Y, ist dann fiir grofle t € N beziiglich der gew&hlten
Metrik nahe an Y;. Hierzu wird das Konzept der Schwachen Konvergenz, der Konvergenz in Wahr-
scheinlichkeit und der gleichgradige Integrierbarkeit benétigt. Um diese Konzepte zu erldutern, wird
die Maf}- und Integrationstheorie vorausgesetzt. Die folgenden Ausfiihrungen geben eine Einfithrung
in diese Konzepte.

Sei Z;: Q — R%, t € N, eine Folge von Zufallsgrofien wie zum Beispiel \/ﬁt(f@ —Y;). Bei schwacher
Konvergenz betrachtet man nicht die Zufallsgrofle direkt, sondern die durch sie induzierten Wahr-
scheinlichkeitsmaBe P, = P o Z; ' : B(RY) — [0,1], t € N:

Definition (Schwache Konvergenz). Die Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen P;: B(R?) — [0,1], t €
N, konvergiert schwach gegen P, : B(RY) — [0, 1], falls fiir alle stetigen und beschréinkten Funktionen
f:RY =R

timg e [ £AP = [ fdPx

gilt.

13



Diese Definition basiert allein auf einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Falls P, = P o Z, L
schwach gegen P, : B(R?) — [0,1] konvergiert, dann heiBt die Folge von ZufallsgréBen Z;, t € N,

schwach konvergent. Wegen

Blf(20) = [ #(Z)ap = [ far

gilt limy 00 B[f(Z;)] = E[f(Zso)] fiir alle stetigen und beschrénkten Funktionen f: R? — R und jede
ZufallsgroBle Zo,: Q — RY mit Po, = Po Z L
Um den Begriff der schwachen Konvergenz nutzen zu kénnen, sind weitere dquivalente Darstellun-

gen geeignet. Diese Darstellungen sind im Rahmen des Portmanteau-Theorems zusammengefaft.

Satz (Portmanteau-Theorem). Sei P;: B(R?) — [0, 1], t € N, eine Folge von Wahrscheinlichkeitsma-

Ben. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

1. im0 / fdP, = / fdPy fiir alle stetigen und beschrinkten bzw. fiir alle beschrénkten
Lipschitz-stetigen Funktionen f:R? — R

2. limsup,_, / 14dP < / 14 dPy fiir alle abgeschlossenen Mengen A C R
3. liminf; / 14dP; > / 14 dPy fiir alle offenen Mengen A C R¢

4. 11mti)oo/1A dPt = /].A dPoo fiir alle A C Rd mit /]-CIA\IntA dPOO = 0 wobei Cl A der Ab-

schluss von A und Int A das Innere von A ist

5. limy o / fdP, = / f dPy fiir alle beschriinkten Funktionen f: R — R, die Ps - fast iiberall
stetig sind

Beweis. Sei A C R? eine abgeschlossene Menge. Seien die gleichmiBig stetigen Funktionen fj,: R¢ — R,
k € N, durch

fe(z) =1 —min{kinf,ca ||z — a|, 1}

definiert. Diese Funktionen sind Lipschitz-stetig und konvergieren punktweise gegen die Funktion

14: R? - R. Dann folgt aus der Aussage 1 und des Satzes von Lebesgue die Aussage 2:

/IA dPy = limk%oo/fk dPs = limg_yo0 limsup,_, /f;,C dP; > limsup;_, / 14dP;

Die Aussage 3 folgt aus der Aussage 2 durch Komplementbildung. Aus beiden Aussagen zusammen
folgt

/ 1IntA dPoo S lim inft_mo / 1IntA dPt S lim inft_>oo / 1A dPt
glimsuptﬁoo / 1A dPt < limsuptﬁoo / 1ClA dPt < /1CIA dPOO

Da der Rand nach Voraussetzung das Mafl Null hat, folgt Aussage 4. Ohne Einschrinkung sei nun
0 < f <1 fiir die P - fast iiberall stetig Funktion f: R? — R. Mit der Aussage 4 konvergiert die
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Folge

P({f za})= /1{f2a} dp;, teN

fiir alle a € R, wobei der Rand von {f > a} das Mafl Null hat, gegen

Poo({fza}):/l{fZa}dPoo

Es gibt aber nur hochstens abzihlbar viele a € R, fiir die der Rand von {f > a} ein Maf} grofler als
Null hat. Denn der Rand ist Teilmenge von B U {f = a} wobei B die Menge der Unstetigkeitsstellen

von f ist, welche nach Voraussetzung das Ps-Mafl Null hat und
Po({f=a})= / L=y dPoo

kann nur fiir héchstens abzéhlbar viele a € R einen Wert gréfler als Null habenE Also konvergiert
P,({f > a}) als Funktion von a € R beziiglich des Lebesgue-Mafles fast iiberall gegen Py ({f > a}).
Dann folgt mit dem Satz von Lebesgue die Aussage 5:

1
0 0

[rara= [ Puts = ap)da = timi o /IPt({fZa})daztlggo [ rar

Aussage 1 folgt trivialerweise aus Aussage 5. O

Mit der Aussage 5 des Portmanteau-Theorems folgt das sogenannte Continuous Mapping Theorem.
Dieses Theorem macht eine Aussage dariiber, dass stetige Funktionen angewendet auf Zufallsgrofien

deren Eigenschaft der schwachen Konvergenz beibehalten.

Korollar (Continuous Mapping Theorem). Seien Z;: Q — R4, ¢t € N, und Zo,: Q — R Zufallsgrofen
mit der Eigenschaft, dass P, = Po Z; ': B(R?) — [0, 1] schwach gegen Ps: B(R?) — [0, 1] konvergiert.
AuBerdem sei f: RY — R? eine P, - fast iiberall stetige Funktion. Dann konvergiert die Folge f o Zy,
t € N, schwach gegen f o Z.

Sei Z;: 2 — R, t € N| eine Folge von Zufallsgréfien, die schwach gegen Z, : 2 — R konvergiert.
Mit dem Continuous Mapping Theorem konvergiert auch |Z;|, ¢t € N, schwach gegen |Z|. Auflerdem
gibt es nur hochstens abzéhlbar viele Stellen a € R mit P({|Zs| = a}) > 0. Also gibt es zu jedem
e > 0ein My > 0, so dass P({|Zoc| > Mop}) < /2 und P({|Zsc| = My}) = 0 gilt. Mit Aussage 4 des
Portmanteau-Theorems konvergiert P({|Z;| > My}) gegen P({|Zs| > Mp}). Es gibt also ein ¢ty € N,

so dass
P({|Zi| > Mo}) < P({|Zoc| > Mo}) + |P({|Z¢] > Mo}) — P({|Zc| > Mo})| <€

fiir alle ¢t > to ist. Fiir die endlich vielen ¢ < tg gibt es ein M; > 0, so dass P({|Z] > M;}) < ¢ ist.
Damit ist P({|Z| > M}) < e fiir M = max{ My, M7} und alle ¢t € N. Der mehrdimensionale Fall lisst
sich analog zeigen. Eine schwach konvergente Folge von Zufallsgrofien ist also in Wahrscheinlichkeit
beschrankt.

1 Es kann hochstens k € N Stellen a € R geben mit Peo ({f = a}) > 1/k. Sonst wiire es kein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Die Vereinigung iiber k € N ist eine abzdhlbare Vereinigung endlicher Stellen und somit abzéhlbar.
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Definition (Beschrianktheit in Wahrscheinlichkeit). Z; : Q — R?, t € N, ist in Wahrscheinlichkeit
beschrénkt, falls es fiir jedes € > 0 ein M > 0 existiert, so dass P({||Z¢|| > M }) < ¢ fur alle t € N gilt.

Die Schreibweise Z; = O,(1) bedeutet, dass die Folge Z;, t € N, in Wahrscheinlichkeit beschréankt
ist. Falls es eine Folge reeller Zahlen a; > 0, t € N, gibt, so dass a; 1 Z, in Wahrscheinlichkeit beschriinkt
ist, dann wird die Schreibweise Z; = O (a;) benutzt. Die Folge a;, t € N, stellt eine asymptotisch obere
Schranke dar. Falls Z;: Q@ — R, ¢t € N, und Z: Q= R, t € N, in Wahrscheinlichkeit beschréankt sind,
dann ist auch das Produkt ZtZt in Wahrscheinlichkeit beschréinkt Folglich gilt ZtZt = Op(aiay), falls
Z; = Op(at) und 7, = Op(at) gilt. Die Summe Z; + 7, ist ebenfalls in Wahrscheinlichkeit beschréink
und es gilt Z; + Z; = Op(max{as, ai}), falls Z; = Op(az) und Z; = Op(ay) gilt.

Sei Zy = (Zv,..., Zg): Q@ — RE ¢t € N, und Zy = Op(ai) fir ¢ = 1,...,d. Dann ist Z; =
Op(max;{ait}), da || Z¢|| <>, |Zit| gilt. D.h. die asymptotische obere Schranke eines Vektors oder einer
Matrix wird durch die maximale obere Schranke der Einzelkomponenten bestimmt. Sei f: R¢ — R?
eine P, - fast iiberall Lipschitz-stetige Funktion und YV, - Y, = Op(at) wobei Y;: Q — RY eine Folge
von Schiitzfunktionen fiir Y; € R? ist. Dann ist auch f(Y;) — f(Y) = Op(ay).

Falls \/ﬁt(fft —Y3), t € N, schwach konvergiert, dann ist die Folge in Wahrscheinlichkeit beschrénkt.
Zu vorgegebenen ¢ > 0 gibt es ein M > 0, so dass P({y/n,|V; — Yi| > M}) < ¢ fiir alle t € N gilt.
AuBerdem gibt es zu § > 0 ein ty € N mit §/n, > M. Somit ist P({|Y; — Y| > 6}) < ¢ fiir t > to.
Also konvergiert Y; — Y; in Wahrscheinlichkeit gegen Nul

Definition (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Z;: © — R? ¢ € N, konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen Zo.: ) — R falls es fiir jedes ¢ > 0 und jedes § > 0 ein to € N existiert, so dass P({||Z; — Zwo|| >
0}) < e fiir alle ¢ > ¢g gilt.

Falls Z; = (Zy, ..., Zag): Q@ — R? in Wahrscheinlichkeit gegen Zoo = (Z1oos - - - Zaoo) : 2 — RE
konvergiert, dann konvergiert wegen |Z; — Zio| < || Zt — Zoo|| fir i = 1,...,d auch jede Komponente
von Zy. Falls |Zyy — Zio| < 0/d fir i =1,...,d dann ist || Z; — Zo|| < >°; | Zit — Ziso| < 6 und es gilt

P12 = Zeol > 63) < 52 P({[Zit = Zioo| > 6/d})

Falls Z;;: 2 — R fiir jedes ¢ = 1,...,d in Wahrscheinlichkeit gegen Z;, : {1 — R konvergiert, dann
konvergiert auch Zy = (Z14, ..., Zat) gegen Zoo = (Zioos - -+ Zdoo)-

Sei V;: Q > R, ¢t € N, ein Folge von Schitzfunktionen fiir die entsprechenden Groflen Y; € R.
Falls Z, = Y; — Y; in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, dann heif3t Y, Design-konsistent fiir
Y;. Man beachte, dass die Differenz in Design-Wahrscheinlichkeit gegen einen fixen Wert konvergiert.
Falls V;, ¢t € N, selbst gegen einen endlichen Wert konvergieren soll, muss zusétzlich gefordert werden,
dass Yo = limy o Y; endlich ist. Wegen |ﬁ - Y| < ]f/t — Y| + Yz — Yoo!| konvergiert daher Y; in
Design-Wahrscheinlichkeit gegen den fixen Wert Y.

Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen schwacher Konvergenz und der Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit. Falls Z; : © — R? ¢ € N, schwach gegen eine Konstante a € R? konvergiert,

2 41Z,) < MYyN{|Z] < M} ist Teilmenge von {|Z;Z;| < MM} und somit ist P({|Z;Z:| > MM}) < P({|Z:| >
MY}) + P({|Z:| > M}) fiir beliebige M > 0 und M > 0.

Y|z < M/2} n{|Z| < M/2} ist Teilmenge von {|Z:| + |Z:] < M} und |Z: + Zi| < |Z| + |Zi|. Damit ist
P{|Zs + Z:| > M}) < P({|Z¢] > M/2}) + P({|Z:] > M/2}) fiir beliebiges M > 0.

“Die Annahme bei Deville und Sirndal (1992), dass Y; — Y; bei gleichzeitiger schwacher Konvergenz von \/ﬁt(?} -Y:)
in Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, ist daher redundant.
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dann konvergiert die Folge auch in Wahrscheinlichkeit gegen diese Konstante. Sei Ps,: B(RY) — [0, 1]
wobei fir B € B(R?), a € B, Py(B) = 1 gilt. Dann hat A(0) = {z € R? : ||z — a|| < 6} fiir jedes
0 > 0 einen Rand mit Py-Mafl Null und selbst das P,,-Mafl Eins. Daher ist fiir jedes § > 0 mit dem

Portmanteau-Theorem
limt_mo P({”Zt - CLH < (5}) = hmt_wo / 1A(6) dPt = / 1A(6) dPOO =1

Umgekehrt folgt aus der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die schwache Konvergenz. Hierzu sei A C
R? eine abgeschlossene Menge und As; = {z € R? : inf,ca ||z — a| < 6} eine Menge, die um einen
0-Rand grofler als A ist. Seien Z;, t € N, und Z,, Zufallsgréfien. Mit der Definition von Ay gilt fiir
jedes t € N

P({Z € A}) =P({Z: € A, Zs — Zoo|l > 0}) + P({Zs € A, | Zs — Zoo < 6})
<P{lIZi — Zx| > 0}) + P({Z € As})

Falls Z;, t € N, in Wahrscheinlichkeit gegen Z., konvergiert, gilt
limsup, ,.. P({Z: € A}) < P{Z«x € As})

fiir jedes § > 0. Wegen A = (5. As und der montonen Konvergenz-Eigenschaft von Maflen folgt mit
Aussage 2 des Portmanteau-Theorems, dass Z;, t € N, schwach gegen Z., konvergiert.

Ersetzt man in dieser Argumentation Zo, durch eine schwach gegen Z., konvergente Folge, Z;,
t € N, dann konvergiert Z;, t € N, schwach gegen Z,, falls die Differenz Z; — Z, in Wahrscheinlichkeit
gegen Null konvergiert. Dies kann man auf folgende Weise nutzen. Falls Z;, t € N, schwach gegen eine
Konstante a € R? konvergiert und Z;, t € N, schwach gegen Z,, konvergiert, dann konvergiert (Z, a)
schwach gegen (Zuo,a) und (Z;, Z;) in Wahrscheinlichkeit gegen (Z;,a). Somit konvergiert (Z, Z;)
schwach gegen (Z,a).

Sei V; :Q — R der Horvitz-Thompson Schiitzer fiir den Mittelwert Y; € R. Falls Y, — Y; schwach
gegen Null konvergiert und der Grenzwert lim;_,, Yz = Y5 endlich ist, dann konvergiert (f/t -Yi, V)
schwach gegen (0, Yoo ). Mit dem Continuous Mapping Theorem konvergiert dann auch (f/}, Y:) gegen
(Yao, Yao). Aber auch die Differenz f(Y;) — f(V;) konvergiert schwach gegen Null fiir jede Funktion
f:R — R, die in einer offenen Umgebung von Y, stetig ist. Da die Differenz gegen Null konvergiert,
konvergiert, f (Yt) — f(Y%) auch in Wahrscheinlichkeit gegen Null.

Aus den beiden Annahmen von Deville und Sérndal| (1992)), der Grenzwert Yo, = lim; oo Y7 exi-
stiert fiir den Mittelwert in der Grundgesamtheit und \/ﬁt(fft —Y:) konvergiert schwach, wobei Y; der
Horvitz-Thompson Schétzer fiir Y; ist, folgt, dass Y; — Y; in Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert.
Weiterhin konvergiert Y; auch in Wahrscheinlichkeit gegen Y. Darauf basierend konvergiert auch die
Differenz f(Y;) — f(Y;) in Wahrscheinlichkeit gegen Null. Ein Verhéltniswert 158t sich damit auf Basis
von zwei Horvitz-Thompson Schétzern Design-konsistent schétzen.

Der néchste Satz zeigt, dass stetige Abbildungen die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit erhalten:

Satz (Continuous Mapping Theorem, Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Seien Z;: Q — R%, ¢t € N,
und Z.: Q — R? ZufallsgroBen mit der Eigenschaft, dass die Folge Z;, t € N, in Wahrscheinlichkeit
gegen Zo, konvergiert. AuBerdem sei f: R — R¥ eine Py, = Po Z ! - fast iiberall stetige Funktion.
Dann konvergiert die Folge f o Z;, t € N, in Wahrscheinlichkeit gegen f o Z.
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Beweis. Angenommen f o Z;, t € N, konvergiert nicht in Wahrscheinlichkeit gegen f o Z,,. Dann gibt
es € >0, 6 > 0 und eine Teilfolge Z, ), t € N, ¢ : N — N monoton, so dass P({[[f(Z,«)) — f(Zx)| >
€}) > 4 fiir alle ¢ € N gilt. Nach Voraussetzung konvergiert Z, ), t € N, in Wahrscheinlichkeit gegen
Z~. Jede in Wahrscheinlichkeit konvergente Folge hat eine fast sichere konvergente Teilfolge. Daher

P

Zo konvergiert. Mit dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit konvergiert auch fo Z;

gegen f o Zs,. Aber dann konvergiert diese auch in Wahrscheinlichkeit gegen f o Z.,. Somit ist Null
Héufungspunkt der Folge P({||f(Z,) — f(Zo)| > €}), t € N, Widerspruch. O

gibt es eine weitere Teilfolge Zz,1)), t € N, ¢ : N — ¢(N) monoton, so dass diese fast sicher gegen
(o(1))> t € N, fast sicher

Eine schwach konvergente Folge von Zufallsgréfien ist in Wahrscheinlichkeit beschrénkt. Sie kon-
vergiert in Wahrscheinlichkeit, falls sie eine asymptotische obere Schranke besitzt, die gegen Null
konvergiert. Hier stellt sich nun die Frage, wann lim;_,~ E[Z;] = E[Z] gilt, falls die Folge Z;, t € N,
schwach gegen Z., konvergiert. Denn der Grenzwert der Erwartungswerte muss nicht mit dem Er-
wartungswert des Grenzwertes iibereinstimmen. Mit dem Lemma von Fatou und der Aussage 3 des

Portmanteau-Theorems folgt
E[Zy] = / P({Zx > a})da < lim inft_mo/ P({Z; > a})da = liminf;_, E[Z}]
0 0

wobei Z;: @ — R, t € N, eine Folge von nicht-negativen Zufallsgrofien ist, die schwach gegen Zy,: 0 —
R konvergiert. Die schwichste Forderung, damit lim; o, E[Z;] = E[Z] bei schwacher Konvergenz

gilt, ist, dass die Folge Z;, t € N, gleichgradig integrierbar ist. Das wird im Folgenden gezeigt.

Definition (Gleichgradige Integrierbarkeit). Eine Folge Z; : Q — RY t € N, heifit gleichgradig

integrierbar, falls es fiir jedes € > 0 ein M > 0 existiert, so dass

E[|1Zil1z5m3) <€

fir alle t € N gilt.

Falls Z; gleichgradig integrierbar ist, sind wegen |Z;| < ||Z;]| fiir ¢ = 1,...,d auch alle Einzelkom-

ponenten gleichgradig integrierbar:

E[|Zul1qz.5m) < E[I1Zel1gz50m]

Umgekehrt ist bei gleichgradiger Integrierbarkeit der Einzelkomponenten wegen ||Z:|| < dmax {Z;;}
auch Z; gleichgradig integrierbar:

E (1 Z1z50) < S50 B [d Zitl 1 g 20 011]

Deshalb gelten die folgenden Aussagen auch fiir den mehrdimensionalen Fall. Man beachte, dass
aus der Beschrinktheit von E[|Z;|] nicht die gleichgradige Integrierbarkeit folgt. Jedoch folgt die
Beschrianktheit von E[|Z;|] aus der gleichgradigen Integrierbarkeit. Aber die Folge Z;, t € N, ist
gleichgradig integrierbar, falls E[|Z;|?], a > 1, beschrankt ist, da

E[|Z1z,50y] < MTTOE[|Z,]%]
gilt.
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Die néchsten beiden Sétze zeigen, dass bei schwacher Konvergenz die gleichgradige Integrierbarkeit

aquivalent zur Konvergenz im Mittel ist, Billingsley| (1999)).

Satz. Die Folge Z;: Q@ — R, t € N, sei gleichgradig integrierbar und konvergiere schwach gegen
Zso: 2 — R. Dann ist Z, integrierbar und es gilt lim;_, E[Z;] = E[Z].

Beweis. Fir eine gleichgradig integrierbare Folge gilt E[|Z;|] < oo, t € N. Also ist liminf; o E[Z]
endlich und mit der Aussage 3 des Portmanteau-Theorems Z,, integrierbar, siche oben. Sei Z;" der
Positivteil und Z; der Negativteil von Z;. Mit dem Continuous Mapping Theorem konvergiert Z;", t €
N, schwach gegen Zf und Z; , t € N, schwach gegen Z; . Wegen Z; = Zt“' — Z, reicht es aus, die obige
Behauptung fiir eine nicht negative Folge zu zeigen. Sei € > 0. Da die Folge gleichgradig integrierbar
ist gibt es ein M; > 0 mit E[Z;1 (Ze> Ml}] < £/3. Da der Erwartungswert absolut stetig ist, gibt es ein
My > 0 mit E[Zoc1{z, sap)] < €/3. Wéhlt man nun M > max{M;, Ma} mit P({Z., = M}) = 0,
dann folgt mit der Aussage 4 des Portmanteau-Theorems P({a < Z; < M}) — P({a < Zoo < M}) fiir
jedes a < M mit P({Z = a}) = 0. Da es nur abzéhlbar viele Stellen a < M mit P({Zs = a}) >0
gibt, folgt mit dem Satz von Lebesgue

M M
hmtﬁoo/o P({a<Zt§M})da:/0 P{a< Zy < M})da

Somit gibt es ein ty € N, so dass die absolute Differenz der Integrale kleiner /3 fiir alle ¢ > tg ist.
Also gibt es fiir jedes € > 0 ein #p € N mit

[BIZ1] — BlZx)| < [ElZiz<an)] = ElZocLzocan)]| + ElZiLz20n)) + ElZiL 2,50 < €

fiir alle t > tg. ]

Sei V;: O 5 R, t € N, eine Folge von Schétzfunktionen fiir die entsprechenden Groéfien in der
Grundgesamtheit Y; € R. Falls nt(f/} —Y;)? gleichgradig integrierbar ist und zusitzlich \/ﬁt(Yt -Y)
schwach konvergent ist, dann konvergiert mit dem Continuous Mapping Theorem nt(Yt —Y;)? schwach

gegen eine Zufallsgrofle Z, und mit dem obigen Satz folgt, dass der Grenzwert
limy 00 E[n(V; — V)] = E[Zod]

endlich ist. Insbesondere konvergiert der Mittlere Quadratische Fehler E[(Y; — Y;)?] gegen Null. Seine
asymptotische obere Schranke ist O(n; '). Falls Y; der Horvitz-Thompson Schitzer fiir den Mittelwert
in der Grundgesamtheit ist, dann konvergiert die Varianz des Horvitz-Thompson Schétzers gegen Null.

Der folgende Satz zeigt, dass die gleichgradig Integrierbarkeit auch ein notwendiges Kriterium bei

schwacher Konvergenz ist, falls der Grenzwert lim;_, E[nt(fft —Y;)? existiert.

Satz. Seien Z;: @ — R, t € N, und Z, :  — R nicht-negativ und integrierbar und die Folge Z;,
t € N, konvergiert schwach gegen Z.,. Dann ist die Folge Z;, t € N, gleichgradig integrierbar, falls
limy o0 E[Z;] = E[Z] gilt.

Beweis. Nach Voraussetzung und dem Portmanteau-Theorem ist

limt_mo E [Zt]-{Zt>M}} =E [ZOO]-{ZOO>M}:|
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fiir jedes M > 0 mit P({Z; = M}) = 0. Wie bei der Beschréinktheit in Wahrscheinlichkeit kénnen M

und tg € N so gewéhlt werden, dass

E[Z0(z5m)] <E[Zoclizesan] + ‘E [Ze1(z>0y] = B [Zoo {2501y ‘ <e
fiir alle t > #¢ ist. Beriicksichtigt man in M noch alle ¢ < tg, dann folgt die Behauptung. O

Sei Y; der Horvitz-Thompson Schétzer fiir den Mittelwert Y; in der Grundgesamtheit. Eine An-
nahme bei Deville und Siirndal (1992) besagt, dass v/n,(Y; — Y;) gegen eine ZufallsgroBe Zu, mit
Erwartungswert E[Z.] = 0 und einer fixen Varianz V[Z,] konvergiert. Sie folgern daraus, dass der
Grenzwert von E[n;(Y; — Y;)?] mit der Varianz V[Z,] iibereinstimmt. Das setzt aber voraus, dass die
Folge n,(Y; — Y;)2, t € N, gleichgradig integrierbar ist

Falls ¥; der Horvitz-Thompson Schitzer fiir Y; ist und der Mittlere Quadratische Fehler (E[(Y; —
v:)?]) O(n; ) ist, dann gilt mit der Markov-Ungleichung P({y/n,|Y; — Y| > M}) < ¢ fiir beliebiges
€ > 0, wobei

A~ 1/2
(supyer Blne(V; — ¥)2))

€

M =

ist. Also ist /7, (Y; — Y;) = O,(1) und Y; — Y; konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen Null. (V; — Y;)?
ist daher mit dem obigen Satz gleichgradig integrierbar.

Fuller und Isaki| (1981)) geben fiir den Fall einer geschichteten Stichprobe mit Ziehung einer Einheit
je Schicht hinreichende Bedingungen fiir die Design-Konsistenz des Horvitz-Thompson Schétzers an.
Dies ldsst sich auf den Mikrozensus iibertragen. Sei n; die Anzahl der Schichten, welche der Anzahl der
zufiillig ausgewéhlten Einheiten entspricht. My sei die Anzahl der Einheiten je Schicht. Insgesamt gibt
es N; = n; My, Einheiten. Es ist mp; = Mg ' und 7y = 0, falls k£ und [ in der selben Schicht sind und
e = My 2, falls k und [ in unterschiedlichen Schichten sind. vy, ist der Wert der Untersuchungsvariable
der k-ten Einheit. Falls yp < Mg flir £ = 1,2, ... gilt - das ist zum Beispiel fiir dichotome Merkmale
der Fall - ist mit [2.4] die Varianz des Horvitz-Thompson Schétzer

N 1 2 — —
V[}/}] = W ZZUt (Wktﬂ_lt — ’ﬂ'klt) <7:3:t - 7Zr/llt> S nt IME 1(ME — 1)(2MB)2
t

und somit gilt fiir den Horvitz-Thompson Schitzer v/n, (Y; — Y;) = O,(1).
Unter Weglassung des Index ¢, sei die Giiltigkeit der folgenden Annahmen fiir Y;; definiert in (12.7)
und Y = E[Yy,] vorausgesetzt:

[A1] Der Grenzwert limY existiert.
[A2] /n(Yy —Y) konvergiert schwach.

[A3] nP(Yy — Y)? ist gleichgradig integrierbar fiir ein p > 1.

5Falls \/n, (Y; — Y2) selbst normalverteilt wiire, dann ist dessen Charakteristische Funktion ¢¢(a) = exp{—a*E[n(V; —
Y;)?]/2}. Diese konvergiert fiir jedes a gegen die Charakteristische Funktion poo(a) = exp{—a®V[Zs]/2}. Also ist
lim¢ o0 E[nt()}t —Y1)?] = V[Zoo] und daher ist n; (Yt —Y:)? gleichgradig integrierbar.

16Dje Annahme, dass lim;_, o Y; endlich ist, kann nicht auf die Varianz angewendet werden, da fiir die Design-Gewichte
wg, k € N, die Bestandteil der Varianz sind, keine Einschrinkungen vorgenommen werden.
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Aus der Annahme [A3] folgt, dass n(Yy — Y)? gleichgradig integrierbar ist. Mit Annahme [A2)]
existiert der Grenzwert von E[n(Yy; — Y)?]. Das bedeutet, dass die Varianz O(n~") ist. Mit der Jen-

senschen Ungleichung ist
E[B[Yy — V|7 < E[(Yy - Y)?]

Da E[Yy, — Y|F] fast sicher Yyr — Y ist, ist die Varianz von Yy — Y auch O(n™1).

Es lisst sich zeigen, dass mit der Annahme [A3] und p = 8 das Restglied bei der Anwendung des
Satzes von Taylor im quadratischen Mittel mit Rate O(n~2) gegen Null konvergiert. Die Annahmen
[A1], [A2] und [A3] bezichen sich auf den Schétzer und nicht auf den Schétzer (2.10)). Der
Schétzer ist abhingig von einem geschitzten Parameter. Der néchste Abschnitt behandelt
parameterabhéngige Zufallsgrofien und wie die Annahmen [A1], [A2] und [A3] auf diese angewendet

werden konnen.

2.4 Gleichmiflige Konvergenz

In diesem Abschnitt wird eine Folge von parameterabhingigen Zufallsgrofen X;: @ x A — R, t € N,

wie zum Beispiel
5 1
Xi(A) = N >ou, Lkerawmke f (A, Xk) (2.11)

betrachtet. Die Funktion f: A x B — R, wobei A € R? und B C R?, ist stetig und x; € B sind
individuelle Charakteristiken, die die Untersuchungsvariable y enthalten diirfen. Die Funktionen X,

sind fast sicher stetig und schwanken zufillig um die Funktionen X;: A — R, t € N, definiert durch

Xi(A) = ]\I,t v, FOGxk) (2.12)

Ersetzt man in A durch einen Schitzer \;: Q — A und in A durch einen festen Wert
Ao € A, dann stellt sich die Frage, welche Annahmen erfiillt sein miissen, damit Xt(j\t) — Xi(No)
in Wahrscheinlichkeit bzw. im p-ten Mittel gegen Null konvergiert unter der Bedingung, dass A in
Wahrscheinlichkeit gegen Ag konvergiert. Ein Beispiel hiefiir ist , indem f durch f(\,x) =
Ui fau (O x1) / far(No, Xi) ersetzt wird.

Dieses Problem lisst sich in zwei Teilprobleme zerlegen, X;(A) — X;(A) und X;(\) — X¢(Ao). Fiir
beide Terme mufl die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gezeigt werden. Fiir den ersten Term wire es
vorteilhaft, wenn X; — X gleichméflig gegen die Nullfunktion konvergieren wiirde. In disem Fall wére
die Folge S\t, t € N, von untergeordneter Bedeutung. Nach Voraussetzung ist X, — X, fast sicher stetig.
Allerdings garantiert die fast sichere Stetigkeit der einzelnen Folgenglieder nicht, dass bei punktweiser
Anwendung der Annahme [A2] die Grenzfunktion der Nullfunktion entspricht und damit stetig ist.
Damit die Grenzfunktion stetig ist, muss die Folge gewissermafen stochastisch gleichméfig gegen die

Grenzfunktion konvergieren.

Definition (Stochastisch Gleichmifiige Konvergenz). Z;: Q x A — R, A C R%, t € N, konvergiert
stochastisch gleichmiifliig gegen Zoo: Q@ x A — R, A C R%, falls es fiir jedes ¢ > 0 und jedes § > 0
ein typ € N existiert, so dass P({||Z: — Zoo||la > 6}) < ¢ fiir alle ¢ > to gilt. Hierbei ist || - |4 die

Supremumsnorm auf der Menge A.
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Falls die Differenz X; — X; nicht nur punktweise in Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, wéren
fiir grofle t € N die parameterabhéngige Zufallsgrofie X, und die Funktionen X; in diesem Sinne nicht

unterscheidbar. Anders ausgedriickt, gilt fiir jedes § > 0
limy o0 P({|| X — X¢|la > 6}) =0

Im Folgenden wird gezeigt, dass bei punktweiser Giiltigkeit der Annahmen [A1l] und [A2] sowie einer
bestimmten Regularitdtsbedingung an f, die stochastisch gleichméflige Konvergenz folgt. Mit der
zusétzlichen Annahme [A3] und der Kompaktheit des Parameter-Raums folgt sogar die Konvergenz
im p-ten Mittel beziiglich der Supremumsnorm.

Eine stochastisch gleichméflige Konvergenz setzt voraus, dass Z,, : Q2 x A — R existiert. Bei
Vollstéindigkeit des Raums in dem die Folge betrachtet wird, ist es ausreichend Cauchy-Folgen zu

betrachten.

Definition (Stochastisch Cauchy). Z;: 2 x A — R, A C R? t € N, ist eine stochastische Cauchy-
Folge, falls es fiir jedes € > 0 und jedes § > 0 ein tg € N existiert, so dass P({||Z; — Zj||a > §}) < ¢
fiir alle 4,7 > 1o gilt.

Der Raum, der auf einer kompakten Menge A C R stetigen Funktionen, der mit der Supremumsnorm
ausgestattet ist, ist ein Banach-Raum und ist somit vollstdndig. Dieser wird im Folgenden mit C'(A)
bezeichnet. In einem vollstédndigen Raum konvergiert jede Cauchy-Folge. Der néchste Satz zeigt, dass
der Grenzwert fiir stochastische Cauchy-Folgen von stetigen parameterabhingigen Zufallsgréfien in
C(A) existiert, siehe zum Beispiel Kallenberg| (2001).

Satz (Vollstandigkeit). Sei Z;: Q@ x A — R, A kompakt, ¢t € N, eine stochastische Cauchy-Folge von
parameterabhéngigen ZufallsgroBen in C'(A). Dann existiert eine parameterabhéngige Zufallsgrofie

Zoo: Q2 x A— Rin C(A), so dass Z;, t € N, stochastisch gleichmifig gegen Z., konvergiert.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine monotone Abbildung ¢ : N — N, so dass
P({lZp(t11) = Zplla > 27"}) < 27

fiir alle t € N gilt. Mit dem Borel-Cantelli Lemma folgt, dass P({[| Z,(41)— Zp@)lla > 27" unendlich oft
}) = 0ist und somit Y2 | Z,441) — Zylla fast sicher endlich ist. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 existiert

also ein 7 € N, so dass

1Zo) = Zola < Tiei 1 Zper1) = Zowlla < i1 Zperr) — Zowlla < &

fiir alle j > 4 ist. Damit ist Z,), t € N, fast sicher eine Cauchy-Folge in C(A). Definiert man
Zoo(s,7) = limy_yo0 Zi(s,r) fiir alle (s,r) € Q, falls die Grenzfunktion existiert und Zoo(s,r) = 0
sonst. Die so definierten Grenzfunktionen sind stetig, da C'(A) vollstindig ist und Z,q, t € N, fast
sicher gegen Z. : {1 Xx A — R konvergiert. Eine fast sicher konvergente Folge, konvergiert auch in

Wahrscheinlichkeit. Also konvergieren beide Terme auf der rechten Seite der Ungleichung
P{lZ: = Zolla > 6}) < P11 Z: = Zpw)lla > 6/2}) + P({l| Zoty — Zoolla > 6/2})
gegen Null. O
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Man beachte, dass Zo, C C(A) fast sicher beschriankt ist, da Bilder von kompakten Mengen unter
stetigen Abbildungen wieder kompakt sind. Somit ist P({J;cntl|Zoclla < i}) = 1. Mit der monotonen
Konvergenzeigenschaft von Maflen gibt es zu ¢ > 0 ein M > 0, so dass P({||Zxo|la > M}) < € ist.
Wegen

1Zella < ([ Zeolla + 12t = Zoolla

ist die Folge Z;, t € N, in C(A) in Wahrscheinlichkeit beschrénkt.
Sei der Erwartungswert von || Z||%,, p > 1, fiir alle t € N endlich. Dann ist E[|Z;|P] fiir jedes t € N
eine stetige FunktionE in C(A). Existiert fiir jedes € > 0 ein ¢ € N, so dass

B[|Z: — Z]%) < €

fiir alle 4,7 > t gilt, dann ist die Folge Z;, t € N, eine Cauchy-Folge von Zufallsgréfien in C'(A)
mit endlichem Erwartungswert von ||Z|". Mit der Markov-Ungleichung folgt, dass Z;, ¢ € N, auch
eine stochastische Cauchy-Folge ist. Der Beweis des obigen Satzes zeigt dann, dass es eine monotone
Abbildung ¢ : N — N gibt, so dass Z), t € N, fast sicher gegen Z, in C(A) konvergiert. Somit gibt

es ein tg € N, so dass
12 — Zyw)ll'y < e

fiir alle t > tg gilt. Mit dem Lemma von Fatou ist
B[[|Zt — Zoo|y] < liminfi o0 BI|Z: — Zp) 3] < €

Der Erwartungswert von || Z ||} ist damit endlichﬁ und E[|Z|P] ist eine stetige Funktion.

Das Arzela-Ascoli Theorem besagt, dass, falls eine gleichgradig stetige Funktionenfolgﬂ punkt-
weise konvergiert, dann konvergiert sie auf einer kompakten Menge A gleichméfig. Mit der Folge, dass
die punktweise (auf A) definierte Grenzfunktion stetig ist. Bei einer stochastischen Variante wiirde die
gleichméflige stochastischen Konvergenz von X; — X, aus der Annahme der punktweisen Konvergenz,
[A2], folgen, falls X, — X, stochastisch gleichgradig stetig ist:

Definition (Stochastisch Gleichgradige Stetigkeit). Z;: Q x A — R, A C R? ist stochastisch gleich-
gradig stetig, falls es fiir jedes n > 0 und € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

P ({sup;\eA sup 5.9 1 Ze(N) — Zi(3)] > n}) <e (2.13)

fiir alle t € N wobei A(X,0) = {\ € A:||A—\|| < 6} eine offene Umgebungen mit einem Radius § > 0
um \ € A ist.

Der folgende Satz ist eine stochastische Variante des Arzela-Ascoli Theorems, Newey| (1991)).

17 A ist eine kompakte Menge. Daher ist die Stetigkeit in jedem Punkt dquivalent zur gleichméBigen Stetigkeit. Fiir eine
Folge Ai, ¢ € N, mit lim; o0 A\i = Aso gilt limy oo [Ze (s, 7)(Ni) [P = | Ze(s,7)(Aoo)|P fiir jedes (s,7) € Q. [Ze(s,r)(A)|P ist
auBerdem durch || Z;(s,r)||%, fiir jedes (s,r) € Q beschriankt. Mit dem Satz von Lebesque ist dann lim;o E[|Z:(\:)[P] =
E[|Z¢(Ao)|?], da der Erwartungswert von || Z¢||%, endlich ist.

18ygl. auch den Satz von Riesz-Fischer fiir die Vollstandigkeit von LP-Raumen.

!9 Bine Funktionenfolge X;, t € N, ist gleichmiiig gleichgradig stetig, falls es fiir jedes 7 > 0 ein § > 0 existiert, so
dass fiir alle A, A € A und alle t € N: A = A|| < § = | X:(\) — Xe(N)| < 7.

23



Satz (Arzela-Ascoli). Die Folge von parameterabhéngigen Zufallsgroflen Z;: @ x A — R, ¢t € N, in
C(A) konvergiert genau dann stochastisch gleichméfige gegen Zo: Q@ x A — R in C(A) wenn Z;,
t € N, stochastisch gleichgradig stetig ist und punktweise auf A gegen Z., konvergiert.

Beweis. Seien € > 0 und n > 0 vorgegeben. Die Folge Z;, t € N, ist stochastisch gleichgradig stetig.
Daher existiert ein ts € N und ein § > 0, so dass gilt. Da A kompakt ist, gibt es zu diesem §
endlich viele Punkte A1, A2, ..., Ar(s), so dass A Teilmenge der Vereinigung der offenen Umgebungen
A(N;,0), 1 =1,2,...,L(d), ist. Mit diesen Stiitzstellen ist

”Zl — ZjHA = maxj supA(/\lﬁ) |Z7,(>\) — Z]()\)‘
und daher
1Zi — Zj||a <max {SUPA(AMS) 1Zi(A\) = Zi(N)| + 1 Zi(N) = Zj(N)| + supap,.6) 125 (N) — Zj()\)l}

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Ungleichung lisst sich die punktweisen Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit anwenden. Wegen der punktweisen Konvergenz gibt es ein ¢, € N, so dass
P({|Zi(N) — Z;(N)| > n/3}) < €/3L(6) fur alle I = 1,2,...,L(0) und t > tp gilt. Da das Ereignis
{max; |Z;(N1) — Z;(N)| > n/3} dquivalent zu dem Ereignis (J,{|Z;(N\) — Z;(N\)| > n/3} ist, gilt

P({max; | Zi(M) — Z;(M)| > n/3}) < 52 P{1Zi(\) = Z;(M)| > n/3}) <&/3

fiir alle ¢ > ¢, und somit auch fiir alle t > ¢ty = max{tp,ts}. Fiir den ersten und den dritten Term
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {max; sup 4(y, ) |Zi(A) — Zj(A)| > 1/3} kleiner als €/3 fiir
alle t > to. Folglich gibt es fiir n > 0 und € > 0 ein ¢y € N, so dass Z;, t € N, eine stochastische
Cauchy-Folge in C(A) ist.

Sei nun die Folge Z;, t € N, stochastisch gleichméflig konvergent. Fiir ¢ > 0 gibt es dann ein
M >0, so dass P({||Z¢||la > M}) < /2 fur alle t € N ist. Die Menge Cy = {f € C(A4) : || f|la < M}
ist kompakt. Wahlt man 7 > 0, dann gibt es endlich viele Funktionen f; € C(A), l = 1,2,..., L(n),

so dass

Cu €A € C(A) = If = filla <n/3}

ist. Mit diesem Netz aus stetigen Funktionen gilt fiir alle t € N

P({min{|[Z; - filla > n/3}) = P(NAlIZ: = filla > n/3}) < P({[|Z:]| > M}) <e/2

AuBerdem gibt es ein § > 0, so dass |fi(\) — fi(A)] < n/3 fiir alle A\, A € A mit |A — A|| < & und
l=1,2,...L(n) ist. Mit der Dreiecksungleichung folgt

|Z:(N) = Ze(A)| < 2ming || Z; — filla +n/3

fiir alle A, A € A mit ||\ — A < 6 und alle t € N. Da P({2min; || Z; — fil|a > 21/3}) < € ist, gilt
fiir das gewéhlte € > 0 und das gewéhlte n > 0 fiir alle t € N. O

Fiir Zufallsgrofien in C'(A) deren Supremum auf A im p-ten Mittel endlich ist, ldsst sich auch eine

gleichgradige Stetigkeit im p-ten Mittel definieren. Die Folge von parameterabhingigen Zufallsgrofien
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Zi: Qx A= R, AcC R?ist im p-ten Mittel gleichgradig stetig, falls es fiir jedes > 0 ein § > 0

existiert, so dass

E [SUPS\EA Sup 4 5.5) 1 26(A) = Ze(N) !p} <7 (2.14)
fiir alle t € N gilt. Wegen der Ungleichung

B[1Z: - 2|4] < 3 {B [maxisup a5 1Z0) = ZiA)P] + B 1Z:00) = 2 () )

+ E {maxl SUP A(,.6) |Zi(N) — Zj()‘)|p]}

ist die Folge Z;, t € N, eine Cauchy-Folge von Zufallsgrofien in C'(A), wenn die Folge im p-ten Mittel
gleichgradig stetig ist und sie punktweise in p-ten Mittel konvergiert (Annahmen [A2] und [A3]).

Sei \i: Q — A, t €N, eine Folge von Schétzfunktionen, die in Wahrscheinlichkeit gegen A\g € A
konvergiert. Sei Xt, t € N, stochastisch gleichgradig stetig und X;, ¢t € N, gleichgradig stetig. Da X4,
t € N, gleichgradig stetig ist, gibt es fiir n > 0 ein § > 0, so dass fiir alle t € N und A € A mit
IIN = Xo|| < 0 auch | Xy () — X¢(Ao)| < m gilt. Somit ist

P{IX:(M) — Xe(ho)| > n}) < P{IXe(Ae) = Xe(Xo)| > m, [1Ae — Xoll < 6})+
P{IXe(A) = Xe(Mo)| > m, |A¢ = Xol| > 6})
< P({||Ae = Xoll > 6})

Also konvergiert Xt(j\t) in Wahrscheinlichkeit gegen X;(Ao). AuBerdem konvergiert X, — X4, t €N,
mit Annahme [A2] und der stochastischen Variante des Satzes von Arzela-Ascoli gleichméBig auf jeder
kompakten Menge in A, die Ag enthilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die kompakte Menge A nicht
enthilt, konvergiert gegen Null. Mit der Dreiecksungleichung

X (M) — Xe(Mo)| < [Xe(Ae) = Xe(A)| + | X2 (M) — Xe(No)

folgt dann, dass Xt(j\t) in Wahrscheinlichkeit gegen X;(\g) konvergiert.

Sei nun A kompakt und X, t € N, ist im p-ten Mittel gleichgradig stetig und X;, t € N, ist
gleichgradig stetig. Falls Xy, ¢t € N, punktweise auf der kompakten Menge A beschréinkt ist (Annahme
[A1]), folgt mit dem Satz von Arzela-Ascoli, dass X, t € N, dann auch gleichméBig beschrénkt ist.
D.h. es gibt insbesondere ein M > 0, so dass |X(\)[P < M fiir alle t € N und alle A € A ist. Wegen
der gleichgradigen Stetigkeit und der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von M, t €N, gegen Ag, gibt
es fir n > 0 ein 6 > 0 und ein ¢y € N, so dass fiir alle t > ¢ty und A € A mit ||[A — Ag|| < 0 sowohl
1 X:(A\) — X (Mo)| < n/2 als auch P({||A — Ao|| > 6}) < n/8M gilt. Somit ist

B (30 — X)) B 1K) = X000 P, o] +

E [’Xt(/\t) - Xt<)‘0)|p1{||5\t*>\o\\25}}

<B[1X(A) - X (o)1 +4MP({]| = Nol| 2 3})

{||xt—xou<a}}

kleiner als n fiir alle ¢ > tg. Also konvergiert Xt(j\t) im p-ten Mittel gegen X;(\g). Mit der obigen
Dreiecksungleichung konvergiert Xt(j\t) — X¢(Ao) im p-ten Mittel gegen Null, da E[HXt - X;||%). t €N,
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mit den Annahme [A2] und [A3] gegen Null konvergiert.
Basierend auf einer Idee von Potscher und Pruchal (1989) zeigt der nichste Satz, dass unter der
Annahme [A1l] und den genannten Voraussetzungen fiir die Funktion f die stochastisch gleichgradige

Stetigkeit von X, und die gleichgradige Stetigkeit von X; folgt.

Satz. Sei f: A x B — R, A C R? kompakt, B C R?, eine stetige Funktion. Die Folge von parameter-
abhéingigen ZufallsgroBen X;: Q x A — R, ¢ € N, definiert durch

N 1
Xi(A) = ﬁt ZUt 1{k€rt}katf()‘7 X,

ist stochastisch gleichgradig stetig, falls es eine Funktion fs: B — RT™ mit den folgenden beiden
Eigenschaften gibt:

L[ f(,x)||a < fs(x) fiir alle x € B

2. sup N; ! >ou, 1%kl fs(xx) < o0

Beweis. Zuerst definiert man eine monoton steigende Folge kompakter Menge wie folgt: B; = {x €
B : ||x|]| < j}, j € N. Die Vereinigung der Menge iiberdeckt B. Es gibt zwei Moglichkeiten. Entweder
ist x;, € Bj oder x;, ¢ B;. Die Grundgesamtheit lisst sich damit aufteilen in Uy; = {k € U; : x;, € B;}
und Uy = {k € U; : x;, ¢ B;}. Mit den Definitionen von Uy; und Uy; ist

X (A) = XN <N S0, Linerywaee £ O xk) — FOL x4)]
<N; ! >, Ykerywmre f (A xi) — FOLxE) |+
N7 0, Yrerywme2f (o x0) | 4

Seien auflerdem die Funktionen hj: A x A — R, j € N, fiir jedes Paar (}, ;\) € A x A durch

hj()‘7 5‘) = Hf()‘7 ) - f(5‘7 ')HBj

definiert. Da die Funktion f stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass |f(A,x) — f(\,X)| < e
fiir alle (A,x), (A, %) € A x B mit ||(\,x) — (A, X)|| < & ist. Dann ist aber auch |f(\,x) — f(A,x)| < &
fiir alle x € B; und alle A\, A € A mit |\ — A|| < J. Somit gibt es zu jedem ¢ > 0 und j € N ein § > 0,
so dass hj(\, ) < e fiir alle \,A € A mit ||\ — A|| < § gilt. Da [f(\,xz) — (N, xx)| < hj(A, ) fiir alle
k € Uy und ||zg||/5 > 1 fiir alle k € Uy; gilt, ist

|1 X(A) = Xe(N)] <hj(A AN v, Likerywnke + 2(Nej) ™ Y, Linerywnake il £ (- xi) [ 4

und wegen Uy; C Uy, Utj C Uy ist nach Voraussetzung

XN = XN <hy A NN S0, Likerywonire + 2(Nf) ™ S, Lkerywnime el fs(x) - (2.15)

Seien nun 7 > 0 und ¢ > 0 beliebig. Da M, = sup N; ! Yo, Xkl fs(xk) < oo ist, folgt aus der
Markov-Ungleichung:
4M

P ({2(Nef) ™" 20, Likerywmrelxe | fs(xk) > n/2}) < i
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Die rechte Seite der Ungleichung geht fiir j — oo gegen Null. Also kann man j € N so grof3 wihlen,
dass die rechte Seite der Ungleichung kleiner als /2 ist. Somit ist auch die linke Seite kleiner als €/2.
Fiir das gegebene j € N gibt es ein § > 0, so dass hj(\,A) < en/4 fiir alle A\, \ € A mit [|[A — || <
ist. Wiederum mit der Markov-Ungleichung ist

P ({Squ\eA SUPA(S\,J) hj()\, ;\)Nt_l ZUt 1{k€r}kat > 77/2}) < 6/2

Mit der obigen Ungleichung gibt es daher zu jedem n > 0 und jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass

p <{sup/~\€A SUD 45 ) 1X:(N) — Xe(N)] > 77}) <e
fiir alle t € N gilt. O

Analog lisst sich zeigen, dass X; gleichgradig stetig ist. Falls B kompakt ist, kann man auf die Schranke
I1f(-,xk)||la < fs(xg) verzichten. Denn fiir hinreichend grofies j € N enthélt Utj fiir alle t € N keine

Einheiten.
Die obigen Ungleichung ([2.15)) 1dsst sich umformen:

. . - ~ _ P
500 = K < {0 RPN o Lperynas = Ny
N P
+ 2°(Nej) p‘ >_u, Lkerywnme Xl fs (xk) = 20, 1%kl fs (xk)
- N P
1y RP -+ 2) (S, bl )|
Der letzte Term lédsst sich iiber 7 € N beliebig verkleinern. Fiir das gewéhlte ;7 € N findet sich
dann eine Umgebung A(S\,é), so dass auch h;(A, :\)p eine vorgegeben Schranke nicht iiberschreitet.
Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite der Ungleichung konvergieren mit Annahme [A2] in
Wahrscheinlichkeit gegen Null. Mit Annahme [A3] konvergieren sie fiir p > 1 auch in Erwartung gegen
Null. Also ist X; im p-ten Mittel gleichgradige Stetigkeit fiir p > 1.
Zum Schluss dieses Abschnitts werden die Konsequenzen der Annahmen [A1], [A2] und [A3] auf
Xi(\) — Xi(No) dargestellt. Hierzu ist Vi, (A — Xo) = Op(1). AuBerdem ist f stetig differenzierbar,

wobei f, : A x B — R? die Ableitung von f nach A ist. Das Wegintegral fiir den Weg Ap(\, a) =
Ao + a(A — o) ist definiert als

1
E%umoaéﬁwmm»m

Die Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt

A

Xe(Ae) = Xi(A0) = Di(No) (A — Xo) + (De(Ae) — De(X0)) (Ae — Ao)

wobei D¢(\) = N; ' S Fi(Ap(A, +), xx) und
. 1
D;(A) = ﬁt ZUt 1{k€r}katFl()‘P(>‘7 )y Xk)

sind. Fiir fs : B — Rt mit ||f,(-,xz)|[4 < fs(xx) und Annahme [A1] ist D; mit dem obigen Satz
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stochastisch gleichgradig stetig. Mit Annahme [A2] konvergiert D, punktweise in Wahrscheinlichkeit
gegen Dy. Mit der stochastischen Variante des Satzes von Arzela-Ascoli konvergiert D, gegen Dy
auch stochastisch gleichméBig auf jeder kompakten Menge. Dy()\g) ist beschréinkt nach Annahme
[A1]. Folglich konvergiert auch X;(\;) — X;(\g) in Wahrscheinlichkeit gegen Null und es gilt sogar
Vi (Xi(Ar) — Xi(No)) = Op(1),

Falls der Parameter-Raum A kompakt ist, gilt mit der zusétzlichen Annahme [A3]:

limy 00 B[ D¢ (X)) — De(Mo)[P] = 0

fiir p > 1. Damit konvergiert auch Dy()\;) — Dy(X\o) im p-ten Mittel gegen Null. Mit der Holder-
Ungleichung ist

E[IXe(\) = XeQo)l”] < 277 Do) IPE[[Ae = Aol”]+
2" E[|Dy(Ar) = De(X0)IP1/2E[ A = Aol*]"/?
Da der Parameter-Raum kompakt ist, konvergiert E[|[A; — Ao||2?] gegen Null mit dem Satz von Lebes-

gue. Folglich konvergiert X,(A;) — X;(Xo) im p-ten Mittel gegen Null, falls Dy()¢) — Dy(Xg) im 2p-ten
Mittel konvergent ist.
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3 Kalibration

Kalibration ist eine Methode um Schétzergebnisse unter Zuhilfenahme von Zusatzinformation zu ver-
bessern. Die Zusatzinformation besteht darin, dass fiir bestimmte Merkmale in der Stichprobe die
Gesamtwerte fiir die Grundgesamtheit bekannt sind. Mit Hilfe der Gesamtwerte lassen sich die Design-
Gewichte so anpassen, dass der Schitzer auf Basis der Stichprobe mit den Werten in der Grundgesamt-
heit iibereinstimmt. Hierbei sollen die angepassten Gewichte moglichst nahe an den urspriinglichen
Design-Gewichte liegen, d.h. der Abstand zwischen den Design-Gewichten und den angepassten Ge-
wichten soll minimal sein. Die angepassten Gewichte hdngen also nicht nur von der zur Verfiigung
stehenden Zusatzinformation sondern auch von der gewéhlten Abstandsfunktion ab. [Deville, (1988])
fithrte diese Idee als erstes mit einer quadratischen Abstandsfunktion ein. Der resultierende Schétzer
ist der Generalised Regression Estimator (GREG), |Cassel et al.|[(1976). Die Herleitung des Generalised
Regression Estimator basierte urspriinglich auf einem linearen Zusammenhang zwischen den Hilfsmerk-
malen und dem Untersuchungsmerkmal. Deville und Sarndal (1992) zeigen, dass bei der Wahl anderer
Abstandsfunktionen sich die daraus ergebenden Kalibrationsschitzer wie der Kalibrationsschitzer auf
Basis der quadratischen Abstandsfunktion verhalten. |Sirndal und Swensson! (1987) betrachten den
Generalised Regression Estimator im Rahmen eines zweiphasigen Stichprobendesigns. Hierzu wird
zwischen der Verfiigharkeit der vorhandenen Informationen auf der Basis der Grundgesamtheit und
der ersten Phase unterschieden. Estevao und Sarndal (2002) betrachten den Kalibrationsschéitzer mit
einer quadratischen Abstandsfunktion und untersuchen wie sich unterschiedliche Informationsmengen
auf die Varianz des Kalibrationsschétzers auswirken.

Auf dieser Idee beruht der Kalibrationsansatz bei Nonresponse. Hierzu wird Nonresponse als eine
zweite Auswahlphase betrachtet. Der Unterschied zum obigen Ansatz beruht darauf, dass die , Aus-
wahlwahrscheinlichkeiten“ (Response-Wahrscheinlichkeiten) der zweiten Phase nicht bekannt sind.
Aus diesem Grund wird der Kalibrationsansatz modifiziert, indem auf die Verwendung der Response-
Wahrscheinlichkeiten verzichtet wird. Durch den Verzicht lassen sich keine Aussagen iiber die sta-
tistischen Eigenschaften des so gewonnenen Kalibrationsschitzers machen. Um die statistischen Ei-
genschaften bestimmen zu kénnen, ist es notwendig ein Response-Modell anzunehmen. Hierbei ist zu
beachten, dass die reziproken Response-Wahrscheinlichkeiten den im Kalibrationsansatz verwendeten

Ausgleichsgewichten entsprechen miissen.

3.1 Kalibration bei Nonresponse

Ein einfacher Ansatz um Verzerrungen durch Nonresponse zu beheben wurde von [Lundstrém und
Sarndal (1999) entwickelt. Bei diesem Ansatz wird nur auf Basis der Design-Gewichte kalibriert, d.h.
die Response-Wahrscheinlichkeiten werden nicht beriicksichtigt. Hieraus ergeben sich Ausgleichsge-
wichte, die eine mogliche Verzerrung durch Nonresponse kompensieren koénnen. Theoretisch lésst
sich die Verzerrung durch Nonresponse vollstdndig kompensieren, falls die unbekannten Response-
Wahrscheinlichkeiten eine bestimmte funktionale Form aufweisen, siehe Proposition 4.3 in [Lundstrém
und Sérndal (1999). AuBerdem ist es notwendig, diese funktionale Form auch bei der Varianzschétzung
anzunehmen, siehe Proposition 3.2 und 3.3 in [Lundstrom und Sérndal (1999)). Allerdings basieren die
Aussagen auf einem Vergleich mit dem Kalibrationsschitzer bei einem zweiphasigen Ziehungsverfah-
ren und nicht auf dem asymptotischen Konzept von |Fuller und Isaki| (1981)) und [Isaki und Fuller

(1982). Folgt man dem asymptotischen Konzept bei der Herleitung des Varianzschétzers, ergeben sich
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Unterschiede in der Varianzformel. Das Ausmafl des Unterschieds hingt davon ab, ob das Untersu-
chungsmerkmal mit den Response-Wahrscheinlichkeiten nach Kontrolle beziiglich der Hilfsmerkmale
korreliert ist, siehe unten. Im Folgenden wird der Kalibrationsansatz bei Nonresponse formal darge-
stellt.

Sei U eine Grundgesamtheit von Einheiten. Auf Basis eines Stichprobendesigns pp werden Einhei-
ten der Grundgesamtheit ausgewéhlt. Mit den ausgewéhlten Einheiten soll der Mittelwert Y fiir das
Untersuchungsmerkmal y geschétzt werden. Der Horvitz-Thompson Schétzer Yiur ldsst sich aufgrund
von Nonresponse nicht berechnen. Jedoch gibt es Merkmale x, deren Ausprégungen fiir alle Personen
der Stichprobe s C U zur Verfiigung stehen. Fiir einige Merkmale, x 4, kann sogar der Mittelwert in
der Grundgesamtheit X, = N~} ZU X A1 vorhanden sein. Seien fiir jede Person k € U Merkmals-
ausprigungen X 4, und x g der Dimension d, bzw. Dimension dy gegeben. Der Vektor der Dimension
d=ds+ dg ist

XAk
Xk —
XBk

Falls keine Merkmal x4 existiert, ist x; = xpi. Weiterhin ist es moglich, dass fiir alle Merkmale der
Mittelwert in der Grundgesamtheit existiert. In diesem Fall gilt x; = x 4%. Fiir das Fehlen von y;, fiir
eine Einheit k£ € s wird von Quasi-Randomization wie in ausgegangen. Hierbei ist das Fehlen von
y unter den Einheiten unabhéngig.

All diese Félle lassen sich einheitlich darstellen. Sei X : Q — R? ein F-messbarer Schitzer auf
Basis der Merkmale x. Die folgende Einteilung fiir die Moglichkeiten fiir X erfolgt nach Estevao und
Sérndall (2002):

- 1
Fall C1: Xyr = N >ou Ykes) WXk

1
Fall B2: X = N >oUuXk

und

X X
Fall Bl: Xg = ( A )

BHT

. X
Fall Al: XM:(A A)

BCAL

wobei die einzelnen Groflen von Xg; und X,; durch

XBCAL = XBHT + BE/(XA - XAHT)

BS = (3 u LikestweXanXyy,) " 2oy Likes) WrXarXy,
mit

XAHT =N"! ZU 1{kes}kaAk
XBHT =N ZU LikesyWkXBE
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gegeben sind. Die Félle C1 und B2 sind Bestandteil der Arbeit von Lundstrom und Sarndal (1999)).
Die Falle Al und B1 sind in Sérndal und Lundstrém| (2005) zu finden. Fiir den Fall Al wird der
Generalised Regression Estimator fiir die B Merkmale verwendet, siehe |Sérndal et al. (1992).

Beim Kalibrationsansatz fiir Nonresponse werden Kalibrationsgewichte wy(s, ) auf Basis der

Stichprobe s und der Einheiten in r so bestimmt, dass

ZU 1{k6r}(kaz - wk)2/2wk

unter der Nebenbedingung

1 A .
N >ou Lkeryomrxy = X

minimal wird. Die Losung mit Hilfe des Lagrange-Ansatzes ergibt:
v = wi + N(X = Xar) (O Likery wrXiX,) " wexy, (3.1)

wobei Xyg = N1 > LikerywiXy ist. Der Kalibrationsansatz bei Nonresponse ist durch die Verwen-
dung von (2.10) mit dem funktionalen Zusammenhang fy: A x B — [0, 1] mit

Sfu(hxg) =1+ Nxy (3.2)
und der Schiitzfunktion \: Q — A mit
A= N(ZU 1{ker}wkxkxk)_1(x - XNR) (3.3)

definiert. Die Invertierbarkeit der Matrix ;; 1zeywiXgX), sei hierbei durch die folgende Annahme
gegeben:

[R1] Fiir belichige Transformationen f : B — R sind die Eigenwerte von N1 > 1ipe,y f(x5) f (x1)
fiir jede Realisierung durch eine Konstante Mg > 0 gleichméflig nach unten beschréankt und
lim N=1 > f(xk) f(xg)" ist positiv definit.

Einsetzen von (3.2)) und (3.3)) in (2.10]) ergibt den Kalibrationsschétzer
YNRC = }A/NR + (X - XNR),BNR (3.4)

wobel

Bar = Xy Likerywixixy) ™t S Likery wrXpyy und

N 1
Yy = N ZU 1{k€r}wkyk

ist. Hierbei soll der Term (X — XNR)’ By fiir die mogliche Verzerrung kompensieren. Der néchstes
Abschnitt befasst sich mit der asymptotischen Varianz von (3.4)).
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3.2 Varianz des Kalibrationsschitzers

Der Kalibrationsschétzer YNRC in der Form lésst sich wie folgt umformen:
?NRC = }A/NR + (XM - XNR)/BNR + (X - XM)/BNR (3-5)

wobel

I 1
Xu = 5 2v Lkery WmrX

mit wyg = wi(1 4+ Ajxg) und Ao ein Element des Parameter-Raums A C R? ist. Interessanterweise

ldsst sich Ag € A implizit berechnen:
Mo = Ny Lperywrxrx) ™ (X — Xun) (3.6)

Hierbei héingt Ag nicht vom gewéhlten X ab! Einsetzen von g in die Gleichung (3.5)) ergibt

A A 1 A A A
Yxre = Yar + N ZU l{kEr}wk/\6Xkyk + (X = Xy1)'Byr

Die ersten beiden Terme sind in Summe:

~

Yu = % v YkeryWnmkYr = % >u Lkerywi (1 + AoXk) Yk
Dann ist
Yare = Yo + (X = Xy) By
oder auch
Yane = Yar + (X = Xu) By + (X — Xur)' By~ Bun) (3.7)
wobei

Brr = (0 (14 Agxk) ™' xuxi) ™1 320 (1 + Aoxk) ™' xiy

ist.

In den nachfolgenden Ausfiihrungen wird die Voraussetzung der Proposition 4.3 bei [Lundstrém
und Sirndal (1999) verwendet: es gibt ein Xg € A, so dass E[lyey|F] = O = (1 + Agx) ™" fiir
alle k € U gilt. Damit wird das Response-Modell festgelegt. Und nur unter diesem Modell erhalten

Lundstrom und Sérndal| (1999)) einen nahezu erwartungstreuen Kalibrationsschétzer@ Damit gilt fiir

20Sérndal und Lundstrom| (2005) betrachten zwar noch den Fall, dass ein perfekter linearer Zusammenhang zwischen
der Untersuchungsvariablen und den Hilfsmerkmalen besteht, d.h. i = 8'xx. Doch einerseits kann dieser Zusammenhang
nicht gleichzeitig fiir alle moglichen Untersuchungsvariablen gelten. Und andererseits ist, da y fiir die Antwortausfélle
unbeobachtbar ist, dieser Zusammenhang im Allgemeinen nicht iiberpriifbar. Zwar geben sie ein Verfahren an um diesen
Zusammenhang zu iiberpriifen. Jedoch wird dabei das inhérenten Response-Modell benutzt.
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die vier Falle

Fall C1: E[Xyr — Xy|F] =0
Fall B2: E[X — Xy|F] =X — Xyr

und

0
Fall Al E[XAl - XIVI|*F] = B;(XA - XAHT) - B;(XA - XAHT) + (BA - BA),(XA - XAHT)

% X, -X
Fall B1: E[XBl_XMu:]:( A AHT>

mit B, = (I|BY) und B, = (X, xanx’y,) " Sy xarx,. I ist die ds-dimensionale Einheitsmatrix.
AuBerdem gilt fiir alle Fille, dass mit den Annahmen [A2] und [R1] X — Xy, = O,(n~1/?) gilt. Mit
der zusétzlichen Annahme [A3] ist das 2p-te Mittel O(n™P).

Wenn jetzt noch Byg — Ban = Op(nfl/ 2) gelten wiirde, dann wire der letzten Term in ([3.7)

Op(n_l). Unter Vernachldssigung des letzten Terms lésst sich dann die Varianz approximieren. Sei

TM = ZU 1{k€r}kaka;§ und
Tar = p Lperywixix), = 3y Lipernywmr (1 + Agxp) ~Lxpx),

Mit der Jensenschen Ungleichung, gilt fiir jedes v € R? mit |jv|| =1

(N~ Tyw)?
N30 Lkerywnr (V%)% (1 4 AgXz)

N_IIJITNRZ/ >
siche Anhang Wihlt man fiir v den Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert, so ist
INTITSR ] = Amin (VT D) ™ <IN 320 ery (1 4+ Noxw)wniexexy ||| VT 12

da Amax(N'TRE) = Amin(N ™1 Tygr) ! ist. Mit den Annahmen [A1], [A2] und [R1] ist die rechte Seite
der Ungleichung O,(1) und damit auch die linke Seite der Ungleichung. Mit den Annahmen [Al] und
[R1] ist der Populationswert (N 71",/ (1 4+ Myxg) 'xxx},) ™1 = O(1). Somit ist auch Byg = O(1). Mit
€y = Y — X}, Byg ist

Bur — Bar = v Lkerywrxexy) ™ 2oy Likery (14 Aoxk) ™ wngxie],

und somit gilt Byg — Bxr = Op(n~"/2). Mit der zusiitzlichen Annahme [A3] und Annahme [R1] ist
das 2p-te Mittel O(n™P). Mit ist daher

}A/NRC = 1?;v[ + (X - XM)/BNR + Op(nil) (3.8)

Somit gilt der folgende Satz.

Satz (Kalibration bei Nonresponse). Mit den Response-Wahrscheinlichkeiten ), = (1 + A\jxj)~! ist
bei Quasi-Randomization und den Annahmen [A1], [A2], [A3] und [R1] die Verzerrung von Yypc

E[Yarc — Y] =0(n™1) (3.9)
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und die Varianz von Yyge ist

~ 6 6 * * —
V[Yxre] = N2 Sy Ak T WE S0 Lies) Antk (wnirer) (waef) | +O0(n™?) (3.10)

mit Ayngr = Hk(l - Hk), Anigr = 0 und

Fall C1: e}, = y

Fall B2: e}, = yp — X, Bxn
Fall Bl: e}, = yr — X4, By
Fall Al: e}, = yr — X4 BaBur

B{: sind die ersten d, Eintrége des Vektors Byg. O]

Die Varianz wird geschétzt, indem ej durch é; = y;, — XZENR, wpg durch Wy und Apypg durch
Avigg = 0r(1—6y) ersetzt wird. Der Schitzer wird fiir die geschétzten Response-Wahrscheinlichkei-

ten verwendet. Ein Varianzschétzer ist damit

A kl N Ak 1 N ~ Ak
(kaelk)(leell) - N2 Sou Lisery (1= m) (1 — 0p) (Wnikély)?

VNRC —m Z ZU {k, ler}
N2 v Lkery (1 — Or) (k) (3.11)

wobei

Fall C1: &%, =y,

Fall B2: &%, =y, — X}, Ban
Fall Bl: &%, =y — x4, B2s
Fall Al: &%, =y — X4 BaBax

benutzt wird. Es ist B, = (3 Liges)WrXarXy,) 1 Doy Likes) WiXapX), und B2, sind die ersten d,
Eintrége von Byg
Sei B = (Y xxx},) ' Yy xkyk der Kleinste-Quadrate-Schétzer, dann lisst sich (3.8) umformen

zZUu.

Yare = Y + (X — Xyy)B + (X — Xy) (Byg — B) + 0,(n 1)
Es gilt

Bur — B = 3y Oexix)) ! Yoy Ouxi(yr — xB)

Analog zu Bethlehem| (1988)) ist Byg = B, falls die Korrelation zwischen den mit x; multiplizier-
ten Residuen yj, — x). B aus der Kleinste-Quadrate-Schéitzung auf Populationsebene unkorreliert zum

Response-Verhalten ist:

1 1
N > v Okxk(ye — x;B) = N > Ok — Onr)xk (g — %3, B)

34



wobei Oyg = N1 > Or die mittlere Response-Wahrscheinlichkeit ist. Die rechte Seite dieser Gleichung
ist die Kovarianz zwischen den Response-Wahrscheinlichkeiten und den Werten x(y, — x).B). Wenn
aber die Hilfsmerkmale die Untersuchungsvariable gut erklidren kénnen, wird der Term y;, —x B klein.
Der Gesamtausdruck hiangt aber noch von zwei weiteren Termen, x; und 6, — Oyg, ab. Allerdings
heben sich diese beiden Ausdriicke auf, da grofle x; kleine Response-Wahrscheinlichkeiten unter dem
gegebenen Modell implizieren.

Bei Sdrndal und Lundstrom| (2005) wird betont, dass sich Byg und B beachtlich unterscheiden
konnen. Dennoch verwenden |Lundstrom und Sérndal (1999) das Stichprobenpendant von B bei ihrer

Varianzformel.

3.3 Im Vergleich zu Lundstrém und Sirndal (1999)

Die Varianzformel fiir Yyge im Fall von X = Xjr basiert bei [Lundstrém und Sérndal (1999)) auf der
Annahme, dass der Bias E[YNRC — Y| F] = 0 ist. Deshalb sei kurz die Analyse des Bias vorangestellt.
Der Kalibrationsschétzer (3.4]) 1dsst sich auch direkt fiir X = Xy zu

Y/NRS = YNR + (XHT - XNR),BNR + (XHT - XNR)/(BNR - BNR)

umformen. Lundstrom und Sérndal (1999) vernachlissigen den letzten Term mit der Begriindung,
dass E[BNR —Byz| =~ 0 ist. Allerdings ist der Term Xyr — XNR, der den Bias ausgleichen soll, von Null
verschieden. Mit der Holder-Ungleichung ist der letzte Term in Erwartung Null, falls das quadratische
Mittel von BNR — Byr Null ist Damit ist der Bias in ihrer Proposition 4.1

. 1
E[Yxrs = Y] = N ZU(l = O) (Y — X%BNR)

Man beachte hierbei, dass Byg nicht der Kleinste-Quadrate-Schétzer einer Regression von y auf x in

der Population U ist. Auflerdem ist der bedingte Bias durch
- - 1
E[Yars — Yur|F] = N >v Ykesywr(1 — 0r) (Y — x;, Bxr)

gegeben. Unter der Annahme, dass die Response-Wahrscheinlichkeiten durch 6, = (1 + Ajxx)~! fiir
k € U und fixes \g € A gegeben sind, ist nach Definition 65 (1 + A\jxx) = 1 und somit gilt 1 — 6 =
O \yxr. Damit ist der approximative Bias, Proposition 4.3 in Lundstréom und Sérndal (1999),

E[YNRS —Y]r —=> (1 —60p)(yx — x;.Bxr) = =) Doy Oxyr + Ao Dy OxxiX . Byr =0

Dieser Bias von Null ergibt sich nur unter der Annahme, dass das Response-Modell die obige funktio-
nale Form hat.

Bei der Varianz argumentieren Lundstrom und Sérndal (1999) wie folgt. Ohne Nonresponse, d.h.
r = s, ist sowohl }A/NR = YHT und XNR = XHT. Somit ist ohne Nonresponse und unter Verwendung von
, YNRS = YHT. Wahlt man als Vergleichskriterium den Horvitz-Thompson Schétzer, dann ist der

mittlere quadratische Fehler von YNR’S

MSE|[Yurs] = V[Vier] + E[V[Yars| F] + 2Cov|[Yier, E[Vars — Yier| F]] + E[E[Yars — Yier| F)?]

2Tm letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass Bk — Bar = Op(nflm) ist.
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Falls der bedingte Bias Null ist, dann ist der mittlere quadratische Fehler
MSE[YNRS] == V[)A/HT] + E[V[YNRSLF]]

Unter Verwendung von

~

A= Ny 1{k6r}wkxkxk)_1(XHT - XNR)

in ([2.10) ist XM = Xy und YM = Yns + (XHT — XNR)’BM und daher gilt
YNRS = YM + (XHT — XM)/BM
Dies ist der Kalibrationsschitzer, falls man die Gewichte Wy, = (ﬂ'kék)_l, 0 = (1 + N X))~ !, mit Hilfe

von Xyr kalibriert. Sei
}/}CALS — YM Jr (XHT - XI\/I)/B + (XHT - XIVI),(BM - B) (312)
mit

B = (Y oy xix) " Yy Xkk

By = (Zu Lkerywnexixy) ™ Sur Lker) WniXn

der Kalibrationsschitzer, falls man die Gewichte wy, = (7x0;) " unter Zuhilfenahme von X,r kali-
briert. Dieser hat unter den Annahmen [A1]-[A3] und [R1] die Varianz

1

- 1
Vl¥oris] = 75 X Yo Ao 2 + By | 5 Y Likes Aatua (wniker) (wner) | +O0(n~?) (3.13)

T
mit e, = y —x;,B. Vergleicht man den mittleren quadratischen Fehler mit der asymptotischen Varianz
von ffc aLs, dann haben, falls der Bias Null ist, YNRS und f/c aLs beide dieselbe erste Varianzkomponente.
Mit dieser Rechtfertigung verwenden |[Lundstrém und Sarndal (1999)) als Proxy fiir V[?NRS] die asym-
ptotische Varianz . Vergleicht man (3.7)) mit , dann wird implizit behauptet, dass Bun
durch B, ausgetauscht werden kann.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass es zwei kritische Punkte bei der Kalibration gibt. Zum
einen konnen die Ausgleichsgewichte negativ werden und zum anderen beriicksichtigt die Varianzformel
bei [Lundstrom und Sérndal (1999) nicht den Anteil, der durch die Schitzung der Ausgleichsgewichte

erzeugt wird.
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4 Propensity Score Adjustment

Eine Alternative zur Kalibration besteht in der Verwendung des Propensity Score ajdustierten (PSA)
Schétzers. Der PSA-Schiitzer basiert auf den geschétzten Response-Wahrscheinlichkeiten aus einem
statistischen Modell (z.B. Logistisches Regressionsmodell). Hierzu werden die reziproken geschétzten
Response-Wahrscheinlichkeiten als Ausgleichsgewichte verwendet. Dabei ist zu beachten, dass durch
die Schitzung der Response-Wahrscheinlichkeiten zusétzliche Variation generiert wird, die bei der
Schétzung der Varianz beriicksichtigt werden muss.

Im Folgenden wird die Herleitung des PSA-Schétzers dargestellt. Sei U eine Grundgesamtheit
von Einheiten. Auf Basis eines Stichprobendesigns p, werden Einheiten £ € U mit dem Ziel das
Untersuchungsmerkmal y nebst weiteren Hilfsvariablen x zu erheben ausgewihlt. Aufgrund von Non-
response wird fiir einige Einheiten der Stichprobe das Untersuchungsmerkmal y nicht beobachtet. Sei
Ligery: 2= {0,1}, die Zufallsgrofe, die angibt, ob das Untersuchungsmerkmal y fiir eine Einheit be-
obachtet wird. Der Mittelwert des Untersuchungsmerkmal y in der Grundgesamtheit wird geschétzt,
indem die Response-Wahrscheinlichkeiten 6 : Q@ — [0, 1] fiir alle Einheiten der Stichprobe modelliert
und geschétzt werden.

Fiir die Modellierung und Schétzung der Response-Wahrscheinlichkeiten wird iiblicherweise ein
logistisches Regressionsmodell verwendet. Hierdurch wird sichergestellt, dass die geschéitzten Response-
Wahrscheinlichkeiten und daraus abgeleiteten Ausgleichsgewichte positiv sind. Dies ist ein Vorteil
gegeniiber dem Kalibrationsansatz, bei dem es zu negativen Gewichten kommen kann. Dieses Problem
wird bei der Kalibration meistens ignoriert. Ein alternative Ansatz besteht darin, die Hilfsmerkmale,
die zu negativen Gewichten fithren, aus der Kalibration zu entfernen.

Das logistische Regressionsmodell gehort zu der Klasse der Verallgemeinerten Linearen Modelle,

Nelder und Wedderburn| (1972)). Ein Verallgemeinertes Lineares Modell besteht aus zwei Komponenten:
(1) Die Zufallskomponente spezifiziert die Verteilung der Zielvariablen, zum Beispiel binomial.

(2) Die systematische Komponente spezifiziert, wie der (bedingte) Erwartungswert der Zielvariablen

von den Hilfsmerkmalen abhéngt.

Hierbei beeinflussen die Merkmale x die Verteilung der Zufallskomponenten durch eine lineare Funkti-
on (Linearer Prédiktor). Die Link-Funktion verkniipft den Erwartungswert oder eine Transformation
des Erwartungswertes mit dem linearen Pridiktor. Im Falle der Bernoulli-Verteilung ist die Wahr-

scheinlichkeitsfunktion durch

q(ag, ¥r) = exp {apr, — b(Yr)}, ar € {0,1}

gegeben, wobei b : R — R™ eine Funktion definiert als b(-) = log{1+exp(-)} ist und der transformierte

Erwartungswert

¢kz = log {&C} = fL(A{)Xk) (4.1)

durch die dreimal stetig differenzierbare und injektive Funktion f,, : C' — R, C' C R mit dem linearen
Term A\yxp, Ao € A C R?, verkniipft ist. Die Funktion b ist beliebig oft stetig differenzierbar. Sei b; die
i-te Ableitung, dann gilt b, (¢;) = 0 und by(v) = Ok (1 — Og).
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Der Parameter \g € A ldsst sich mit Hilfe der Maximum-Likelihood Methode schéitzen, indem die
Log-Likelihood-Funktion

L) =3y Lkery FuNxk) = >0 Lkesy0(fu(Nxk)) (4.2)

beziiglich A maximiert wird. Sei fy (A, xx) = fx(A, %)~ wobei fy(A, xx) = by (fu(Nxp)) ist. Mit dem
gewihlten Modell und dem geschéiitzten Parameter )\ lassen sich die Gewichte wyy, durch Wy =
Wi fu (A, Xp) schiitzen und anwenden.

Allerdings ist durch die Verwendung des Modells im Design-basierten Ansatz nicht sichergestellt,
ob es fiir jede mogliche Stichprobe eine Maximum-Likelihood-Losung existiert. Deshalb wird in Ab-
schnitt 4.2 gezeigt, dass es mit einer Restriktion an das Stichprobendesign asymptotisch eine Losung
mit Wahrscheinlichkeit Eins gibt. Dabei spielt die Fisher-Information eine zentrale Rolle. Durch die
Restriktion ist die Inverse der Fisher-Information O,(n~!), wihrend eine gewichtete Version der In-
versen unter den in Abschnitt 1.3 gesetzten Annahmen O (1) ist. Deshalb werden Eigenschaften der
Fisher-Information in Abschnitt 4.1 dargestellt.

Die Haupt-Schwierigkeit beim PSA-Schitzer liegt darin, dass A — X\o durch eine asymptotisch
gleichwertige Grofle, fiir die sich Erwartungswert und Varianz berechnen lasst, ersetzt werden kann.
Die asymptotische gleichwertige Grofle ist das Produkt aus der inversen Fisher-Information und der
Score-Funktion, welches die erste Ableitung der Log-Likelihood-Funktion ist. Dies ist Gegenstand von
Abschnitt 4.3. Darauf basierend lésst sich ein einfacher Varianzschitzer fiir den PSA-Schétzer, ohne
Kalibration (Abschnitt 4.4) und mit Kalibration (Abschnitt 4.5), herleiten.

Die asymptotische Eigenschaften des PSA-Schiitzers wurde bereits von Kim und Kim| (2007) und
Kim und Riddles (2012) untersucht. Dabei wird ohne Beweis die Approximation von A= \o durch das
Produkt aus inverser Fisher-Information und Score-Funktion benutzt. Auflerdem hat die asymptotische
Varianz in Abschnitt 4.4 eine einfachere Darstellung als bei den genannten Autoren und sie ist mit
Annahme [A3] bis auf Terme der Ordnung O(n~?) genau. AuBerdem arbeiten die Autoren unter der
Annahme, dass Funktionen in Abhéngigkeit von A gleichméflig konvergieren. Diese Annahme ist nicht

notwendig, sieche Abschnitt 2.

4.1 Score-Funktion und Fisher-Information

Die Score-Funktion ist definiert als die erste Ableitung der Likelihood-Funktion. Mit h, (A, xx) =
Xk fr1(N'Xg), ist die erste Ableitung von (4.2))

u()‘) = ZU 1{k€r}h1(A7 Xk) - ZU l{kES}hl(Av Xk)fN()") Xk) (43)

wobei fi, die erste Ableitung von fi, ist. Fiir fi, = id (Identitét) vereinfacht sich die Score-Funktion

zu

u(A) = ZU 1{ker}xk - ZU 1{kes}xka(/\;Xk)

Sei Ay € A der zu schitzende Parameter, dann ist die Score-Funktion ausgewertet an der Stelle g

gegeben durch uy = u(Ag). Fiir uy; gilt

E[ulv[|f:| — 0
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und die bedingte Varianz ist gegeben durch

Fu = V[un|F] = 35 Likes) Fai (Mo, xi) by (Ao, x5y (Ao, x1,)’

wobel fxi (A, xg) = bo(fL(Nxg)) ist. Die bedingte Varianz als Funktion von \ sei:

F()‘) =>u 1{k€s}fN1()‘?Xk’)hl()\axk)hl(A;Xk‘)/ (4.4)

Fy, = F()\o) sei die Fisher-Information ausgewertet an der Stelle A\g € A. Fiir die negativen zweiten
Ableitungen der Likelihood-Funktion gilt

H(\) =F(\) + Q()\) mit (4.5)
Q) =" Lkesy v x0)ha (N, xi) — S0 Liperpho (A, x4)

und h, (A, x) = %X} fro(N'xi), wobei fi, die zweite Ableitung von f;, ist. Mit f;, = id ist H = F. Die
negativen zweiten Ableitungen ausgewertet an der Stelle Ao € A seien H,, = ﬂ(AO). Es gilt

E[H,|F] = Fy
da E[lrery|F] = Orl{pesy fast sicher ist und damit der Erwartungswert E[Q(\o)|F] fast sicher Null
ist.

Wenn (s,7) €  eine Realisierung nach einer Stichprobenzichung ist, dann ist A(s,r) € A eine
Maximum-Likelihood-Lésung, falls u(s, )(A(s,7)) = 0 gilt und H(s,r) fiir alle A\ € A positiv definit
ist. Sei A : Q — A wie folgt definiert. A(s,r) ist eine Losung von u(s,r)(A(s,r)) = 0, falls sie existiert
und falls keine Losung existiert, wird 5\(5, r) auf eine bliebigen Konstante A, € A gesetzt. Mit dieser

Definition gilt mit dem Mittelwertsatz
~ 1 A ~ A
u(\) —uy = —/ H(\s(a))da (A — Ao)
0

wobei Ap(a) = Ao + a(X — Ag) ist. Falls u(\) = 0 fast sicher eine Losung hat und das Integral
auf der rechten Seite asymptotisch durch F., ersetzt werden kann, dann lédsst sich P Ag durch
F;'uy approximieren. Die Invertierbarkeit von Fy; sei hierbei vorausgesetzt. Da E[Fglum]—" ] =0 und
V[Fytuy|F] = Fyt gilt, lassen sich dann diese beide Eigenschaften auf A — A iibertragen.

Sei Sy, = {3X € A : u(\) = 0} das Ereignis, dass die Gleichung u(A) = 0 eine Losung hat. Im

ersten Schritt soll gezeigt werden, dass unter den Annahmen [A1], [A2] und den Annahmen
[R1] Fiir die Designgewichte gilt NM, /n < wy < NMy/n fir Konstanten M;, > 0 und My > 0.

R2] Fiir beliebige Transformationen f : B — R sind die Eigenwerte von N1 1 xp ) f(xk)
U *{kes}

fiir jede Realisierung durch eine Konstante My > 0 gleichméflig nach unten beschrinkt und
m N1y f(xk) f(xx) ist positiv deﬁnitF_ZI

asymptotisch eine Losung mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert, d.h. P(Sy.) — 1. Hierbei garantieren

die Annahmen [R1] und [R2], dass die Fisher-Information invertierbar ist und n~'Fy; das gleiche

*’Die Invertierbarkeit von N ™' > 1(res) f(xk)f(xk)’ reicht aus, falls man nur die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
betrachtet.
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asymptotische Verhalten wie eine gewichtete Version der Fisher-Information hat. Auflerdem stellen
diese beiden Annahmen sicher, dass die Fisher-Information F fiir alle A € A positiv definit ist. Somit
ist die Losung von u(s,r)(A) = 0 fiir (s,r) € Sy sogar eindeutig, wenn f;, = id benutzt wird.

Sei nun eine gewichtete Version von F durch

Fw(A) = ZU 1{k€s}wkal(>‘7xk)hl()‘aXk)hl(/\yxk)/ (4.6)
gegeben. Diese hat den Erwartungswert
F()‘) = ZU I <)\7Xk)h1(A7Xk‘)hl()\7Xk)/ (4.7)

Sei Amin(+) der kleinste Eigenwert einer Matrix. [R2] garantiert, dass sowohl Fy(Ag) als auch Fy und
Fy = F()\o) positiv definit sind. Da [Amin(Fw(X0)) — Amin(Fa)| < [|Fw(Ao) — Fuf| gilt, konvergiert
Amin(N"1Fy (X)) mit Annahme [A2] in Design-Wahrscheinlichkeit gegen Amin (N ~'Fy). Der Grenz-
wert von Apin (N ~1Fy,) ist positiv nach Annahme [R2]. Damit konvergiert Apin (IV _IFW(AO))_I gegen
Amin (N7 Fy) 7! und ist somit Op(1). Mit [R1] ist

)\min(n_IFM)_l < ]\4U>\min(]\7_1f'1w()\0))_1 = Op(l)

Also ist it = Op(n1).

Die Funktion N'Fy, konvergiert stochastisch gleichmiBig gegen die Funktion N~'F auf je-
der kompakten Menge in A. Denn mit Annahme [A2] konvergiert N ~1F, punktweise in Design-
Wahrscheinlichkeit gegen N~'F und mit Annahme [A1] ist N ~1F,, stochastisch gleichgradig und
N~IF gleichgradig stetig auf jeder kompakten Menge in A.

Sowohl Kim und Kim! (2007) als auch Kim und Riddles (2012)) gehen direkt von der Annahme aus,
dass P(Syy) =1 gilt.

4.2 Existenz der Maximum-Likelihood-Lésung

Im Folgenden wird gezeigt, dass es eine Maximum-Likelihood-Lésung fiir die Parameter des Response-
Modells existiert. Die Existenz ist nicht offensichtlich.

Um die Existenz einer Losung zu zeigen, wird der Fixpunktsatz von Banach verwendet. Bei diesem
Ansatz hat eine kontrahierende Abbildung Z: A — R?, die eine kompakte Menge A C R? in sich selbst
abbildet genau einen Fixpunkt. Zunéchst wird eine Folge von kompakten Mengen gebildet. Sei hierzu
die folgende Metrik fiir A, A € A definiert:

- 1

A@nNAFM%A—Xw (4.8)

Fllw/ % ist die Quadratwurzel von Fy;, und M, und My sind die Konstanten aus Annahme [R1]. Die Me-
trik ist so definiert, dass der Abstand zwischen A € A und A € A mit der erwarteten Stichprobengrife
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wéchst@ Bildet man mit dieser Metrik die Umgebungen
An(Xo,0) ={r € A:d(\ \) <6}

fiir beliebig gewéhltes d > 0, dann werden diese mit wachsender Stichprobengroéfie immer kleiner. Das
heifit die Umgebungen bilden eine monoton fallende Folge von Mengen, wobei (), A, (Xo,0) = {Ao}
gilt. Die Umgebungen A,,(\g,d) schrumpfen mit O(n'/?).

Sei nun Z: A — R? definiert durch

Z()\) = A+ NMy(nFy) tu()) (4.9)

mit erster Ableitung Z,(\) = I— NMy(nFy,) " "H(X) wobei I die Einheitsmatrix ist. Falls d(Z(\), Ao) <
0 fiir alle A € A, (Ao, d) fast sicher gilt, dann wird A, (Ao, d) fast sicher auf sich selbst abgebildet. Falls
es einen Fixpunkt gibt, hat nach Definition von Z die Score-Funktion u fast sicher eine Nullstelle.
Dieser Sachverhalt wird im Folgenden in Wahrscheinlichkeit gezeigt.

Mit der oben definierten Metrik ist

d(Z(X), M) < d(Z(X), Z(Xo)) + d(Z(No), Xo) (4.10)
Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Ungleichung gilt
A(Z(N). Ao) = ||V MNR TR Py |

Wie bei Fahrmeir und Kaufmann| (1985) soll zunéchst gezeigt werden, dass der Erwartungswert von
d(Z (o), \o)? durch eine Konstante beschrinkt ist. Mit der Annahme [R1] gilt fiir jeden Vektor v € R?
der Léange 1, dass

N, —1/28 - C1/9a
M, SV FL PR FL Y2 < VELY PR RS
n

gilt. Hierbei ist der Erwartungswert der rechten Seite 1, da E[FW] = F\ gilt. Das bedeutet insbeson-

dere, dass alle Diagonaleintrige der Matrix

ML%E thl/QFMFl\]lm} — ML%E [F;/QE[uMu’M\ﬂF;ﬂz}

kleiner als 1 sind. Folglich ist die Spur dieser Matrix kleiner als die Dimension d. Die Spur ist aber
E[d(Z()o), M\o)?]. Somit existiert fiir vorgegebenes € > 0 und vorgegebenes ¢ € (0,1) ein § > 0, so dass
mit der Markov-Ungleichung

P({d(Z(Xo), o) > (1 —¢)6}) < (1 —¢)7td/d < /2 (4.11)

gilt.

3P\ ist positiv definit und konvergiert mit Annahme [R2] gegen eine positiv definite Matrix. Daher ist der kleinste
Eigenwert Amin (N 71FM) nach unten durch eine positive Konstante beschrinkt. Da auflerdem

Amin (Fan) /2 = Al < [Fy/ (0 = V)

gilt, wichst d(\, ) mit n'/2.
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Als néchstes wird d(Z()\), Z(X\)) betrachtet. Mit dem Mittelwertsatz gilt

1 1 R

Z(\) — Z(N) = / Zy (e (@))da (A — M) = / T~ NM, (nFy)~ H(Ar(a))da (A — o)

0 0
wobei Ap(a) = Ao + a(A — N\p) ist. Daher ist
! 1/2¢: 172

d(Z(N), Z(No)) < / - NMyn~'Fr *H(\s () Fy " H dad(\, Ao)

0

1
< / I— NMyn~'Fy 2F (0w (a)) WH dad(\ Ao)+
0
1
/ NMyn~'F 2 Qs (a) _1/2Hdad (A Ao)
0
<

_/01 I— FL 2R e (@) F5 2 | dad(h )+
(v 1R) | [ @) dadn 2o

mit Annahme [R1]. Aulerdem ist

1 A 1 .
/0 1= B2 R O (@) Py || da < H(N—lFM)‘lu/O N Fw (A (@) — Fy) | da
Fiir alle A € A, (Ao, d) gilt damit

A(Z(N), Z(N0)) < M (sup,4, (30 || N (Fu(R) = Fo) | + b4, 05 [~ QY )

wobei M > 0 so gewiihlt wird, so dass sowohl ||(N~'Fy)~!|| als auch || My(N~1Fy)~Y| durch M fiir
alle n beschriankt wird. Dies ist durch Annahme [R2] moglich. Der erste Term auf der rechten Seite
konvergiert in Design-Wahrscheinlichkeit gegen Null, da N ~1F, stochastisch gleichméflig gegen die
Funktion N~'F konvergiert. Die Konvergenz des zweiten Terms wird im Anhang gezeigt. Folglich
gibt es zu obigen § > 0 und gewihlten € > 0 und ¢ € (0, 1) eine Stichprobengrée n € N, so dass

P3N € Au(M0,8) : d(Z(N), Z(No)) > c8}) < £/2 (4.12)

gilt. Mit dem Fixpunktsatz von Banach@ gibt es fiir (s,7) € Q mit d(Z(s,r)(\),Z(s,7)(Ag)) < ¢d ein
eindeutiges A € A, (Ao, d), so dass Z(s,r)(\) = A gilt.
Mit (4.10), (4.11) und (4.12]) gibt es zu € > 0 ein § > 0 und eine Stichprobengréfie n € N, so dass

P({3X € A, (00, 8) : d(Z(N), ho) > 8}) < &

ist. Das heifit, die Umgebung A, (A, d) wird mit einer Wahrscheinlichkeit groBer 1 — ¢ auf sich selbst
abgebildet, falls die Stichprobe hinreichend grof} ist. Da es mit dem Fixpunktsatz von Banach einen
Fixpunkt fiir (s,r) € Q mit d(Z(s,r)(N), Z(s,7)(No)) < ¢d gibt, ist mit der Definition der Metrik und

der Definition von Z

P{3x € A,(00,8) s u(X) =0}) > 1— ¢

24Die kontrahierende Abbildung ist unabhéingig von der Wahl von Ao.
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Definiere A : Q — A als Losung von u(s,r)(\) = 0 fiir alle (s,r) € €, falls sie existiert. Sonst wiihle
A(s,7) = Xs wobei A, auf dem Rand von A liegt. Da P({u(}) = 0}) > P({3X € A, (X, 0) : u(A) = 0})
gilt, folgt die Existenz einer Losung mit P({u(\) = 0}) — 1.

Das Ereignis {\ € A, (Ao, d)} ist nur zum Ereignis {3\ € A, (X, d) : u(A) = 0} dquivalent falls H
fiir alle A € A fast sicher positiv definit ist. Dies ist fiir fi = id der Fall. Sonst ist die Losung nicht
eindeutig. Es folgt

P({v/nlA = Xoll > M3}) = P({A ¢ Au(Xo,8)}) <&

Somit existiert eine Maximum-Likelihood-Lésung unter den schwachen Annahmen [A1], [A2], [R1] und

[R2]. [R1] ist eine Einschrinkung, dass nicht jedes Stichprobendesign gewihlt werden kann.

4.3 Approximation der Maximum-Likelihood-L6sung

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass eine Losung der Gleichung u(\) = 0 mit einer Wahrschein-
lichkeit von Eins asymptotisch existiert. Es gibt aber fiir eine endliche Stichprobe immer eine (kleine)

Restwahrscheinlichkeit die zur Nicht-Existenz einer Losung fithren kann. Betrachtet man hierzu
~ 1 A ~ ~
a(d) — wy = — / (o (a))da (3 — Ao)
0
wobei Ap(a) = Ao + a(A — Ag) ist. Dann gilt die Gleichung
1 A~ A ~
uy = / H(\s(a))da (A — Ao) (4.13)
0

nur dann fast sicher, falls A : Q — A fast sicher eine Losung ist Im Vergleich zum Kalibrationsansatz

muss die folgende Annahme getroffen werden
[R3] Die Gleichung u(A) = 0 hat fast sicher eine Losung.

Die Gleichung (4.13)) ldsst sich umformen

A

(= Ag) — Foluy = Fo! /1(FM _ B (a))da (A — A)
0
= [ B FO @) B -0) -~ [ QO@)s (2
0 0
Sei fua(A, xx) = bs(fu(Nxx)) und fs: B — R eine Funktion mit

HfNQ(/\yxk)le()‘/Xk)?’Xk + 2fN1()\aXk)le()‘,Xk)sz(XXk)chHSPUY‘XkX;e‘ < fs(xx)

fiir alle A € Ag, Ax C A kompakt. Mit Annahme [R1] und wiederum dem Mittelwertsatz ist dann fiir
M€ Ax

FAE) — PO < [0 B | i Do Liesyon o)A = 3] (4.14)

25Bei [Fahrmeir und Kaufmann| (1985) Theorem 3 wird argumentiert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine Losung nahe
1 ist.
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Sei ¢ > 0 und § > 0 beliebig, so dass P({\ ¢ A,(Xo,8)}) < /3 fiir die Umgebungen A, (A, 0) = {\ €
A \/n||A = No|| < 6} gilt. Dann gibt es mit den Annahmen [A2], [R1] und [R2] ein M > 0, so dass

sowohl

P({5 SUD A, (A,8) VT

FLLRQ) — 13"()\0))H > M/Q}) <¢/3
als auch (sieche Anhang [A.2))
p({asupAn(M) ﬁHF;}Q(X)H > M/z}) <¢/3

ist. Damit ist

{
{In((A = x0) = F5lus) | > M. A ¢ (20, 0)} )
{85 4,30 V7T [BRLER) = )| > 2172} )+
{

{

GSUP 4, (rg,8) VI HFICRQ(X)H > M/2}>+

<e

und somit

~ ~

A= =Fyluy +0,(nh) (4.15)

Um die Aussage (4.15]) zu verschirfen, muss zusétzlich zur Annahme [R3] auch noch die Annahme,
dass der Parameter-Raum kompakt ist, getroffen werden ([R4] Der Parameter-Raum ist kompakt).

Damit ist der kleinste Eigenwert durch eine Konstant My > 0 beschrénkt:

Mit der Gleichung (4.13)) ist

(] 1 F(ipm))da)l (Jew- s [ Qe (a)dah — o)) = VA = o) (4.16)

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung ist leicht zu sehen, dass n~'u, in Wahrscheinlichkeit gegen Null

konvergiert. Die bedingte Varianz von n~'/2uy, ist n~'Fy;, die mit Annahme [R2] beschrinkt ist. Die

gewichtete Score-Funktion

uw(A) = Xy LikerywieXk — Doy LkesywiXe (A, Xk)

hat an der Stelle Ay € A den Erwartungswert Null. Mit den Annahmen [A2] und [A3] gilt fur die i-te
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Zeile und p € N

E

2p
n
(}C >ou Likesywi(Lipery — Qk)Xik> ] <M

fiir ein M > 0, da der Grenzwert existiert. Da mit Annahme [R1] die Ungleichung

1 nP
— 2u Lest X B[(Leery — 0k)|F] < (M.N)% v Vkes) (Wixie) PE[(1ikery — 08) | F]

fiir p € N gilt, gilt bei Unabhiingigkeit?|

1 2p
(\/ﬁ v Lkesy (Lnery — ek)xikz> ] <E

Vn 2
<MLN v Yresywe(Lirery — Ok)Xik

Mit der Zerlegung in und einer analogen Vorgehensweise, ist

(] 1 Qs (0))da ] <M

fiir ein M > 0. Da A mit Annahme [R4] in einer kompakten Menge liegt, ist die rechte Seite von (4.16])

im p-ten Mittel beschrinkt. Damit ist der Erwartungswert von n?||A — Ag[|2? beschrinkt und

(\}ﬁ /0 Qe ())da(h Ao>)2p

Mit (.14) ist dann auch der Erwartungswert von n?||(A — Xg) — Fy;'uy || beschréinkt.

E

B = 0(n7)

4.4 Varianz des PSA-Schitzers

Im folgenden wird die Varianz des PSA-Schétzers hergeleitet. Seien fy; und fy, die ersten und zweiten
Ableitungen von fy;. Diese kénnen mit fy; (Ao, X)) normiert werden: fi; (A, xx) = far (A, X))/ fa( Mo, Xk)
und fro (A, Xk) = fae(A %)/ fu(Xo, Xi ). AuBerdem sei das Wegintegral

1
Fa(o.) = [ (1= a)fialiela), ) da
0
mit Ap(a) = Ao + a(X — Ag) gegeben. Mit

Dy = N 'S0 Lipeywniiyi fia (Ao, Xi) und
Ru(Ae) = N7 S0 Lierywnntin P (Ae, X

lasst sich (2.10) darstellen als

. . 1

Vi = Vit Dy(A = do) + 5 (A = A0)Ru(Ae) (A = do)

26Terme, die 1{xery — 0k nur einmal enthalten, sind wegen der Unabhéngigkeit Null.
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Dies Gleichung ldsst sich umformen zu

Yy —Y = —Y)+ DL (A=) + (Dy —Dy) (A=) + %(X —20)Ru(Ae) (A — Xo)

mit Dy = N7, vk fia (Mo, Xk ). Mit den Annahme [A1] und [A2] ist Ry (\p) in Wahrscheinlichkeit
beschrénkt, siehe Abschnitt AuBerdem ist Dy — Dy = O,(n~'/2) mit der Annahme [A2]. Damit
gilt

~

Y=Y = (Ya = Y) + DL(A = do) + Op(n7")

Und mit (4.15]) ist

Vi —Y =Yu—Y)+DyFluy +0,(nY)

Mit den Ausfiihrungen des letzten Abschnitts gilt:

Satz (PSA-Schitzer bei Nonresponse). Mit den Response-Wahrscheinlichkeiten 6y = b, (fr(N'xy)) ist
bei Quasi-Randomization und den Annahmen [A1], [A2], [A3] und [R1]-[R4] der Bias von Yy,

E[Yy —Y]=0(n") (4.17)
und unter Beachtung von E[YMuM] = —D,, gilt fiir die Varianz

V[Yy, — Y] = V[Yy — Y] — E[D,F;'Dy] + O(n2)

Mit (2.8) ist die Varianz

. 1 1 ~ _
VY] = N2 YU Aklyfk% +2E >0 LikestOr(1 — 0k) (waikye)?] — E[D4FL Dyl +0(n~?)

Tk T
(4.18)
Mit (2.9)) ist der Varianzschétzer fir f, = id
A 1 Bl b Lyt 1 — 6)) (dvuyr)? — DLEF Dy
w =N iU {k,ler}TM(kayk)(leyl)"'WZU freryTr(1 = Ok) (D)™ — Dy F Dy
(4.19)

wobei e = wi{l + exp(—Nxg)}, 0k = {1+ exp(—N'xz)} ! und

Dy = —N"15 0 Lerywryexi(1 — Or)
Fo = 30 Likes) e (1 — O)xX),

Man beachte hierbei, dass FM auf Basis der gesamten Stichprobe berechnet wird.
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4.5 Kalibration des PSA-Schitzers

Es soll im Folgenden der PSA-Schétzer zusédtzlich kalibriert werden. Fiir jede Einheit £ € U seien
zwei unterschiedliche Mengen an Hilfsmerkmalen x 45 und xpj gegeben. Fiir die A Merkmale ist auch
der Mittelwert X, = N—! > u Xak bekannt. Mit den B Merkmalen werden zuerst die Gewichte des
PSA-Schiitzers iy = wi{1 4 exp(—N'xpy)} berechnet. Ziel ist es, die Kalibrationsgewichte ey (s, r)

auf Basis der Auskunftspersonen so zu bestimmen, dass

v Lipery (Wek — wnik)?/ 2000k

unter der Nebenbedingung

1 .
I v YkeryWorxar = Xa

minimal wird. Mit diesen Gewichten ist der kalibrierte PSA-Schétzer gegeben durch

1 R
Yo=+ >-u LikeryWokyk (4.20)

Die Losung des obigen Minimierungsproblems mit dem Lagrange-Ansatz ergibt:
wek(s, ) = vk (s, ) (1 + B(s, ) X k)

fir £ € r, wobei 8 der Lagrange-Multiplikator ist. Einsetzen von wcg(s,r) in die Nebenbedingung
ergibt

B =y lkeryomexarXy,)  (NXa = Yy Likery WMrX k)

Hierbei muss gewéhrleistet sein, dass Y ; (e, WMpXArX)y, invertierbar ist (Annahme [R2]). Durch

das Einsetzen von ~ in die Gleichung von wcg(s,r) sind die Gewichte wcyg(s, ) durch
. . . . -1 .
Wek = WME + (NXA - ZU 1{ker}kaXAk), (ZU 1{k€r}kaXAkX:4k) WMEX AL (4.21)

gegeben. Der Kalibrationsschétzer in (4.20)) ldsst sich nun mit den Gewichten (4.21f) berechnen. Der

Kalibrationsschitzer ldsst sich auch darstellen als

~ ~

Ve =Yg + B (Xs — Xg) (4.22)

By = (30 Likery OnrXanXy,) ™ 0 ke OMeX Ak

und dem PSA-Schéitzer

" 1 )
X = N ZU 1{ker}kaXAk

Damit man das asymptotische Verhalten von (4.20) untersucht werden kann, seien noch die fol-
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genden Groflen gegeben.

B = (Y xanXy) ! Yop XAk
Tg = N7' Yy LiperpharXanxly,
T =N"1Y,xanxy,

B ist der Populationswert von BM T ist der Populationswert von TM. Wegen der Ungleichung
min(Tg) — Amin(T)| < [T — T||, wobei Amin(-) den kleinsten Eigenwert einer Matrix bezeich-
net, und da TM ein PSA-Schéitzer ist, konvergiert die Differenz Amin(Tm) — Amin(T) in Wahrschein-
lichkeit gegen Null. Mit Annahme [R2] und der Bemerkung zum Continuous Mapping Theorem ist
Amin(T) ™" = O0,(1). Da Apin(Ty) ™" der groBte Eigenwert von T&l ist, ist T;Il = Op(1). Wegen
>ouxar(yp — x4, B) = 0 ist

1 . _
N YU 1{k€r}kaXAk‘(yk - X;ka) = Op(n 1/2)

da auch dies ein PSA-Schétzer ist. Somit ist die Differenz

B, -B= (>, 1{ker}U7MkXAka%)_l > LkesyOmrxar(yr — Xy, B)

Op(nfl/ 2). Unter der Annahme eines kompakten Parameter-Raums, Annahme [R4], ist sogar das p-te
Mittel von v/n(Bg — B) beschrinkt.

Mit (T.22) ist

A~

Vo—Y =Yg -V +B'(Xy - Xg) + (By — B)(Xa — X))

Der letzte Term ist Op(n~!). Mit Annahme [R4] ist E[Y: — Y] = O(n™!) und die Varianz ist mit
er = yr — X4, B auf Basis von ([4.18))

N 1 er €] 1 A _
V[Yé] = m ZZU Akl;k;l + WE [ZU l{kES}Gk(l — 6k)<kaek)2] —E[D;WFMlDM] +O(TL 2)
(4.23)
wobei wyy = wi{l + exp(—Xo'xp1)}, O = {1 + exp(—Xo'xpr)} ! und
1
Dy = N > ovexxr(l—0k)
Fa =20 Likes) Ok (1 — 0)xprxlg,
Mit (4.19) ist der Varianzschétzer
1 Aw . 1 e
Vo= qm22u 1{k,l€r}?kl(kaek)(leel) + 52 v Lpeny (1 — Ok ) (nnér)” — Dy F Dy
(4.24)
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wobei é, = yp — X;lkBM, wavk = wi{l + exp(—j\’ka)}, 0 = {1+ exp(—;\’ka)}*1 und

[A)M =_-N"1 ZU 1{k6r}wkékXBk(l — ék)
Fo = 30 Likes) O (1 — 0)xprxly,

4.6 Die Varianz bei Abhingigkeiten

Bei den bisherigen Ausfithrungen wurde angenommen, dass alle Einheiten unabhéingig voneinander
sind. Allerdings kann nicht davon ausgegangen werden, dass die rdumliche Mobilitdt zwischen den
Einheiten innerhalb eines Haushalts unabhéngig ist. Dadurch wiirde die Varianzschitzung auf Basis
von ungeeignet sein. Im Falle einer positiven Korrelation innerhalb eines Haushalts, d.h. zwei
Personen eines Haushalts sind eher geneigt gemeinsam umzuziehen als zwei Personen aus unterschied-
lichen Haushalten, fiihrt die Annahme der Unabhéngigkeit zu einer Unterschitzung des zweiten Terms
in . Gleichzeitig wird auch der dritte Term unterschétzt, der aber, da er subtrahiert wird, fiir
einen Ausgleich in die entgegengesetzte Richtung sorgt.

Um die Varianz bei Abhéngigkeiten herzuleiten, werden folgende Gréfien definiert. U; sei Grund-
gesamtheit von Clustern und U; die Menge der Einheiten eines Clusters ¢ € U;. N; ist die Anzahl
der Cluster. Die Grundgesamtheit der Einheiten ist U = {k € U; : i € U;}. Beim Ziehungsverfahren
werden alle Einheiten eines Clusters ausgewahlt. Wenn s C U die Stichprobe der Einheiten ist, dann
ist s = {1 € U; : sNU; # {}} die Stichprobe der Cluster. Das Design-Gewicht fiir Cluster i € U, sei
wy;. np sei die erwartete Anzahl der Cluster, bei denen das Untersuchungsmerkmal y fiir mindestens
eine Einheit beobachtet wird. Zusétzlich wird gefordert, dass die Cluster-Groien N; gleichméfig be-
schrénkt sind. Damit ist n/n; = O(1) und N/N; = O(1). Die Annahmen [A2], [A3] und [R1] gelten
dementsprechend wenn man n und N durch n; bzw. | ersetzt.

Es wird davon ausgegangen, dass fiir zwei Personen k € U; und [ € U; das Mobilitédtsverhalten
abhiingig ist, d.h. O; # 0x0;. Als Corry; wird die Korrelation zwischen 13,4 und 14¢,y definiert. Wei-
terhin sei Corrgy, = 1 und Corry; = 0 fiir £ € U; und [ € Uj, @ # j. Dadurch ist die Wahrscheinlichkeit,

dass das Untersuchungsmerkmal y sowohl fiir k£ € s als auch | € s beobachtet wird gegeben durch

1 1/2 1 1/2
le = lel 1+ COI‘I‘kl ——1 ——1
0 0,

Nun muss eine Annahme iiber die Korrelationsstruktur getroffen werden. Hierzu existieren ver-
schiedene Moglichkeiten wie die Korrelationsstruktur parametrisiert werden kann. Diese basieren auf
dem GEE-Ansatz (Generalized Estimating Equations) von |Liang und Zeger| (1986). Der GEE-Ansatz
erlaubt die Erweiterung der Generalisierten Linearen Modelle auf Cluster-Daten, d.h. es werden die
marginalen Erwartungswerte der korrelierten Zielgrofien wie bei Gerneralsierten Linearen Regressions-
modellen in Abh#ngigkeit von Hilfsmerkmalen modelliert. Die Abhingigkeit zwischen den Einheiten
wird dann durch die Korrelationsstruktur beriicksichtigt. Der einfachste Fall einer Korrelationsstruk-
tur ist Corrg; = o fiir k # [ wobel ag im Intervall zwischen -1 und 1 liegt, d.h. alle Einheiten haben
die gleiche Korrelation.

Die Abhéngigkeit zwischen den Einheiten wird fiir die Schiatzung von \g beriicksichtigt, indem
die Beitréige der Einheiten in durch die Korrelation umgewichtet wird. Die Gewichte werden

bestimmt, indem die Korrelationsmatrix des Clusters ¢ € U; invertiert wird. D.h. es werden Gewichte
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wak in Abhéngigkeit von der Korrelationsstruktur - festgelegt durch den Parameter o - durch die

Losung des Gleichungssystems

ZzeUi wgk(a)Corry, = 1 fiir k € U
S iew, waki (@) Corryy = 0 fiir k, k' € Uy, k # K

bestimmt. Fiir diese einfachste Korrelationsstruktur sind die Gewichte

—

vonl) = T (N - D) (429
fir k,1 € U; mit k # [ und
’lUGkk(Oé) = 14 <NZ — 2)a (4.26)

(1-a)1+ (N, —1a)

fir k € U;.
Unter der Annahme, dass der Parameter A € A bekannt ist, ldsst sich «g mit Hilfe der Pearson-

Residuen schitzen:

a(A) =22 1 Yiesy 2220, ket B Bi(A)/(Ni(Ni = 1)) (4.27)
wobei die Pearson-Residuen in Abhéngigkeit von A € A wie folgt definiert sind:

_ Vkery = (A xy)

Ri(N) (4.28)
le()\an)
Umgekehrt lésst sich der Parameter A\g schétzen, indem fiir bekanntes « eine Nullstelle der Score-
Funktion
u(A, @) = > 1 Liicsy 220, weki(@)hi (A, xg) Ry (A) (4.29)

wobei h; (A, x;) = xk+/ fx1 (A, Xg) ist, bestimmt wird.
Setzt man (4.27)) in (4.29)) ein, dann ist beim GEE-Ansatz der Schétzer A: Q — A definiert als die

Losung von
u(A, a(A)) =0

Mit (#.27) und (4.28) ist &(\) ein Schiitzer fiir die Korrelation, die fiir die zweite Komponente in (4.19)
benutzt werden kann. Im Anhangwird gezeigt, dass /n; (5\—)\0) im p-ten Mittel beschrinkt ist, falls
|&(\)| < a fiir 0 < a < 1 fast sicher gilt. Damit liisst sich wie in 4.3 zeigen, dass n?{(A— o) — Fy 'ty }?

mit Fy, = F(Ag, ap) und uy = u(Ag, ap) in Erwartung beschriinkt ist. Hierbei ist

F(\ o) =Y Liesy o0 0, wak(@)hy (A, x5)hy (A, x;)’

die Fisher Information.
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Wie beim PSA-Schétzer unter Unabhéngigkeit gilt schliellich

(Yu = Y) + D Fyluy + Op(n™1)

Vo —-Y =
mit
Dy = —N"" 300 2, ykxk (1 — 0k)
Fu =30 Liiesiy So0ou, waki(oo)hi (Mo, x)hi (Ao, x7)/
wobei f;, = id angenommen wird. Unter Beachtung von E[YMuM] = —Dy, gilt fiir die Varianz

V[Yy — Y] = V[Yy — Y] — E[D,,F;'Dy] + O(n?)

Mit (2.8]) ist die Varianz

V[V = % >0 1 Auij < U wn'yk) (Zuj wljyl) +
%E [ZUI Liiesy 2222, AMkl(kayk)(leyl)} — E[D,F,'Dy] +0(n"?) (4.30)

N
mit wy = wli{l + exp(—)\olxk)}, kelU, 0, = {1 + exp(—)\olxk)}fl und

1 1
s =t (1) (3 1)

Der Varianzschéatzer ist

fir k,1 € U; mit k # [.

~ 1 AIZ" . )

1 y R . A
N2 2 Liesy i 2202, Lk ery v (Onkye) (Dmiye) — D, F'Dy (4.31)
wobei Wy, = wii{l + exp(=Nxx)}, O, = {1+ exp(—Nxz)} 1,

Dy =-N"! >t 2u; LikerywiykXe(l — Or)
Fo = Y0, Liesy 200, war(@)hi (A, x)hy (A, %)’

und

SCERICR A RCEDICRD)

fiir k,l € U; mit k # [.
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5 Simulation

Im folgenden werden die unterschiedlichen Verfahren zur Korrektur des Nonresponse Verzerrung an-
hand des SOEP miteinander verglichen. Die Beurteilung der verschiedenen Verfahren erfolgt mit Hilfe
verschiedener Qualitéitskriterien. Hierzu wird der relative Bias des Kalibrationsschétzers und des PSA-
Schézters sowie der relative Bias des geschétzten Standardfehlers betrachtet.

Die Berechnung des relativen Bias basiert auf 1’000 aus dem SOEP gezogenen Stichproben. Jede
Stichprobe wurde dabei so gezogen, dass das Ziehungsverfahren des Mikrozensus abgebildet wurde.
Dazu wurde das SOEP in Schichten eingeteilt, wobei die Schichten den Bundesldndern entsprachen.
Um der Klumpung im Mikrozensus Rechnung zu tragen, wurden als Klumpen PLZ-Gebiete defi-
niertE] Danach wurden innerhalb jeder Schicht 20% der PLZ-Gebiete ausgewiihlt. Anschliefend wurde
die Mobilitat durch ein nicht-parametrisches Verfahren simuliert. 500 Stichproben wurden dabei mit
Zuriicklegen aus jeder der 1’000 Stichproben gezogen. Hierbei ist zu beachten, dass die Verwendung
des Bootstraps im Design-basierten Ansatz mit methodischen Schwierigkeiten verbunden ist. Dies liegt
daran, dass die Verteilung der Mobilitédt nicht korrekt abgebildet wird. Allerdings kann gezeigt werden,
dass durch Verwendung einer Korrektur die Bootstrap-Varianz asymptotisch mit der theoretischen Va-
rianz iibereinstimmt. Die Korrektur ist unabhéngig von dem zugrunde gelegtem Nonresponse-Modell.
Dies wird in Abschnitt 5.3 gezeigt.

Bevor auf das Korrekturverfahren néher eingegangen wird, werden der Mikrozensus und das SOEP

kurz beschrieben. Die Ergebnisse werden in Abschnitt 5.4 dargestellt.

5.1 Das Erhebungsdesign des Mikrozensus

Nach Angaben des Statistischen Bundesamtes werden die zu befragenden Haushalte und Personen
im MZ im Rahmen einer Flachenstichprobe ermittelt. Dazu werden aus dem Bundesgebiet Flachen
(Auswahlbezirke) ausgewihlt, in denen alle Haushalte und Personen befragt werden. Die Auswahl-
bezirke bestehen durchschnittlich aus 6 bis 12 benachbarten Wohnungen, die in eine Gebdudegruppe
oder innerhalb eines grosseren Gebédudes liegen, siehe |Herther-Eschweiler| (2003)).

Beim Mikrozensus handelt sich um eine einstufig geschichtete Klumpenstichprobe, wobei Aus-
wahlbezirke die Klumpen sind. Die Schichtung erfolgt sowohl regional als auch fachlich. Die regionale
Schichten sind im Allgemeinen Zusammenlegungen von Kreisen und kreisfreien Stiddten. Thre durch-
schnittliche Einwohnerzahl beziffert sich auf durchschnittlich 250’000 Einwohner, wobei Grofistidte
mit 200’000 oder mehr Einwohnern eine eigene regionale Schicht bilden und sehr grofie Stddte wie
beispielsweise Berlin und Hamburg in mehrere regionale Schichten unterteilt sind. Die regionalen
Schichten sind wiederum in fiinf Teilschichten unterteilt, den sogenannten vier GebéiudegroBenklassen
und der Neubauschicht (fachliche Schichtung). Die erste Gebdudegrofienklassen enthélt Gebdude mit
1 bis 4 Wohnungen, die zweite Gebdude mit 5 bis 10 Wohnungen, die dritte Gebdude mit 11 oder mehr
Wohnungen, die vierte enthélt Gebdude mit vermuteten Gemeinschaftsunterkiinften und die fiinfte die
Neubauten (Neubauschicht).

Innerhalb dieser 214 x 5 = 1070 Schichten sind die Auswahlbzirke angeordnet. Je 100 Auswahlbe-
zirke bilden fiir das Ziehungsverfahren eine Schicht. Vier in der Reihenfolge der Sortierung aufeinander

folgende Schichten bilden einen Block. Den Schichten eines Blocks werden die Zahlen 1 bis 4 zufillig

2"Die PLZ-Gebiete wurde von Jan Goebel (DIW) zur Verfiigung gestellt.
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zugeordnet. Auswahlbezirke mit gleicher Zonennummer gehoren dem gleichen Rotationsviertel an,
womit eine Zerlegung der 1% - Stichproben in vier Rotationsviertel zu je 0,25% gegeben ist.

Nach Angaben des Mikrozensusgesetzes werden die in den Auswahlbezirken wohnenden Haushalte
und Personen in vier aufeinander folgenden Jahren befragt. In jedem Jahr scheidet ein Viertel der
Stichprobe aus der Erhebung aus und ein neues Viertel wird erstmals einbezogen (sogenanntes Ro-
tationsverfahren). Der MZ ist somit als Wiederholungsbefragung mit einer teilweisen Uberlappung
der Erhebungseinheiten angelegt. Die Stichprobe eines Jahres setzt sich danach aus Auswahlbezirken
zusammen, die jeweils zu einem Viertel entweder nicht mehr oder ein, zwei oder drei weitere Male in

die Erhebung einbezogen werden.

5.2 Das Sozio-oekonomische Panel

Das Sozio-oekonomische Panel (SOEP) ist eine seit 1984 jiahrlich durchgefiihrte Befragung von Privat-
haushalten in Deutschland. Die erhobenen Daten geben unter anderem Auskunft {iber Einkommen,
Erwerbstétigkeit, Bildung und Gesundheit. Da jedes Jahr weitgehend dieselben Personen sowie Haus-
halte zu den gleichen Themen befragt werden, kénnen nicht nur langfristige gesellschaftliche Trends,
sondern auch die gruppenspezifische Entwicklung von Lebenslaufen besonders gut analysiert werden.

1984 wurde die erste Erhebung des SOEP mit rund 6’000 Haushalten durchgefiihrt. Die Ziel-
population der Starterhebung war durch die westdeutschen Haushalte bzw. Personen, die in diesen
Haushalten lebten, definiert. Diese Starterhebung des SOEP bestand aus zwei getrennten Stichpro-
ben: Teilstichprobe A (4’500 Haushalte) umfasst Haushalte mit einem deutschen Haushaltsvorstand
wéhrend die Teilstichprobe B (1’500 Haushalte) die Haushalte mit einem ausléndischen (italienischen,
spanischen, tiirkischen, griechischen oder ex-jugoslawischen) Haushaltsvorstand umfasst. Im Juni 1990
wurde das SOEP auf das Gebiet der ehemaligen DDR ausgeweitet (Stichprobe C mit 2’000 Haushal-
ten). Um den Aspekt der Zuwanderung nach Deutschland zu beriicksichtigen, wurde 1994/1995 eine
spezielle Zuwandererstichprobe erhoben (Stichprobe D mit etwa 500 Haushalten). Diese umfasst Per-
sonen (iiberwiegend Aus- und Ubersiedler), die in den Jahren von 1984 bis einschlieSlich 1994/1995 aus
dem Ausland zugewandert sind. In den Folgejahren wurden weitere Ergdnzungsstichproben gezogen,
die vor allem der Stabilisierung der Fallzahlen dienen.

Trotz vieler gemeinsamer Design-Elemente unterscheidet sich die Auswahl der Starthaushalte in
den vier Teilstichproben A, B, C und D. Die Weiterverfolgungsregeln der Mitglieder der Starthaushalte
sind jedoch in allen Teilstichproben identisch. Weiterhin ist allen vier Teilstichproben die Zweistufigkeit
des Auswahlverfahrens gemeinsam. Zusétzlich wurde sowohl fiir die Auswahl der Priméreinheiten als
auch der Sekundireinheiten (Haushalte) bei allen drei Stichproben gréfienproportionales systematisch
Ziehen mit Intervall und zufélliger Startzahl gewéhlt, siehe |Spiess| (2005)).

Fiir die Simulation werden die Jahre 1996 bis 1999 der Stichproben A bis D verwendet.

Trotz der methodischen Unterschiede zwischen des Mikrozensus und des SOEP wurde in [Basic¢
(2008) gezeigt, dass das Ausmaf} der rdumlichen Mobilitét zwischen dem SOEP und dem Mikrozensus

vergleichbar ist.

5.3 Theoretische Herleitung der Simulation

Das SOEP enthilt durch das Konzept der Weiterverfolgung fiir alle rdumlich immobilen und mo-

bilen Personen Ausprigungen von Untersuchungsmerkmalen, die im Mikrozensus nur fiir rdumlich
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immobile Personen beobachtbar sind. Dadurch lasst sich der Mittelwert oder der Gesamtwert eines
Untersuchungsmerkmal y anhand des SOEPs berechnen und dabei ist dieser nicht durch die Mobi-
litdt beeintrichtigt. Damit ist das SOEP fiir eine Simulationsstudie geeignet, wobei die Personen des
SOEPs als Grundgesamtheit U verwendet werden. Im Folgenden wird gezeigt, wie durch ein nicht-
parametrisches Verfahren die Mobilitat simuliert werden kann. Das unten gezeigte nicht-parametrische
Verfahren hat gegeniiber einem parametrischen Verfahren den Vorteil, dass mogliche Einfliisse von
Merkmalen x und y nicht aufler acht gelassen werden, da ein Modell immer eine Vereinfachung der
Realitat darstellt und moglicherweise das eine oder andere Korrekturverfahren bevorzugen koénnte.
Zunéchst erfolgt die Beschreibung des Simulationsverfahrens. Hierzu sei S die Menge der moglichen
Stichproben aus U. Das Stichprobendesign sei wie beim Mikrozensus eine geschichtete Klumpenstich-
probe, wobei die Schichten Bundesldnder und die Klumpen Postleitzahlengebiete sind. Neben der
Struktur fiir das Stichprobendesign enthilt das SOEP eine Realisierung r € S derjenigen Personen,
die an ihrem Wohnort verblieben sind. Allgemein kann das Ziehungsverfahren py(:|r): S — [0, 1] bei
der Simulationsstudie informativ beziiglich der Mobilitdt sein. Die Mobilitéit im SOEP ist selbst eine

Realisierung durch einen unbekannten ProzeB ¢: S — [0, 1]. Somit gilt

po(s) = ZS po(s|r)q(r)

Hierbei wird davon ausgegangen, dass die im SOEP beobachtbare Mobilitéit ein Abbild der Mobilitét
in der deutschen Bevolkerung darstellt. Fiir r C s und pp(s) > 0 ist der auf der Stichprobe bedingte
Prozef3
1
q(r|s) = ZT(S) Z{TUDT} po(slro)g(ry)

und ¢(r|s) = 0 sonst. Dies bedeutet, dass nach Ziehung einer Stichprobe aus dem SOEP, eine Realisie-
rung der rdumlich immobilen Personen r € S gegeben die Stichprobe s € S beobachtet wird. Da mit
dem SOEP nur eine Realisierung beobachtbar ist, ldsst sich mit Hilfe des Bootstraps, Efron (1979),
die Mobilitiat simulieren.

Damit eine mogliche Abhéngigkeit der rdumlichen Mobilitdt einzelner Personen innerhalb eines
Haushalts nicht zerstort wird, ist es sinnvoll beim Bootstrap Haushalte zu ziehen. Sei N; die Anzahl
der Haushalte im SOEP, U; die Grundgesamtheit der Haushalte und U; die Menge der Personen des
Haushaltes ¢ € U;. Durch das Ziehungsverfahren werden alle Einheiten eines Haushaltes ausgewéhlt.
Die Stichprobe der Haushalte ist s; = {i € U, : sNU; # {}}. Die Auswahlwahrscheinlichkeiten seien
m; und 7y fiir ¢, € Up. Fiir alle Personen des Haushalts 7 € U; ist das Design-Gewicht wy, = 7 ; 1,
k € U;. Der Bootstrap simuliert die multinomiale Verteilung. Sei M = {1,2,..., N;} die Menge der
Haushaltsindizes. Falls die Stichprobe s € S gezogen wurde, steht auch die Anzahl der zu ziehenden
Haushalte n;(s) fest. Beim Bootstrap der Haushalte ist die multinomiale Verteilung py(-|s,7): MM —
[0, 1], durch

pulmls,r) = ni(s) ( 1S)>m(s)

mi(s)!ma(s)!---mp;(s)! \ na(

gegeben, falls >, m;(s) = ni(s). Ansonsten gilt py(m[s,r) = 0. Zusitzlich gilt fiir Haushalte, die

nicht durch das Ziehungsverfahren ausgewéhlt wurden, m;(s) = 0.
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Die Simulation basiert auf der im SOEP beobachtbaren Mobilitit, dem Ziehungsverfahren wie
beim Mikrozensus und des Bootstraps der Hauhalte. Die Ergebnismenge ist Q = S x S x M. Das
Wahrscheinlichkeitsmafl P ist mit den obigen Definitionen fiir (s,r,m) €  durch

p(s,m,m) = pu(mls,r)po(sr)q(r)

gegeben. H = {AxSxMM : A c S} ist die verfiigbare Information nach Auswahl der Stichprobe. Das
SOEP enthilt eine Realisierung der Mobilitéit. Dennoch wird die Mobilitat als Zufallsgrofle betrachtet
(zum Zeitpunkt der Erhebung des SOEPs ist sie noch nicht bekannt). Dann wird eine Stichprobe
wie im Mikrozensus gezogen. Anschlieend werden Bootstrap-Stichproben mit Zuriicklegen gezogen.

Damit ist

E[l{kems}|H] = gkl{kes} und E[l{k,lems}w'[] = ekll{k,les}

fiir k,l € U. F = {AxMM : A C S x S} ist die verfiigbare Information auf Basis der Mobilitiit
und der Stichprobenziehung. M;: M™ — M mit M;(m) = m; gibt an, wie oft Haushalt i € U; beim
Bootstrap ausgewéhlt wird. Es gilt

E[M;|F] = 1gesy, VIMi|F] = ey (1 = 1/np) und Cov[M;, M| F] = —1geqy/m

fast sicher.

Fiir theoretische Uberlegungen seien zunéchst ¢: S — [0,1] und die Wahrscheinlichkeiten 6 und
O fiir k,1 € U bekannt. Mit wyx = (mx0;) ! ist der Bootstrap-Schitzer fiir den Mittelwert in der
Grundgesamtheit auf Basis

~

. 1
Yu=1 Yoty Mi Doy, Likernsy Wk Yk (5.1)
Dieser hat den Erwartungswert
- . 1
E[YylF] =Yu = N ZUIZUZ- 1{kerms}kayk

und ist somit ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Mittelwert in der Grundgesamtheit. Die Varianz,

die durch den Bootstrap erzeugt wird, ist

. 1
VIVl =5 o 220, (1= L) L iernsy (wnwye) (waay)

1
N2 D2 it 2u; 2au; Vil ternsy (Wnikyk) (W)
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und hat den Erwartungswert

. 1
E[V[Yy|F]|H] =Nz >y Lesy 222w, (1 — 1/ma) O (wniryr ) (wanyr)
1
~ N2 i Higesty v v, /mi(wiye) (wiyi)
1
=x2 20 Hiesy 222 v, (1 = 1/m0) (O — 0x60) (wnikye) (wany)

1 _ N 2
+ﬁ 2.uy Lies} (ZUi WEYk — Tu lNYHT)

Die Varianz stimmt nicht in Erwartung mit der Varianz der Verteilungsfunktion P ({XA/}\I —Yyr € C HH),
C € B(R), iiberein. Der letzte Term ist die Bootstrap Varianz des Horvitz-Thompson Schétzers.

Betrachtet man die Differenz Y% — Y}, wobei
. 1
Yur = N >0 M3y, Ykesy Wiy (5.2)

der Bootstrap-Schitzer des Horvitz-Thompson Schétzers ist. Dann ist
E[Yy = Vi F] = Yo — Yar
und die Varianz
Vi = VIVi = Vil F] = VIVIF] + VIV | F] - 2Cov[Yy], Vi | 7]
hat den Erwartungswert

. 1
EVirlH] = 575 2u; e 220, (1 = 1/m) (O — O00) (wnikyw) (wnain)

Die Varianz V[V — Yi%,| F] stimmt bis auf den Faktor (n; —1)/n; in Erwartung mit der theoretischen
durch die Mobilitit erzeugten Varianz iiberein. Die Idee ist daher, als Approximation fiir die Vertei-
lungsfunktion P({Yy —Yiur € C}/H), C € B(R), die Verteilungsfunktion P({ (Y — V%) — (Yy— Yir) €
C}HF), C € B(R), zu benutzen. Beide Grofien sind Zufallsvariablen.

Der Unterschied zwischen E[V5,|H] und V[Yy|H] ist

R N 1 R
E[V;R’H] - V[YM’H] = _;V[YM‘H]
1
bzw.
Ok 9 1 ¥ Y 2
T (E[VNR|H] - V[YM’H]) = _;E[”I(YM — Yur) |H]
1

Die Anzahl ausgewéhlter Haushalte n, ist eine Zufallsgrofle. Es wird aber davon ausgegangen, dass das
Ziehungsverfahren so angelegt ist, dass eine Mindestanzahl an Haushalten fast sicher ausgewéhlt wird.
Zusiétzlich soll die Mindestanzahl gegen Unendlich wachsen. Somit kann man davon ausgehen, dass
n; ! fast sicher gegen Null konvergiert. AuBerdem sollte jeder Haushalt aus mindestens einer Person
bestehen und die Haushaltsgrofle gleichméfig beschrénkt sein. Damit konvergiert auch die erwartete

Anzahl der Personen n fast sicher gegen Unendlich. Mit den Annahmen [A2] und [A3] konvergiert daher
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der Erwartungswert der rechten Seite gegen Null und somit auch die linke Seite. Folglich konvergiert
die (mit n; stabilisierte) Bootstrap-Varianz in Erwartung gegen die (mit n; stabilisierte) theoretische
Varianz. Weiterhin gilt mit den Annahmen [A2] und [A3]

Eln (V2 — ¥;1,)2|H] = (2 - 1) Bl (Y — Yar )22

Ty

und daher v/n, (Y — Vi) = O,(1).

Vi, = V[V —Y5,| F| ist ein asymptotisch erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz V[Yy,|#], falls
der Schéitzer Yh}; auf Basis der Wahrscheinlichkeiten 8y und 0, k,l € U, gebildet werden kénnte. Der
berechenbare Schiitzer ist aber mit gegebener funktionaler Form fy,;: A x B — R und Parameter
Ao: S — A Fiir jede Bootstrap-Stichprobe wird Ag durch A*: Q — A geschétzt, Wy = wka(S\*, X))

berechnet und

Or % 1 A%
Yo = N ZUI M; ZUi 1{k6rﬂs}kayk (5.3)

bestimmt. Der Bootstrap ist unter gegebener funktionaler Form f,; asymptotisch korrekt, falls die
Verteilungsfunktion P({Yy, — Z € C}|H), C € B(R) durch die Verteilungsfunktion

P{(Yg = 2%) = (Yu — Z) € C}HF), C € B(R)
approximiert werden kann. Hierbei ist Z*: 2 — A eine vom Verfahren abhéngige Zufallsgréfie und
Z =E[Z*|F].

Seien fy; und fy, die ersten und zweiten Ableitungen von fy;. AuBlerdem seien fy; (A, x;) =
fMl()‘axk)/fM()\Ouxk)v sz()\,Xk) = fM2(>‘7xk)/fM()\07xk) und das Wegintegral

1
FaoO ) = [ faloha).)da
0
mit A\p(A, a) = Ao + a(A — o) gegeben. Mit

D} = N30 30, Milrernsy iy fia (Ao, Xi) und
Ry (N) = N1 S0 S0 Mil prernsy it Fre(Ae (A, ), %)

lasst sich (5.3) darstellen als
O % Ok N ] * 1“* A YA
Y- =Yy + Dy (A = Ao) + 5(/\ = 20) Ry (M) (A — No)

Es ist zu beachten, dass bei Anwendung des Kalibrationsschitzers die zweiten Ableitungen Null sind
und daher auch der letzte Term Null ist.
Angenommen es gilt /n,(A* — Xg) = O,(1). Dies gilt fiir alle betrachteten Schiitzverfahren und

wird weiter unten gezeigt. Dann ist

Vi = V3 4 DL = X0) 4+ Op(n ) (5.4)

Z8Man beachte, dass sich der Modell-Parameter von Stichprobe zu Stichprobe unterscheiden darf.
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Zunichst wird der Kalibrationsschitzer aus Abschnitt 2 betrachtet. Hierbei ist X*: Q — R? eines
der folgenden Schétzer

5 1
Fall C1: XHT = ﬁ ZUIZUi Mil{kES}kak

. X
Fall Bl: X}, = ( . )
X*

5 X
Fall Al: X% = (X*A )
BCAL

wobei die einzelnen Grofen von X%, und X*, durch

XECAL = X;;HT + BE,(XA - XAHT)

B} = (o, 20, LikesiwrXawXiy) ™ Y o0, Likes) WiXapXpy,
mit

Xanr = N7 300, 20, Likesy wiXar
X = N7 >y 2-v, MilresywrXpr

gegeben sind. Unter dem Kalibrationsmodell, d.h. fy;(A\, xx) = 1+ N'xy ist Ag implizit durch
—1 R N

gegeben. Der Schitzer fiir \g ist

N -1 . A

Die Groflen X;R und X;I sind hierbei wie folgt definiert.

Xin=N"1 >t 2o, Mil resnry wkXg
X; =N"! >ty 2o, Mil fresnry kX

Damit ist ([5.4])

Vi =Yy + (X* — X5,) B, mit
Bir = (ZUIZUi Mil{kzesmr}wkxkxi;)fl ZUIZUi Mil{kesmr}wkxkyk

oder auch

?1\;* :Yl\;[k - (X;\(/I - X;T),BNR + (X* - X:IT)/BNR"i_
(X:IT - X;I),(B;R - BNR) + (X* - X;T),(B;R - BNR)
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wobei

BNR = (EUIEUZ- 1{k65ﬁr}wkxkx;g)il ZUIZUi 1{kesmr}wkxkyk und
Brr = (g, 20, (14 Aoxk) ™ xax) ™ 200, 2 op, (1 Agxk) Xk i

ist.
Mit der Annahme [A2] und [R1] aus Abschnitt 2 ist

Vi =V — (X — Xio) Ban + (X* — Xi0) B + Op(n7h)
Somit gilt
Vie = Vi — (X = X)) Ban =(V5 — Vi) — (X — Xin) Baw + Op(nY)

und damit ist mit Annahme [A3]
B[V = Vi — (X' = Xior) Buw | FI[H] =
% v Liesiy oo 2w, (1= 1/m) 0k — 0k01) (wie) (wief) + Op(n')  (5.5)
wobei e} =y, — X}, Byg fiir k € U ist. Damit ergibt sich fiir die Fille C1, B1, B2 und Al
B[V — Z°|F)|H] = V[Va[H] + Op(n ")
mit

Fall C1: Z* =Y,
Fall Bl: Z* =Y, — X%, B2
Fall B2: Z* =Y}, — X% Bxr
Fall Al: Z* =Y — X% ..B2

Auflerdem ist
E[E[YZ | FIH] = Yur + (X — Xur) By + Op(n™1) (5.6)

Sowohl E[V[Y. — Z*|F]|H] als auch E[E[Y.|F]|H] lassen sich durch Monte-Carlo Simulation hinrei-

chend genau approximieren. Somit wird das folgende Simulations-Verfahren verwendet.

Bootstrap. Ziehe I Stichproben und aus jeder Stichprobe jeweils J Bootstrap-Stichproben. Berechne
}A/lj auf Basis von (5.3) und Z; auf Basis von Z* fiir i = 1,2,...,/ und j = 1,2,...,J. Mit
1

* J *
Zi == Zj:l Z

ok 1 J Cr sk Ok 1 I O %
7 ijs Yi~:ij:1Yij und Y-.:jzz‘:lyi-

ist der Bootstrap-Simulations-Schétzer fiir den Bias

BYg] =YD -Y
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und der Bootstrap-Simulations-Schéitzer fiir die Varianz

~ oA 1 A A 1 A N
VW) = 3 i (V= Y224 5 Xl i (0 = 25) = (% = 20))?

O
Fiir den PSA-Schétzer (Fall P1) und den PSA-Schétzer mit Kalibration (Fall P2) ldsst sich das Ver-

fahren ebenso anwenden. Die Korrekturterme sind jeweils

Fall P1: Z* =Y.,
Fall P2: Z* =Y — X% B

mit B4 = Qv v, Lipes)WiXArXy,) ™! > 2ov, YkesywrXagyx. Die Herleitung fiir die Félle P1 und
P2 sind im Anhang dargestellt.

5.4 FErgebnisse der Simulation

Die Tabelle 1 zeigt die zur Simulation verwendeten Eckdaten. Die Eckdaten umfassen die definierten
Schichten, die Anzahl der Gebiete je Schicht, die Anzahl der Haushalte und Personen je Schicht,
sowie die Grofle der Bevilkerung in der jeweiligen Schicht. Da Hamburg, Bremen und das Saarland
als eigene Schichten zu klein waren, wurden sie Schleswig-Holstein, Niedersachsen bzw. Rheinland-
Pfalz zugeordnet. Bei der Simulation wurden 20% der Gebiete je Schicht gezogen. Fiir Brandenburg,
Mecklenburg-Vorpommern und Sachsen-Anhalt entspricht das 4 gezogenen Gebieten. Die Schicht mit
der Anzahl der maximal gezogenen Gebiete ist Bayern (20 Gebiete). Hierbei ist noch zu erwihnen,
dass Thiiringen im SOEP etwas iiberreprisentiert ist, 8% versus 3% in der Bevélkerung. Alle anderen
Schichten im SOEP sind porportional zur Verteilung in der Bevolkerung vertreten. Aufgrund der
Ziehung von mehr als einem Gebiet je Schicht im SOEP, unterscheidet sich das Ziehungsverfahren von
dem des Mikrozensus. Im Mikrozensus wird nur ein Auswahlbezirk je Schicht gezogen. Dies ermoglicht
im Allgemeinen keine unverzerrte Schéitzung von Varianzen. |Rendtel und Schimpl-Neimanns (2001])

haben eine mo6gliche Losung fiir dieses Problem vorgeschlagen.

Tabelle 1: Gebiete, Haushalte und Personen je Schicht

Schicht Gebiete Haushalte Personen | Bev. [1000]
Schleswig-Holstein, Hamburg 26 191 423 4’407.3
Niedersachsen, Bremen 48 523 1’276 8’433.1
Nordrhein-Westfalen 78 1’125 2’792 17'830.8
Hessen 30 387 900 5990.3
Rheinland-Pfalz, Saarland 38 325 821 5°065.9
Baden-Wiirttemberg 52 714 1’865 10°260.1
Bayern 99 744 1’780 11°970.3
Berlin 23 250 532 3'418.4
Brandenburg 19 174 435 2’537.1
Mecklenburg-Vorpommern 18 252 604 1’813.3
Sachsen 24 284 718 4’532.8
Sachsen-Anhalt 19 293 759 2’721.0
Thiiringen 34 476 1’185 2’486.4
Gesamt 508 5738 14’090 81°466.8

Die Tabelle 2 enthilt Informationen iiber die 3-Jahres-Mobilitdt in den betrachteten Schichten.
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Zusétzlich ist die rdumliche Mobilitédt getrennt fiir die Einpersonen- und Mehrpersonen-Haushalte dar-
gestellt. Die mit N beschrifteten Spalten enthalten die Anzahl der Personen in den jeweiligen Schichten,
die Anzahl der Personen in Einpersonen-Haushalten und die Anzahl der Personen in Mehrpersonen-
Haushalten. Die mit 3JM beschrifteten Spalten enthalten die Anzahl der Personen, die innerhalb der
Jahre 1996-1999 rdumlich mobil waren. Zum Beispiel sind in Berlin 171 Personen zwischen 1996 und
1999 umgezogen. Von den Umgezogenen lebten im Jahr 1996 25 Personen in einem Einpersonen-
Haushalt und 146 Personen in einem Mehrpersonen-Haushalt. Der Anteil der rdumlich mobilen Per-
sonen ist in den Spalten 3JM[%)] dargestellt. Mit 32.1% ist der Anteil der rdumlich mobilen Personen
in Berlin am hochsten. Wie bereits bei Basi¢| (2008]) gezeigt wurde, ist die rdumliche Mobilitéit von
Einpersonen-Haushalten deutlich hoher als bei Personen, die in Mehrpersonen-Haushalten leben. Fiir
Berlin, Brandenburg und Thiiringen ist der Anteil der mobilen Personen in Mehrpersonen-Haushalten

hoher als der Anteil der mobilen Personen in Einpersonen-Haushalten.

Tabelle 2: 3-Jahres-Mobilitat (3JM) von Personen in Ein- und Mehrpersonen-Haushalten

in EinpersonenHHe in MehrpersonenHHe
Schicht N 3IM  3IM[%)] N 3IM  3IM[%] N 3IM  3IM[%)]
Schleswig-Holstein, HH 423 109 25.8 75 32 42.7 348 T 22.1
Niedersachsen, HB 1’276 326 25.5 154 46 29.9 | 1’122 280 25.0
Nordrhein-Westfalen 2’792 672 24.1 300 95 31.7 | 2’492 LY 23.2
Hessen 900 179 19.9 106 40 37.7 794 139 17.5
Rheinland-Pfalz, Saarland 821 219 26.7 77 26 33.8 744 193 25.9
Baden-Wiirttemberg 1’865 478 25.6 193 64 33.2 | 1672 414 24.8
Bayern 1’780 396 22.2 211 64 30.3 | 1’569 332 21.2
Berlin 532 171 32.1 96 25 26.0 436 146 33.5
Brandenburg 435 93 214 39 7 17.9 396 86 21.7
Mecklenburg-Vorpommern 604 155 25.7 65 20 30.8 539 135 25.0
Sachsen 718 193 26.9 60 18 30.0 658 175 26.6
Sachsen-Anhalt 759 179 23.6 60 24 40.0 699 155 22.2
Thiiringen 1’185 350 29.5 92 27 29.3 | 1°093 323 29.6
Gesamt 14°090 | 3’520 25.0 | 1’528 | 488 31.9 | 12’562 | 3’023 24.1

Die Ergebnisse in Tabelle 3 bestétigen, dass die rdumliche Mobilitéit eine Haushaltsentscheidung
ist. Die erste Spalte enthélt die Anzahl der Mehrpersonen-Haushalte. Die Anzahl und der Anteil der
réumlich immobilen Haushalte (ImmobHHe) sind in den Spalten zwei und drei dargestellt. Die vierte
und fiinfte Spalte enthalten die Anzahl bzw. den Anteil der Haushalte, deren Haushaltmitglieder alle
umgezogen sind (MobHHe). Die sechste und siebte Spalte enthalten die Anzahl bzw. den Anteil der
Haushalte, bei denen ein Teil der Haushaltmitglieder ausgezogen ist (SplitHHe). Bei weniger als 10%
der Mehrpersonen-Haushalte ziehen einzelne Personen innerhalb des Zeitraums 1996-1999 aus dem
gemeinsamen Haushalt aus.

Die Giite der verschiedenen Verfahren wird anhand der Modellierung der Arbeitsmarktdynamik
verglichen. Die Arbeitsmarktdynamik umfasst den Wechsel zwischen Erwerbstétigkeit, Erwerbslo-
sigkeit und Nichterwerbstéitigkeit. Zur Modellierung der Arbeitsmarktdynamik werden deshalb drei
Zusténde definiert, erwerbstiitig, erwerbslos und Nichterwerbsperson, und die Ubergiinge zwischen den
einzelnen Zustanden geschétzt. Die Tabelle 4 enthélt die Verteilung der Verdnderung der drei Zusténde
von 1996 bis 1999. Um in die Analyse einbezogen zu werden, miissen alle betrachteten Personen im
Jahr 1996 zwischen 17 und 62 Jahre alt sein. Das sind insgesamt 9’266 (66%) von 14’090 Personen.

Die Schitzung der Ubergiinge erfolgt anhand der beiden Verfahren, Kalibration und PSA. Die An-

passung der Gewichte bei der Kalibration erfolgt anhand der Merkmale Alter und Erwerbszustand zu
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Tabelle 3: Mobilitdt von Mehrpersonen-Haushalten

ImmoHHe MobHHe SplitHHe
Schicht N N (%] N (%] N (%]
Schleswig-Holstein, Hamburg 116 87 | 75.0 24 | 20.7 5| 4.3
Niedersachsen, Bremen 369 266 | 72.1 80 | 21.7 | 23| 6.2
Nordrhein-Westfalen 825 576 | 69.8 | 172 | 20.8 | 77| 94
Hessen 281 220 | 783 | 41| 146 | 20| 71
Rheinland-Pfalz, Saarland 248 168 | 67.7 | 55| 222 | 25| 10.1
Baden-Wiirttemberg 521 366 | 70.3 | 106 | 20.3 | 49| 94
Bayern 533 393 | 73.7 | 106 | 19.9 | 34 | 6.4
Berlin 154 94 | 61.0 | 47 | 306 | 13| 8.4
Brandenburg 135 99 | 73.3 | 24| 178 | 12| 89
Mecklenburg-Vorpommern 187 131 | 70.0 | 42| 22,5 14| 75
Sachsen 224 152 | 679 | 52232 | 20| 8.9
Sachsen-Anhalt 233 173 | 743 | 42 | 180 | 18 | 7.7
Thiiringen 384 257 | 66.9 | 102 | 26.6 | 25 | 6.5
Gesamt 4’210 | 2'982 | 70.8 | 893 | 21.2 | 335 | 8.0
Tabelle 4: Erwerbsiibergénge
1999
ET EL NI

« | Erwerbstitig (ET) 5'814 | 402 432

& | Erwerbslos (EL) 356 | 244 | 244

™ | Nichterwerbspersonen (NI) 479 | 79 | 1’216

Beginn des betrachteten Untersuchungszeitraums. Die Anzahl der Personen auf der Populationsebene
in den jeweiligen Altersgruppen betrigt: <17 (N=3"287), 17-24 (N=1278), 25-49 (N=5'768), 50-62
(N=2220) und >62 (N=1"537). Die Wahl der Altersgruppen orientiert sich an der Arbeit von Basi¢
(2008). Dort wurde gezeigt, dass die Mobilitdt durch die Lebensphasen eines Menschen bestimmt wird.

LOG Cdds

Abbildung 1: Logarithmierte Odds innerhalb 3 Jahren raumlich immobil zu sein.
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In den jungen Jahren kommt es zur erhchten Mobilitdt aufgrund des Auszuges aus dem Elternhaus
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(z.B. Studium). Die zweite Phase (25-49) wird durch Familiengriindung und Familienerweiterung
beeinflusst. Die rdumlich immobilsten sind die Personen in der Altersgruppe ab 49. Im Unterschied
zum Alter erfolgt die Kalibrierung bei den Erwerbzustdnden auf der Stichprobenebene. Dies ist der
Tatsache geschuldet, dass die Information auf der Populationsebene im realen Anwendungsfall nicht
bekannt ist. Die kiinstliche Grundgesamtheit enthélt 6’648 erwerbstétige, 844 erwerbslose und 1’774
Nichterwerbspersonen. Fiir den PSA-Schétzer werden ebenfalls Alter und Erwerbszustinde genutzt,
wobei das Alter in Form einer stiickweisen linearen Funktion beriicksichtigt wird.

Die Schiitzer werden anhand des relativen Bias miteinander verglichen. Als Benchmark werden
zwel Schitzer betrachtet. Der erste Schitzer wird auf Basis des gewichteten Verhéltnisses von Stich-

probeneinheiten und der Anzahl immobilen Personen in der Stichprobe berechnet:

v, = Nty
C4 — A~ NR
NNR

wobei Nyr = 3/ Likesi W, Nar =Yy Likerywy und Yar = 3y Likerywiys ist. Der zweite Schitzer ist
definiert als das gewichtete Verhéltnis von Stichprobeneinheiten und der kalibrierten Anzahl rdumlich
immobiler Personen in der Stichprobe, wobei die Kalibrierung anhand der oben definierten Alters-

gruppen erfolgt:

v, = Ny
A4 — A NR
NNCAL

NNCAL = NHT + Nﬁil(XA - XAHT) und

B = (Cy Lpesywrxanxiy) ™" Ly LkesywrXar

Die Tabellen 5, 6 und 7 enthalten die Ergebnisse fiir die Kalibration. Die ersten drei Spalten beziehen
sich auf die Erwerbsiibergénge: erwerbstétig nach erwerbstéitig, erwerbstétig nach erwerbslos und er-
werbstétig zu Nichterwerbsperson. Die mittleren drei Spalten beziehen sich auf die Erwerbsiibergénge:
erwerbslos nach erwerbstétig, erwerbslos zu bleiben und erwerbslos zu Nichterwerbsperson. Und die
letzten drei Spalten auf die Ubergéinge Nichterwerbsperson nach erwerbstiitig, Nichterwerbsperson
zu erwerbslos und Nichterwerbsperson zu bleiben. Die 10 Zeilen stellen die Ergebnisse der betrach-
teten Schitzer dar. C4 ist der Benchmark Yg,, C1 beriicksichtigt sowohl die Erwerbszustéinde als
auch die Altersgruppen auf Basis der Stichprobe (Horvitz-Thompson Schétzer). Im Gegensatz zu C1
beriicksichtigt C3 nur die Erwerbszustdnde und C2 nur die Altersgruppen. B2 beriicksichtigt bei der
Kalibration die Altersgruppen auf Populationsebene und B1 die Altersgruppen auf Populationsebene
und den Horvitz-Thompson Schétzer der Erwerbszustdnde auf Stichprobenebene. A4 ist der Bench-
mark Y,,. Al beriicksichtigt die Altersgruppen auf Populationsebene und den Generalised Regression
Estimator fiir die Erwerbszustédnde. A3 beriicksichtigt nur den Generalised Regression Estimator fiir
die Erwerbszusténde. A2 ist identisch zu B2, siehe Estevao und Sérndal| (2002).

Die Ergebnisse basieren auf I = 1’000 Stichproben und .J = 500 Bootstrap-Stichproben je Stichpro-
be. Sei YZ;‘ der berechnete Schéitzer auf Basis der i-ten Stichprobe und der j-ten Bootstrap-Stichprobe.
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Dann ist der geschitzte relative Bias

Y¥ Y

BREL[?l\A/{] - 100 : Y

wobei Y =) ";; yx, der Gesamtwert in der kiinstlichen Population und

1

Vi=—
- IJZ

I J s
i=1 Zj:l Yy

der Mittelwert iiber alle 500’000 Simulationen ist.

Tabelle 5: Relativer Bias der geschéitzten Erwerbsiibergéinge in %

Erwerbstéitig (ET) 1996 Erwerbslos (EL) 1996 Nichterwerbsperson (NI) 1996

ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999

C4 -4.42 1.16 2.38 -13.11 -2.81 9.36 -15.48 -13.73 11.26
C3 -0.90 4.01 7.10 -10.21 -0.55 13.73 -18.76 -17.96 6.37
C2 -0.41 1.02 -0.91 -5.87 -5.19 1.55 -3.79 -8.59 8.22
C1 0.14 1.82 -0.02 -2.58 -1.27 6.11 -7.11 -11.92 3.85
B2 -0.63 0.74 -1.07 -6.07 -5.37 1.26 -3.95 -9.06 7.90
B1 -0.25 1.30 -0.55 -2.82 -1.53 5.51 -6.35 -12.18 4.30
A4 -4.65 0.86 2.16 -13.34 -3.07 9.16 -15.66 -14.06 10.93
A3 -0.80 4.03 7.21 -10.10 -0.65 13.82 -18.76 -17.99 6.30
A2 -0.63 0.74 -1.07 -6.07 -5.37 1.26 -3.95 -9.06 7.90
Al -0.08 1.53 -0.21 -2.78 -1.42 5.81 -7.29 -12.45 3.56

In den einzelnen Zellen der Tabelle 5 ist der relative Bias des jeweiligen Schétzers fiir den jeweiligen
Ubergang ausgewiesen. Die Ergebnisse zeigen, dass es zum Teil grofie Unterschiede in der Performance
der einzelnen Schitzer gibt. Betrachtet man die Ubergéinge aus der Erwerbstitigkeit, korrigiert der
Schétzer Al erwerbstétig zu bleiben bzw. Nichterwerbsperson zu werden ganz gut, wihrend der Bias
fiir den Erwerbsiibergang in die Erwerbslosigkeit leicht erhoht wird. Allerdings war der relative Bias
fiir diesen Ubergang sehr klein. Ahnlich gute Perfromance liefern auch die Schitzer B1 und C1. Dies
ist aber nicht verwunderlich, da alle drei Schétzer die Altersgruppen und Erwerbszustéinde benutzen,
die die stirksten Priidiktoren fiir die betrachteten Uberginge sind. Hierbei ist zu beachten, dass der
relative Bias fiir alle drei Ubergiinge relativ klein war.

Die Uberginge mit grofierem Bias sind die Ubergéinge aus der Erwerbslosigkeit und die der Nichter-
werbspersonen. Bei den Ubergéingen aus der Erwerbslosigkeit scheinen wiederum die drei Schitzer A1,
B1 und C1 den relativen Bias am besten zu korrigieren. Dies ist aber nicht mehr der Fall, wenn man
sich die Ubergéinge der Nichterwerbspersonen anschaut. Dies sind auch die Ubergéinge mit dem gréten
relativen Bias. Hierbei geben die Schétzer A2 bzw. B2 und C2 die beste Performance ab. Allerdings
bleibt immer noch ein erheblich Teil des Bias unkorrigiert. Eine mdogliche Erkldrung fiir die schlech-
te Performance aller Schitzer bei dem Ubergang fiir Nichterwerbspersonen in die Erwerbslosigkeit
ist die geringe Fallzahl (N=79). Das bessere Abschneiden der Schitzer A2/B2 und C2 im Vergleich
zu den Schéitzern Al, B1 und C1 liegt moglicherweise an der Tatsache, dass der Zustand Nichter-
werbsperson aufgrund von linearen Abhéngigkeiten bei der Kalibrierung fiir die Schatzer A1, B1 und
C1 nicht beriicksichtigt wurde. Beruhigend ist aber zu sehen, dass fiir Ubergéinge mit dem gréSten
Bias (erwerbslos zu erwerbstéitig, Nichterwerbsperson zu erwerbstitig) eine gute Bias-Korrektur er-
reicht werden konnte. Vergleicht man die Schétzer, die am besten bei der Bias-Korrektur abschneiden

(A1, B1, C1), dann sind durch die leichtere Berechnung C1 und Bl zu bevorzugen, da die initiale
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Kalibrierung des Horvitz-Thompson Schéitzers entfillt.

In der Tabelle 6 wird analog zu der Tabelle 5 der relative Bias des Standardfehlers gezeigt. Der
geschitzte relative Bias des Standardfehlers basiert auf den Ausfithrungen des letzten Abschnittes. Sei
sz der berechnete Varianzschétzer auf Basis der i-ten Stichprobe und der j-ten Bootstrap-Stichprobe.
Dann ist der geschéitzte relative Bias des Standardfehlers

Vi N[y 2

Bren[V/?] = 100 —
el V[V

wobei V[Yy;] wie im letzten Abschnitt definiert ist und

N Y, J o7
V--:ﬁ i:le:lV;;

ist. Somit deuten positive Werte in der Tabelle 6 auf eine Uberschitzung des Bootstrap-Standardfehlers
(Benchmark) hin, wéhrend negative Werte auf eine Unterschétzung des Bootstrap-Standardfehlers
hindeuten.

Das Ergebnis ist etwas eindeutiger im Vergleich zur Betrachtung des relativen Bias in der Ta-
belle 5. Schaut man sich die Ubergéinge mit dem groBten Bias (Nichterwerbsperson zu erwerbslos,
erwerbslos zu erwerbstéitig und Nichterwerbsperson zu erwerbstitig) an, scheint der Schitzer B1, ge-
folgt vom Schétzer C1 am besten zu performen. Hierbei ist zu beachten, dass der Schétzer Bl die
groflen Biase sehr gut korrigert, wihrend es bei kleinen Biasen zur Uberkorrektur kommt. Dies ist
aber nicht schlimm, da keine scheinbare Genauigkeit suggeriert wird. Das Ergebnis fiir den Ubergang

von Nichterwerbsperson zu erwerbslos schneidet trotz der geringen Fallzahl gut ab.

Tabelle 6: Relativer Bias des geschiitzten Standardfehlers in %

Erwerbstétig (ET) 1996 Erwerbslos (EL) 1996 Nichterwerbsperson (NI) 1996

ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999

C4 3.69 -8.17 -4.15 -9.97 -6.87 -6.68 -8.87 -12.66 -1.31
C3 3.05 -8.11 -5.99 -5.75 -10.50 -3.97 -11.32 -13.56 -3.93
C2 5.74 -9.10 -4.35 -8.93 -7.16 -7.23 -5.58 -12.58 0.17
C1 6.08 -9.15 -4.26 -3.45 -5.08 -5.67 -3.48 -12.82 1.68
B2 -12.11 -11.70 -10.47 -12.74 -13.14 -10.01 -12.78 -16.08 -9.09
B1 13.44 -7.12 -1.05 -2.88 -5.06 -5.38 19.27 -3.88 9.35
A4 -11.45 -10.86 -9.16 -13.39 -12.22 -9.35 -14.84 -15.39 -9.03
A3 -4.52 -9.13 -10.19 -9.79 -13.35 -4.25 -14.20 -15.54 -8.21
A2 -12.11 -11.70 -10.47 -12.74 -13.14 -10.01 -12.78 -16.08 -9.09
Al -5.59 -11.61 -10.09 -7.20 -11.58 -8.84 -11.49 -16.31 -6.77

Die Performance der Schiitzer A1-A4 und B2 fiir die Ubergiinge aus der Erwerbstitigkeit ist dar-
auf zuriickzufithren, dass die erste Varianzkomponente unterschéitzt wird. Die Unterschiatzung wird
dadurch hervorgerufen, dass in die Berechnung der Varianz das Residuum aus der Kalibration auf die
Population einflieflt. Dieses Phénomen ist bereits bekannt. Die giéngige Vorgehensweise ist eine Korrek-
tur um die verlorenen Freiheitsgrade, vgl. Lundstrom und Sarndall (1999). Hierfiir existiert aber keine
theoretische Begriindung. Auflerdem ist fiir den Schétzer B1 solch eine Korrektur nicht sinnvoll, da es
zu einer noch groferen Uberschiitzung kommen wiirde. Weiterhin ist zu beachten, dass die Ubergéinge
mit sehr hoher Fallzahl durch den Schétzer fiir B1 iiberschéitzt werden.

Eine mogliche Erklarung der Unterschéitzung kénnte der Anteil der Nonresponse-Streuung sein.

65



Tabelle 7: Relativer Bias des geschiitzten Nonresponse-Standardfehlers in %

Erwerbstétig (ET) 1996 Erwerbslos (EL) 1996 Nichterwerbsperson (NI) 1996

ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999

C4 -0.29 -2.90 2.12 -19.13 -7.68 15.06 -20.11 -18.50 13.31
C3 3.45 2.10 8.08 -7.56 -3.37 8.20 -25.79 -24.80 6.71
C2 -2.34 -3.33 -1.31 -8.70 -11.41 4.49 -5.01 -12.88 11.65
C1 -1.95 -2.45 -0.39 -4.59 -4.83 3.66 -7.40 -16.64 -7.86
B2 -2.62 -3.72 -1.49 -8.84 -11.42 3.78 -5.04 -13.25 10.77
B1 -2.30 -2.68 -0.63 -4.72 -4.58 3.18 -6.44 -14.69 -6.74
A4 -1.10 -3.38 1.73 -19.31 -8.05 14.43 -20.20 -18.87 12.45
A3 -0.64 2.02 8.00 -7.80 -3.80 7.50 -25.70 -24.76 6.27
A2 -2.62 -3.72 -1.49 -8.84 -11.42 3.78 -5.04 -13.25 10.77
Al -5.69 -2.95 -0.76 -5.23 -5.40 2.62 -8.01 -16.91 -11.98

Um dies zu untersuchen wurde der relative Bias der einzelnen Schétzer berechnet und in Tabelle 7
dargestellt. Aus der Tabelle 7 ist ersichtlich, dass ein grofler relative Bias des Standardfehlers bei den
Ubergéingen aus Erwerbstitigkeit nicht auf die Nonresponse-Streuung zuriickzufiihren ist. Weiterhin
enthiillt die Tabelle 7, dass fiir die Ubergiinge erwerbslos zu erwerbstiitig und Nichterwerbsperson
zu erwerbstitig der relative Bias bei der Verwendung der Schétzer Al, B1 und C1 iiberproportional
korrigiert wird.

Zusammenfassend lisst sich folgende Aussage treffen. Um sowohl fiir die Ubergéinge als auch den
Standardfehler eine gute Schitzung zu erreichen, ist es notwendig an die Populationsmerkmale und
gleichzeitig an die Stichprobeninformation zu kalibrieren. Dass die Erwerbszustinde und die Alters-
gruppen informativ fiir die Reduktion des Bias ist, wurde im Rahmen des modellbasierten Ansatzes

bei Basic| (2008) gezeigt.

Tabelle 8: Relativer Bias des geschitzten Erwerbsiiberginge in %, Kalibrationsschiitzer und PSA-
Schétzer im Vergleich

Erwerbstitig (ET) 1996 Erwerbslos (EL) 1996 Nichterwerbsperson (NI) 1996

ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999

C4 -4.42 1.16 2.38 -13.11 -2.81 9.36 -15.48 -13.73 11.26
C1 0.14 1.82 -0.02 -2.58 -1.27 6.11 -7.11 -11.92 3.85
B1 -0.25 1.30 -0.55 -2.82 -1.53 5.51 -6.35 -12.18 4.30
Al -0.08 1.53 -0.21 -2.78 -1.42 5.81 -7.29 -12.45 3.56
GLM -0.05 0.00 0.25 1.04 -1.75 3.36 -7.98 -12.69 4.01
GLM+ -0.13 -0.09 0.31 0.93 -1.87 3.34 -7.98 -12.94 3.95
GEE 1.35 3.08 2.51 -5.00 -4.04 2.16 -4.89 -9.63 8.35
GEE+ 0.24 0.84 -0.13 -6.22 -6.25 -0.99 -6.58 -12.11 5.29

Die Tabellen 8 und 9 zeigen den relativen Bias der Erwerbsiibergéinge sowie den relativen Bias
der geschitzten Standardfehler fiir die drei ausgewé#hlten Kalibrationsschétzer (A1, Bl und C1) und
die PSA-Schitzer basierend auf dem GLM und GEE-Ansatz. Der Schitzer GLM basiert auf dem
Logit-Modell mit stiickweiser linearer Funktion des Alters und Erwerbszusténde, der Schitzer GLM+
entspricht dem Schétzer GLM erweitert um eine zusétzliche Kalibration (bzgl. des Alters). Die Schétzer
GEE und GEE+ enthalten zusétzlich zu den Schitzern GLM und GLM+ die Information iiber die
Korrelation innerhalb der Haushalte.

Fiir die Ubergiinge aus der Erwerbstitigkeit in Tabelle 8 wird der Bias bei den Schétzern GLM und
GLM+ vollsténdig korrigiert. Ahnlich gute Performance zeigen die beiden Schétzer fiir die Uberginge
aus der Erwerbslosigkeit. Fiir die Uberginge mit dem gréften Bias (Nichterwerbstétigkeit) ist das Bild
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Tabelle 9: Relativer Bias des geschiitzten Standardfehlers in %, Kalibrationsschéitzer und PSA-Schitzer
im Vergleich

Erwerbstéitig (ET) 1996 Erwerbslos (EL) 1996 Nichterwerbsperson (NI) 1996

ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999 | ET 1999 | EL 1999 | NI 1999

C1 6.08 -9.15 -4.26 -3.45 -5.08 -5.67 -3.48 -12.82 1.68
B1 13.44 -7.12 -1.05 -2.88 -5.06 -5.38 19.27 -3.88 9.35
Al -5.59 -11.61 -10.09 -7.20 -11.58 -8.84 -11.49 -16.31 -6.77
GLM 0.22 -7.73 -5.09 -7.25 -9.64 -7.41 -6.46 -12.55 -0.34
GLM+ -5.16 -9.82 -8.40 -12.45 -13.94 -10.51 -13.81 -15.86 -3.49
GEE -0.01 -6.22 -6.03 -9.45 -10.24 -7.60 -8.33 -11.10 -1.33
GEE+ -4.95 -6.96 -6.89 -13.06 -12.72 -7.37 -11.27 -11.80 -2.86

nicht mehr so eindeutig. Hier scheint der GEE-Schitzer bei der Betrachtung aller drei Ubergiinge die
beste Performance abzuliefern.

Tabelle 9 zeigt den relativen Bias fiir die Standardfehler. Die positiven Werte in der Tabelle 9 deuten
auf eine Uberschitzung des Bootstrap-Standardfehlers (Benchmark) hin, wihrend negative Werte auf
eine Unterschitzung des Bootstrap-Standardfehlers hindeuten. Hier zeigt der GLM Schétzer erneut
eine gute Performance, wobei das Ergebnis nicht mehr so eindeutig ist wie bei der Betrachtung der
Erwerbsiibergénge selbst. Die mittelméflige Performance der einzelnen Schétzer kdnnte daran liegen,
dass es kein fixes Response-Modell gibt, mit dem die rdumliche Mobilitdt simuliert wird. Bei der
nicht-parametrischen Vorgehensweise wird das Response-Modell von Stichprobe zu Stichprobe iiber

die empirische Verteilung jedes mal neu spezifiziert.
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6 Zusammfassung

Das Ziel dieser Arbeit war zu zeigen, ob der Mikrozensus-Langschnittsdatensatz 1996-1999 fiir die
Schitzung von Arbeitsmarktdynamiken in der deutschen Bevolkerung benutzt werden kann. Es wur-
de gezeigt, dass die Nicht-Beriicksichtigung der Ausfille durch rdumliche Mobilitit zu verzerrten
Schitzungen der Arbeitsmarkiibergénge fiithrt. Zur Korrektur dieser Verzerrung wurden zwei Schitzer
(Kalibration und PSA) miteinander verglichen. Der Vergleich basierte auf der Betrachtung des relati-
ven Biases sowie der Schéitzung des Standardfehlers.

Da es fiir die beiden Ansétze keine einheitliche Theorie gab, wurden zunéchst die beiden Ansétze in
einem asymptotischen Kontext dargestellt. Hierbei wurden fiir beide Verfahren die asymptotisch kor-
rekten Varianzen hergeleitet und ein neues Verfahren zur Simulation der Ausfélle durch Nonresponse
entwickelt. Das neue Verfahren wurde auf das SOEP angewendet, das rdumliche Mobilitéit erfasst, um
die Performance der beiden Schétzer miteinander zu vergleichen.

Die Ergebnisse der Simulationsstudie zeigten, dass der Kalibrationsansatz bei gleichzeitiger Nut-
zung von Gesamtwerten der Population und der Stichprobeninformation den Bias bei gleichzeitig
leichter Unterschétzung des Standardfehlers reduzieren kann. Zusétzlich zeigte die Simulationsstudie,
dass der PSA-Schiitzer auf Basis eines einfachen Logit-Modells und ohne Beriicksichtigung der Korrela-
tion innerhalb der Haushalte, den Erwerbsiibergang erwerbslos zu erwerbstétig noch besser korrigiert.
Wird zusétzlich auf den PSA-Schitzer die Kalibration angewendet, ergab sich kein signifikanter Un-
terschied zum PSA-Schitzer alleine. Bei der Schitzung der Standardfehler zeigte sich, dass bei den
beiden Ubergingen mit der hochsten Fallzahl der PSA-Schitzer relativ gut abschnitt.

Eine vorsichtige Auswertungsstrategie wiirde auf beide Verfahren zuriickgreifen und bei grofien
Diskrepanzen auf bedeutende Selektionseffekte durch die Nichterfassung der mobilen Personen schlie-

Ben.
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A Anhang

A.1 Eine untere Schranke fiir TNR

Die Funktion f : R* — (0, 1] definiert durch f(a) = (14 a)~! ist eine konvex Funktion. Die Gewichte

 Lkerywnk(V'xg)?
ZU 1{k6r}ka(V/Xk)2

Ck

fiir v € R? mit ||v|| = 1 summieren sich zu Eins:

Mit der Jensenschen Ungleichung folgt, dass

You ek fOoxk) = f Oy ceAoxk)

gilt. Mit der Definition von f ist

1
cr(14+ MNoxp)~ 1 >
ZU k( 0 k) ZU Ck(l + )\ka)

und somit

v Lperywnr (v'xx)?)?
1 / 2 1 /! —1 >
2o weryeonn(v3x) (1 + Agxi) ™" 2 v Lwerywnr (V%) 2 (1 + Ayxz)

Also ist

(V”i‘Mu)2

V' Tary >
T Y0 Lkerywons (V/x5) 2(1 4 Xoxy)

A.2 Nicht-natiirliche Link-Funktionen

Die Matrix Q lisst sich basierend auf der Idee von Fahrmeir und Kaufmann (1985) zerlegen:

mit
Qa(N) = Sy Lires { fu(N %) — fur(Xo, %) Pho (A, xi)
QB(A) = ZU 1{kes}{fM()‘OvXk) - 1{k€r}}{h2()"xk) - hZ()\Ouxk)}
QC = ZU 1{k€s}{fM()‘07Xk) - 1{k€r}}h2(>‘07xk)

Sei A, C A, n € N, eine monoton fallende Folge von kompakten Mengen mit (), A, = {Ao}. Wir

wollen zeigen, dass es zu jedem € > 0 und 1 > 0 ein ng € N gibt, so dass

P({n71Qla, > n}) <e
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fir alle n > ng gilt. Wegen

P ({n Qs > n}) <P ({0 11Qula, > n/3}) + P ({n 11Qulla, > n/3}) +
P ({n1Qell > n/3})

reicht es zu zeigen, dass die Terme auf der rechten Seite gegen Null konvergieren.

Sei Qcij der (i,j)-te Eintrag von Qo. Die Varianz eines Eintrags Qcij ist

V[Qoij| F] = S Likest VILikery [F) (xikX i fra(Noxi))?

da nach Definition von h, (A, x) der (i, j)-te Eintrag hy;; (A, xi) = XXk fro(N'x) ist. Wegen [x;,x
< Xzzk + X?k < x;xx und V[l{k6r}|f] = fx1(Mo,xg) < 1ist

VIQeijl F] < Y LiesSpur(ha(Ao, x1))°
Mit Annahme [R1] ist
0V IQoy | F] < (NM) ™ Sy Lgneaywn Spur (ha (Ao, i)
und mit Annahme [A1] ist
nV[Qei] < (NMy)™' 5y Spur (ha(ho, x1))° = O(1)
Da E[QC] =0 gilt ist n Qe = Op(n*1/2) und somit existiert ein ne € N, so dass
P ({n"1Qcl > n/3}) < /3

fiir alle n > nc gilt.
Fiir QA ist

1QAMNI < Xy Lirest| v (A xk) — fx (o, k)| Spur|hy (A, xi)|
und mit Annahme [R1] somit
QAN < (NML) ™ S0 Likesywi] in (0 i) — fx (Ao, k)| Spur|hy (X, x4) |

Die durch f(A, xz) = |fx(A\ xk) — fx(No, Xk )| Spur|hy (A, xi)| definierte Funktion f hat eine Nullstelle
bei Ag. AuBlerdem ist sie stetig. Mit den Annahmen [A1] und [A2] konvergiert N~ 3" 1iyesywi f (A, Xx)
auf jeder kompakten Menge in A stochastisch gleichméBig gegen N1 Y, f(\,xx) und daher auch die
rechte Seite der obigen Ungleichung. Da

ntsupy QAN < supa, (NMy) 1S Lipegywi f (A, %)

gilt, gibt es eine Stichprobengrofie n, € N, so dass

P({n"1Qulla, > n/3}) <e/3
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fiir n > n, gilt.
Fiir Qg ist

”QB()‘)H < ZU 1{kes} Spur‘hQ()\,xk) - h2()\07Xk))‘
und mit Annahme [R1]
nHQe(W| < (NMy) ™ S0 Liresywi Spur|ha (X, xi) — ha (Ao, xy) |

Die durch Spur‘hz()\, xi) — hy (Mo, Xk)‘ definierte Funktion ist stetig und hat eine Nullstelle bei \g. Mit
den Annahmen [A1] und [A2] gibt es daher eine Stichprobengréfie ng € N, so dass

P ({n_lHQBHAn > n/3}) <¢/3

fiir n > ng gilt. Fiir ng = max{n,, ng,nc} folgt damit die obige Behauptung.

Eine alternative Vorgehensweise fiir Q4 und Qg ist die folgende. Mit dem Mittelwertsatz ist
s xk) = (R0, Xa)| < L fwn (X )b (s x) [ A = Aoll < b (%) [y [[A = Aol
fiir A € A, und daher
n QAN < (VML) ™' S Tkesywr[[Ba (5 x0) || 4, Spur[hs (A, xi)| My,

wobei M,, der Radius von A,, ist. Falls M,, = O(nfl/ 2) gilt, ist die rechte Seite der Ungleichung mit
[A1] Op(n~"/?) und somit auch die linke. Fiir Q ist

Spur|h, (A, x) — ho(Ao, k)| < supy, || frs(Nxp)xk[|Spur|xpx), | M,
wobei fi; die dritte Ableitung von f; ist. Deshalb ist

n Qs < (NMy) ™" S0 Lkesywr supa,, [ fis(Nxx) x| Spur gt | My,
und daher 77 1|Qp(N)|| = O, (n~'/2). Damit ist sogar

n~HQlla, = Op(n~'7?)

A.3 Approximation der GEE Losung

Die negativen Ableitungen der Score-Funktion nach A und « sind

Hit (A ) = = Y0 Lies ) 2o0o0, ko Wakt (@) (1/2 = fro(X, %) hy (A, x4)x],Ri(A)
+ 20 Liesiy 222 v, wort Wk (@) (A, x5)x7(1/2 — fr (A, x1))Ra(N)
+ 30 Liesy 222ou, wak(@)h (A, xx)hi (A, x;)’

IA{12()\704) = - ZUI 1{2‘631} ZZUi waik () hy (A, xx)Ri(A)
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wobei wa1x; die Ableitungen der Gewichte nach « sind. Die Fisher Information ist der Erwartungswert

von Hjq:

F(\, @) =0, Ljies) 220, war(@)hi(A,xx)hi (A, x;)

AuBlerdem sei G die erste Ableitung von & beziiglich des Parameters A.

Betrachtet man die Zerlegung
u(A, &(A) — u(ro, a0) = (u(h, &(A)) = u(Xo, ag)) + (u(Ao, @(Ao)) — u(Xo, o))
dann gilt mit dem Mittelwertsatz fiir den zweiten Teil auf der rechten Seite der Gleichung
(Ao, &(A0)) — u(Ao, ag) = / Fl12 (Ao, dv(a))da (6(Ao) — o) (A1)

wobei ap(a) = ap+a(@&(Ng) — ap) ist. Das Integral auf der rechten Seite hat den Erwartungswert Null,
da E[R;(Ao)|F] = 0 gilt. AuBerdem ist das Integral

1
Fla(ap) :/0 wa1k (G (a))' da

gleichméBig beschrénkt, da &()g) in einer kompakten Menge liegt, die nicht die Eins enthilt. Somit
gilt

E

2p
(]\}/7\7 ZUI 1{2651}1011 ZZU Fkl(ap)hl()\oaxk)Rl()\o)) ] <M
fiir ein M > 0. Mit Annahme [R1] gilt die Ungleichung

% >v; Lies) E [(ZZUi Fra(ée)hi (o, xp)Ry(Xo)) |]:}

SOINZ (MLN )2}7 ZUI 1{@651}E [(wn ZZU Fkl(ap)hl()\mXk)Rl()\O))QP |]_—]

fiir jedes p € N. Da nach Voraussetzung Personen aus unterschiedlichen Haushalten unabhéngig sind,

gilt

2p
E [(\/17,71 >u; Wiesiy 2220, sz(dp)h1()\o,Xk)Rl()\o)> ]

a ”
< | (33 S e s £, Pl o )R 0)
und somit ist das Integral in (A.1]) beschrinkt. Es folgt

u(Ao, &(Ao)) — u(Ao, ag) = Op(1)
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Betrachten man nun den ersten Teil der obigen Zerlegung, so ist
u(Ao, & / Hii(Ae(a), a(Ao(a)) + Hiz(Ae(a), é(Ae(a)))dn (Ar(a))da (A = o) (A.2)

mit Ap(a) = Ao + a(A — Xg). Mit der Zerlegung

\/le A xp) — v/ faa(Mos X n In(Xo, xk) — fx (A, xx)
leO\ Xk) fN1()\7Xk)

sind die mit /n; normierten Terme auf der rechten Seite von (A.2), die R;(A\) enthalten, im p-ten
Mittel beschrankt. Also ist

Ri(A) = Ri(Ao) + Ry(A

(nll /01 F(Xp(a))da> B (\/1> \/>( u(Xo, &(No)) — uy) + Op(1)(A — )\0)> (A.3)

wobei uy = u(Ag,ap) und O,(1) im p-ten Mittel beschrankt ist. Also ist der Erwartungswert von
nP||X — Ao||?P beschriinkt.

A.4 Bootstrap des PSA-Schitzers
Der Bootstrap-Schitzer fiir die Korrelation (4.27)) auf Basis der Pearson-Residuen (|4.28)) ist

a*(A) = Nz(NQz—l) vy Milgiesy 220 0, ket BN Ri(N)

Die Score-Funktion auf Basis von (4.29) ist

u (A @) =3 0 Milgieoy 220, wer(a)hi (A, xg) Ry (A)

wobei die Gewichte wy () wie in (4.25) und (£.26)) definiert sind. Der Schitzer \*: Q — A ist die

Losung von
u*(\,a*(\) =0

Die Bootrap-Variante der Fisher Information ist
F*(A, a) = ZUI Milyicsy ZZUl war(e)hr (A, xp)hi (A, %)’

Somit gilt mit F¥, = F*(\g, ag), ul; = u*(Xg, o) und den Annahmen aus Abschnitt 3
N — o = Fal, 4+ 0,(n7Y)

Einsetzen in ergibt

Yoo =Y+ DyFul + Op(n )
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wobei
D} = —% > 2ou, Milgrerns) exp{—AoXk } Xk
ist. Mit
BIDL M) = - o, Lsesny S, oxp Ny bxun
ist
Vi = Y+ EIDLH'FL ul + Op(n )
Da wegen E[R;(Ao)Ri(Xo)|H] =0 fir ke Uy und l € Uj, i # j
E[VIuy | FIIH] = >r;, Liiesy 222 -p, (1 = 1/n)wki(ao)hi (Ao, xx)hi (Ao, x1)’
folgt und
E[Cov[Yy;, uly| F]|H] = %ZUI Liiesyy 2ou, (1 = 1/m1) exp{—Aoxk } Xk yk
gilt, ist
E[V[YZ. — Y| FI|H] = % >ovn Yiesiy 22w, (1 = 1/m0) (O — 0k0:) (wrys) (wiyr)
—EDLIH) Y0, Liesy 22w, (1 = 1/n)wr(e0)hi (Ao, )b (Ao, %) E[D}[H] + Op(n )

Der Fall P2 folgt analog.
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B Englische Zusammenfassung

The objective of this work was to find out whether the first panel version of the German Microcensus,
covering the years 1996-1999, can be used for the estimation of labour force flows. The main concern
about the use of the German Microcensus for the estimation of the gross flows refers to the introduc-
tion of the non-response bias due to missing information about residential movers. Furthermore, the
evaluation of different correction methods with respect to the reduction of the possible non-response
bias was performed.

To examine this questions we used a methodology that carefully reflects the special missingness
that is of interest here, namely the drop-out of persons due to residential mobility. This was achieved
by the use of a similar survey which covers residential mobility. Thus, our approach relies on the
observed behaviour of individuals who drop-out of the German Microcensus.

With respect to correction methods, we used calibration for non-response and propensity score
adjustment (PSA). To apply both approaches the determination of weights was necessary. Furthermore,
the theoretical properties of both approaches were derived. In addition, a new approach for simulation
of non-response was developed.

The results indicate that the calibration approach using the population totals and sampling in-
formation led to considerable bias reduction. At the same time the standard errors were slightly
underestimated. Moreover, the simulation study showed that the PSA method based on logistic re-
gression without taking into account the correlation within the households reached very strong bias
reduction for the transition unemployment to employment. When calibration was applied on the PSA
estimator no significant difference to the use of the PSA estimator alone was observed. For the estima-
tion of standard errors the results showed good performance of the PSA approach for the transitions
with the highest number of cases.

A careful evaluation would use both approaches and in the presence of large discrepancies conclude

that considerable selection effects are induced by missing information about residential movers.
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