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Einleitung

Wie in vielen Teilen der Mathematik ist auch in der algebraischen Geometrie
die Konstruktion von Invarianten von zentraler Bedeutung. Eine dieser Invarian-
ten ist die derivierte Kategorie D°(X) einer Varietit X. Die derivierte Kategorie
entstand urspriinglich als Struktur, in der sich viele homologische Konstruktionen
wesentlich einfacher und knapper formulieren lassen. Fiir eine gewisse Zeit wur-
de dieser technische Vorteil als wesentliche Eigenschaft dieser Kategorie erachtet.
Mittlerweile entwickelte sich aber aus ihr selbst ein interessanter, mathematischer
Forschungsgegenstand.

Zum einen wurde von Bondal und Orlov nachgewiesen, daf} die derivierte Ka-
tegorie Fano Varietédten und solche vom allgemeinen Typ eindeutig bestimmt. In
all diesen Fallen kann die Varietét sogar aus der Kategorie rekonstruiert werden.
Fiir Varietdten, die nicht darunter fallen, wurden auch viele interessante Resul-
tate erzielt. Mukai konnte zeigen, dafl eine abelsche Varietit A und ihr Dual A
dquivalente derivierte Kategorien aufweisen. Bridgeland zeigte diese Aussage fiir
Dreifaltigkeiten, die iiber einen Flop miteinander verbunden sind.

SchluBlendlich moéchte ich noch die Spiegelsymmetrie anfiihren, die ihren Weg
aus der Physik in die Mathematik gefunden hat. Diese wurde von Kontsevich als
homologische Spiegelsymmetrie formuliert. Seine Vermutung, die in einigen Féllen
bewiesen werden konnte, besagt, dafl zwei Varietdten X und Y spiegelsymmetrisch
sind, wenn die derivierte Kategorie von X dquivalent zur Fukaya Kategorie von Y
ist, und umgekehrt. Etwas informeller besagt diese Vermutung, dal die komplexe
Geometrie von X der symplektischen Geometrie von Y entspricht, und umgekehrt.

Diese Beispiele sollen belegen, dafl ein tieferes Verstédndnis der derivierten Ka-
tegorie der Beantwortung einer Vielzahl von mathematischen Fragen dienlich sein
kann. Dieses Verstdndnis soll durch das Studium ezzeptioneller Folgen geférdert
werden. Diese bilden vom Wesen her eine ,,Basis“ der derivierten Kategorie, die in
einem sehr prézisen Sinne (semi-)orthogonal ist.

Ein Leitmotiv dieser Arbeit ist die Konstruktion dieser Folgen. Genauer gilt es
zu klédren, wie man aus einer exzeptionellen Folge £ auf X eine weitere solche Folge
auf Y konstruiert werden kann, sofern X und Y miteinander verbunden sind. Diese
Verbindung kann beispielsweise eine Aufblasung sein, eine Faserung oder auch eine
Degeneration. Selbst die Einschrankung der Verbindung auf diese Auswahl erleich-
tert die Beantwortung dieser Frage noch nicht sehr. Deswegen schréinke ich mich
zusétzlich auf torische Varietdten ein. Diese lassen sich kombinatorisch vollstindig
beschreiben, was viele Berechnungen ungemein erleichtert.

Ich mochte nun einen Uberblick iiber die einzelnen Kapitel geben.

Das erste Kapitel widmet sich den Grundlagen torischer Geometrie. Ich wer-
de dabei keine umfassende Einfiihrung geben, sondern Punkte herausgreifen und
beleuchten, die fiir die nachfolgenden Kapitel wichtig sind. Diese Punkte umfassen
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neben torischen Varietéiten selbst, auch deren Verallgemeinerung zu T-Varietéten.
Da sich ein Grofiteil der Arbeit ausschliefilich mit Fldchen beschiftigt, werde ich
diverse Moglichkeiten vorstellen, wie sich diese beschreiben lassen.

In den Kapiteln 2 bis 4 werde ich exzeptionelle Folgen aus Geradenbiindeln auf
torischen Flichen genauer untersuchen. Der Ausgangspunkt meiner Uberlegungen
ist die Arbeit [HPOS8], in der Lutz Hille und Markus Perling unter anderem ei-
ner exzeptionellen Folge auf einer rationalen Fliche eine torische Fliache zuordnen.
Alexei Bondal vermutete, daf§ diese Zuordnung eventuell einer Degeneration der ra-
tionalen Fliche zu einer torischen entsprechen kénnte. Dank Nathan Iltens Arbeit
zur Deformation rationaler C*-Fléchen, die gewisse Deformationen sehr explizit
beschreibt, lie8 ich mich von dieser Vermutung lose leiten.

Im zweiten Kapitel gehe ich genauer auf diese Deformationen rationaler C*-
Fldchen ein, wie sie von Nathan Ilten in [HIO9] entwickelt wurden. Zusétzlich
konnte er zeigen, dafl diese Deformationen im Falle glatter Flachen einen Isomor-
phismus der Picardgruppen induzieren. Sowohl diese Deformationen wie auch dieser
Isomorphismus kénnen sehr explizit beschrieben werden, was ich in diesem Kapitel
auch vorstellen werde.

Im dritten Kapitel wird die in [HPO8] entwickelte Zuordnung einer torischen
Fléche zu einer exzeptionellen Folge vorgestellt. Eine weitere, wichtige Konstruktion
aus diesem Artikel ist die Augmentation, die es erlaubt, eine volle, exzeptionelle
Folge auf einer rationalen Flidche zu einer vollen, exzeptionellen Folge auf einer
Aufblasung fortzusetzen. Auflerdem werde ich noch beleuchten, wie verschiedene
exzeptionelle Folgen, denen sich dieselbe torische Flidche zuordnen ld8t, miteinander
verbunden sind.

Im vierten Kapitel werden die schon bekannten Ergebnisse aus dem zweiten und
dritten Kapitel miteinander verbunden. Zunéchst untersuche ich dort das Verhalten
von exzeptionellen Folgen unter den speziellen Deformationen und Degenerationen
aus Kapitel 2. Rationale Flichen, die nicht isomorph zum P? sind, lassen sich stets
zu einer Hirzebruchfliche F,. abblasen. Da es durch die Augmentation eine der Auf-
blasung dhnliche Konstruktion gibt, stellt sich nun die Frage, ob alle exzeptionellen
Folgen konstruierbar sind, das heifit, sich durch sukzessives Augmentieren aus einer
exzeptionellen Folge auf einer Hirzebruchfliche herstellen lassen.

THEOREM. Sei X eine glatte, projektive, torische Fldiche vom Picardrang 3
oder 4. Dann sind alle vollen, exzeptionellen Folgen aus Geradenbiindeln auf X
konstruierbar. Fir den Picardrang 5 ist diese Aussage falsch, das heifit, es gibt eine
solche Fldche mit einer vollen, exzeptionellen Folge aus Geradenbiindeln, welche
nicht konstruierbar ist.

Das abschlieflende fiinfte Kapitel hebt sich insofern von den vorherigen Kapiteln
ab, als nicht mehr torische Fliachen sondern torische Stacks untersucht werden. In
dem Artikel [Kaw06)] zeigte Yujiro Kawamata unter Verwendung des Minimal Mo-
del Programms, daf jede torische Orbifaltigkeit eine exzeptionelle Folge besitzt. Der
Beweis ist recht algorithmisch und liefert als Resultat eine volle exzeptionelle Folge,
die im Allgemeinen nicht mehr aus Geradenbiindeln besteht. Lev Borisov, Linda
Chen und Gregory Smith haben im Artikel [BCS05] eine Beschreibung torischer
Deligne-Mumford Stacks vorgestellt, welche die Cox-Konstruktion in natiirlicher
Weise verallgemeinert. In diesem letzten Kapitel werde ich einen Teil von [Kaw06]
in die Sprache von [BCSO05] ,iibersetzen“. Auch wenn ich versucht habe, mich
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moglichst nahe am Artikel [Kaw06] zu halten, werde ich doch in manchen Punk-
ten davon abweichen. Diese Abweichungen werden in der Hoffnung gemacht, dafl
dadurch der Artikel [Kaw06] zugiinglicher wird.
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KAPITEL 1

Torische Geometrie

In diesem Kapitel werde ich jene Elemente der torischen Geometrie einfithren
und kurz beleuchten, die im Rest der Arbeit ausgiebig Verwendung finden.

Nach der Definition einer torischen Varietdt und deren Verallgemeinerung zur
T-Varietéit werde ich mich mit dem Flidchenfall eingehender beschéftigen. Dabei
werden mir einfache Beschreibungen von Divisoren und von der Aufblasung beson-
ders am Herzen liegen.

Quellenangabe: Fiir die Theorie torischer Varietdten habe ich auf die Biicher
[Ful93], [0da88], [Dan78] und [CLS11] zuriickgegriffen. Die Theorie von T-Varie-
tédten wird in [AHSO08] entwickelt. Der Spezialfall rationaler C*-Flichen wird enge-
hender in [Sii308], [Tim06] und [OW77] beschrieben. Zur Moritheorie rationaler
Fliachen fand ich die Biicher [Mat02] und [Man86] hilfreich.

1. Torische Varietiten und 7T-Varietiten

Ich werde hier nur die in der restlichen Arbeit verwendeten Notationen einfithren
und grundlegende Tatsachen der torischen Geometrie zitieren. Die Details zu tori-
schen Varietéten lassen sich in jedem Buch zu diesem Thema nachlesen, deswegen
werde ich auf genaue Referenzen verzichten. Ich gehe aulerdem kurz auf die Ver-
allgemeinerung zu T-Varietéten ein, wobei ich auch fiir genauere Ausfithrungen auf
Literatur verweise.

Torische Varietédten. Seien M und N zwei duale Gitter, das heifit, M =
N* = Hom(N,Z). Diese Gitter sollen frei sein, das heifit, es gibt einen Isomorphis-
mus N = Z" fiir ein n € N. Ein (polyedrischer) Kegel 0 C Ng = N ® Q ist die
positive Hiille endlich vieler Vektoren v; € N, also

U:Z{)\i'UiENQ|)\ie@20}::z@+'vi

3

Ein Kegel kann andererseits auch als Durchschnitt von Halbrdumen geschrieben
werden, das heif3t, es gibt endlich viele u; € M, sodafl

o=(){veNg| (u,v) >0} =H"(u).
Der duale Kegel 0¥ C Mg ist durch Vertauschen der Rollen von v; und w; definiert,

das heif3t
oV = ZQ+ cu = mH"’(vi).

Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 1.
Die Dimension dim(o) von o ist die Dimension des Untervektorraums in Ng,
der von ¢ aufgespannt wird. Eine Seite von o ist

T=0nNH"(u)

1
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ABBILDUNG 1. Zwei zueinander duale Kegel.

fiir ein w € M. Wir schreiben dann 7 < ¢. Ein eindimensionaler Kegel heifit Strahl.
Ein Facher ¥ in N ist eine endliche Menge von Kegeln ¢ in Ng, die folgender-

maflen zueinander passen sollen:

(1) seien o1 und o Kegel in ¥, dann ist o1 N oy sowohl eine Seite von o also

auch von o9, und

(2) sei 7 eine Seite von o und ¢ € ¥, dann ist auch 7 € X.
Mit (i) bezeichnen wir die i-dimensionalen Kegel in . Zwischen ¢ und dem
davon erzeugten Facher, welcher aus o und dessen Seiten besteht, werden wir nicht
unterscheiden.

DEFINITION 1.1 (4 Proposition). Gegeben sei ein Fécher ¥ in N. Durch ¢ €
Y () ist eine normale affine torische Varietit durch

U(o) = SpecClo¥ N M)]
gegeben. Sei 7 < o € X, das 148t sich in eine offene Einbettung
Spec C[rY N M] < SpecC[o¥ N M]
iibersetzen. Diese Einbettungen verkleben zu einer (separierten) torischen Varietit
X (D). Es ist dim X (X) = dim N = n.
Da {0} ein Kegel in jedem Fécher ist, wird der (algebraische) Torus
T = Ty = Spec C[{0}" N M] = Spec C[M] = (C*)"

eine offene und dichte Teilmenge einer jeden torischen Varietét. Ich mdochte noch
anmerken, daf} statt diesen speziellen Halbgruppen o¥ N M auch allgemeinere Halb-
gruppen in M als Ausgangspunkt gewihlt werden konnen. Sobald aber M nicht
mehr von diesem speziellen Typ ist, geht die Normalitéit verloren.

DEFINITION 1.2 (4 Proposition). Gegeben sei ein Féacher ¥ in N, sowie ein
weiterer Fécher ¥/ in N’. Ein Morphismus ¢ : X(X) — X (3') heifit torisch, falls
¢(T) C T', und die Einschriankung von ¢ auf die Tori ein Gruppenhomomorphismus
ist.

Ein torischer Morphismus ¢ wird durch eine Z-lineare Abbildung f : N — N’
bereits vollstandig bestimmt, die jeden Kegel von ¥ in einen Kegel von ¥’ abbildet,
das heifit, zu jedem Kegel o € X gibt es einen Kegel ¢’ € ¥’ mit f(o) C o’.

Viele Eigenschaften einer torischen Varietét lassen sich leicht am Fécher able-
sen.

PROPOSITION 1.3. Sei X ein Fdicher in N. Im folgenden seien v; die primitiven
Erzeuger der Strahlen eines gegebenen Kegels o € ¥. Dann gilt:
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(1) X(X) weist genau dann hichstens Quotientensingularititen auf, wenn der
Ficher simplizial ist, das heiffit, v; von jedem Kegel o € ¥ sind linear
unabhdngig, mit anderen Worten, die v; bilden eine Basis des von o in
Ng erzeugten Untervektorraums,

(2) X(X) ist genau dann glatt, wenn der Ficher glatt ist, das heifit, die v;
eines jeden Kegels o bilden eine Gitterbasis des von 0 N N erzeugten Un-
tergitters,

(3) X(X) ist genau dann vollstindig, wenn der Ficher vollstindig ist, das
heift, |X] = U, ey 0 = No, und

(4) X(X) ist genau dann projektiv, wenn der Ficher der Normalenficher zu
einem Polytop ist.

T-Bahnen. Durch einen Kegel 0 € ¥ ist nicht nur eine offene Teilmenge von
X (X) gegeben, sondern es 148t sich daraus auch eine T-Bahn gewinnen.
Zunichst konnen wir aus einem Kegel o zwei duale Gitter gewinnen:

N(0>:N/NU und M (o) = o N M,

wobei N, das Untergitter cNN von N ist. Durch die Projektion N — N (o) erhalten
wir einen Fécher

Star(c) = {7 C N(o)|T < o}.
Die torische Varietdt X (Star(c)) ist der Abschlufl V(o) := o(o) der Bahn o(o) =

Tn(o)- Um diese Bezeichnung zu rechtfertigen, wird eine abgeschlossene Einbettung
V(o) < X (X) bendstigt. Diese ist lokal durch die Surjektion
C[r¥nM] - C[t¥notnM]
u X wennu €7V NotNM,
X —
0 sonst
fiir 7 € ¥ gegeben. Ein Beispiel fiir diese Konstruktion ist in Abbildung 8 zu sehen.

Man beachte, dafl die Dimension der Bahn o(c) bzw. des Abschlusses V(o)
gerade die Kodimension des Kegels o ist. Insbesondere entsprechen Strahlen des
Fachers gerade T-invarianten Weildivisoren.

Divisoren. Die Beschreibung von Divisoren 148t sich auch auf die Kombinatorik
des Fiichers zuriickfithren. Aufgrund der obigen Uberlegungen wissen wir, dafl es
T-invariante Bahnen von Kodimension 1 gibt. Damit erhalten wir T-invariante
Weildivisoren D, zu jedem Strahl p € 3(1). Zwar ist

WDivy X(2):= @ Z-D, < WDivX (%),
peEX(1)

aber dennoch erzeugen diese die Divisorenklassengruppe vermoge der exakten Se-
quenz

0 - M — WDhivp X(2) — Cl1X(X) — 0,

u = 3, (uvp) D,y
wobei v, der primitive Erzeuger von p ist. Auf etwas andere Weise lassen sich T-
invariante Cartierdivisoren definieren. Auf einer T-invarianten offenen Menge U (o)
fiir o € X ist ein solcher Divisor D durch einen Charakter x*° mit u, € M gegeben.
Ein Charakter ist hier stets ein Charakter des Torus, also
x“: 1T — C*
t= (b1, ty) > 4= gl
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Damit diese kompatibel sind, bedarf es a, € Z zu jedem p € X(1), sodal (u,,v,) =
—ay, fiir p € o(1) ist. Damit ist sogar D = 3 a,D, und somit CDivy X(X) C
WDivy X (X). Wiederum sind alle T-invarianten Cartierdivisoren ausreichend um
die Picardgruppe zu erzeugen:

0 — M — CDivy X(Z) — PicX(X) — 0.

Sobald X (X) glatt ist, unterscheiden sich Pic X (¥) und Cl1X(X) nicht. Fiir einen
simplizialen Fécher, gibt es zu jedem Weildivisor D ein n € N, sodafl zumindest
n - D Cartier ist, damit ist in diesem Fall jeder Weildivisor Q-Cartier.

T-Varietidten. Wihrend es bei torischen Varietéiten eines Kegels o bedurfte
um eine affine torische Varietit U(c) zu definieren, ist bei T-Varietidten der Grund-
baustein ein sogenannter polyedrischer Divisor.

Sei A ein Polyeder, das heifit Durchschnitt endlich vieler affiner Halbraume.
Dann 148t sich A als Minkowskisumme A = 7 + o schreiben, wobei 7 ein Polytop,
das ist ein beschrinkter Polyeder, und o ein Kegel ist. Fiir A # ) ist zwar 7 nicht
eindeutig, hingegen o schon. Wir nennen o den Schweifkegel von A. Die Menge
aller Polyeder mit vorgeschriebenem Schweifkegel bilden eine Halbgruppe Pol (N),
deren neutrales Element o ist. Ich mochte noch darauf hinweisen, daf auch () € Pol
ist.

Sei Y eine normale Varietéit. Ein polyedrischer Prddivisor mit Schweifkegel
tail(D) := o ist eine formale, endliche Summe

D:ZAZ@)Z
zZ

iiber alle Primdivisoren Z auf Y mit Az € Polf (N). Wie immer heifit endlich hier,
daf fiir alle Z, bis auf endlich viele Ausnahmen, der Koeffizient Az das neutrale
Element o in Pol} (N) ist.

Einem polyedrischen Pridivisor D kénnen wir fiir jedes v € 0¥ N M auswerten,
das ist

D(u) = Zmin(u, Az)® Z.

Damit erhalten wir einen gewohnlichen Divisor D(u) auf dem Trdger von D:

LocD=Y\ [ Z
Az=0
Fiir den Fall, das Y eine Kurve ist, benotige ich noch den Begriff des Grad eines
polyedrischen Divisors. Dieser ist

degD = ZAZ.
Z

Insbesondere ist deg D = (), sobald einer der Koeffizienten Az = () ist.

Ein polyedrischer Divisor ist ein polyedrischer Prédivisor D, mit folgenden zwei
Eigenschaften. Zum einen soll fiir alle u € 0¥ N M der Divisor D(u) Cartier und ein
positives Vielfaches von D(u) basispunktfrei sein. Aulerdem soll fiir alle u € M,
die im relativen Inneren von oV liegen, der Divisor D(u) grof sein.

Aus einem polyedrischen Divisor D lif3t sich ein affines Schema mit T-Wirkung
konstruieren, vermoge

X (D) =Spec @) T(LocD,O(D(u))).

ucoVNM
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Seien D und D’ polyedrische Divisoren zu Schweifkegeln o und ¢’. Sobald D C D’
ist, was Az C A, fiir jeden Primdivisor Z auf Y bedeutet, dann erhalten wir eine
dominante Abbildung X (D) — X(D’). Wir sagen, dal D eine Seite von D’ ist
(Schreibweise: D < D'), falls diese dominante Abbildung eine offene Einbettung ist.

DEFINITION 1.4 (divisorielle Fécher). Ein divisorieller Ficher S ist eine end-
liche Menge polyedrischer Divisoren auf Y, sodaf} fir D,D’ € S stets zum einen
DND =) ,(AzNA%)®Z € S und zum anderen D ND’ eine Seite von D und
D’ ist.

Aufgrund der etwas speziellen Definition einer Seite verkleben die affinen X (D)
fir D € S zu einer T-Varietit X(S), siche [AHSO08, 5.4]. Wir nennen Y den
Basisraum des divisoriellen Fichers S.

DEFINITION 1.5. Sei S ein divisorieller Facher auf Y. Zuy € Y und D € § ist

ein y-Anteil von D
Dy =) Az
yeZ
Damit definieren wir den y-Anteil S, von S als die Menge aller y-Anteile D,, fiir
D € S. Der divisorielle Fécher S heifit vollstindig falls fiir alle Anteile |S,| = Ng
ist.

PROPOSITION 1.6 ([AHSO08, Theorem 7.5]). Die T-Varietat X (S) ist genau
dann vollstindig, wenn es der divisorielle Facher S ist.

Die Dimension von X (S) ist dim Y +dim Ng. Nach [AHS08, Theorem 5.6] 148t
sich jede Varietdt mit Toruswirkung als 7-Varietét beschreiben, insbesondere lassen
sich torische Varietiiten in diese grofiere Welt einbetten, siche [AHSO08, Abschnitt
5]. Fiir torische Flichen werden wir das auch im folgenden Abschnitt zeigen.

Ich mochte nicht weiter auf allgemeine T-Varietéten eingehen, sondern im fol-
genden Abschnitt ausfithrlicher den Fall eines divisoriellen Fachers in N & Z auf
Y = P! betrachten. Das sind rationale C*-Flichen.

2. Torische Flichen und rationale C*-Flichen

KONVENTION (4 Bemerkung). Alle hier vorkommenden torischen Flichen ver-
stehe ich implizit als glatt und vollsténdig.

Fiir glatte Fliachen ist vollstdndig gleichbedeutend mit projektiv.

Auflerdem ist ein zweidimensionaler Féacher bereits durch seine Strahlen be-
stimmt (sofern eben Vollstédndigkeit vorausgesetzt wird).

Die Strahlen werde ich meist mit v1, ..., v, bezeichnen. Sofern die Gefahr einer
Verwechslung gering ist, werde ich die selben Bezeichner ebenfalls fiir die primitiven
Erzeuger der Strahlen verwenden.

Die Numerierung der Strahlen v; soll zyklisch sein. Um mir lédstige Fallunter-
scheidungen zu ersparen, fasse ich Indizes wie ¢ als Element aus [n] := {1,...,n} =
Z/nZ auf, so ein i nenne ich dann zyklischer Index. Damit sind zum Beispiel v;, v;41
stets die Erzeuger eines Kegels des Féachers, auch wenn mal ¢ = n sein sollte.

Fiir eine Aufblasung b : X’ — X und einem Geradenbiindel L auf X gilt

HY(X',b*L) = H'(X, L).
Deshalb werde ich, sofern die Gefahr einer Verwechslung gering ist, fiir das Gera-
denbiindel b* L auf X’ wieder die Bezeichnung L verwenden.
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Beschreibung torischer Flichen mittels Schnittzahlen. Fiir eine tori-
sche Varietdt ist X (X)\ T = U,D,, das heifit die sogenannten Randdivisoren kom-
men zum Torus 7" hinzu. Im Falle von Fléchen kann aus dem Selbstschnittverhalten
dieser T-Divisoren X (X) rekonstruiert werden.

ProrosiTION 1.7. Seien vi,...,v, die zyklisch angeordneten Strahlen eines
zweidimensionalen Fichers. Die entsprechenden T-Divisoren seien D; fiir i € [n].
Dann ist D? = a; genau dann, wenn v;—1 + a;v; + vi+1 = 0.

BEWEIS. Sei D ein Randdivisor. Dann gilt

Z(D.Di)vi =0,

siehe [CLS11, (6.3.2)]. Da D;.D;y1 = 1 und D;.D; = 0 fur j & {4,i = 1} (siehe
[CLS11, Korollar 3.3, Lemma 3.4]), folgt die Aussage. O

KOROLLAR 1.8 (+ Schreibweise). Damit ist eine torische Fliche X schon durch
die Selbstschnittzahlen aq,...,a, ihrer T-Divisoren bestimmt. Deshalb werde ich
auch X = TV(aq,...,ay) schreiben.

BEMERKUNG 1.9. Umgekehrt fiithrt nicht jedes beliebige Tupel (aq, ..., a,) gan-
zer Zahlen zu einer torischen Fliche. Eine Restriktion ist, dal Y a; = 12 — 3n ist.
Das kann leicht mittels Induktion gezeigt werden, sobald die Schnittzahlen auf der
Hirzebruchfliche bekannt sind und mit dem Wissen, dafl jede andere Fliche # P!
daraus durch sukzessives Aufblasen gewonnen werden kann. Fiir eine weitere Re-
striktion siehe Bemerkung 2.17. Eine vollstdndige Charakterisierung solcher Tupel
findet sich in [Ful93, Abschnitt 2.5].

Auflerdem legt ein zuldssiges Tupel die Strahlen v; nur bis auf Basiswechsel
fest, was aber die resultierende torische Varietét nicht beeinflufit. Weiters mochte
ich noch darauf hinweisen, daf die Reihenfolge der a; auch abgedndert werden kann,
sofern das nur einer anderen zyklischen Numerierung der entsprechenden Strahlen
ist. Beispielsweise ist

TV(ai,...,an) = TV(ait1,...,an,a1,...,a0;) = TV(ay,...,a1).
Beschreibung rationaler C*-Flichen mittels Multidivisoren.

KONVENTION. Die hier auftretenden rationalen C*-Flichen seien alle genauso
wie die zugehorigen divisoriellen Féacher vollstdndig und weiterhin glatt.

Es gibt neben Fiacher und Schnittzahlen noch eine weitere Beschreibung tori-
scher Fliachen, die ich spéter zur Deformation torischer Flichen in Kapitel 2 ver-
wenden werde; namlich durch Multidivisoren.

Mit Multidivisoren kénnen auch rationale C*-Fléchen beschrieben werden. Im
Kapitel 2 zur Deformation werden wir uns nicht nur auf torische Flachen be-
schrianken, da diese aufgrund des zweidimensionalen Torus recht ,,starr® sind. Ratio-
nale C*-Flachen werden uns da geniigend Platz verschaffen, um fiir unsere Zwecke
ausreichend zu deformieren.

Eine (glatte) rationale C*-Fldche 148t sich zunéchst als divisorieller Fécher S in
N = Z auf Y = P! beschreiben. Diese Beschreibung ist nicht eindeutig, und erlaubt
auBerdem gegeniiber der allgemeinen T-Varietdtensprache einige Vereinfachungen,
die uns zum Begriff des Multidivisors fithren werden. Wir folgen da im wesentlichen
[Sii308].
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Sobald Y eine Kurve ist, lassen sich einige Eigenschaften wesentlich direkter
iiberpriifen. Die Divisoren auf der Kurve Y bezeichne ich im folgenden nicht mehr
mit Z sondern mit P fiir Punkt.

PROPOSITION 1.10 ([Sii308, Seite 4]). Sei D ein polyedrischer Pridivisor auf
einer Kurve Y. Dann ist D ein polyedrischer Divisor falls
(1) degD C o = tail D (man beachte, falls LocD # P! ist, dann ist degD = ()
und somit diese Bedingung automatisch erfillt), und
(2) fiir alle u € o mit

{v € ol{v,u) = min{o,u)} NdegD # ()
ist ein Vielfaches von D(u) ein Hauptdivisor.

Seien D und D’ zwei polyedrische Divisoren auf Y. Genau dann ist D' < D, wenn
einerseits Ay < Ap fir jeden Punkt P € Y und andererseits degD N tail D’ =
deg D’ ist.

Die Beschreibung durch divisorielle Fécher S ist nicht eindeutig, sodafl wir auch
hier im Fall, dafl Y eine Kurve ist, vereinfachen kénnen. Sei D ein polyedrischer
Divisor von & mit affinem Triger, also ist D von der Form

1 k
DZZAj@Pj'FZ@@Qj;
Jj=1 Jj=1
wobei A; # o nicht-trivial ist und & > 0. Wir ersetzen D durch [ polyedrische
Divisoren
D'=A@P+)Y 00P+> 020,
g j
Nach Durchfithrung dieses Verfahrens fiir jeden polyedrischen Divisor D € S mit
affinem Tréiger erhalten wir einen neuen divisoriellen Fécher &', wobei aber X (S) =
X (&) ist.

Wenn wir uns nun fiir rationale C*-Flichen auf N =2 Z und Y = P! ein-
schrianken, konnen wir noch mehr iiber die Gestalt von D sagen. Sollte dieser po-
lyedrische Divisor D némlich vollstiandigen Triger Loc D = P! haben, mufl Bedin-
gung (1) aus Propostion 1.10 erfiillt sein. Das kann aber nur eintreten, wenn der
Schweifkegel tail D = Q4 nach einer Seite unbeschrankt ist.

Die Bedingung (2) in Propostion 1.10 ist hier automatisch erfiillt, da die Koef-
fizienten der auftretenden polyedrischen Divisoren Intervalle mit rationalen Rand-
punkten sind.

All diese Vereinfachungen bedeuten, dafl die rationale C*-Fliache zu einem di-
visoriellen Fécher fast vollstéindig durch die y-Anteile S, fiir y € P! bestimmt ist.
Die einzig noch notwendige Information ist, ob die polyedrischen Divisoren mit un-
beschranktem Schweifkegel nun affinen oder vollstandigen Tréager haben. Das fiihrt
nun zum Begriff des Multidivisors.

DEFINITION 1.11 (polyedrische Unterteilung). Eine (polyedrische) Unterteilung
U von Q ist gegeben durch Intervalle | — oo, 1], [t;,ti41] und [t,, 0o sowie deren
Durchschnitte {¢;}, wobei t; < ... < t,.

Die Menge aller Unterteilungspunkte bezeichnen wir mit P(U). Sei {t1,...,tn}
eine endliche Menge von Punkten in Q, dann schreibe ich fiir die durch {t1,...,t,}
induzierte Unterteilung von Q manchmal U ({t1,...,t,}). Damit ist U = U(P(U)).
Mit trivialer Unterteilung meinen wir die Unterteilung U(0).
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Dy Dy Dy Ds Dy D3 Dy Ds
) —eo—eo—o— —_——e—o— —_—e—eo—o—
2 1
Dy Do Dg D1 D3 Dg
1 *——eo ~ *~—eo ~o *——eo °
Dy D3 Ds D D3 D

ABBILDUNG 2. Die Vereinfachung eines divisoriellen Féchers mit
anschliefendem Ubergang zum Multidivisor

Sein t ein Unterteilungspunkt von U. Die Hohe von t ist die kleinste natiirliche
Zahl A(t) > 0, sodaB A(t) - t € Z.

DEFINITION 1.12 (Multidivisor). Sei C' eine projektive, glatte Kurve. Ein Mul-
tidivisor M ist eine formale Summe Y Up ® P mit einem Paar (m«,ms ), wobei
mz € {o,e}. Fiir ), Up® P und (m<,ms) sollen folgende Eigenschaften vorweisen:

(1) bis auf endlich viele Ausnahmen sind alle Up triviale Unterteilungen,
(2) falls m< = o, dann ist ) . min{P(Up)} < 0 und
(3) falls m~ = o, dann ist ), max{P(Up)} > 0.

Fiir gewohnlich werde ich nur jene, endlich vielen Up erwéhnen, die ungleich der
trivialen Unterteilung sind.

In der Abbildung 2 ist an einem Beispiel zu sehen, wie sich ein allgemeiner divi-
sorieller Fécher vereinfachen liBt, und wie dann der Ubergang zum Multidivisor von
statten geht. Dabei treten im linken Bild die polyedrischen Divisoren Dy, ..., Dg
auf. Dort haben die Divisoren D1, Dy und Dg mehr als einen nicht-trivialen po-
lyedrischen Koeffizienten. Da Dy und Dg affinen Trager aufweisen, konnen diese
aufgespalten werden, was zum mittleren Bild fithrt. Nun wird nur noch die In-
formation benotigt, ob ein polyedrischer Divisor mit unbeschrinkten Koeffizienten
affinen Tréger hat, was mit m> = e vermerkt wird, was im rechten Bild zu sehen
ist.

BEMERKUNG 1.13. Aus einem Multidivisor 1483t natiirlich wieder ein divisori-
eller Facher gewinnen.

Torische Flichen als Multidivisor auf P'. Jede torische Fliche 148t sich auch
als rationale C*- Fliache verstehen, indem wir die Wirkung des zweidimensionalen
Torus auf eine eindimensionale C*-Wirkung einschréinken. Auf dem Niveau des
Charaktergitters M des zweidimensionalen Torus Txn bedeutet das, dafl wir ein

primitives v € M wihlen und so einen eindimensionalen Untergitter M (u) = M / M,

erhalten (dabei ist M, das von u erzeugte Untergitter von M). Das duale Gitter zu
M (u) ist dann N(u) = u* N N. Uber die Einbettung N(u) < N erhalten wir die
Einbettung des eindimensionalen Untertorus Ty (,) < Tn. Die Konstruktion ist im
wesentlichen dual zur Konstruktion der 7-Bahn in Abschnitt 1. Damit kénnen wir
diese torische Fliche als Ty (,)-Varietét betrachten.

Zu diesem u € M konnen wir die beiden Geraden

Ey ={v e N|{u,v) = £1}
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u=10,1] u=[-1,1]

,1/Z

O

ABBILDUNG 3. Zwei Multidivisoren der Hirzebruchfliche Fs.

betrachten. Schneiden wir diese Geraden mit dem Fécher 3 der Fliache erhalten wir
zwei Unterteilungen Uy und Us. Falls der Fécher Strahlen Qi - v mit (u,v) = 0
aufweist, setzen wir das entsprechende m> = e, sonst belassen wir den Wert bei
o. Damit ist der Facher vollstéindig durch (Up, Us) und my festgelegt. Fiir ein
Beispiel siehe Abbildung 3.

BEMERKUNG 1.14. In [Sii808] werden statt m> € {o, e} die Markierungen Q™
und QT verwendet, wobei beispielsweise die Markierung Q= gesetzt wird, wenn
m< = o ist. Da ich in Bildern nur m3 = e vermerken werde, kann das durchaus
zu Verwirrung fiihren. Der Grund fiir die hier verwendete Notation ist jener, dafl
damit die Punkte in den Bildern genau T-invarianten Divisoren entsprechen.

Glattheit von C*-Fldchen. Wir wollen im folgenden nur rationale C*-Flichen
betrachten, die glatt und vollsténdig sind. Neben der Vollstédndigkeit 148t sich auch
die Glattheit am Multidivisor ablesen.

Dazu bendtigen wir zunéchst noch ein Kriterium, wann zwei rationale C*-
Fléchen dquivariant isomorph sind.

Folgende Definitionen und die Proposition ldssen sich auch allgemeiner fiir 7T-
Varietédten formulieren, siehe [Siif308, Theorem 1.8]. Uns reicht aber die vereinfachte
Form fiir C*-Fléchen.

DEFINITION 1.15. Zu einer Unterteilung U = U(ty,...,t;) und n € Z meinen
wir mit n - U = U(nty,...,nt;) und mit U +n = U(t; + n,...,t; + n). Diese
Definitionen lassen sich in natiirlicher Weise auf Multidivisoren ausweiten.

Zwei Multidivisoren M; und My mit M; = (3", U};,mi%) auf P! heien
linear dquivalent wenn es einen Hauptdivisor div f = Y np - P auf P! gibt mit

M1 = M, +din = {Z(UI% +np) ®P,m212} .

P

Wir schreiben dafiir M; ~ M.
Sei ¢ ein Automorphismus von P!. Dann ist der Riickzug eines Multidivisors

M auf P! durch
P*M = {Z Up ®¢1(P),m2}
P
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definiert.

PROPOSITION 1.16 ([Siif308, Kor. 4.2]). Seien My und My zwei Multidivisoren
auf P*. Dann sind X(Mi) und X (Mz) genau dann dquivariant isomorphe C*-
Flichen, wenn es einen Isomorphimus ¢ : P! — Pl gibt, sodaff My ~ +¢* My
18t.

In [Sii308, Prop. 3.1, Thm. 3.3] wird genau geklidrt, wann ein polyedrischer
Divisor D € S zu einem glatten affinen Teilstiick einer C*-Flidche X (S) fiihrt.

ProposITION 1.17 ([Siil08, Prop. 3.1, Thm. 3.3]). Sei D ein polyedrischer
Divisor auf P*. Dann ist die affine C*-Fliche X (D) genau dann glatt,

Falls LocD =P': wenn D~ Ap @ P+ Ao ® Q und
Qs - ({1} x ApU{-1} x Ag) C Q x Ng

ein glatter Kegel ist.
Falls LocD # P': wenn fir jeden Koeffizienten Ap von D

@ (U xAp) CQx Ng
ein glatter Kegel ist.

Zwar ist nun die Frage der Glattheit gekldrt, dennoch mochte ich noch eine
andere Sichtweise einfiihren, die diese Proposition gut erklirt und fiir Divisoren
auf C*-Flichen niitzlich sein wird. Diese Sichtweise wurde von Dimitri Timashev
entwickelt, Ein Ubersichtsartikel dazu ist [Tim06]. Lokal sind némlich (glatte)
rationale C*-Fléachen torisch.

Wenn wir eine glatte, vollstdndige C*-Flache vorliegen haben, kénnen wir nach
den Vereinfachungen von Seite 7 und Proposition 1.17 drei Sorten polyedrischer
Divisoren modulo linearer Aquivalenz unterscheiden.

PROPOSITION 1.18 ([Siif08, Abschnitt 1 und Korollar 4.2]). Gegeben eine glat-
te, vollstindige, rationale C*-Fliche X. Sei S ein divisorieller Fécher auf P! zu X.
Dann kann S zu einem divisoriellen Ficher S’ abgedndert werden, dessen polyedri-
schen Divisoren von folgender Gestalt sind:

b [a,OO[®P+ [ba OO[®Q bZU). ] - OO,GJ] 02y P+] - OO,b] 02y Q;
e [a,0[@P+0®Q bzw. | —0,a] @ P+ 0 ® Q oder
e [a,b] ® P+ 0 ®Q mita<b (nicht notwendigerweise verschieden,).

Dabei sind P,Q € zwei unterschiedliche Punkte auf P'.

Die Bedeutung der polyedrischen Divisoren, wie sie in der vorangegangenen
Proposition vorkommen, kann fiir meine Zwecke fast nicht unterschéitzt werden.
Durch diese polyedrischen Divisoren wird ndmlich die rationale C*-Fldche durch
torische Karten iiberdeckt. Da wir uns auf glatte Flichen beschrénken, sind diese
sogar isomorph zu A2,

Ich werde das nun an diesen drei polyedrischen Divisoren verdeutlichen. Zu-
nichst konnen wir durch einen Automorphismus des P! erreichen, da8 P = 0
und @ = oo ist. Wir betten den Koeffizienten Up von P iiber die Abbildung
ir: Q<= Q%x — (x,1) und Ug iiber ig : Q < Q2,2 — (x,—1) in die Ebene
ein. Anschlieend betrachten wir den Kegel, der durch das Bild dieser beiden Ein-
bettungen erzeugt wird, was als affine torische Karte interpretiert werden kann. Da
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i V- A

— 00, al]®0+]—o0, b]®oco [a,b] ® 0+ 0 ® co ] —0,al®0+ 0 ® oo

+1

—1

ABBILDUNG 4. Die affinen torischen Karten zu gewissen polyedri-

schen Divisoren.

+1
-1

ABBILDUNG 5. Der Divisor D, in torischen Umgebungen.

das nur ein grobes Rezept ist, fasse ich diese Entsprechungen in folgender Tabelle
zusammen, siehe auch Abbildung 4.

polyedrischer Divisor Kegel
[a, c0[®@P + [b, co[®Q
[o0,a]@ P+] — o0, @@ (41 (1)
[a,00[®@P + 0 ®Q {(a,1),(1,0)) nur moglich, falls m~ = e
| —00,a] @ P+0®Q ((a,1),(—1,0)) nur moglich, falls m. = e
[a,b] @ P+ 0 ®Q {(a,1),(b,1))

Durch diese lokal torische Natur von C*-Flichen konnen viele Techniken der
torischen Geometrie auch in dieser allgemeinerern Situation verwendet werden. Bei-
spielsweise bei

Divisoren auf C*-Flichen. Fiir das Kapitel 2, Abschnitt 5 benttige ich noch
eine Beschreibung von ausreichend vielen T-invarianten Divisoren auf C*-Flachen.
Diese spielen eine dhnlich zentrale Rolle wie Randdivisoren fiir torische Fldchen. Mit
»ausreichend viel“ meine ich hier, dafl diese Divisoren die Picardgruppe erzeugen
(werden aber im Allgemeinen keine Basis bilden).

Aus den Betrachtungen zu T-Bahnen auf torischen Varietéiten wissen wir, daf3
im Falle von torischen Flidchen die T-invarianten Divisoren durch Strahlen kodiert
sind. Genauer gesagt, ist ein solcher Divisor V(p) fiir einen Strahl p des Fichers.
Der Abschlufl von o(p) geschieht hier durch Hinzunahme der Bahnen o(o;) fiir die
beiden zweidimensionalen Kegel o; mit p < o;, wobei ¢ = 1,2. Das heifit aber,
daf} ein solcher Divisor schon in der torischen Fliche zum F#cher bestehend aus
{0}, p, 01 und o9 liegt.
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2 _
Di—ai

ABBILDUNG 6. Der Vergleich von Multidivisoren mit Orlik und
Wagreichs Beschreibung.

Wie wir schon vorhin gesehen haben, 148t sich eine rationale C*-Fliche lokal
durch affine torische Karten beschreiben. Somit kénnen wir aber T-invariante Di-
visoren auf einer rationalen C*-Fliche mithilfe dieser Karten beschreiben. Es gibt
im wesentlichen drei verschiedene Konstellationen fiir die Karten, die einen solchen
Divisor beinhalten, siehe Abbildung 5.

Das Schnittverhalten dieser Divisoren l&8t sich mit Techniken der torischen
Flichen (fast vollstéindig) behandeln. Zunichst ist fiir zwei verschiedene T-invariante
Divisoren D und D’, wie sie in Abbildung 5 auftreten:

DD — 1 falls D und D’ benachbart sind,
0  sonst.

Hier meine ich mit ,,benachbart*, daf} eine torische Karte wie in Abbildung 4 gibt,
sodaf} diese beiden Divisoren den beiden Strahlen des Kegels zu dieser Karte ent-
sprechen.

Der Selbstschnitt eines T-invarianten Divisors auf einer rationalen C*-Flachen
1&8t sich nicht so einfach bestimmen. Ich mo6chte hier auf die genaue Berechnung
nicht genauer eingehen, da ich den Selbstschnitt nur im Spezialfall einer torischen
Fliache benotigen werde.

BEMERKUNG 1.19. Sei X eine rationale C*-Flache zum Multidivisor M =
{>pUp ® P,mz}. Dann ist fiir fast alle P € P' die Unterteilung Up = U(0)
trivial. Nichtsdestotrotz entspricht der Unterteilungspunkt in 0 einem T-invarianten
Divisor. Insbesondere gibt es unendlich viele T-invariante Divisoren.

Wenn wir nun annehmen, dafl m~ = e = m. ist, dann ergibt sich iiber die
Selbstschnittzahlen der Divisoren eine Verbindung zur Beschreibung von Orlik und
Wagreich aus [OW77]. Deren Beschreibung ist allerdings nur eine topologische
Klassifikation.

Ich machte hier nicht genauer auf deren Beschreibung eingehen, die Ahnlichkeit
mochte ich aber durch die Abbildung 6 verdeutlichen.

Auch wenn es unendlich viele, T-invariante Divisoren gibt, reicht fiir unsere
Zwecke die oben getroffene Auswahl:

PROPOSITION 1.20 ([PS08, Korollar 3.15] + Schreibweise). Sei X eine glatte,
rationale C*-Fliche zum Multidivisor M = {}_p Up ® P,mx}. Sei M die endliche
Menge jener Punkte auf P' mit nicht-trivialer Unterteilung. Zu einem Untertei-
lungspunktt € P(Up) mit P € M sei Dy p der im vorigen besprochene T-invariante
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(=1,7) (0, 1)

(1,0)

(0,-1)

ABBILDUNG 7. Die Hirzebruchfliche F, durch Fécher bzw.
Schnittzahlen gegeben.

Divisor. Falls m~ = e bzw. m< = e ist, dann gibt es noch den T-invarianten Di-
visor D> bzw. D~. Dann erzeugen D und Dy p firt € P(Up) und P € M die
Picardgruppe von X.

Die Hirzebruchflichen F,.

BEISPIEL 1.21 (Hirzebruchflichen + Divisoren). Der Fiicher einer Hirzebruch-
fliche F,. (mit r > 0) wird von den Strahlen v; = (1,0), v2 = (0,1), v3 = (—1,r) und
vg = (0, —1) erzeugt, siche Abbildung 7. Seien Dy, ..., D4 die entsprechenden Rand-
divisoren. Dann ergeben sich folgende Selbstschnittzahlen nach Proposition 1.7:

D | Strahl D?
Dy | (1,0) 0
Dy | (0,1) -—r
Dg (7 1, 7’) 0
D4 (0, —1) T
Damit ist F. = TV(0, —r,0,r). Fiir Beschreibungen mittels Multidivisoren siehe
Abbildung 3.
Die Picardgruppe von F, ist zweidimensional, es bestehen die Relationen Dy ~
D3 und Dy +1rD3 ~ Dy. In Ubereinstimmung mit der Notation aus [HP08] werde
ich als Basis von Pic(F,.) die Klassen P, = Dy und Q,, = D4 wihlen. Das besondere
Merkmal dieser Basis ist, dal P, und @,, den nef-Kegel erzeugen.
Beziiglich dieser Basis ist der kanonische Divisor

K=Y -D;=(r—2)P, — 2Qu.

Ich nenne (P, Q) die nef-Basis von Pic(F,).

Falls r = 2a + 1 ungerade ist, dann gibt es noch eine weitere ausgezeichnete
Basis von Pic(X). Durch den Basiswechsel P = Q,, —aP,, und Ry = Q,, — (a+1)P,
wird ndmlich die Schnittmatrix diagonalisiert, das heifit,

P?=1,R?>=—1und P.R, =0.

Die Schnittmatrix ist also unabhéngig von r. Gleiches gilt auch fiir die Koeffizienten
des kanonischen Divisors beziiglich dieser Basis:

K =(2a—1)(P—Ry) —2((a+1)P — aRy) = —3P + R;.

Aufgrund all dieser Eigenschaften nenne ich (P, Ry) gute Basis von Pic(Fagt1)-
Auf F5, kann es keine solche Basis geben, da fiir das Diagonalisieren der Schnitt-
matrix echt rationale Koeffizienten erforderlich sind.
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ABBILDUNG 8. Aufblasung des A? als torische Varietit mit exzep-
tionellem Divisor P!.

Aufblasen von C*-Flichen. Als nichstes mochte ich das Aufblasen von glat-
ten C*-Fliachen behandeln.

KONVENTION. Mit Aufblasen einer torischen Fliache meine ich immer das Auf-
blasen in einem T-invarianten Punkt. Damit ist der exzeptionelle Divisor ebenfalls
T-invariant und isomorph zu P*.

BEISPIEL 1.22 (Aufblasen des A2%). Sei 0 = (e1,e3) und ¥ der von o erzeugte
Ficher. Dann ist A2 = TV(X). Wir kénnen o mit dem Strahl e; +es unterteilen und
erhalten zwei Kegel o; = (e;,e1 + e2), i = 1,2. Sei ¥’ der von o1 und o3 erzeugte
Ficher. Dann ist A2 = TV(Y') die Aufblasung von A? im Ursprung und die Bahn
zum Strahl e; + ey ist der exzeptionelle Divisor und isomorph zu P!. Fiir ein Bild
siehe Abbildung 8.

Sei X eine rationale C*-Fliche. Diese 148t sich durch torische Karten iiber-
decken, die isomorph zu A? sind, siche Proposition 1.18. Da Aufblasen eine loka-
le Angelegenheit ist, kann ich das Beispiel 1.22 anwenden. Also wird der Kegel
o = (u,v) mit dem Strahl v+ v unterteilt. Der daraus resultierende Féche ist dann
die Aufblasung von X im T-invarianten Punkt o(o). Der exzeptionelle Divisor ist
dann V(u + v).

LEMMA 1.23. Sein X = TV(ai,...,a,) und b : X' — X eine Aufblasung.
Dann gibt es ein i, sodaf} X' = TV(ay,...,ai—1,a; — 1,—1,a;41 — 1,ai42,...,ay)
15t.

BEWEIS. Seien v1,...,v, die Strahlen zu X. Dann wird an einer Stelle ¢ der
Strahl v = v; + v;41 hinzugefiigt, daraus ergibt sich die —1 in den Schnittzahlen
von X'. Fiir a; gilt die Relation 0 = v;—1 4+ a;v; + vi41 = vi—1 + a;v; + (v — v;).
Damit ergibt sich die Schnittzahl a; — 1 fiir X', analog fiir a;+1 — 1. O

BEMERKUNG 1.24. Umgekehrt kénnen wir X = TV(ay,...,a,) an der Stel-
le ¢ abblasen, falls a; = —1. Dann ist X” = TV(ay,...,a;—2,a4;-1 — 1,a;4+1 —
1,ai42,...,a,) die Abblasung. Der Divisor D; ist isomorph zu P! (sieche Abbil-
dung 8). AuBerdem ist jede Kurve C C X mit C = P! und C? = —1 ein T-
invarianter Randdivisor, das heifit, es gibt ein j mit C' = Dj.
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BEMERKUNG 1.25. Sowohl das Lemma und die Bemerkung lassen sich auch
auf rationale C*-Flichen anwenden, da nur von der lokalen Natur der Varietét
Gebrauch gemacht wird.

Es gibt drei verschiedene Typen von torischen Karten, siche Proposition 1.18
und Abbildung 4. Ich werde die Aufblasung fiir jeden Typus separat behandeln,
die Ergebnisse sind in Abbildung 5 zu sehen. Im folgenden werden zwei rationale
Zahlen a,b vorkommen, ich benétige noch deren Darstellung als gekiirzter Bruch,
das heifit, a ="/, und b = k/l.

Der erste Typus ist durch Unterteilungspunkte a € Uy und b € U_ gegeben, die
0oBdA beide grofier oder gleich Null sind (sonst gehe zu einem linear dquivalenten
Multidivisor {iber). Dabei sind mit Uy die Unterteilungen in Hohe +1 gemeint,
siehe Abbildung 4. Damit ist der Kegel durch die Strahlen (a, 1) und (b, —1) € Q2.
Als primitive Strahlen sind das v; = (n,m) und ve = (k, —1) € Z*. Der neue Strahl
ist somit durch vg = (n+ k, m — 1) gegeben. Da {v1,v2} eine Gitterbasis bilden, ist
auch {vg,v;} fiir i = 1,2 eine Gitterbasis und somit vy primitiv.

Es konnen nun zwei Fille auftreten. Falls m + [ # 0 ist, dann induziert vy den
Unterteilungspunkt ¢ = Zt£ . Offensichtlich gilt fiir die Hohe, da A(c) = A(a)—A(b)
ist.

Andererseits kann m + [ = 0 sein. Aufgrund der Primitividt mufl vy = (£1,0)
sein, damit ist n + k = 1. Da aber n und £ > 0 sind, mu3 n = 1 und k£ = 0 sein
(oder umgekehrt, ich werde mich aber auf diesen einen Fall beschrinken). Aus der
Primitivitit ergibt sich nun, dafl der Fall m + [ = 0 nur eintreten kann, wenn a = 1
und b = 0 ist (oder umgekehrt). AuBerdem ist in dann die Aufblasung der Ubergang
o — e fiir m~ oder m.

Der zweite Typus ist durch Unterteilungspunkte a,b € U gegeben. In diesem
Fall sind die primitiven Strahlen v; = (n,m) und vy = (k, 1), sowie der neue Strahl
vo = (n + k,m + 1). Damit ist der neue Unterteilungspunkt ¢ = % mit Hohe
Ae) = Ala) + (D).

SchluBlendlich der dritte Typus, welcher durch einen Unterteilungspunkt a € U
und m3z = e gegeben ist. Wegen vy = (+1,0) ist vo = (n £ 1,m). Der neue
Unterteilungspunkt ist dann ¢ = ZEL mit der Hohe A(c) = A(a).

PROPOSITION 1.26. Sei X # P? eine glatte rationale Fldche, dann laft sich X
zu einer Hirzebruchfiiche F, abblasen.

BEMERKUNG 1.27. Diese Proposition ist im Falle torischer Flachen eine Konse-
quenz des Mori Programms fiir torische Varietéten, worauf ich in 11.2 n&her einge-
hen werde. Fiir rationale Fldchen kann man die Enriques Klassifikation bemiihen,
siche [Mat02, Theorem 1-7-1] (dabei benutze man, daf§ die Kodeira Dimension
rationaler Flachen —oo ist, sowie die Irreguléritit 0). Mit dieser Proposition sind
induktive Beweise moglich, indem das Verhalten diverser Eigenschaften unter Auf-
blasung betrachtet werden. Anschliefend braucht es nur noch eine Untersuchung
der Hirzebruchflachen.

PROPOSITION 1.28. Sei 7w : X — Y die Aufblasung einer Fliche Y in einem

Punkt P. Dann ist der exzeptionelle Ort R = 7= 1(P) ein Divisor und isomorph zu
Pt. Auferdem ist R> = K.R = —1 und somit x(R) = 1.

BEWEIS. Der erste Teil dieser Aussage ist [Har77, Proposition V.3.1]. Dort
wird auch R? = —1 gezeigt. Da R = P! ist, folgt mit der Adjunktionsformel
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([Har77, Proposition V.1.5]), dafl 2- 0 — 2 = R.(R + K) ist und damit die Propo-
sition. 0

PROPOSITION 1.29 (+ Definition). Sei X eine torische Fliche vom Picardrang
n+ 1> 2. Dann hat Pic(X) eine Basis P, Ry, ..., R, mit den Figenschaften

(1) es wird die Schnittpaarung diagonalisiert, das heifst,
P?=1,R}=—1und P.R; = R;.R; = 0 fiir 1 <i,j <n,i#j,

(2) der kanonische Divisor ist von der Gestalt
Kx=-3P+) R
i=1

So eine Basis nenne ich gute Basis von Pic(X).

BEWEIS. Es kann X zu mindestens einer Hirzebruchfliche F,. abgeblasen wer-
den, sei X = X, —» X,,_1 — --- = X7 = F, ein solcher Abblasungsweg. Zunéchst
mochte ich festhalten, dafl Flichen vom Picardrank 3 von der Form

TV(0,—r,—1,—1,7 — 1)

sind, sich also sowohl zu F, als auch zu F,_; abblasen lassen. Sei also oBdA.
X1 = F, mit r = 2a + 1 ungerade, sodaf wir fiir Pic(F,) eine gute Basis P, R; wie
im Beispiel 1.21 wihlen konnen.

Nun koénnen wir induktiv vorgehen. Sei also auf X; schon eine gute Basis der
Form P, Ry, ..., R; gewéhlt und b : X;11 — X; eine Aufblasung mit exzeptionellem
Divisor R;+1. Dann ist P, Ry, ..., R;41 eine gute Basis von Pic(X;41).

Zunichst zeige ich, daf§ die Schnittform von der gewiinschten Form ist. Seien
v der neue Strahl von X;;; und vy die benachbarten Strahlen, das heifit, nur
fiir die entsprechenden Randdivisoren Dy ist Dy.R;4+1 = 1 # 0. Dann ist fiir
D e {P/R,,...,R;} der Schnitt

D.Riy1=cyDy Riy1+c-D_.Riy1+ CRRZ-QJrl =cy +C_ —CR.

Da aber D = b*D ist c4 +c_ = cgr. Somit ist P.R;y1 = R;. R,y =0 fiir j <i41.
Zur Gestalt des kanonischen Divisors bemerken wir nur, dafl

Kx.,, =b'Kx, + Riy1.

i+1

O

BEMERKUNG 1.30. Diese Aussage gilt wesentlich allgemeiner auf einer belie-
bigen glatten, projektiven Fliche X sofern wir statt Pic(X) die endlich erzeugte,

abelsche Gruppe Num(X) = PiC(X)/PiCO(X) betrachten (dabei sind Pico(X) jene

Cartierdivisoren, die numerisch dquivalent zur Null sind). Es folgt mittels des In-
dexsatzes von Hodge ([Har77, Theorem V.1.9]), daf zumindest nach Ubergang zu
Divisoren mit reellen Koeffizienten eine Basis existiert, die das Schnittprodukt mit
Signatur (+1,—1,...,—1) diagonalisiert.

Fiir rationale C*-Fléchen kann die Aussage auch mit den 7-Deformationen,
wie sie in Kapitel 2 eingefithrt werden, gezeigt werden. Nach Proposition 2.20 148t
sich jede rationale C*-Fliche durch T-Deformationen und T-Degenerationen in eine
torische Fléche iiberfithren. Nach den Propositionen 2.21 und 2.22 ergibt sich daraus
ein Isomorphismus der Picardgruppen, der die Schnittpaarung und den kanonischen
Divisor erhalt.



KAPITEL 2

T-Deformation rationaler C*-Fliachen

Hier werde ich Ergebnisse aus [HI09] zitieren. Nach ein paar allgemeinen Fak-
ten zu Deformationen torischer Flichen, werde ich Methoden vorstellen, wie sich
bestimmte einparametrige Deformationen - genannt T-Deformation - mittels Zer-
legung von Multidivisoren beschreiben lassen. Diese T-Deformationen sind zwar

Cle]

der infinitesimalen Deformationen erster Ordnung. Die Methode der Zerlegung
148t sich auch umkehren, um eine Beschreibung von T-Degenerationen zu erhal-
ten, die auch eine recht einfache Beschreibung des Verhaltens von Divisoren unter
T-Degeneration liefert.

Quellenangabe: Die allgemeine Theorie wird beispielsweise in in den Biichern
[Ser06] und [Har10] dargestellt. Die Theorie fiir den Spezialfall, der hier behandelt
wird, wurde in [I1t09], [IV09] und [HI09] entwickelt.

speziell, bilden aber nach Basiswechsel zu Spec / (€2) ein Erzeugendensystem

KoONVENTION. In diesem Kapitel sind wieder alle rationalen C*-Flichen glatt
und projektiv. Im Kapitel 1 war Y stets eine Varietét, auf der wir einen divisoriellen
Fécher betrachteten, um eine T-Varietét zu erhalten. Da wir uns im folgenden fast
ausschliefllich mit rationalen C*-Fliachen beschéftigen werden, das heifit, der ,, Basis-
raum* ist P!, ist der Buchstabe Y wieder fiir andere Zwecke verfiigbar. Auflerdem
sind mit Auf- bzw. Abblasungen stets beziiglich des Torus dquivariante Auf- bzw.
Abblasungen gemeint.

3. T-Deformationen

Die Toruswirkung auf einer torischen Varietdt fithrt dazu, da die infinite-
simalen Deformationen erster Ordnung beziiglich des Charaktergitters des Torus
graduiert sind. Der Vektorraum dieser Deformationen wird iiblicherweise mit 7'
bezeichnet.

PropPoOSITION 2.1 ([I1t09, Korollar 1.5]). Sei X torische Fliche und u € M.

Dann st
dim T (—u) = # {v; € X(1)[{vs,u) = 1 und (v;41,u) > 0}.

Im folgenden werden wir zu einem gegebenen u € M, fiir welches dim 7 (—u)
groBer Null ist, das heifit, fiir welches eine infinitesimale Deformation iiber dem
artinschen Ring Specc[e] / (€2) existiert, sogar eine Deformation iiber einer offenen
Teilmenge von A! konstruieren.

DEFINITION 2.2 (Zerlegung). Sei U eine Unterteilung von Q mit den beschrink-
ten Geradenstiicken Iy, ..., Iy derart angeordnet, dafl I; < I;1 1. Eine Zerlegung von
U ist ein Paar (Z4,Z_) mit Zy = (A],...,Af)und Z_ = (A7,...,A; ) mit Po-
lytopen Af, sodaf fir 1 < j < k gilt

17
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ABBILDUNG 9. Zwei Zerlegungen Z! und Z?2, welche dieselbe Un-
terteilungen (U, U_) induzieren.

1) I; = A;r + A} und
(2) entweder ist A;r oder A7 ein Gitterpunkt.

Im folgenden werde ich fiir paarweise auftretende Objekte statt bespielsweise 7
und Z_ ein wenig kiirzer nur Z4 schreiben. Durch Z1 wird eine Unterteilung U4
von Q induziert. Wir nennen das Paar (U;,U_) eine zerlegte Unterteilung von U.

BEMERKUNG 2.3. Im Allgemeinen kann es verschiedene Zerlegungen (7, Z_)
von U geben, welche dieselbe zerlegte Unterteilung (U, U_) induzieren, fiir ein
Beispiel siehe Abbildung 9. Den Geradenstiicken I; von U werden némlich vermége
einer Zerlegung (Z4, Z_) noch zusiitzlich Polyeder Aj[ aus beiden Unterteilungen
U. zugeordnet. Auf die die resultierende Deformation der Flache wirkt sich dieser
yInformationsiiberschufi* I; Aj[ durchaus aus. Ich verweise da auf die Bemer-
kung 2.24.

PROPOSITION 2.4 ([HI09, Theorem 2.1] + Definition). Sei X eine rationale
C*-Fliche gegeben durch einen Multidivisor M = {3 p Up ® P,mz} und (Uy,U-)
eine zerlegte Unterteilung von Ug. OBdA. sei Q = 0. Sei

B = A"\ {P | Up ist nicht trivial und P # 0}.

Dann gibt es eine dreidimensionale T-Varietit X samt Projektion m: X — B C A,
fiir welche gilt:

(1) @ : X — B ist eine einparametrige Deformation von X = 7=1(0) =: X,
welche wir T-Deformation ' nennen. Die Varietit X ist der Totalraum
der Deformation.

Lin [HI09] heiBen solche Deformationen homogen.
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(2) Die Fasern X, := n~(t) firt # 0 und t € B sind rationale C*-Flichen
zum Multidivisor

M ={U, ®0+U_®t+ Y Up®Pms
P¢B

BEMERKUNG 2.5 (+ Definition). Ist X = Xj bereits torisch, das heifit, ma-
ximal zwei der Unterteilungen des Multidivisors sind nicht-trivial, dann treten in
X maximal drei nicht-triviale Unterteilungen auf. Da drei beliebige Punkte auf P*
durch einen Automorphismus auf die Punkte 0, 1 und oo abgebildet werden kénnen,
ist nach Proposition 1.16 X =2 Uy®0+Us ®oo und X; Z U4 ®04+U_®14+Us ® 00
fiir t # 0, 00. Sofern die allgemeine Faser mehr als drei nicht-triviale Unterteilun-
gen haben, sind diese im Allgemeinen aus obigen Griinden nicht notwendigerweise
zueinander isomorph.

In beiden Féllen werde ich die Schreibweise X ~» Y verwenden, sobald es ein ¢
mit Y = X, gibt.

KOROLLAR 2.6. Sei X eine torische Fliche. Aus der Beschreibung der Fasern
in Proposition 2.4 lifit sich auch folgern, wann die allgemeine Faser Y wieder
torisch ist. Zundchst bei einer trivialen T-Deformation, wo Uy oder U_ eine triviale
Unterteilung ist, und damit auch' Y = X.

Eine nicht-triviale T-Deformation mit torischer allgemeiner Faser kann nur
auftreten, wenn Uy trivial ist. Daraus ergibt sich eine Einschrinkung an die Gestalt
von X. Es braucht dafiir ein uw € M, sodaff die Gerade (u,—) = —1 genau einen
Strahl v des Fachers von X schneiden, und zwar in einem Gitterpunkt. Mit anderen
Worten, es bedarf einer Gerade (u,—) = 0, sodaf fiir alle Strahlen v' des Fichers
bis auf v gilt (u,v') >0 und (u,v) = —1, fiir ein Beispiel siehe Abbildung 9. Wenn
wir X tber die Selbstschnittzahlen beschreiben, heifst das, daf es eine Schnittzahl
a; > 0 gibt.

Eine wichtige Beobachtung ist, da} wir mit der Konstruktion aus Propositi-
on 2.4 im wesentlichen schon alle Deformationen von einem torischen X kennen,
wie folgende Proposition zeigt. Auflerdem sollte spétestens damit der eventuelle
Einwand, daf die Beschreibung einer torischen Fliche durch einen Multidivisor
unnatiirlich ist, weil dafiir ein 0 # u € M gew#hlt werden muf, entkréftet sein.

PROPOSITION 2.7 ([I1t09, Korollar 2.4]). Sei 0 # uw € M. Sei X eine torische
Fliche gegeben durch einen Multidivisor M zur Richtung u. Die Menge aller T -
Deformationen m erzeugt nach dem Basiswechsel Specc[e]/<62> — B C Al die

infinitesimalen Deformationen T (—u).

4. Degenerationsdiagramme

Im vorigen Abschnitt wurden T-Deformationen durch eine Zerlegung des Multi-
divisors beschrieben. Diese Beschreibung 148t sich auch umkehren; dadurch erhalten
wir eine Vorschrift - genannt Degenerationsdiagramm - wie ein Multidivisor zusam-
mengesetzt werden soll. Damit 148t sich dann in analoger Weise eine T-Degeneration
beschreiben.

DEFINITION 2.8 (Degenerationsgraph, [HI09, Abschnitt 3.2]). Seien U} und
U_ Unterteilungen von Q. Ein Degenerationsgraph zu (Uy,U_) ist ein zusam-
menhéngender Graph G mit folgenden Eigenschaften
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(1) die Ecken von G sind die Unterteilungspunkte von Uy und U_,

(2) G ist bipartit beziiglich Uy und U_,

(3) wenn wir Uy in die Geraden ([0, 1], —) = %1 einbetten, dann kann G als
planarer Graph realisiert werden, dessen Kanten Geradenstiicke sind,

(4) jede Ecke von G, dessen Grad grofer als eins ist, ist ein Gitterpunkt.

BEMERKUNG 2.9 (Umrechnung Degenerationsgraph - Zerlegung). Gegeben ei-
ne Zerlegung (Z4,Z_) von einer Unterteilung U, das heifit, Z, = (Ali, o AT
mit A;’ + Aj_ = I;, wobei I; die beschrankten Geradenstiicke von U sind. Diese
Daten induzieren einen Degenerationsgraphen der zugehorigen zerlegten Untertei-
lung (U4, U_), indem wir zwei Unterteilungspunkte p™ und p~ verbinden, falls es
ein j gibt, sodal p™ und p~ Randpunkte von A;r bzw A7 sind.

Sei umgekehrt (Uy,U-) ein Paar von Unterteilungen und G der Degenera-
tionsgraph dazu. Seien p;r und p; die Unterteilungspunkte von Uy und U- mit

pji < pﬁl. Da G zusammenhéngend und planar ist, bildet pf p; eine Kante des

Graphen. Aus denselben Griinden mufl entweder p; p, oder p5 p| eine Kante von
G sein. OBdA sei erstere eine Kante. Dann sind

AT ={pi} und AT = [pr, py]
die ersten Bestandteile der Zerlegung (Z,Z_). Induktives Vorgehen liefert die
restlichen Aji. Die Unterteilung U wird dann durch die Geradenstiicke I; = A;r +

Aj_ induziert. Diese Unterteilung U werde ich die zusammengefafste Unterteilung
von (Uy,U-) nennen, auch werde ich die Schreibweise U = U, + U_ verwenden.
Fiir ein Beispiel vom Zusammenhang zwischen Degenerationsgraph und Zerle-

gung siehe Abbildung 9.

BEMERKUNG 2.10 (T-Degeneration zum Graphen). Sei Y eine torische Va-
rietét, die durch einen Multidivisor M = {Up ® 0 + U ® 00, m 3} gegeben ist. Sei
G ein Degenerationsgraph zu (Up, Us) und U = Uy + Uy die zusammengefafite Un-
terteilung. Dann ist durch den Multidivisor {U®0+U(0) ® 0o, m> } ein X gegeben,
das sich zu Y deformieren l&8t (dabei ist U(0) die triviale Unterteilung von Q in
Q4+ und Q-). Die dafiir bendtigte Zerlegung kann aus dem Degenerationsgraphen,
wie in Bemerkung 2.9 ausgefiihrt, berechnet werden. Ich werde im folgenden zum
Paar (M, G) Degenerationsdiagramm sagen, dabei beachte man, dafi M stets die
allgemeine Faser Y kodiert.

BEISPIEL 2.11 (T-Deformation der Hirzebruchflichen). Sei F,. eine Hirzebruch-
fliche mit r > 0. Ich werde hier die Notationen von Beispiel 1.21 weiterhin verwen-
den. Zunéchst mochte ich die Wahlen von 0 # u € M einschrénken. Dafiir wollen
wir untersuchen, fiir welche u nach Proposition 2.1 dim 7T (u) > 0 ist. Nach dieser
Proposition bedarf es fiir T-Deformationen eines Strahls v;, der von der Gerade
(u,—) = 0 (orientieren Gitter-) Abstand +1 hat, und dessen beiden benachbarten
Strahlen v;41 auf der gleichen Seite dieser Gerade wie v; liegen. Als Kandidat fiir
so einen Strahl kommt nur v; = (0,1) in Frage, und damit ergibt sich an u die
Bedingung (u,vs) = 1, das heiit, ue = 1. Zusitzlich mufl

([ur,1],v1) =u1 > 0 und ([us, 1],v3) = —u1 +r>0&S u; <r

sein. Also ist u = [j,1] fiir 0 < j < r. Insbesondere gibt es keine T-Deformation
fir Fo = P! x P! und F; = P2. Aus Proposition 2.7 folgt damit, dafl es gar keine
Deformationen fiir diese Flidchen gibt.
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Nun zum Multidivisor M der zu einem solchen u gehort. Da nur (u,v4) = —1 <
0 ist, ist Uss = U(0) die triviale Unterteilung. Fiir Uy wihlen wir als Nullpunkt
den Schnittpunkt mit ve. Die Gerade (u,—) = 1 kann dann durch ve + ¢ - (1, —j)
parametrisiert werden. Dann ist Uy = U (ts, 0, ¢1) fiir ¢1 und ¢35 aus den Gleichungen

(1) o (5) = o) ot () e () = (5,

das heiﬁt, t1 = 1/]' > 0 und t3 = ji
ist t; ein Gitterpunkt der Unterteilung, falls j = 1 oder j = r — 1 (und nur fiir
r = 2 tritt beides zugleich ein). Damit ist F, kodiert durch den Multidivisor M zu
u=1[j,1] € M, wobei 0 < j < r,

1

Seinun 1 < j < r—1. Dann gibt es auf Uy nur den Gitterpunkt 0, also ist auch
nur eine Zerlegung (71, Z3) von Uy moglich (bis auf Vertauschen von Z; mit Z3),
namlich

— < 0, sowie s1 = j und s3 = r — j. Damit

7 = (L%o] ,{0}) und 2, = ({0}, [0."/)])

Damit deformiert F,. zur Hirzebruchfliche gegeben durch den Multidivisor

. 1

Daraus ergeben sich die Strahlen (—1,7 — j), (1,7) und (0,£1). Nach einem Z-
Basiswechsel, der (0,41) fix Lt und (1,5) ~ (1,0), sehen wir, da8 M" =2 die
Hirzebruchfliche F,_o; kodiert.

Sei nun j =1 (der Fall j = r — 1 ist analog). Dann gibt es einen zusétzlichen
Gitterpunkt 1/ j = 1 auf Up. Die Frage ist nun, ob sich daraus noch weitere nicht-
triviale Zerlegungen von Uy ergeben (neben der vorhin betrachteten, die hier auch
moglich ist). Wenn aber

21 = ([0,1].{1})

Teil einer Zerlegung sein soll, dann mufl

=51 )

sein. Das geht aber nur, wenn auch J%T ein Gitterpunkt ist, also 1 = j = r —1 oder
anders gesagt r = 2. Somit haben wir fiir j = 1 und j = r — 1 die obige Zerlegung,
falls aber r = 2 ist, dann gibt es daneben noch die Zerlegung

(Zlﬂ ZQ) = (([Oa 1]) {1})’ ({_1}7 [_15 0]))

die auch eine T-Deformation zu Fj ergibt.

Ich mo6chte noch anmerken, dafl die T-Deformationen symmetrisch beziiglich
g sind. Sei 0 < j < g und j' = r — j, dann ist F_o; = F_(,_g;) = Fr_gj. Fiir
den Multidivisor von F,. bedeutet j <> j' das Spiegeln von Uy um den Ursprung.
Fiir die deformierte Hirzebruchfliche ergibt sich ebenfalls ein Spiegeln der beiden
Unterteilungen U, und U_ um den Ursprung.

Zusammengefaflt existieren fiir eine Hirzebruchfliche F, zumindest eine T-
Deformation, sobald r > 1 ist. Konkret existiert eine T-Deformation zu

w=[j,1]mit0<j<r,
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ABBILDUNG 10. Deformation der Hirzebruchfliche F3 zu u = (1,1).

woraus sich eine T-Deformation F,. ~» F._g; ergibt. Der Multidivisor M" zu so
einem v hat die Gestalt

- 1
M= {U (j—r’o’l/j) @O0 @ co.mz ZO}'

Die moglichen Zerlegungen von Uy sind

(Z1,22) = (({ﬁo} ,{o}) , ({03, [o,l/j])) fiir alle 7 > 1 und
(Z1,72) = (([0,1],{1}), ({—1},[-1,0])) zusétzlich fiir r = 2.

Damit ist der Multidivisor M"~%/ der deformierten Hirzebruchfliche 7, _5; von der

Gestalt
. 1
M = {U (]—TO) ®0+U (0,'/;) ® 00, mz = O}’

wobei die beiden verschiedenen Zerlegungen fiir 75 hier denselben Multidivisor M°
von Fy erzeugen.

Ein Beispiel fiir eine Deformation ist in der Abbildung 10 zu sehen. Die beiden
Zerlegungen fiir /5 sind in Abbildung 9 zu sehen.

BEISPIEL 2.12 (Degenerationsgraph der Hirzebruchflichen). Nun mochte ich
den Blickwinkel &ndern und nun die entsprechenden T-Degenerationen betrachten.
Es findet in diesem Beispiel also nur eine Umformulierung statt. Aus den Uberlegun-
gen zur T-Deformation in Beispiel 2.11 ergibt sich, dafl wir auf F; einen Multidivisor
der Form

M*=U (L,O) ®0+ U (0,'/;) @00, mz = o
s+ ———
—_— ————

pe U

benstigen.
Zunéchst mochte ich anmerken, dafi F, sowohl zu F, o; mit j > 0 als auch
20 F_(s425) = Fspoj fir j' = —s —j < —s degenieren kann. Wie ich schon in

Beispiel 2.11 angemerkt habe, bedeutet das fiir die T-Degeneration das Spiegeln
von U4 und U_ um den Ursprung.
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ABBILDUNG 11. Alle nicht-trivialen T-Deformationen von Hirzebruchflichen.

Die berechnete Zerlegung aus Beispiel 2.11 ergibt dazu den Degenerationsgraph
G. Sei dafiir 0+ der Unterteilungspunkt 0 auf U,. Dann hat G die Kanten

1
s+
Die zweite Zerlegung, die nur fiir die Degeneration von Fy zu Fa moglich ist, in-

duziert einen weiteren Graphen G’. Da in diesem Fall s = 0 und j = 1 ist, sind

sij =1/;=1 und G’ umfafit die Kanten

- 07, 0 — 0+ und OJr i 1/]'.

o-— -1, -1— 41 und +1—04.
die auch in Abbildung 11 zu sehen sind.
Als Konsequenz von Beispiel 2.11 erhalten wir das schon bekannte Resultat

PROPOSITION 2.13. Sei F, eine Hirzebruchfiiche mit r > 0. Es gibt eine De-
formation F, ~~ Fs genau dann, wenn r > s > 0 und r = s mod 2. Umgekehrt
gibt es eine Degeneration von F, zu Fg, sobald s > r und r =s mod 2.

Sei X ~» Y eine T-Deformation. Dann kénnen wir beispielsweise X' — X
(T-aquivariant) aufblasen und uns fragen, ob es eine T-Deformation zu einer Auf-
blasung Y’ — Y gibt, und falls ja, ob diese eindeutig ist. Dieselbe Frage kénnen
wir auch stellen, wenn wir mit einer Aufblasung von Y beginnen. Sofern p(X) > 2
ist, stellt sich diese Frage auch fiir Abblasungen von X bzw. Y.

LEMMA 2.14 ([HI09, Lemma 3.2]). Sei X ~ Y eine T-Deformation zum Dege-
nerationsdiagramm (M, G). Seit — t' eine Kante von G, sodafl der Divisor Dy iy
auf X Selbstschnitt —1 hat. Dann hat t oder t' als Ecke von G Grad 1. Sollten beide
Ecken Grad 1 haben, so ist die Deformation trivial.

PrOPOSITION 2.15 ([HIO9, Proposition 3.3]+Definition). Sei X ~» Y eine T-
Deformation von rationalen C*-Flichen kodiert durch das Degenerationsdiagramm
M, G).

(a) Sei X' — X eine Aufblasung der speziellen Faser. Dann gibt es ein De-
generationsdiagramm (M',G"), sodaf die zugehorige Fliche Y zum Mul-
tidivisor M’ nicht nur die entsprechende T-Deformation von X' sondern
auch eine Aufblasung von Y ist.

(b) Sei Y — Y eine Aufblasung der allgemeinen Faser. Dann gibt es ein
eindeutiges Degenerationsdiagramm (M’,G") von Y’, sodafl die spezielle
Faser X' auch eine Aufblasung von X ist.
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In beiden Fillen nennen wir (M’,G") eine bzw. die Aufblasung von (M, Q) in-
duziert durch Aufblasen der speziellen bzw. allgemeinen Faser. Im Falle, daf8 der
Picardrang p(X) > 2 ist, erhalten wir auferdem

(c) Sei X — X" eine Abblasung der speziellen Faser. Dann existiert ein
eindeutiges Degenerationsdiagramm (M",G"), sodaf die Fliche Y zum
Multidivisor M" nicht nur zu X" degeneriert, sondern auch eine Abbla-
sung von Y ist.

Wir nennen (M”,G") die Abblasung von (M, G) induziert durch die Abblasung
der speziellen Faser.

Auperdem ist (M, G') eine Aufblasung von (M, G) genau dann, wenn (M, G)
eine Abblasung von (M’,G’) ist.

BEWEIS. Sei

1

My = {ZUz ®Piam§}
i=0

der Multidivisor zu Y. Der Degenerationsgraph G soll zu Uy und U; sein, sodafl der

Multidivisor zu X

l
Mx = {UG®PO +ZU1'®Pi,m§}
i=2

mit Ug = Uy + Uy ist. Sei My, Mx:, My» und M x die entsprechenden Multi-
divisoren der Auf- bzw. Abblasungen. Falls sich die Auf- oder Abblasung auflerhalb
von Uy und U; bzw. Ug abspielt, bleibt die Deformation bzw. Degeneration davon
im wesentlichen unberiihrt. Dasselbe gilt fiir eine Auf- bzw. Abblasung, die fiir m>
den Ubergang o — & bzw. @ — o bedeutet. Sei also oBdA die Auf- bzw. Abbla-
sung durch Hinzu- oder Wegnehmen eines Unterteilungspunkts in Uy, U; oder Ug
kodiert.

Zunichst betrachte ich die Aufblasung. Ich werde hierzu die C*-Flichen mit
affinen torischen Karten iiberdecken, siche Proposition 1.18 und Abbildung 4. Sei I
ein Interval der Form | — 00, a, [a, b] oder [a, 00|, das als Folge der Proposition einer
affinen torischen Fliche isomorph zu A2 entspricht. Sei nun Iy Teil von Uy oder U;.
Dann wird durch den Degenerationsgraphen ein eindeutiges Ix =t + Iy mit t € Q
als Teil von Ug bestimmt. Umgekehrt erhalten wir durch einen Teil Ix von Ug auch
ein Iy, das aber nicht eindeutig sein mufl. Es kann [y unter Umstédnden als Teil
sowohl von Uy als auch von U; gewéhlt werden, als prototypisches Beispiel siehe
Abbildung 12(a). In beiden Féllen erhalten wir dadurch isomorphe torische Umge-
bungen in X bzw. Y, in denen wir aufblasen, was einem Unterteilen der Intervalle
durch ¢y bzw. ¢x = t+cy entspricht. Man sieht leicht, dal diese Aufblasungen eine
Degeneration induzieren, denn die Randpunkte von Iy sind jeweils mit demselben
Unterteilungspunkt ¢ auf der geniiberliegenden Unterteilung verbunden, sodafl der
Degenerationsgraph nur um die Kante ¢y — t erweitert werden muf. Fiir Beispiele
siehe Abbildungen 12(a) und 12(b).

Fiir die Abblasung X — X" gehen wir anders vor. Lemma 2.14 garantiert
uns, dafl zu einem exzeptionellen Divisor Dy 4+, auf X fiir eine Kante tg — ¢; des
Degenerationsgraphen, zumindest eine Ecke nur Grad 1 hat. Damit diirfen wir diese
Kante aus G entfernen und erhalten eine eindeutige Deformation von X" ~» Y.
Es bleibt nur noch die Frage, ob Y eine Abblasung von Y ist. Dafiir brauchen wir
aber nur die schon bewiesene Aussage zum Aufblasen bemiihen. O
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(a) Aufblasen der speziellen Faser X mit (b) Aufblasen der allgemeinen Faser Y.

zwei Moglichkeiten, die allgemeine Faser
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(c) Abblasen der speziellen Faser X. (d) Zum Abblasen der allgemeinen Faser
Y.

ABBILDUNG 12. Zur Proposition 2.15

BEMERKUNG 2.16. Ein Beispiel dafiir, daf} es nicht notwendigerweise eine Ab-
blasung von (M, G) induziert durch die Abblasung der allgemeinen Faser gibt, ist
in Abbildung 12(d) zu sehen.

Insgesamt ergibt sich damit fiir 7-Deformationen und 7T-Degenerationen eine
ghnliche Beweistechnik wie bei rationalen Flidchen. Wir werden oft nur den Fall der
Hirzebruchfliche untersuchen, sowie das Verhalten unter Auf- bzw. Abblasen.

BEMERKUNG 2.17 (4 Definition). Sei X = TV(as,...,a,) eine torische Fliche
mit a; > 0 und n > 4. Nach Korollar 2.6 konnen in diesem Falle nicht-triviale T-
Deformationen von X auftreten. Wir wollen nun X ein wenig genauer untersuchen.

Auf einer Hirzebruchfliche F, mit r > 0 gibt nur den Strahl mit Erzeuger v,
soda8 D2 = r > 0 ist. Eine Besonderheit von v ist, da§ auch —v ein Strahlerzeuger
des Féchers ist. Durch Aufblasen werden die Selbstschnittzahlen nicht grofer, siche
Lemma 1.23, also kann fiir eine allgemeine, torische Fliache wie X der Strahl v; mit
D% = a1 > 0 nur das Relikt dieses Strahlerzeugers v einer Hirzebruchflache sein.
Insbesondere gibt es ein 1 < I < n, sodal der Strahl v; von X gerade —wv; ist.

Auflerdem gilt fur die Schnittzahlen

[az,...,ai—1] =0 =[aj41,- ., an],
wobei fiir ¢1, . .., cx € Z der Kettenbruch [c1,. .., ¢i] induktiv definiert wird, néimlich
[ck] :==ck und [c1,...,ck] =1 — 1/[ca,. .., ck]

Diese Aussage zu den Schnittzahlen 148t sich leicht induktiv zeigen, auf der Hirze-
bruchfléche ist sie klar, und fiir den Induktionsschritt verwende man Lemma 1.23.



26 2. T-DEFORMATION RATIONALER C*-FLACHEN
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ABBILDUNG 13. Eine Beispieldeformation zu Proposition 2.18

Alleine iiber die Schnittzahlen lassen sich einige T-Deformationen von torischen
Fléchen beschreiben.

PropPoOSITION 2.18 ([HI09, Theorem 3.4]). Sei X = TV(aq,...,a,) eine to-
rische Fldche mit n > 3 und a1 > 0. Dann gibt es ein 1 < 1 < n, sodaf$ fiir die
Strahlen —vy = vy gilt (siehe Bemerkung 2.17). Sei

-1
722(%—}—3)—3.
i=2
Dann gibt es fir 0 < r < ay eine T-Deformation mit allgemeiner torischer Faser
Y=TV(ay —vy—2r,a;-1,...,a2,a; + 7+ 21,141, - - - , G-

BEMERKUNG 2.19. Ich mochte noch betonen, daf fiir torische Flachen mit a; <
0 fiir alle ¢ durchaus T-Deformationen existieren kénnen. Beispielsweise existiert
eine T-Deformation TV(—1,-1,-2,—1,—1,0) ~» TV(-1,—-1,-1,—-1,—1,—-1). Fiir
Details siehe den Beweis von Lemma 4.15 bzw. Abbildung 17.

ProPOSITION 2.20 ([HI09, Theorem 3.5] + Definition). Seien X und Y zwei
rationale C*-Flichen vom selben Picardrang p > 2. Dann sind diese deformations-
verbunden, das heifit, es gibt Xg, ..., X mit Xog = X und X =Y, sodaf$ entweder
Xi ~ XiJrl oder XiJrl ~ Xz 1st.

5. T-Deformationen und Geradenbiindel

Sei m : X — B eine T-Deformation von X = X,. In [HI09, Abschnitt 2.2]
werden auf dem Totalraum X gewisse T-invariante Divisoren konstruiert, die sich
zu T-invarianten Divisoren auf jeder Faser X; mit ¢ € B einschrianken lassen. Die
Beschreibung von Divisoren auf & ist leider nicht so einfach wie fiir rationale C*
Fléchen, sodafl ich darauf verzichten und mich auf die Ergebnisse konzentrieren
werde.

Auflerdem mochte ich noch darauf hinweisen, dafi in [HIO9] nicht nur glatte
und vollstdndige Varietédten betrachtet werden. Der Preis hierfiir ist, dafl nur eine
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Untergruppe Pic’(X;) von Pic(X) betrachtet wird. In unserer Situation (glatt und
projektiv) ist diese Unterscheidung nicht notwendig.

In folgender Proposition bezeichne ich mit K (G) die Kanten eines Graphen G.
Ich moéchte noch in Erinnerung rufen, daf§ mit A(¢) fiir einen Unterteilungspunkt ¢,
der Nenner des gekiirzten Bruchs dieser rationalen Zahl gemeint ist.

ProprosITION 2.21 ([HI09, Theorem 2.4, Proposition 3.10]). Sei (M, G) ein
Degenerationsdiagramm, wobei G die Unterteilungen Uy und Uy verbinde (s # 0),
und w: X — B die entsprechende T -Deformation. Dann gibt es einen Isomorphis-
mus @ : Pic(X;) — Pic(Xo) der Picardgruppen. Diese Abbildung w lift sich aus
dem Degenerationsdiagramm folgendermaflen ablesen:

(s) (0)
D2 n—>D2

DY falls t & Uy, Uy
(s)
Dii = Z )\(t’)Dg_)t,,i sonst
tt'eEK(G)

Dabei sei D der Divisor zu mz = & und Dy ; der Diwisor zum Unterteilungspunkt

t € U;. Mit D© bzw. D) verweise ich nur darauf, ob der Dwisor auf der Faser
X, oder X lebt.

Sobald wir Deformationen zur Untersuchung von exzeptionellen Geradenbiin-
deln verwenden, wird folgende Proposition sehr wichtig.

PROPOSITION 2.22 ([HI09, Theoreme 2.6 und 2.7]). Seiw : Pic(X;) — Pic(Xy)
die Abbildung aus Proposition 2.21. Dann erhdlt w die Schnittpaarung und den ka-
nonischen Divisor, das heifit

w@w(D).w(D')=D.D" und w(Kx,) = w(Kx,).

BEISPIEL 2.23. Ich fithre hier das Beispiel 2.12 weiter und untersuche das Ver-
halten der Divisoren auf Hirzebruchflichen unter T-Degeneration. Fiir eine Zusam-
menfassung aller nicht-trivialen T-Degeneration von Hirzebruchflichen siehe auch
Abbildung 11 (ich werde die dortigen Notationen im folgenden verwenden).

Zunéchst die Degeneration F,«F,2; mit 0 < j <"/o. Nach Beispiel 2.12 wird
diese beschrieben durch den Multidivisor von F,

\ 1
N S PR
und das Degenerationsdiagramm, das durch die Kantenfolge
1
- —0_— 04— 1/;
r +_7 + /J
bestimmt ist, siehe auch Abbildung 11.
Damit gilt fiir die Abbildung der Divisoren

N

w: Pic(F.) — Pic(Frizj)

D, = Dl/].ﬁ, — D0+1/]. =D

Dy = Doy = Doto+ jDoyy, = D2+ jD1 ,
D3:D_$j7+ — D_$+0:D3

D4:D0,_ — D0+0+(T+j)D07$j :D2+(T+3)D1
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wobei ich verwendet habe, daff A (f r}rj) =r+4jund A (1/j) = j ist.

Fiir die nef-Basen P,,, @, bzw. guten Basen P, R; (sofern r = 2a 4 1 ungerade
ist) von Pic(F,) und Pic(F,2;) ergibt sich damit

- ——

w: Pic(F.) — Pic(Frizj)
Pn = Dl —> D1 = Pn
Qn=Ds = (D2+(r+25)D1)—jD1=Qn—jP, .
P=Q,—aP, —» Q,—(a+j)P,=P
Ri=Qn—(a+1)P, —» Qn—(a+j+1)P,=R;

Man beachte, dafl beide Basen in Abhéngigkeit vom Parameter der jeweiligen
Hirzebruchfliche F definiert sind. Hier offenbart sich ein weiterer Vorteil der guten
Basis P, Ry von Pic(F), diese diagonalisiert nicht nur die Schnittpaarung, sondern
bleibt auflerdem invariant unter T-Deformationen (was ein wenig mehr als eine
Konsequenz aus Proposition 2.22 ist).

Man rechnet leicht nach, dass die Degeneration JF.«~F_(;12;) hier nichts neues
liefert.

Der Fall r = 0 liegt etwas anders. Wie schon in Beispiel 2.12 bemerkt, gibt es
zwei Degenerationen von Fy zu Fo.

X~

AN
wiq . PIC(.F()) — PlC(fQ) w9 . PlC(fo) — PIC(.FQ)
P, — P, P, — Q.- P,
Dabei sieht man, dafl die Rollen von P, und @Q,, auf Fy bei der Degeneration
zu Fy vertauscht werden. Das ist ein Punkt, der uns noch in Kapitel 4 beschéftigen
wird.

BEMERKUNG 2.24. Die zwei verschiedenen Degenerationen von Fy zu Fo kon-
nen also in ihrer Auswirkung auf Geradenbiindel unterschieden werden, obwohl
die Fasern der Totalrdume zu dieser Degeneration gleich sind (die spezielle Faser
ist F» und die allgemeine Faser Fp). Die beiden Totalriume unterscheiden sich
durch einen Flip im divisoriellen Fiicher der Form [ < N | der aus den beiden
verschiedenen Degenerationsgraphen resultiert. Fiir eine genauerer Ausarbeitung
benstigt es aber einer Beschreibung des divisoriellen Féchers der Totalrdume wie
in [HIO9, Abschnitt 2.1].

Mithilfe der folgenden Proposition und Proposition 2.15 148t sich das Verhalten
von Divisoren unter T-Degenerationen auf das vorangegangene Beispiel reduzieren.

PropoSITION 2.25 ([HI09, Proposition 3.11]). Sei (M, G) ein Degenerations-
diagramm und (M’,G") eine Aufblasung dazu. Weiters seien by : X{j — Xo und
bs 1 X! — X, die Aufblasungen der speziellen und allgemeinen Faser mit exzeptio-
nellem Divisor Ry bzw. R, sowie w und @’ die Isomorphismen der Picardgruppen.

Dann gilt w'(Rs) = Ro und folgendes Diagramm ist kommutativ

Pic(X!) —=~ Pic(X}) .

S
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BEVAN\VZ A
U. = £
+ - -
tltlfl ti tit1 tn + +
g S
Xt
U_ bo X
WANVZalE d
Us LA T1F S
tii-1 i+l ¢, jt:i : t
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ABBILDUNG 14. Die Aufblasung wird durch Einfligen des Divisors
Dy, + realisiert.

BEWEIS. Nach Proposition 1.20 kénnen wir die Aussage iiber die T-invarianten
Divisoren der Form D, p und Dé nachpriifen.

Seien U und U_ die beiden Unterteilungen, die durch den Degenerationsgra-
phen G verbunden sind. Sobald auflerhalb dieser beiden Unterteilungen aufgeblasen
wird, gibt es zwischen @ und @’ keinen wesentlichen Unterschied. Ein weiterer Spe-
zialfall ist, wenn durch die Aufblasung mz zu e wird. Aber nach Proposition 2.21
wird D% von @’ wieder auf D% abgebildet und die restlichen Divisoren bleiben
davon unberiihrt. Damit sei also der neue Unterteilungspunkt oBdA. ¢; € U,. Sei
to solcher Art, daf tg — t; eine Kante von G’ ist. Mit 1,...,t_1,tix1,- .., tn seien
die restlichen Nachbarn von ¢¢ im Graphen G’ bezeichnet (das sind alle Nachbarn
im Graphen G).

Ich werde mit Abbildung 14 argumentieren und betrachte nun die Kante tg — t;
genauer (diese Kante ist sogar die einzige Kante, an der ¢; beteiligt ist). Zuniichst
mochte ich den Fall betrachten, dafl es zwei benachbarte Gitterpunkte ¢;_; und
ti+1 von t; in Uy gibt. AuBlerhalb des Dreiecks A(tg,t;—1,ti+1) dndert sich das
Degenerationsverhalten der T-invarianten Divisoren unter Aufblasung nicht.

Wir brauchen also nur die Divisoren Dy, 4 fiir j = 0,7 &= 1 betrachten. Sei
Ai = A(t;). Damit kénnen wir deren Degenerationen folgendermafien schreiben

to - Z Aj Dt +to? (D;d:h"') = )‘OD?o-i-tijﬂ‘
J#i

Durch Aufblasen wird daraus

by (Dy, +) Z)‘ D} ho + it + A1) DY,y = Z)\ D} 14,
J#i

(aufgrund der Glattheit ist A\;—1 + A\j+1 = A;, sieche Bemerkung 1.25) bzw.
bSW(Dfil +> AOD?{)“”tiil + )\ODtOngti'
Umbkehrt ist fiir die Aufblasung by : X| — X,
b;(D;, ) = Dy, 0i(Di., 4) =Dy

tit1

+ Dy
Nun die Degeneration durch @’ : Pic(X}) — Pic(XY).

@' (D, ,+) Z)‘ Diyyiyr @Dy, 1) = XDi, + XDy
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Wir sind noch nicht ganz fertig, denn es gibt noch den Spezialfall, dal der
neue Unterteilungspunkt ¢; am Rande der Unterteilung U liegt, es also entweder
kein t;_1 oder ?;11 gibt. Falls zusétzlich m> = e ist, dann ergibt sich eine vollig
analoge Argumentation, indem D% die Rolle von Df,, | iibernimmt. Aber selbst

wenn mz = o ist, muf} die obige Argumentation nur unwesentlich angepaft werden.
O

BEMERKUNG 2.26. Der Beweis der vorangegangenen Proposition wird in [HI09]
unter Verwendung einer Beschreibung von Cartierdivisoren auf 7-Varietdten mit-
tels stiickweise linearer Funktionen gefiihrt. Da ich diese Beschreibungsart in dieser
Arbeit nicht benttige, habe ich mich dafiir entschieden, den Beweis etwas techni-
scher,technischer, mit den hier vorgestellten Mitteln zu fiithren.



KAPITEL 3

Exzeptionelle Folgen und torische Systeme

Nach ein paar allgemeinen Bemerkungen zu exzeptionellen Folgen werde ich
hier hauptséchlich auf Resultate aus [HPO0S8] eingehen. In diesem Artikel von Lutz
Hille und Markus Perling wurde bemerkt, dafl sich zu einer exzeptionellen Folge
aus Geradenbiindeln auf einer rationalen (glatten und projektiven) Flidche stets
eine torische Fliche assoziieren lifit. Eine weitere, wichtige Idee aus [HPOS8] ist,
daB} es eine Aufblasung X — Y erlaubt, eine exzeptionelle Folge auf Y zu einer
exzeptionellen Folge auf X zuriickzuziehen.

Quellenangabe: Die Grundlagen der derivierten Kategorien in der algebraischen
Geometrie wird in [Huy06] sehr schon dargestellt, ich werde mich notationell auch
weitgehend an dieses Buch halten. Fiir den Zusammenhang zwischen exzeptionellen
Folgen und torischen Flichen verwende ich die Artikel [HP06] und [HPOS].

6. Derivierte Kategorien und exzeptionelle Folgen

KONVENTION. In dieser Arbeit werde ich unter der derivierten Kategorie D°(X)
einer Varietdt X stets die beschrénkte, derivierte Kategorie kohdrenter Garben auf
X verstehen. In diesem Abschnitt darf k& ein beliebiger Korper sein.

Um die derivierte Kategorie einer Varietét besser zu verstehen, bietet sich
die Suche nach einem moglichst ,einfachen” Erzeugendensystem an. Dabei liegt
natiirlich es im Auge des Betrachters, was einfach ist. Ein Ansatz sind exzeptionel-
le Objekte.

DEFINITION 3.1. Sei E ein Objekt in D?(X) (oder allgemeiner in einer k-
linearen triangulierten Kategorie). Falls

k firi=0,

Homps(x) (E, Ei]) = {0 sonst

ist, dann heifit E exzeptionell.
Eine (endliche) Folge exzeptioneller Objekte £ = (Ey,. .., E,) heiit exzeptio-
nell, falls

Hom(E;, E;[k]) = 0 fiir alle k und ¢ > j

ist.

Sofern eine exzeptionelle Folge £ die Kategorie D¥(X) als triangulierte Kate-
gorie erzeugt, dann heifit Folge voll.

Eine exzeptionelle Folge, die zusétzlich

Hom(E;, E;[k]) =0 fir k>0und i < j
erfiillt, heiflt streng.

31
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BEMERKUNG 3.2 (4 Definition). Es ist vielleicht nicht klar, was mit , Kategorie
erzeugen® gemeint ist. Sei M eine Menge von Objekten in D°(X) (oder allgemeiner:
in einer triangulierten Kategorie). Dann ist das Erzeugnis (M) die kleinste volle
triangulierte Unterkategorie von D(X), die M enthilt. Falls die Einbettung von
(M) eine Aquivalenz zwischen (M) und D°(X) ist, dann sagen wir, da8 M die
Kategorie D°(X) erzeugt.

Diese Definition 148t sich auch anders formulieren. Sei My = M. Dann definie-
ren wir M, als die Menge jener Objekte, die wir aus M; durch direkte Summen,
Schifts und Kegelbildung erhalten. Dann ist (M) = |J M;.

DEFINITION 3.3. Sei (E, F') ein exzeptionelles Paar. Die (Links)- Mutation von
F mittels E ist ein Objekt LgF in D*(X) das in folgendes Dreieck paft

LgF — P Hom(E, F[l]) ® E[-1] ¥ F — LpF[1].
l

Die Rechtsmutation wird dual dazu definiert als Objekt RpE im Dreieck

E % (D Howm(E, FII)*[[] ® F — RpE — E[1].
l
BEMERKUNG 3.4. Da im folgenden fast ausschlieflich Linksmutationen ver-
wendet werden, werde ich den Zusatz , Links-*“ weglassen. Man beachte, dafl beide
Mutationen im wesentlichen Abbildungskegel des kanonischen Einsetzungsmorphis-
mus can bzw dessen Dual can* sind. Auflerdem sind Links- und Rechtsmutation,
wie schon die Bezeichnungen vermuten lassen, invers zueinander.
Sei & = (Ey,..., E,) eine exzeptionelle Folge. Dann schreiben wir

ng = (El, .. '7Ei—1aLEiEi+1aEiaEi+23 .. ,En)

fiir die an der Stelle ¢ mutierte, exzeptionelle Folge. Nach [Rud90] ist L;E ebenfalls
exzeptionell.

7. Torische Systeme

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die Menge aller vollen, exzeptionellen Folgen (aus
Geradenbiindeln) auf (glatten, projektiven) rationalen Flidchen genauer zu unter-
suchen.

KONVENTION. Im folgenden werden die Geradenbiindel stets auf einer glatten,
projektiven, rationalen Fliche leben.

Zwischen Divisorenklasse D und Geradenbiindel O(D) mdchte ich nicht unter-
scheiden und gehe sogar soweit, auch fiir Geradenbiindel die additive Schreibweise
zu verwenden.

Exzeptionelle Folgen sollen in diesem Kapitel stets aus Geradenbiindeln beste-
hen.

PROPOSITION 3.5. Sei & = (Fy,...,FE,) eine volle, exzeptionelle Folge auf

einer rationalen Fliche X. Dann ist n gleich dem Rang der Grothendieck-Gruppe
Ko(X).

BEWEIS. Sei 7 : DY(X) — Ko(X) mit 7(K*®) = >,(—1)/[K?] die Projektion
von der derivierten Kategorie auf die Grothendieck-Gruppe. Da 7 surjektiv ist,
kann nur rk Ko(X) < n sein.
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In Ky(X) gibt es eine Bilinearform, ndmlich die Eulerpaarung x([E], [F]) fiir
[E], [F] € Ko(X). Sei A die Matrix mit den Eintrigen A;; = x(7(E;),n(E;)).
Da die Folge exzeptionell ist, erhalten wir eine obere n x n-Dreiecksmatrix, deren
Diagonale aus Einsen besteht. Damit ist aber das Bild der exzeptionellen Folge
linear unabhéngig. O

KONVENTION (+ Bemerkung). Im folgenden werden ich mit n stets den Rang
der Grothendieck-Gruppe meinen. Im Falle torischer Fliachen ist das gerade die
Anzahl der Strahlen.

BEMERKUNG 3.6 (+Vermutung). Die Frage, ob eine exzeptionelle Folge ma-
ximaler Lénge bereits voll ist, bleibt ungelost. Im Falle einer Folge aus Gera-
denbiindeln auf einer projektiven torischen Fliche X, vermute ich sehr stark ei-
ne positive Beantwortung. Auf Details kann ich etwas spéiter in Bemerkung 3.39
eingehen.

DEFINITION 3.7 (Verschiebung). Sei & = (F1, ..., F,) eine exzeptionelle Folge
von Geradenbiindeln und L ein weiteres Geradenbiindel. Dann ist die Verschiebung

E+L:=(E1+L,...,E,+L)
wieder eine exzeptionelle Folge.

Damit konnen wir jede exzeptionelle Folge £ = (Fh, ..., E,) normalisieren zu
&€ — F4, sodafl diese normalisierte Folge mit Ox beginnt. Aufgrund dieser Beob-
achtung kam Hille und Perling in [HPO8] die Idee, daf eigentlich die Differenzen
zwischen den einzelnen F; entscheidend sind.

DEFINITION 3.8 (Torisches System). Sei & = (F4,..., E,) eine (volle) exzep-
tionelle Folge. Wir definieren die Differenzen

n—1
AiZ: i+1_Ei und An::_KX_ZAi:El_KX_En
i=1
und nennen A = (Ay,..., Ay,) (volles) exzeptionelles, torisches System.

BEMERKUNG 3.9. Ich mochte hier betonen, dafl die Flache X, auf der sich
ein torisches System A befindet, selber keineswegs torisch sein muf}. Das Adjek-
tiv ,torisch“ rithrt daher, daB sich zu A eine torische Flidche assoziieren 148t (die
insbesondere von X verschieden sein kann).

Falls umgekehrt ein exzeptionelles, torisches System A = (Ay, ..., A,) vorliegt,
konnen wir dazu folgende exzeptionelle Folge

n—1
(O,Al,AﬁAz,...,ZAi)
i=1

hinschreiben, die Normalisierung zur urspriinglichen exzeptionellen Folge £. Insbe-
sondere unterscheiden sich die torischen Systeme zu zwei exzeptionellen Folgen, die
sich nur durch eine Verschiebung unterscheiden, nicht.

Die Definition von A,, erscheint im Moment wahrscheinlich etwas willkiirlich.
Im Folgenden wird aber hoffentlich klar, dafl diese Definition durchaus sinnvoll ist.
Zunéchst mochte ich noch bemerken, dafl mit dieser Definition stets ), A; = —Kx
ist.
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LEMMA 3.10 ([HPOS8, Lemma 3.3]). Seien D,E mit x(—D) = 0 = x(—E).
Dann ist D* = x(D) — 2. Genau dann ist x(D — E) = 0, wenn D.E = x(D) — 1.
BEWEIS. Es ist x(+D) = 1 +1'/5(D? ¥ Kx.D), damit ist x(D) = x(D) +
x(=D) = 2+ D2. Die zweite Aussage ergibt sich direkt aus der allgemein giiltigen
Rechnung x(D+E) = 141/5 (D + E)? — K.(D + E)) = x(D)+x(E)+D.E—1. O
BEMERKUNG 3.11. Sei A = (41,...,A4,) ein exzeptionelles, torisches System.
Dann gilt:
(1) Ai A =1,
(2) A; Aj =0fiir ¢ # j und j # ¢ £ 1 sowie
(3) A, =—-Kx.
Dabei ist sollen ¢ und j zyklische Indizes sein, das heifit, i, j € Z/nZ ={1,...,n}.
BEWwWEIS. Der dritte Punkt gilt aufgrund der Wahl von A,. Fiir die beiden
ersten Punkte sei ¢ < j. Man beachte, daf x(E;—E;) = 0ist, also E;.E; = x(E;)—1.
Damit rechnen wir
AZAJ = (EiJrl — Ei).(EjJrl — Ez) = EiJrl.EjJrl — Ei.Ej+1 — Ej.Ei+1 + EZEJ
X(Eip1) = 1= x(Ei) + 1= x(Eip1) + 1+ x(E;) — 1 fallsi+1# 7,
X(E1+1)717X(E1)+17E12+1+X(E1)71 fallserl:]
0 falls i + 1 # 4,
X(Biy1) —1—E2, =1 fallsi+1=j.
O

Das sollte vorerst als Motivation fiir die etwas allgemeinere Definition eines
torischen Systems ohne das Adjektiv ,,exzeptionell* reichen.

DEFINITION 3.12 (Torisches System). Eine Folge (A1,...,A,) heifit torisches
System falls sie die Bedingungen (1)-(3) aus Bemerkung 3.11 erfiillt.

BEMERKUNG 3.13. Ein torisches System A = (Aj,...,Ay) ist exzeptionell,

falls
k
H [ -4 =0
i=j

fir | > 0 und 1 < j < k < n ist. Falls zusétzlich

k
H* S A | =0
i=j

ist, dann liegt sogar ein streng exzeptionelles, torisches System vor, das soll heifien,
die entsprechende Folge ist streng exzeptionell.

DEFINITION 3.14 (Drehung + Lemma). Sei A = (44,...,4,,) ein torisches
System. Das (um @) gedrehte torische System ist als

Ali] i= (Aigr, o Apy Ary oo Ay)

definiert. Sofern A exzeptionell ist, konnen wir die Drehung auch fiir exzeptionelle
Folgen £ = (Ey, ..., E,) erkldren. Explizit fiir ¢ = 1 ist somit

E[] = (B, ..., En, By — Kx).
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Dabei bleibt die Exzeptionalitit von der Folge wie vom System unter Drehung
erhalten.

BEWEIS. Es reicht, die Aussage fiir ¢ = 1 zu zeigen. Sei A[1] = (41,...,4}),
das heifit, A; = A;;1. Nach Bemerkung 3.13 bendtigen wir nur noch das Verschwin-

den der Kohomologie H' (Z?:j fAi) fiir > 0und 1 < j < n. Dank Serre-Dualitét
ist

n j—1 j—1
H Z —A; | =H' (KX + jZlAZ) = H?*! ( ]ZlAZ) =0.
1= i= 1=

BEMERKUNG 3.15. Damit ist auch H' (¥,., —4;) = 0 fiir alle I > 0 wid
zyklischen Intervalle I & {1,...,n}, wobei ich mit zyklischem Intervall Teilmengen
der Form {i,i+1,...,5} oder {1,2,...,4,4,i+1,...,n} meine.

Die Argumentation aus dem vorangegangenen Beweis zeigt auch, wieso die
Drehung einer streng exzeptionellen Folge im Allgemeinen nicht mehr streng sein
muB. Es kommt néamlich durchaus vor, da$ H° (Zf: y Ai) ungleich null ist, was

wegen Serre-Dualitéit zu einem H? # 0 der gedrehten Folge fiihren kann.

Eine streng exzeptionelle Folge heifit zyklisch, falls sie ihre Strenge unter Dre-
hung bewahrt. Solche Folgen sind allerdings selten und kénnen nur bis p(X) < 7
auftreten, siehe [HP0O8, Theorem 5.13].

Der Begriff der Drehung ist nur die Ausprigung eines noch allgemeineren Kon-
zepts, ndhmlich der Heliz wie sie in [Rud90] definiert wurde.

DEFINITION 3.16 (Helix). Sei (E;);cz eine Folge von Geradenbiindeln (oder
ganz allgemein, Objekten der derivierten Kategorie). Diese Folge heifit Heliz, falls
es ein n € N gibt, soda$} fiir alle i € Z

(Eiy...,Eitn)
eine exzeptionelle Folge ist.
Ausgehend von einer exzeptionellen Folge £ aus Geradenbiindeln kénnen wir
jederzeit eine Helix bauen, ndhmlich
HE): ...,BE,+Kx,E1,...,E.,F1 —Kx,...,E, — Kx,E; —2Kx,...

Damit sind die einzelnen gedrehten exzeptionellen Folgen £[i] nur Ausschnitte ein

und derselben Helix. Auflerdem wird damit fiir das zu £ gehorende torische System

A= (Ay,...,A,) auch A,, = (F1 — Kx) — E,, zu einer Differenz in der Helix.
BEISPIEL 3.17 (Standardfolge). Seien Dy, ..., D, die Randdivisoren einer tori-

schen Fliche X (gemé#B ihrer Anordnung der entsprechenden Strahlen des Fichers
numeriert). Dann ist

(D1,D1+ Ds,...,Dy+---+ Dy)

eine exzeptionelle Folge auf X, welche wir exzeptionelle Standardfolge £x nennen.
Nach Drehung und Normalisierung erhalten wir

(OaDlaDl +D23--'5D1 + .- +Dn—1)-
Das exzeptionelle torische (Standard-) System dazu ist Ax := (D1,...,D,), das
heif}t, die Randdivisoren. Damit enspricht eine Drehung nur einer etwas anderen

Numerierung der Randdivisoren. Die Frage ist nun, was passiert, wenn die Reihen-
folge der Numerierung umgedrehen wird?
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DEFINITION 3.18 (Spiegelung + Lemma). Sei A = (Aq,...,A,) ein torisches
System. Dann ist die Spiegelung von A als

./ZlZ: (An,...,Al)

definiert. Sofern A ein exzeptionelles, torisches System ist, so auch A. Die entspre-
chende exzeptionelle Folge wird mit £ bezeichnet.

BEWEIS. Sei A; = A, _;+1. Dann ist nach Bemerkung 3.13 zu zeigen, daf§

k k n—j+1
() o ) o (50
i=j i=j

i=n—k+1

ist, fir { > 0und 1 < j < k < n. Damit folgt die Behauptung aus der Bemer-
kung 3.15. (]

BEMERKUNG 3.19. Aus den selben Griinden wie in Bemerkung 3.15 zur Dre-
hung, bleibt die Strenge einer Folge unter Spiegelung im Allgemeinen nicht erhalten.

Somit ist es im Beispiel 3.17 egal, wie wir die Randdivisoren zyklisch durch-
numerieren, die entsprechenden exzeptionellen Folgen unterscheiden sich nur durch
Drehung und/oder Spiegelung. In Abschnitt 2 stellten wir fest, dafi eine torische
Fléache durch die Schnittzahlen ihrer Randdivisoren kodiert werden kann. Das gibt
Anlaf zu folgender Definition die auch die Bezeichnung ,torisches System® recht-
fertigt.

DEFINITION 3.20 (assoziierte torische Fliche). Sei A = (44,...,Ay) ein tori-
sches System. Die zu A assoziierte torische Fliche ist TV(A) = TV (ay,...,a,) mit
a; = X(Az) — 2.

BEMERKUNG 3.21. Laut [HP08, Theorem 3.5] liefert diese Definition tatséich-
lich eine torische Fliache. Auflerdem falls A bereits ein exzeptionelles torisches Sy-
stem ist, dann ist x(A4;) —2 = A? nach Lemma 3.10. Damit ist die torische Variett
zum torischen Standardsystem wieder die urspriingliche Varietét selbst, das heifit,
TV(Ax) = X.

Berechtigterweise kann nun die Frage auftauchen, inwiefern es erforderlich ist,
die Selbstschnittzahlen a; iiber die Eulercharakteristik zu definieren, anstatt gleich
auf die Selbstschnittzahlen A? zuriickzugreifen. Tatsichlich macht es fiir die Be-
trachtungen in dieser Arbeit keinen Unterschied. Zum einen gilt das Interesse vor-
rangig exzeptionellen, torischen Systemen. Aber unter jenen torischen Systemen, die
nicht exzeptionell sind, erhalten nur jene besondere Aufmerksamkeit, die sich von
einem exzeptionellen, torischen System durch einen Automorphismus der Picard-
gruppe unterscheiden, der Schnittprodukt und kanonischen Divisor erhélt (dazu
im folgenden Abschnitt mehr). Da sich die Eulercharakteristik iiber die Gleichung
x(D) = 1+'/5(D? + K.D) ausdriicken 148t, ist auch fiir jene torischen Systeme die
Gleichung x(4;) — 2 = A? erfiillt. Demnach sind es historische Griinde, die mich
veranlassen, der Eulercharakteristik den Vorzug zu geben.

7.1. Gale Dualitét. Gegeben sei ein torisches System A = (Ai,...,A4,),
wobei weiterhin n der Rang der Grothendieckgruppe der zugrundeliegenden Fléche
X ist. Die Flidche X soll hier (glatt, projektiv und) torisch sein (auch wenn sich
mittels T-Degenerationen und dem induzierten Isomorphismus der Picardgruppen
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X im folgenden genauso eine rationale C*-Fliche sein kénnte). Damit erhalten wir
eine exakte Sequenz

0— Pic(X) — VA — coker®7Z? —0
D (D.Ai,...,D.A)

Die Bilder der Standardbasis von Z™ unter der Kokernabbildung sind dann gerade
die Erzeuger der Strahlen des Fichers zu TV(A), siche [HP08, Proposition 2.7].
Damit sind Facher von TV(A) und das torische System .4 Gale-dual zueinander.
Spiegelung und Drehung auf Seiten des torischen Systems entspricht einer zykli-
schen Umnumerierung der Strahlen (und damit der entsprechenden Divisoren).

Das Gale-Dual zu einer gegebenen Konfiguration von Strahlen einer torischen
Fléche ist allerdings nur bis auf Isomorphismen der Picardgruppe eindeutig, was die
Untersuchung torischer Systeme erschwert. Damit das ein torisches System bleibt,
muf} der Basiswechsel die Schnittpaarung und den kanonischen Divisor erhalten,
so einen Automorphismus nenne ich K-Isometrie (da es eine Isometrie ist, die den
kanonischen Divisor fixiert).

Auf meine Frage, ob es eine Beschreibung dieser K-Isometrien gébe, wies mich
Lutz Hille dankenswerterweise auf das Buch [Man86] hin. Ich werde nun die fiir
unsere Zwecke relevanten Teile daraus prisentieren und dabei auch die Notation
aus [Man86| groBitenteils iibernehmen (insbesondere ist hier r nicht der Parameter
einer Hirzebruchfldche F,).

Nach Bemerkung 1.29 gibt es zu X mit p(X) = r+ 1 > 2 mindestens eine gute
Basis P, R1,..., R, von Pic(X) mit P2 =1 und R? = —1 und P.R; = R;.R; =0
fiir 1 <4,j <rund i # j. Der kanonische Divisor ist dann K = —3P+ > R;. Nach
[Man86, Kapitel IV] kénnen zu einem Tripel (N;,w,, (,)) mit N, = @;_,Z - l;,
wy, = —3lo + >_;_; l; und Skalarprodukt (,) auf N, mit

<lo,lo> =1, <lz,lz> =—1flr:> 0, <lz,lj> =0 fiir 4 %j

die Mengen
R.={leN.|[{l,l) =-2,{l,w,) =0}
Z.={l e NJ({,1) = (l,w,) = -1}
definiert werden. Somit konnen wir o = P und [; = R; fiir i« > 0 wéihlen.

PROPOSITION 3.22 ([Man86, Theorem 23.9]). Sei 3 < r < 8 und (N,,wr, (,))
wie vorhin. Dann ist R, ein Wurzelsystem vom Typ A1 X Ag, Ay, D5, Eg, E7 bzw.
Eg (dabei ist die Summe der Indizes gerade r) und folgende Gruppen sind gleich:

(1) die Gruppe der Automorphismen von N, welche w, und das Skalarprodukt
erhdlt, das heifst, die Gruppe der K-Isometrien,

(2) die Gruppe aller Permutationen der Elemente von .., welche die paarwei-
sen Skalarprodukte erhdlt, und

(3) die Weylgruppe W, = W(R,.) zum Wurzelsystem R,.

Insbesondere sind diese Gruppen endlich.

BEMERKUNG 3.23. Damit sind die gesuchten Basiswechsel von Pic(X) mit
Picardrang 4 < p(X) = r +1 < 9 bekannt, explizit werden Erzeuger von R, in
[Man86, Proposition 25.5.3] angegeben. Fiir gréfieren Picardrang wird allerdings
R, unendlich und damit auch die Gruppe der K-Isometrien.

Spéter werde ich die K-Isometrien fiir Picardrang p(X) = 4,5 benétigen, des-
wegen werde ich diese hier angeben.
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BEISPIEL 3.24. Sei X vom Picardrang p(X) = 4 oder 5 und P, Ry, ..., R3, (R4)
eine gute Basis von X. Ich werde zunéchst die Wurzelsysteme R3 und R4 bestim-
men.

Nach [Man86, Proposition 25.5.3] bestechen R3 bzw. R4 aus den Elementen
aP + Y b;R;, wobei die Koeffizienten aus der Tabelle

| a b1 b2 b3 (b4)
Typ1|0 1 -1 0 0
Typ2|(1 1 1 1 0

sind. Dabei ist es erlaubt, diese Koeffizienten (simultan) mit £1 zu multiplizieren
und die Koeffizienten b; beliebig zu permutieren. Einfache, kombinatorische Uber-
legungen zeigen, dafl #R3 =6+ 2 = 8 und #R4 = 12 4+ 8 = 20 sind.

Die Weylgruppe wird durch Spiegelungen beziiglich der Wurzeln erzeugt. Sei
a € R;, dann ist die Spiegelung beziiglich «

(v.0)
(@)

Sa(v) =v— ,
wobei (, ) die Schnittpaarung in Pic(X) ist. Aus den Wurzeln vom Typ 1 ergeben
sich dann die Matrizen
1 | 0 o 0
0
W1 . . )
' Sp(x)-1

wobei S; die ¢ X i-Permutationsmatrizen sind. Aus den Wurzeln vom Typ 2 ergeben
sich fiir R3 bzw. R4 die Matrizen

o 1 1 1 2 1 1 1 0
o 1 -1 0 -1 -1 0
Wy bzw. A- | -1 -1 0 -1 0] -A,
-1 -1 0 -1
1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 0
0o 0 0 o0 1

wobei A die letzte Zeile bzw. Spalte mit einer der Zeilen bzw. Spalten 2 — 4 ver-
tauscht. Nachrechnen zeigt dann, daf§ W, = W(R;) fiir ¢ = 3,4 aus Elementen der
Form W1 und W1-W2 besteht. Somit ist #Ws = 2-6 = 12 und #W, = 5-24 = 120.

Abschliefend behandle ich noch den Fall p = 2, mit anderen Worten Hirze-
bruchflachen.

7.2. Beispiel: Hirzebruchfliche. Hier werde ich alle torischen Systeme ei-
ner Hirzebruchfliiche schriftlich festhalten, siche [HPOS&, Proposition 5.2].

Als Basis von Pic(F,.) wihle ich die nef-Basis P,, @, wie in Beispiel 1.21,
insbesondere ist P2 =0,Q? =r und P,.Q, = 1.

PRroPOSITION 3.25 ([HPO8, Proposition 5.2]). Auf einer Hirzebruchfiiche F,
gibt es folgende torische Systeme:
(1) Ay = (Pn,iPp + Qn, Pp,—(r + )Py, + Q) firi € Z, und
(2) fallsr = 2a gerade ist, Ay ; = (—aPy+Qn, Po+(a+i)(—aP,+Qy), —aP,+
Qna P, - (a + i)(_a’Pn + Qn)) fﬁ?“ i € Z.
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Dabei sind die torischen Systeme vom Typ (1) stets exzeptionell.

Die torischen Systeme vom Typ (2) sind nur in speziellen Fillen exzeptionell,
und zwar wenn (1) und (2) zusammenfallen. Das geschieht zum einen, falls r = 2
und © = 0, und zum anderen, falls r = 0 und i beliebig ist, denn in diesem Fall
konnen die Rollen von P, und Q,, vertauscht werden.

BEMERKUNG 3.26. Im Falle einer Hirzebruchfliche Fa,41 kénnen wir auch die
gute Basis P, R; verwenden. Wegen P, = P — Ry und @,, = (a + 1)P — aR; wird
das torische System vom Typ (1) zu

Ay i =(P—Ry,(a+i+1)P—(a+9)R,P—Ry,—(a+i)P+ (a+i+1)Ry).

BEMERKUNG 3.27. Die vereinzelte Exzeptionalitéit des torischen Systems flm
hat weitreichende Folgen. Diese Ausnahmen erfordern beispielsweise bei der Unter-
suchung von exzeptionellen, torischen Systemen unter Degeneration mehr Sorgfalt.

Ich méchte hier noch die assozierte torische Varietdt TV (A) festhalten.
A | X(A) -2 | TV(A)
.AT’Z' (0, r+ 2,0, —r — 2’L') ]:r-i-Qi
.AT’Z' (0, r+ 2,0, —r — 2’L') ]:r-i-Qi
Abschlieflend méchte ich noch die K-Isometrien von Pic(F;) untersuchen. Hier

konnen wir diese direkt berechnen. Sei ¢ ein Automorphismus von Pic(F,) mit
Abbildungsmatrix A. Mehrere Bedingungen miissen von ¢ erfiillt sein:

¢(K) = Ka ¢(Pn)2 = Pﬁ =0, ¢(Pn)¢(Qn) =1 und ¢(Qn)2 = Q% =T

bZW.A~KKundATSASﬁ'1rS(§)i

Diese quadratischen Gleichungen lassen sich beispielsweise mit Grobnerbasen leicht
l6sen, beispielsweise in Singular [DGPS10] mittels

ring R=0,(a,b,c,d,r),1p;

matrix A[2][2]=a,b,c,d;

matrix K[2] [1]=r-2,-2;

matrix S[2][2]=0,1,1,r;

ideal I=transpose(A)*S*A-S,A*K-K;

std(I);

Es gibt zwei Losungen:

A= (é (1)) und A — (;/2 1 /2/4>

Die zweite Losung ist hier nur im Falle r = 2a sinnvoll und ist jener Basiswechsel
¢, der zwischen den torischen Systemen vom Typ (1) und Typ (2) wechselt. Es ist

d(Ar;) = A (dabei wird ¢ elementweise angewandt). Man beachte, dafl dabei ¢
die Exzeptionalitdt nicht erhélt.

V V V V V V

8. Augmentation

In [HPO8|] wird ein Prozefl vorgestellt, mit dem aus einem gegebenen torischen
System A auf X unter Verwendung einer Aufblasung X’ — X ein torisches System
A’ auf X' konstruiert werden kann. Dieses A’ hat zuséitzlich die Eigenschaft, dafl
TV(A’) eine Aufblasung von TV (A) ist.
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DEFINITION 3.28 (Augmentation). Sei b : X’ — X eine Aufblasung mit exzep-
tionellem Divisor R und A ein torisches System auf X . Dann ist

AuglA = (Al,.. -;Ai—laAi — R,R,AH_l _R,Ai_l’_Q,.. 7An)

die Augmentation von A an der Stelle ¢ (wobei ich mit A; auf X’ den Riickzug von
A; unter b bezeichne).

BEMERKUNG 3.29 (+ Lemma). Die Augmentation ist mit der Aufblasung von
torischen Fldchen vom Wesen her verwandt, dies wird besonders deutlich, wenn
man die Beschreibung der Aufblasung einer solchen Fliche iiber die Schnittzahlen
betrachtet:

TV( ey Qi—1, Q5 — 1, 71, Aj41 — 1, Aj42, .. ) — TV ( ey Qi—1,y Qjy Qi41, Aj42, .. )
(. .. ,Aifl, Az — R, R, AiJrl — R, Ai+27 .. ) = Augz ( cey Aifl, Ai, Ai+1, Ai+2, .. )

Nichtsdestotrotz darf ein torisches System an einer beliebigen Stelle augmentiert
werden, unabhingig davon an welcher Stelle eine eventuell zugrundeliegende tori-
sche Fliache aufgeblasen wurde.

Die Anaologie geht sogar noch ein wenig weiter. Denn es gilt, dal TV(Aug, A)
die Aufblasung von TV(A) an der i-ten Stelle ist.

BEwWEIS. Sei A" = (4],..., A}, ;) = Aug; Aund TV(A) =TV(ay,...,a,). Es
ist zu zeigen, dafl TV(A') = TV(a1,...,a;—1,0; — 1, —1,a;01 — 1, @qiq2,...,a5).

Sei R der exzeptionelle Divisor der Aufblasung b. Da x(A}) = x(A;) fiir j <
und x(A}) = x(A;j-1) fir j > i+ 2. Also bleibt nur zu zeigen, daf}

X(4i —R) = x(4)-1
x(R) =1
X(Aip1 = R) = x(Aiy1) -1

Die zweite Gleichung ist Proposition 1.28. Es bleibt noch zu zeigen, daf$ x(A4;—R) =
X(4j) - 1.

X(Aj = R) = 1+1/5((4; - K.(Aj — R))
= 1+4+'/2(AF A R+R2 K.Aj + K.R)
= 1+1/5(A7 - K +1/5( R2+KR) A;.R
= x(4;)—-1-A4;.
= x(4;)—-1- AR

Fiir die Aussage benétige ich nur noch, da$ A;.R = 0. Nach [HPO08, Abschnitt 4]
ist PR=Q.R=0und R.R' =0 fiir einen weiteren exzeptionellen Divisor R’ (von
einer fritheren Aufblasung). Da sich jedes A; als cpP + coQ + >, ¢x Ry, darstellen
1&8t, wobei Ry, die exzeptionellen Divisoren der vorangegangenen Aufblasungen und
ep,cq,ck € {—1,0,+1} sind, gilt A;.R = 0. O

BEMERKUNG 3.30. Sofern das torische System A exzeptionell ist, kénnen wir
auch die Auswirkungen der Augmentation auf die zugehorige exzeptionelle Folge
& = (F1,..., E,) betrachten, diese ist dann

Augif,‘: (El,...,Ei_l,Ei—R,Ei,EH_l—R,...,En—R).

BEISPIEL 3.31. Seien D1, ..., D, die zyklisch angeordneten Randdivisoren eines
torischen X und b : X’ — X eine Aufblasung mit exzeptionellem Divisor R. Es gibt
dann ein ¢, sodaf die Folge D4,...,D; — R, R, D;+1 — R, ..., D,, die Randdivisoren
von X' sind. Genauer gesagt, ist b die Aufblasung im T-invarianten Punkte D; N
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D;4;. Da ich mit D; = b*D; bezeichne, sind D; — R und D;;; — R gerade die
strikten Transformierten von D; bzw D,;1 unter dieser Aufblasung.

Also ist Aug; Ax = Ax, das heiflt, wenn das torische Standardsystem entspre-
chend der Aufblasung augmentiert wird, ist das Resultat das torische Standardsy-
stem der Aufblasung.

LEMMA 3.32. Augmentation vertrigt sich mit Drehung und Spiegelung. Genau-
er, sei A ein torisches System und b: X' — X eine Aufblasung mit exzeptionellem
Divisor R. Dann gilt

(1) Aug,(A[K)) = (Aug, , A) ] und

(2) Aug;(A) = Aug, ; A.
BEWEIS. Einsetzen. O
Eine leichte Abwandlung von [HP08, Proposition 5.5] ist folgendes Lemma.

LEMMA 3.33. Sei A ein torisches System. Dann ist A genau dann exzeptionell,
wenn Aug; A exzeptionell ist.

BEWEIS. Sei A= (Ay,...,A,) und A" = (A],..., A ;) = Aug; A.

Das torische System A ist genau dann exzeptionell, wenn die Kohomologien
He (Zf: y —A4)) fir 1 < j <k < n verschwinden. Nun betrachten wir die entspre-
chenden Kohomologien fiir A’. Es koénnen drei verschiedene Summen auftreten:

Zz —A
S A= R
1

Zl _Al + R

Damit kénnen wir die dieses Lemma auf folgende Frage reduzieren. Sei X — Y
eine Aufblasung mit exzeptionellem Divisor R und L ein Geradenbiindel auf Y, gilt
H*(L)=0«< H*(L+ R) =07

Zunichst zeige ich, daBl x(L) = x(L + R) ist:

X(L+R)=1+'"/5(L+R)?-K.(L+R))=1+"/5(L>+R* - K.L—-K.R) =
=1+4+'/5(L> = K.L)+'/5(R> —= K.R) = x(L) + 0

wobei ich verwende, dafl L.R =0 und R? = K.R = —1 ist.

Angenommen H*®(L) = 0, dann gilt nach [HP08, Lemma 4.3], da§ auch h°(L+
kR) = 0 und h?(L + kR) = 0 fiir alle k € Z ist. Damit folgt ,=“ aus der Konstanz
der Euler-Charakteristik bei Addition des exzeptionellen Divisors R.

Umgekehrt sei H*(L + R) = 0. Das eben zitierte Lemma besagt auch, da8
damit h!(L) = 0 ist. Damit folgt die Aussage wieder aus der Gleichheit der Euler-
Charakteristiken. O

DEFINITION 3.34. Ein exzeptionelles torisches System A bzw. exzeptionelle
Folge £ auf einer rationalen Fliche X mit p(X) > 1 heiBt konstruierbar, falls diese
durch Augmentation eines vollen, exzeptionellen, torischen Systems bzw. exzeptio-
nellen Folge auf F,. entsteht.

BEMERKUNG 3.35 (4 Konvention). In [HPO08, Proposition 5.5] wurde gezeigt,
daf} eine konstruierbares, torisches System bereits voll ist, deswegen werde ich in
Zunkunft das Adjektiv ,,voll“ bei solchen Systemen weglassen. In analoger Weise zur
genannten Proposition kann man zeigen, dafl die Augmentation eines vollen, nicht
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notwendigerweise konstruierbaren, aber exzeptionellen, torischen Systems wieder
voll ist.

BEISPIEL 3.36. Die Augementation eines streng exzeptionellen Systems muf}
nicht mehr streng exzeptionell sein. Ein extremes Beispiel hierzu ist das Gegenbei-
spiel in [HPO06] zu Kings Vermutung, es giibe auf torischen Varietéten stets eine
streng exzeptionelle Folge von Geradenbiindeln.

Jede rationale Fliche X mit p(X) > 1 148t sich zu einer Hirzebruchfliche F,
abblasen. Damit erhalten wir aus unseren Uberlegungen zu torischen Systemen auf
Hirzebruchflichen in Abschnitt 7.2 und Bemerkung 3.29 folgendes Lemma.

LEMMA 3.37. Sei Y eine torische Fliche vom selben Picardrang wie eine ratio-
nale Fldche X, dabei sei der Rang der Picardgruppe mindestens 3. Dann existiert
ein konstruierbares, torisches System A auf X mit TV(A) =Y.

BEwEIS. Wir kénnen X und Y sukzessive zu Flichen X’ bzw. Y’ vom Picard-
rang 3 abblasen. Nun ist Y’ = TV(r,0,—r — 1,—1,—1) die Aufblasung von F,
bzw. F.y1. Die Fliche X’ 148t sich zumindest zu einer Hirzebruchfliche F, ab-
blasen. Wir kénnen hier ohne Einschrinkung an die Allgemeinheit annehmen, dafl
r = s mod 2. Dann gibt es ein exzeptionelles, torisches System A’ auf F, mit
TV(A") = F,.. Wir augmentieren dieses System entlang des Aufblasungsweges zu
einem konstruierbaren, torischen System A auf X. Wenn wir dabei stets an jenen
Stellen augmentieren, an denen aufgeblasen wird, um von F,. zu Y zu gelangen,
dann erreichen wir zusétzlich TV(A) =Y. O

Damit kénnen wir diesen Abschnitt mit folgendem Theorem schlielen.

THEOREM 3.38. Sei A ein torisches System auf einer rationalen Fliche X.
Dann gibt es eine K-Isometrie ¢ der Picardgruppe, sodaf$ ¢p.A ein konstruierbares,
torisches System ist.

BEWEIS. Zu A kann die torische Varietit Y = TV(A) assoziiert werden. Nach
obigem Lemma gibt es ein konstruierbares, torisches System A’ mit derselben as-
soziierten Fliche Y. Da A und A’ Gale-dual zur selben Fliche sind, sind diese
iiber einen Isomorphismus der Picardgruppe miteinander verbunden. Da aber die
Elemente dieser Systeme jeweils die Picardgruppe erzeugen, mufl dieser Isomor-
phismus das Schnittprodukt und den kanonischen Divisor erhalten, ist also eine
K-Tsometrie. (|

BEMERKUNG 3.39. Aus einer Diskussion mit David Ploog ergab sich die Vermu-
tung, daf sich so eine K-Isometrie zu einer Autodquivalenz von D°(X) liften liBt.
Das Bild einer vollen, exzeptionellen Folge unter einer Autodquivalenz ist aber wie-
der eine volle, exzeptionelle Folge. Damit wiirde aus der Liftbarkeit automatisch
folgen, daf} jedes exzeptionelle, torische System A auf X bereits voll ist. Auf Au-
todquivalenzen der derivierten Kategorie torischer Flichen wird im Artikel [BP10)]
ausfithrlich eingegangen.



KAPITEL 4

Exzeptionelle Folgen und 7T-Degeneration

In diesem Kapitel werde ich exzeptionelle Folgen aus Geradenbiindeln auf tori-
schen Fléchen mithilfe der Methoden der T-Degenerationen genauer untersuchen.
Dieses Kapitel bildet eines der Kernstiicke dieser Arbeit. All jene Resultate, die
nicht von mir sind, habe ich entsprechend gekennzeichnet.

In ersten Abschnitt werde ich zeigen, dafl sich Augmentation mit 7T-Degenera-
tion einigermaflen gut vertrédgt. Daraus ergibt sich die Hoffnung, dal das Studium
des Verhaltens konstruierbarer, torischer Systeme unter T-Degeneration auf den Fall
der Hirzebruchflichen reduziert werden kann. Obwohl diese Hoffnung enttéduscht
wird und zum Begriff des kompatiblen, torischen Systems fiihrt, werde ich dennoch
den Fall der Hirzebruchfliche genauer betrachten, der sich schon mit Mutation
exzeptioneller Folgen erkldaren 148t.

Im vorigen Kapitel wurde mit der Augmentation eine recht einfache Methode
vorgestellt, mit welcher sich exzeptionelle Folgen auf aufgeblasene Flichen heben
lassen. Da sich jede rationale Flidche mit Picardrang > 1 stets zu einer Hirzebruch-
flichen abblasen 148t, stellt sich die Frage, ob sich in analoger Weise jede exzep-
tionelle Folge aus den exzeptionellen Folgen auf Hirzebruchflichen durch Augmen-
tieren gewinnen lassen. Dieser Frage werde ich in den nachfolgenden Abschnitten
nachgehen.

Quellenangabe: Wie schon im vorigen Kapitel sind auch hier die Arbeiten
[Rud90], [HPO08] und [Man86] wichtig, sowie die Arbeit [HI09].

KONVENTION. In diesem Kapitel bestehen alle exzeptionellen Folgen aus Ge-
radenbiindeln. Alle Flidchen sind glatt und projektiv, sowie mindestens rationale
C*-Flichen, wenn nicht sogar torisch.

9. Exzeptionelle Folgen unter T-Degeneration

Sei 7 : X — A! eine T-Deformation von rationalen C*-Flichen mit Fasern X; =
771(t), das heifit, Xo ~ X;. Fiir t # 0 induziert diese T-Deformation einen Isomor-
phismus Pic(X;) — Pic(Xy), den ich auch mit w bezeichne. Sei A = (Ay,..., Ay)
ein torisches System auf X, dann schreibe ich w(A) = (w(41),...,w(A4y)).

PROPOSITION 4.1. Seien w und A wie eben. Dann ist w(A) ein torisches Sy-
stem auf Xo mit TV(A) = TV(w(A)). Auflerdem gilt fiir eine Aufblasung ©' der
T-Degeneration (siehe Proposition 2.15)

Aug; w(A) = @' (Aug;(A)),
das heifst, Augmentation kommutiert mit T -Degeneration.
Diese Proposition ist eine direkte Konsequenz aus der Propositionen 2.22, dafl

w die Schnittpaarung und den kanonischen Divisor erhélt, und der Proposition 2.25,
dafl @ mit dem Aufblasen kommutiert.

43
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Schon allein dadurch, dal @ ein Isomorphismus der Picardgruppen ist, gilt
die Aussage von Proposition 4.1 auch fiir Deformation unter Verwendung von w™".
Allerdings gilt nicht nur aufgrund der Halbstetigkeitstheoreme fiir die Kohomologie

flacher Familien ([Har77, Kapitel 12]) im Falle der Deformation wesentlich mehr.

PROPOSITION 4.2. Sei Xg ~~ X, eine T-Deformation rationaler C*-Flichen
und A ein torisches System auf Xo. Dann ist w1 (A) wieder ein torisches System
mit TV(w™1(A)) = TV(A). Falls A zusitzlich (streng) exzeptionell oder konstru-
ierbar ist, dann auch w~1(A).

BEWEIS. Es bleibt nur noch die Aussage zu zeigen, dafl Konstruierbarkeit un-
ter w~! erhalten bleibt. Das ist aber eine recht direkte Konsequenz daraus, dafl
das Abblasen der speziellen Faser X eine eindeutige Deformation der Abblasung
induziert, siche Proposition 2.15, ((c)). Damit kann diese Aussage induktiv gezeigt
werden. O

Die exzeptionellen Folgen und torischen Systeme auf Hirzebruchflichen sind
uns aus Abschnitt 7.2 bekannt, es ist A, ; = (P, 1P, + Qn, Pn, —(r+1) P, + Qy,) fiir
i € Z,und falls zusétzlich r = 2a gerade ist, fim- = (—aP,+Qn, P+ (a+i)(—aP,+
Qr),—aPp+Qn, P, — (a+1i)(—aP, + Qy)) fiir i € Z. Die Gestalt dieser Folgen 143t
sich mittels Mutation, wie sie in Abschnitt 6 definiert wurden, gut erkliren. Doch
zunédchst werde ich noch ein paar allgemeinere Punkte kldren, da sich Mutation und
Geradenbiindel im Allgemeinen nicht gut vertragen.

Sei & eine exzeptionelle Folge von Geradenbiindeln und L;E die mutierte Folge.
Zwar ist L;E exzeptionell, mufl aber nicht mehr aus Geradenbiindeln bestehen. Eine
Mutation, die Geradenbiindel erhélt, nenne ich konservativ.

PROPOSITION 4.3 ([Rud90]). Falls Hom'(E, F) = 0 fiiri > 0 und can surjektiv
sind, dann ist LgF = ker(can).

Insbesondere ist L F zumindest torsionsfrei fiir lokal freies £ und F' (da LgF
Untergarbe eine lokal freien Garbe). Fiir unsere Zwecke ist die Frage, wann eine Mu-
tation konservativ ist, recht interessant. Ausreichend wird hierfiir folgendes Lemma
sein.

LEMMA 4.4. Seien E und F' Geradenbiindel auf einer glatten, projektiven Fliche
X mit Hom*(E, F) = 0 fiir i > 0 und can surjektiv. Falls dim Hom(FE, F) = 2 ist,
dann ist LgF = 2E — F ein Geradenbiindel (einprigsamer: L— E=FE —F).

BEwEIs. Da H := Hom(FE, F) zwei-dimensional ist, konnen wir can : E® E —
F schreiben. Der Kern L := LgF = ker(can) ist dann lokal frei und vom Rang 1,
also ein Geradenbiindel. Die exakte Sequenz 0 — L — E ® F — F — 0 fiihrt iiber
die Determinate zum Isomorphismus

L+F=MN(E®FE)=2E,
siehe [Liu02, Corollary 6.4.2], daraus folgt die Aussage. O
KOROLLAR 4.5. Wegen Hom'(LgF, E) = Hom'(2E — F,E) = Hom'(E, F)
erfillt das Paar (LgF, E) die Voraussetzungen von Lemma 4.4, wenn sie das Paar
(E, F) erfiillt.

Falls es also maéglich ist, eine exzeptionelle Folge von Geradenbiindeln an einer
Stelle i konservativ zu mutieren, dann gilt das auch fiir die mutierte Folge.
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BEMERKUNG 4.6 (konservative Mutation torischer Systeme). Ich mdéchte noch
Lemma 4.4 fiir torische Systeme umformulieren. Sei £ = (E4,..., E,) eine exzep-
tionelle Folge, die an der Stelle ¢ konservativ mutiert werden kann, sowie A =
(A4,...,A,) das zugehorige torische System.

Es ist Hom’ (E;, E;y1) = HJ(E;41 — E;) = HI(A;). Damit muB neben der
Surjektivitdt von can noch

2 j=0

dim H?(A;) = {0 0
J

gelten. Das konservativ mutierte, torische System ist dann
LiA= (A1, Aig, Ay — Ay Ay Air + Aiy Aiga, - An),

was in meinen Augen symmetrischer als die Mutation exzeptioneller Folgen aussieht.
Aber auch die Surjektivitdt von can 148t sich vereinfacht feststellen. Wenn
dim H? (4;) = 0 fiir j > 0 ist, dann bendtigen wir die Surjektivitit von

can : HOHl(Ei, Ei—i—l) ® FE; — Ei+1-

Da ® rechtsexakt ist, diirfen wir diese Abbildung zur Uberpriifung der Surjektivitéit
mit einem beliebigem Geradenbiindel tensorieren, beispielsweise mit —F;. Somit
reicht es fiir A; = F;;1 — E; mit obigen Eigenschaften, die Surjektivitit von

HO(AZ') — Az
nachzuweisen, mit anderen Worten, A; mufl global erzeugt sein.
Nun wende ich mich der Situation auf der Hirzebruchflache zu.

BEISPIEL 4.7 (Mutation auf Hirzebruchflichen). Aufgrund Bemerkung 4.6 kom-
men nur P, bzw. im Falle, dal » = 2a gerade ist, auch —aP, + @, als mogliche
Stellen fiir eine konservative Mutation in Frage, da x(P,) = 2 = x(—aP, + Qpn)-
_J2 j=0
1o j>0
a = 0,1 ist (speziell der Fall a = 0 ist hier nicht so spannend, eher noch a = 1).

Der Nachweis, ob ein Geradenbiindel auf einer torischen Varietét global erzeugt
ist, kann folgendermafen gefithrt werden. Sei D = ) a,D, ein Divisor auf X =
TV(X). Dann gibt es zu 0 € X(n) ein my € M mit (m,,v,) = a, fiir p € o(1)
mit primitivem Erzeuger v,. Diese m, kénnen auch als lineare Funktionen auf o €
Ng aufgefait werden: v — (m,,v). Diese setzen sich zu einer stetigen, stiickweise
linearen Funktion hp auf N zusammen. Wenn hp eine konvexe Funktion ist, genau
dann ist D global erzeugt.

Es sind hp, sowie h_qp, 1@, fiir a =0 (da P, und Q,, auf F; vertauschbar sind)
konvex und damit die entsprechenden Geradenbiindel global erzeugt. Hingegen ist
h_qop,+q, fiir a > 0 nicht mehr konvex.

Damit kénnen wir die exzeptionellen torischen Systeme konservativ mutieren.
Ich werde im folgenden mein Hauptaugenmerk auf torische Systeme A, ; lege, da
die torischen Systeme flm- nur in Spezialfillen exzeptionell sind.

Sei also A, ; = (Pp,iPy + Qun, P, —(r + )P, + Q) auf F,.. Dann ist nach
Bemerkung 4.6

LlAT,i = (Pna (Z - 1)Pn + Qna Pn; _(T +1i— 1)Pn + Qn) = Ar,i—l

Zwar ist HI(P,) , aber fiir —aP, + @, gilt das nur im Falle, dafl
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Diese konservative Mutation kénnen wir an derselben Stelle wiederholt anwenden.
Unter Verwendung der Rechtsmutation als Inverses 148t sich so

LYAi = (P, (i —k)Py 4 Qu, Py —(r +i— k)P, + Q) = Apiy, fiir k € Z

schreiben. Insbesondere lassen sich alle exzeptionellen, torischen Systeme aus dem
torischen Standardsystem A, ¢ durch Mutation gewinnen.

BEMERKUNG 4.8. Die vorangegangene Beobachtung 148t sich auch allgemei-
ner, das heifit, ohne die Beschrinkung auf Geradenbiindel, stellen. In dem Arti-
kel [KIN98| werden Fille behandelt, in denen sich alle vollen, exzeptionellen Fol-
gen aus einer beliebigen vollen, exzeptionellen Folge durch sukzessives Mutieren
gewinnen lassen.

PROPOSITION 4.9. Gegeben sei eine T-Deformation Fryoq ~> Fr mit v > 0.
Dann ist

W(Ar,i) = AT+2a,i7a und w(dzl’r,i) = Ar+2a,ifa-
Insbesondere degenerieren exzeptionelle, torische Systeme zu exzeptionellen, tori-
schen Systemen.
Sei Foq ~ Fo eine T-Deformation. Dann gilt entweder

W(Ao,i) = AQa,ifa und W(Ao,i) = le2a,ifa
oder
w(Aoi) = Asei—o und w(Ag ;) = Asai—a-

Erstere Degeneration nenne ich kompatible Degeneration von Hirzebruchfidchen.
Fine kompatible Degeneration lift sich auch dadurch charakterisieren, daf$ w(Py,) =
P, ist.
Sei nun Frioq ~ Fr mit v beliebig, welche fiir r = 0 kompatibel sein soll. Dann
gilt
w(L;aAr,i) = Ar+2a,i-

Insbesondere ist die Degeneration des a-mal konservativ mutierten, torischen Stan-
dardsystems von F, das torische Standardsystem von Frioq.

BEMERKUNG 4.10. Sei Faq ~+ Fo eine T-Deformationion, sodal @ nicht kom-
patibel ist. Dann ist @w(P) = —aP, + Q, und wegen w(Ag ;) = Aszq,i—q bleibt die
Exzeptionalitat nicht erhalten, siehe auch Proposition 3.25.

Mittels Augmentation kann diese Aussage induktiv verallgemeinert werden.
Gegeben sei dafiir eine T-Deformation ¥ ~» X einer torischen Flidche Y zu ei-
ner rationalen Fliche X. Diese Deformation kann nach Proposition 2.15 zu einer
T-Deformation F,i2, ~ F, abgeblasen werden. Damit kénnen wir das torische
Standardsystem Ay auf Y schreiben als Aug; ; A;i24,0. Damit erhalten wir die

PROPOSITION 4.11. Seien Y ~ X und Ay = Aug,; ; Ari2q,0 wie vorhin. Sei
w : Pic(X) — Pic(Y) der Isomorphismus der Picardgruppen von X und Y. Dann
qilt fiir das exzeptionelle, torische System

A=Aug, , L “A.o,
dafy w(A) = Ay ist.



10. ALLE EXZEPTIONELLEN FOLGEN SIND IM FALLE p = 3,4 KONSTRUIERBAR 47

Allgemeiner gilt, dass das folgende Diagramm fiir A,.; € Pic(F,)* und beliebige
Augmentationsstellen ji, ..., jn kommutiert:

Pic(X)"t* —=— Pic(Y)"H*

Aug;. gy T TAUgjn---h

Pic(F,)* —== Pic(Fr12q)*

Nach Proposition 4.2 bleibt die Exzeptionalitdt von torischen Systemen unter
Deformation mittels c~! erhalten. Dasselbe Ergebnis kénnen wir fiir T-Degene-
ration mittels w nicht erwarten, beispielsweise gilt das nicht fiir die Degeneration
von Hirzebruchflichen Fp«Faq, siche Proposition 4.9. Im folgenden stellen wir
allerdings ein hinreichendes Kriterium vor, wann die Exzeptionalitdt von konstru-
ierbaren, torischen Systemen erhalten bleibt.

DEFINITION 4.12. Sei Xy ~ X, eine T-Deformation von C*-Flachen und A ein
konstruierbares, torisches System auf X. Sei weiters w : Pic(X;) — Pic(Xp) der
zugehorige Isomorphismus der Picardgruppen. Wir nennen A kompatibel mit dieser
T-Deformation, falls

(1) X, eine Hirzebruchfliche ist und w(.A) exzeptionell ist, oder

(2) Xo ~ X zu einer T-Deformation Yy ~ Y5 abgeblasen werden kann, sodafl
A die Augmentation eines damit kompatiblen, torischen Systems A’ auf
Y, ist.

Eine nahezu direkte Konsequenz dieser induktiven Definition ist folgende Pro-
position.

PROPOSITION 4.13. Sei Xy ~ X, eine T-Deformation und w : Pic(Xy) —
Pic(Xo) der zugehirige Isomorphismus der Picardgruppen. Sei weiters A ein kon-
struierbares, torisches System auf Xs. Genau dann ist A kompatibel mit dieser
Deformation, wenn w(A) auch ein konstruierbares, torisches System ist.

10. Alle exzeptionellen Folgen sind im Falle p = 3,4 konstruierbar

Ausgehend von torischen Systemen auf Hirzebruchflichen, kann ich fiir Picard-
rang p = 3,4 zeigen, daB alle exzeptionellen Folgen dort konstruierbar sind. Dafiir
untersuche ich zunéchst torische Systeme auf der del Pezzo Fliche

dPs = TV(-1,-1,—-1,—1,-1,-1) = TV(#),

welche Picardrang 4 hat.

Aus Beispiel 3.24 kenne ich alle zwolf Automorphismen der Picardgruppe,
die den kanonischen Divisor und das Schnittprodukt erhalten, das heifit, die K-
Isometrien. Diese entsprechen gerade den zwolf verschiedenen Moglichkeiten dPg
zur J7 abzublasen, wodurch ich aber auch zwolf verschiedene, gute Basen von
Pic(dPs) erhalte. Zwei Moglichkeiten des Abblasens sind in Abbildung 15 darge-
stellt.

Zunichst die zwei guten Basen auf TV (¥) = TV(—1,—1,—1,0,0). Die Strahlen
von TV () sind v; = (1,0), v = (1,1), v3 = (0,1), v4 = (—1,0) und v = (0,—1)
(man beachte, daB ich vs iibergangen habe, das wird der Aufblasungsstrahl). TV (+)
kann durch Entfernen von vy oder vs zu F; aufgeblasen werden: TV () — TV(+)

4fTier handelt sich um keine FuBnote.
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V3 Vg
A
V4 v —
G
Vs Vg
dPs - TV(#) - Fi

ABBILDUNG 15. Das Abblasen der dPs zu Fi

und TV (#) — TV(-). Nach Beispiel 1.21 sind die nef-Basis Py, @, und die gute
Basis P, R; dieser beiden Hirzebruchflichen von folgender Form:

V() TV(¥)

P, | D, De
Qn | Ds Dy
P | Dg Da
Rl D6 - D4 D4 - D6

Durch die Aufblasungen kénnen die guten Basen von Pic TV (+') und Pic TV (+) im
Sinne von Proposition 1.29 zu einer guten Basis P, Ry, Ry von Pic TV () fortgesetzt
werden:

TV(#) - TV(H) TV () = TV(¥)
(1) P | Dg+ Dy ~Dy+ D3| Dy+ Dg
Ri | Dg+ D1 —Dy~ D3| Dy+ D3 — Dg ~ D
Ry | Dy D3

Damit sind die beiden guten Basen von Pic TV (+) gerade By = (P, D3, D7) und
BQ = (P, Dl,Dg) mit P = D3 +D4

Das Einfiigen des Strahls vs = (—1, —1) fiihrt zur Aufblasung TV (#) — TV ()
und die beiden guten Basen (unter Benutzung der Relation Dy + D5 = Dy + Ds):

TV(#) -— TV(H) TV(H) —»— TV(¥)

P | D1+ Dy+ D3 D1 + Dy + D3
Ry | D3 Dy
Ry | Dy D3

R3 | Ds Ds
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Nun kann TV (#) zu sechs verschiedenenen TV () abgeblasen werden, was den
sechs verschiedenen Arten, die Strahlen von # im Gegenuhrzeigersinn durchzunu-
merieren, entspricht. Die beiden obigen Basen sind auch {iber einen Wechsel der
Numerierung verbunden, dabei ist aber nicht nur eine Rotation sondern auch ein
Wechsel des Zeigersinns notig.

Wir haben also zwolf Basen der Form

O O
P | Di+ Dijt1+ Diyo | Di+ Digq1+ Digo
(2) R, Di+2 D; fU.I”LGZ/GZ:{l,,G}
Ry | D; Do
R3 Di+4 Di+4

Ich bezeichne diese Basen mit BzQ bzw. BiO . Aufgrund ihrer Exzeptionalitit sind je
zwei verschiedene Divisoren D; nicht zueinander dquivalent. Somit liegen tatséichlich
12 verschiedene Basen vor. Die Basiswechselmatrizen habe ich schon in Beispiel 3.24
festgehalten. Ich mochte nun zeigen, wie sich diese Basiswechsel auf eine dieser Ba-
sen auswirkt. Nach Beispiel 3.24 gibt es Basiswechsel vom Typ Wi, die Permuta-
tionen der Divisoren R;, Rs und Rj3 entsprechen, ich werde im folgenden deshalb
statt einer Matrix von diesem Typ einfach diese Permutation ¢ € S3 anschreiben.
Des weiteren diirfen die Matrizen vom Typ W7 noch mit der Matrix W5 kombiniert
werden, dafiir schreibe ich dann & (was auch durch W3 = id gerechtfertigt ist).
Damit erhalte fiir die Basis (P, Ry, Ry, R3) = BY folgende Tabelle. In den beiden
ersten Spalten stehen dabei die Elemente W der Weylgruppe W3 und das Bild der
Basis unter diesem Element. In der letzten Spalte halte ich noch fest, welcher der
Basen BZQ 'O dieses Bild entspricht.

W € Ws W(BY) W(BY) ~?
id (P, Ry, Ry, R3) BS
(123) | (P,Rs,Ryi,Ry) BY
(321) | (P, Ry, Rs, Ry) Bg
(12) | (P,R2,R1,Rs) B;
(23) | (P,Ry,R3, Ry) Bg
(31) (P R3, Ry, Ry) Bs
id (P RllaRIZa ’) BY
(123) | (P, RS, R, RY) B
(321) | (P, Ry, ' RY)) BY
(12) (P, ' ' Ry) By
@ ( R3’R/) Bg)
(31) (P',Rg,Rg,R') BY

wobei (P’, R}, R}, R;) = (P, R1, Ra, R3) - Wh ist, das heifit,

P'=2P—R —Ry—Rs R,=P—R;—Rs
R, =P—Ry— Ry Ry=P—R, — Ry

Mit diesen Uberlegungen komme ich nun zu folgendem Lemma:

SATZ 4.14. Auf dPs und dP; = TV(—1,—1,-1,0,0) = TV(¥) sind alle tori-

schen Systeme konstruierbar.
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ABBILDUNG 16. Torische Fliche vom Picardrang 3.

BeEWwEIS. Es geniigt die Aussage fiir dPs zu zeigen (ein torisches System auf
dPs, welches nicht konstruierbar ist, behiilt diese Eigenschaft(en) bei einer Aug-
mentation zu einem torischen System auf dPs, siche Lemma 3.33). Sei also A ein
torisches System auf dPs. Mittels Gale-Dualitit (siche Abschnitt 7.1) kénnen wir
zu A eine torische Varietit Y = TV(A) assoziieren. Nach Lemma 3.37 gibt es ein
konstruierbares, torisches System Ay auf dPs mit TV(Ay) = TV(A). Nun besagt
Gale-Dualitéit, dafl sich A und Ay nur durch einen Gitterautomorphismus unter-
scheiden, der wegen TV (Ay) = TV(A) und > Ay; = Kgp, = Y .A; Schuittpro-
dukt und kanonischen Divisor erhélt. Aufgrund der vorangegangenen Berechnungen
kennen wir alle K-Isometrien und wissen, dafl nur konstruierbare, torische Systeme
auftreten konnen. O

LEMMA 4.15. Sei X eine torische Fliche vom Picardrang 3 bzw. 4. Dann kann
X aus dP; bzw. dPs durch sukzessives T-Degenerieren gewonnen werden.

BEWEIS. Nach Proposition 2.20 ist X schon durch eine Kette von T-Degene-
rationen und T-Deformationen mit einer der beiden del Pezzo Fldchen verbunden.
Hier zeigen wir, dal T-Degenerationen ausreichen.

In Proposition 2.18 sind gewissen 7T-Deformationen iiber die Schnittzahlen be-
schrieben worden. Ich werde diese Proposition sowie die dortige Notationen hier
verwenden.

Jede torische Fliche X vom Picardrand 3 kann durch Aufblasen aus einer
Hirzebruchfliche gewonnen werden. Mit Lemma 1.23 folgt daraus, dafl

X, :=TV(r,—1,-1,—r —1,0) fir ein r > 0

ist, siehe Abbildung 16.

Fiir die T-Deformationen aus Proposition 2.18 wird eine positive Selbstschnitt-
zahl a; = r vorausgesetzt, sei also » > 0. Nebenbei bemerkt ist X fiir r = 0
gerade dP;. Fiir den Strahl vy = (0,1) gilt —v1 = vy, also ist die Zahl v =
(=14+3) 4+ (—1+3) — 3 =1. Damit gibt es eine T-Deformation

Xy~ X129 =TV(r—1-2a,-1,-1,—7+2,0) fiir 0 < a <.

Fiir ungerades r wéhlen wir a@ = % (ist < 0 wegen r > 0) und erhalten so
Xo=TV(0,-1,-1,-1,0) = dPs. Fiir gerades r wihlen wir & ="/5 und erhalten
ebenfalls X_; = TV(-1,—-1,-1,0,0) = dP;.

Beide Fille zusammengenommen bedeuten, dafl wir dP; zu jeder torischen

Flache X, vom Picardrang 3 degenerieren kénnen.



10. ALLE EXZEPTIONELLEN FOLGEN SIND IM FALLE p = 3,4 KONSTRUIERBAR 51

Sei nun X eine torische Fldche vom Picardrang 4. Dann entsteht X durch
Aufblasen einer torischen Fliche TV(r,—1,—1, —r—1,0) mit » > 0. Hier spielt der
Ort der Aufblasung eine Rolle, sodafl wir drei verschiedene Familien erhalten:

Durch Ausblasen zwischen viertem und fiinftem Strahl bzw. zwischen fiinftem
und erstem Strahl erhalten wir die Familie

XA=TV(r—1,-1,-1,—r—1,—1,—1) fiir r > 0.
Fiir 7 > 1 und mit v = 1 ergeben sich die Deformationen
XA XA L =TV(r —2—2a,-1,-1, -7+ 20, —1,-1) fir 0 < o <7 — 1.

Fiir beliebiges r gelangen wir also durch sukzessives Deformieren zu Xg' = dPs.
Durch Aufblasen zwischen erstem und zweitem Strahl bzw. zwischen drittem
und viertem Strahl erhalten wir die Familie

XB=1TV(r—-1,-1,-2,—-1,—r—1,0) fiir r > 0.

Um im Sinne von Proposition 2.18 zu deformieren, mufl » > 1 sein. Die einander
gegeniiberliegenden Strahlen sind v; und vs. Damit ist v = 2. Also kénnen wir

XB o XB, , =TV(r—3-2a,—-1,-2,-1,—r+1+420a,0) fir 0 <a<r—1

deformieren. Somit kénnen wir stets fiir r > 1 stets von X” zu X2 , deformieren.
Fiir gerades r gelangen wir dann schlufiendlich zu X = X{!. Fiir ungerades r
hingegen endet diese Degenerationskette bei X,

Durch Aufblasen zwischen zweitem und drittem Strahl erhalten wir die Familie

XC =TV(r,—2,-1,-2,—r —1,0) fiir > 0.
Fiir » > 0 erhalten wir, da v = 1 ist, T-Deformationen
XC s X L =TV(r —1—-2a,-2,—1,-2, -1+ 2a,0) fir 0 < o < 7.

Damit gelangen wir nach endlich vielen Deformationen von ij zu Xg = XP5.
Nun bleibt zu zeigen, da8 dPs = X' zu X und X§ degeneriert werden kann.

Das kann mittels T-Degeneration folgendermafien geschehen: dPgeXP X ¢, fiir

die Degenerationsdiagramme siehe Abbildung 17. O

BEMERKUNG 4.16. Die Deformation X ~-+ Y die in Proposition 2.18 konstru-
iert und hier ausgiebig verwendet wurde, induziert wie jede T-Degeneration einen
Isomorphismus  : Pic(Y') — Pic(X) der Picardgruppen.

In dem Lemma sind die Deformationen von jener Form, dafl die einander ge-
geniiberliegenden Strahlen, wie sie in Proposition 2.18 bené6tigt werden, gerade zu
jenen Divisoren gehoren, deren Selbstschnittzahl mit dem Parameter r variiert.

Auflerdem entsprechen diese Divisoren im Degenerationsdiagramm genau jenen
beiden Punkten, von denen mehrere Kanten ausgehen. Damit gilt aber insbesondere
fiir exzeptionelle Divisoren, die nicht diesen beiden Punkten entsprechen, daf} sie
vermoge w wieder auf einen exzeptionellen Divisor abgebildet werden.

Abschliefend mo6chte ich noch darauf hinweisen, dafl diese beiden speziellen
Punkte nur fiir ausgewéahlte Werte von r einem exzeptionellem Divisor entsprechen
konnen.
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ABBILDUNG 17. Die T-Degenerationen von dPs = X' zu X und
weiter zu X .

generische Anzahl Ausnahmen
exzeptioneller Divisoren

XA 4 6 (fir r =0)

XB 2 4 (fiir r =0)

x¢ 1 2 (fir r =0)

Im folgenden mochte ich untersuchen, ob nun alle exzeptionellen, torischen
Systeme konstruierbar sind. Es wird sich herausstellen, dafl dies nur fiir kleine
Picardréange gilt, aber in diesen Féllen kénnen wir diesen Sachverhalt recht leicht
untersuchen.

Zunéchst 148t sich diese Untersuchung auf die Frage reduzieren, ob ein exzep-
tioneller Divisor unter Degeneration ein exzeptioneller Divisor bleibt. Ich werde
zunéchst diese Reduktion erldutern.

Auf dP; und dPs wissen wir nach Satz 4.14, daf§ alle torischen Systeme auf
diesen del Pezzo Flichen konstruierbar sind. Nun kénnen wir mittels (eventuell
mehreren hintereinandergeschalteten) T-Degenerationen von diesen Flichen zu al-
len anderen torischen Flidchen gelangen, wie in Lemma 4.15 gezeigt wurde.

Sei XY eine dieser T-Degenerationen und A ein konstruierbares, torisches
System auf X. Sei Ex der exzeptionelle Divisor auf X, mit welchem augmentiert
wurde. Das Bild von Ex unter @ : Pic(X) — Pic(Y') kann nun entweder wieder ein
exzeptioneller Divisor Fy sein oder eben nicht.

Falls die Degeneration abgeblasen werden kann, dann ist w(Ex) = Ey. Ich
mochte nun zeigen, daff damit w(A) als die Augmentierung eines torischen Systems
auf Y mittels des exzeptionellen Divisors Ey geschrieben werden kann. Zunéchst
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(hier: » = 1)

dP;

1o
0 71 7

ABBILDUNG 18. Eine T-Degeneration von dP; zu Xo,.

schreiben wir w(.A) in der Form
(. .. ,W(Ai_l) W(A) - Ey, Ey,w(AH_l) - Ey, w(Ai_,_Q) .. )

Es ist zu zeigen, dal w(A;) zuriickgezogene Divisoren von Pic(Y") sind. Nun kann
itber den Riickzug Plc(Y” ) als Unterraum von Pic(Y") aufgefafit werden, dieser Un-
terraum ist gerade das orthogonale Komplement von Ey beziiglich der Schnittpaa-
rung. Da w die Schnittpaarung erhilt, ist w(Pic(X")) = Pic(Y"). Also impliziert
die Konstruierbarkeit von A die selbe Eigenschaft fiir ww(A).

Jetzt betrachte ich den Fall, dafi w(Ex) kein exzeptioneller Divisor ist. Nach
Bemerkung 4.16 kann das nur unter ganz speziellen Umstédnden eintreten. Damit
kann aber die Degeneration auch nicht abgeblasen werden und es ist zunéchst un-
klar, ob w(A) konstruierbar ist, sodaf} eine genauere Untersuchung lohnend ist.

10.1. Konstruierbare, torische Systeme fiir Picardrang 3.

THEOREM 4.17. Sei X eine torische Fliche vom Picardrang 3. Dann sind alle
exzeptionellen Folgen auf X konstruierbar.

BEWEIS. Eine torische Fliche vom Picardrang 3 kann stets mittels der Schnitt-
zahlen als X, = TV(—1,—1,—r —1,0,r) fiir ein r > 0 geschrieben werden.

Bereits in Lemma 4.15 wurde gezeigt, dafl von dP; mittels T-Degeneration je-
de Flache X, erreicht werden kann. Nun werde ich diese Degenerationen genauer
betrachten, um eine genaue Beschreibung vom induzierten Isomorphismus der Pi-
cardgruppen zu erhalten. Anschlieflend kann ich damit das Verhalten der torischen
Systeme unter Degeneration untersuchen.

Zunéchst betrachte ich die Beschreibung von dP; mittels des Multidivisors zu
w = [r,1] mit r > 0, dieser besteht aus den Unterteilungen U, = U (0, T}rl,l/ ) und
U_. =U(- /T,O Fiir diese Unterteilung ist ein Degenerationsdiagramm mdglich
(ist fir r > 1 sogar emdeutlg) welche die Degeneration zur torischen Flache zur
Unterteilung U(—1/,.,0, = - +1’ /T) beschreibt. Diese Fliche hat die Strahlen

(0,£1), (1,7 +1),(1,7) und (—1,7).

Nach dem Basiswechsel e; — e1 + res und ez — e 148t sich diese F}'a'uche leichter
als Xo, erkennen. Ich habe die dieser Berechnung zugrundeliegenden Uberlegungen
in Abbildung 18 festgehalten.
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ABBILDUNG 19. Eine T-Degeneration von dP; zu Xo,._1.

Auf dP; = X gibt es drei exzeptionelle Divisoren DY, D und Dj. Aufgrund des
Degenerationsdiagramms ist (DY) = D2" wieder ein exzeptioneller Divisor fiir i =
1,2 und die Degeneration kann abgeblasen werden. Fiir den dritten exzeptionellen
Divisor ist w(DJ) = D3" + rD3", welcher auf X, kein exzeptioneller Divisor ist.

Als néchstes betrachte ich den Multidivisor zu v = [—r,1] mit » > 1. Hier
besteht der Multidivisor aus den Unterteilungen U, = U(—'/,,0) und U~ =
U(O,l/T, T—il) Analog zu vorhin ergibt sich die Degeneration zur Fliche Xo,._1,
siehe Abbildung 19.

Fiir die Divisoren DY fiir i = 1,2 148t sich die Degeneration wiederum abblasen.
Der Divisor D wird diesmal auf w(DY) = D3 + rDy + (r — 1)D; = D abgebildet.

Es fehlt noch eine Degeneration, nimlich dP;« X7, welche wir iiber u = [—1, 1]
erreichen. Dieser Fall ist weitgehend analog zum vorigen Fall, nur dal U_ = U(0, 1)
und ms = e ist. Auch in diesem Fall ist (DY) = D} + D3 = D kein exzeptioneller
Divisor. o

Auf dP; gibt es zwei gute Basen der Picardgruppe: B; = (P, R}, R}) fiir
j =1,2. Es gibt zwei K-Isometrien der Picardgruppe Pic(dP7). Das ist zum einen
die Identitdt und der andere Automorphismus vertauscht die beiden guten Basen.
Da w : Pic(dP;) — Pic(X,) ein Isomorphismus ist, der auch Schnittprodukt und
kanonischen Divisor erhiilt, sind w(B;) = (w(P),w(R}), w(R})) mit j = 1,2 gute
Basen von Pic(X,).

Nun ist @(R}) wieder ein exzeptioneller Divisor auf X,., soda$ ein torisches Sy-
stem auf d P, das beziiglich R} augmentiert wurde, unter « auf ein konstruierbares,
torisches System auf X, abgebildet wird. Allerdings ist ww(R3) kein exzeptioneller
Divisor auf X, mit r > 0, wie im vorigen gezeigt wurde.

Ich werde nun zeigen, daf jene torischen Systeme auf dP;, welche beziiglich
R3 augmentiert wurden, unter @ auf torische Syteme abgebildet werden, die nicht
exzeptionell sind (bzw. mit torischen Systemen, die beziiglich R augmentiert wur-
den, iibereinstimmen). Dafiir betrachte ich die (konstruierbaren) torischen Systeme
auf dP;. Diese entstehen durch Augmentation eines torischen Systems A; = A;;
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auf F; (siehe Proposition 3.25), das heifit, sie sind von folgender Form:

Aug, A (i) = (P = R — R}, R}, (i + 1)P — iR — R}, P — Ry, —iP + (i + 1))

Aug, A (i) = (P — R}, (i + 1)P — iR} — R}, R,,P — R| — R}, —iP + (i + 1)R]) =
= (Aug; A7 (i))[1]

Augy A7 (i) = (P — Ry, (i + 1)P —iR{, P — Ry — Ry, R}, —iP + (i + 1)R] — RY)
= Aug, A (=i —1)[2] _ _ o

Aug, A(i)= (P - R| — R),(i+1)P —iR],P — R],—iP + (i+ 1)R]| — R}, R)) =

= (Aug, A (=i —1))[1]

Nun betrachte ich das Bild dieser torischen Systeme unter w fiir j = 2. Sei

A;j(i) =

w(Aug, A’(i)). Nach Bemerkung 3.13 ist ein solches torisches System

exzeptionell, falls H'(Zj r—Aj) =0firl <k <! < nist. In jedem dieser

torischen Systeme kommt als Zj:k
EY =

und

EY = —(i+2)w(P)+ (i+ 1)w

Vvor.

—A; stets

3
—(i 4+ 1)@ (P) + iw(R?) + w(R}) = Z (Az(i

Jj=

D=3

j=2

In folgender Tabelle halte ich das Verhalten der Geradenbiindel unter den De-

generationen dPr;« X, und dP;e-Xo,._1 fest.

3)
Divisor T2 wWor—1
Dy D, D
D Do Dy
D3 D3+TD4 (T—l)D1+TD2+D3
Dy Dy Dy
D5 TDl + (T+1)D2+D3 D3+TD4
P2:D4+D3 D3+(T+1)D4 (T—l)D1+TD2+D3+D4
R2=D, Dy Ds
R%:Dg D3+TD4 (T—l)D1+TD2+D3
EW iDy —iDs— i(1—7r)Dy +i(1 — r)Dy—
—(i(r+1) +1)Dy ~ —iDs — (i41)Dyg ~
~ 7ZD2 — Dg — (’LT + 1)D4 ~ 7’L'D3 — (ZT + 1)D4
ES (i +1)Dy — (i +2)D3— —(i+2)(r — 1)D1+
—(i+2)(r+1)Dy +(@+1—(i+2)r)Ds—
—(i14+2)D3 — (i +2)Dy ~
Dy — (i +2)D3 — ((i +2)r +1)Dy4

Nun ist HO(E@) = 0 fiir 7 < 0, da in diesem Fall der Divisor effektiv ist. Auf X,

mit r > 0 ist

Ky — B = (2, —Di) —
=—(i+2)Dy —
~ 7(2T+Z+2)D1 —

(D5 = 2rDy + (2r + 1)Ds)

(i+1)D1+ (i +2)D3 + (i +2)(r +1)Dy =
Dy+(i+1)Ds+ ((i +2)(r+1)—1)Dy — D5 ~
(27" + 2)D2 + iDg + (iT + ) + 2r + 1)D4.
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Dair+i+2r+12>2r+i+2und > 2r 4+ 2 fir ¢ > 0 ist, zeigt sich unter
Verwendung der Relation Dy = D; + D, dafl dieser Divisor effektiv ist. Somit ist
mit Serre-Dualitit H2(ESY) # 0 fiir i > 0.

Auf Xo,_1 mit r > 0 ist

Kory — E) = (3, —Di) — D1 + (i + 2)Ds + ((i + 2)r + 1)Dy =
= —2D1 — D2 + (’L + 1)D3 —|— (’L + 2)T'D4 — D5 ~
(Ds=@r-0)D;+20;) ~ —(2r+1)D1 — (2r + 1)Dg + (i + 1) D3 + (i 4+ 2)rDjy.

Wegen (i + 2)r = ir +2r > 2r + 1 fiir i > 0 gilt analog zu vorhin, dafl H? (Eéz)) #0
fiir ¢ > 0.

Somit sind die torischen Systeme A5(7) fiir 4 # 0 nicht exzeptionell.

Fiir 4 = 0 ist die Situation anders. Fiir die beiden Basen gilt ja, da Rl = R3 =
D3 und R} = R? = D;. Damit ist das torische System A3 (0) nichts anderes als das
gespiegelte und verschobene torische System A3 (0), welches konstruierbar ist:

AQ(O) = (P - R% - R%,R%,P - R%aP - R%aR%) =
= (P - R% - R%aR%aP - RLP - R%aR%) = _('Al(o)[l])
Damit ist jedes exzeptionelle, torische System auf X auch konstruierbar. ([
BEMERKUNG 4.18. In (3) wurde eine Basis (P?, R?, R3) von Pic X, mit r >

0 festgehalten, die allerdings nicht gut ist. Die gute Basis kommt gerade durch
Vertauschen von R? und R3 zustande, das heifit

| X27‘ | X27‘+1
P D3+(T+1)D4 TD1+(7’+1)D2+D3+D4
Ry | Dy Dy
R2 D3+TD4 TD1+(7’+1)D2+D3

ist die gute Basis einer torischen Fldche vom Picardrang 3, die nicht isomorph zu
dPs ist.

10.2. Konstruierbare, torische Systeme fiir Picardrang 4. Das Ziel die-
ses Abschnitts ist der Beweis von

THEOREM 4.19. Sei X eine torische Fliche vom Picardrang 4. Dann sind alle
exzeptionellen Folgen auf X konstruierbar.

Das Degenerationsverhalten. Wie schon im Beweis von Lemma 4.15 festgestellt
wurde, konnen Flichen vom Picardrang 4 in drei Familien aufgeteilt werden. Da sich
diese drei Familien im Zuge der Degenerationen iiberschneiden, nehme ich hier eine
Umnumierung vor, damit die Divisorenbezeichnungen konsistent bleiben (r > 0):

Dy Dy D3 Dy Ds Dg
XA =TV( -1, -1, —r—1, —1, -1, r—1)
XB=TV( r—1, -1, -2, -1, —r—-1, 0 )
XC =TV( 0, —r—1, -2, —1, -2, ro)
Die zugehorigen Strahlen zu drei wichtigen Flichen:

(% (%) V3 V4 Vs V6
dPs = Xg': (1,00  (1,1)
XEP=x#: (1,0 (1,1)
X§=xEf: (0,-1) (1,0
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Exzeptionelle Divisoren

dPs :X(;‘ 6
B
XéB :Xf‘WXfle«»Xfw 4
7 .
wawXQB Xg:XleXBBw 2
-
s X§ s X§ s XE 1

ABBILDUNG  20. Mogliche T-Degenerationen von torischen
Fléachen mit Picardrang 4.

Desweiteren wurden dort mogliche T-Degenerationen zwischen diesen Fldchen an-
hand der Schnittzahlen bestimmt. Das Ergebnis dieser Uberlegungen fasse ich in
Abbildung 20 zusammen. Im vorigen Abschnitt zum Picardrang 3 wurde schon fest-
gestellt, dafl besonders T-Degenerationen zwischen torischen Flachen problematisch
sind, wo sich die Anzahl der moglichen Abblasungsorte dndert. Deswegen sind die
Flidchen in Abbildung 20 nach dieser Anzahl sortiert.

Nach Bemerkung 4.16 reicht es, jene Degenerationen zu betrachten, wo sich
die Anzahl der exzeptionellen Divisoren dndert. Davon gibt es vier, welche auch in
Abbildung 21 festgehalten sind:

Degeneration  Anderung der Anzahl

I) dPee~X{* =XP 6>4
1) XPeXP=X§ 4>2
(1 XxB~x5 4>2
Iv) X§eXx¢ 2>1

Ich werde das Verhalten der torischen Systeme unter diesen Degenerationen un-
tersuchen. Dafiir betrachte ich nun die torischen Systeme auf Fldchen vom Picard-
rang 4 genauer.

Torische Systeme und gute Basen. Auf einer Fliche vom Picardrang 3 gibt es
beziiglich einer gegebenen guten Basis P, Ry, R2 der Picardgruppe nur ein torisches
System:

A®) = (P—Ry — Ry, Rs,(i+1)P — iRy — Ry, P — Ry, —iP + (i + 1)Ry)

Dieses System konnen wir an fiinf verschiedenen Stellen augmentieren und erhal-
ten beziiglich einer guten Basis P, Ry, Ra, R3 der Picardgruppe einer Fliche vom
Picardrang 4:

—(P—Ry—Ry— Ry, Ry, Ry — Rs, (i + 1)P — iRy — Ry, P — Ry, —iP + (i )
(4> =(P—Ry— Ry, Ry — Ry, Rs, (i+1)P — iRy — Ry — R3, P — Ry, —iP + (i + 1)31)
—(P—Ry— Ry, Ry, (i+1)P — iRy — Ry — Ry, R, P — Ry — R3,—iP + (i+ 1)Ry)
—(P—Ry— Ry, Ry, (i +1)P — iRy — Ry, P — Ry — R3, Rs, —iP + (i + 1)R; — Rs)
= ( )

<4> P—R — RQ—Rg,RQ,(iH)P—iRl—RQ,P—Rl,—iP+(z'+1)R1—Rg,Rg
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u = [0, 1]
@ L J
u = [1,0]
Ds D, Dy D,
0 1 -1 0
dPg e p: D e ® N D @ Xég
° o -1 0
D; D D, D,
D, Ds D, D, Ds D,
-1 0 1 -2 -1 0
— o o ——eo —0o —————
X oo D@ o ne XP
M o
Dy Dy
(a) Degeneration (I): dPsX{1 (b) Degeneration (I): X§ X
u: /
Ds Dy Dy Ds Ds Da
0o 3 1 0 1 2
>
X(? D, @ D; @ XOC
e 0 t 0
Dg Dy D, D2
D Ds Dy Dy D, D, Ds Dy
-1 0o 31 -1 0 1
———o—o—oo— 00—
XQB D, @ b; @ X1C
M o
Dy Ds
(¢) Degeneration (III): XF X5 (d) Degeneration (IV): X§ «X¢

ABBILDUNG 21. Die T-Degenerationen (I) - (IV).
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Desweiteren sind noch die méglichen guten Basen von dPs, X und Xg wichtig.
Wie schon in (2) festgestellt wurde, gibt es auf dPs die Basen

BY = (P, R1, Rz, R3) = (D + Djs1 + Djra, Djs2, Dj, D)

und BY = (P, Ry, Ry, Rs), wobei j GZ/GZZ {1,...,6} ist.

Mit Bemerkung 4.18 konnen wir auch die guten Basen von X und X§' be-
stimmen.

Auf XP = TV(-1,-1,-2,—1,-1,0) kann durch Abblasen von Dy oder Dy zu
dP; abgeblasen werden. Durch Abblasen von der Divisoren D; bzw. Dy erhalten
wir TV(0,—-2,—1,—1,—1,1) bzw. isomorphe Fliche TV(—1,—-1,—-2,0,1). Im fol-
genden werden jene guten Basen, die durch Abblasen von D, entstehen, nicht von
Bedeutung sein, sodaf ich sie hier nicht weiter betrachte. Zunéchst zum Abblasen
von Dj. Aus (1) sind die guten Basen auf dP; bekannt. Daraus ergeben sich die
beiden, guten Basen

(Ds + Dg, D5, Dy + D3, D3) und (D5 + Dg, D2 + D3, D5, Da).

Durch Abblasen von D bzw. Ds erhalten wir mit Bemerkung 4.18 die beiden,
guten Basen

(D1+ Do+ D3+ Dy, D3+ Dy, Dy, D1) und (D2 + D3+ Dy + D5, Do + D3, D3, Ds).

Auf X§ = TV(0,—1,-2,—1,—2,0) wird nur die gute Basis die durch Abblasen
von Dy interessant sein, was die Fliche TV(1, —1,—1,—2,0) zur Folge hat. Damit
erhalten wir die gute Basis

(Ds+ D5+ D¢, Dy + Ds, Dy, D>).

Nun haben wir genug Vorarbeit geleistet, um die einzelnen Félle (I) - (IV) zu
betrachten.

Dabei werde ich weitgehend analog zum Fall von Picardrang 3 vorgehen. In-
teressant sind dabei jene Fille, wo unter der Abbildung w der Picardgruppen ein
exzeptioneller Divisor nicht wieder auf einen exzeptionellen Divisor abgebildet wird.
Damit kann ndmlich die Degeneration nicht abgeblasen werden.

Die Erwartung ist, daB in diesen Féllen das torische System w(.A) nicht exzep-
tionell ist, welche in einer Vielzahl der Falle auch erfiillt wird. Allerdings kommt es
durchaus vor, dafl @(.A) exzeptionell ist. Es bedarf dann des Nachweises, dafl w(.A)
in diesem Fall beziiglich eines anderen exzeptionellen Divisors augmentiert ist. Zwar
ist dieser Nachweis auch héndisch moglich, aber die grofle Zahl der zu untersuchen-
den Fille wird durch einen Rechner wesentlich erleichtert. Fiir den Nachweis habe
ich ein Skript fiir Maple [MGH™05] geschrieben, das im Appendix A.1 beschrieben
und festgehalten ist.

(I) Die Degeneration von dPs = X&' 2u Xi{'. Die T-Degeneration von dPs =
X64 u X{ = X & habe ich in der Abbildung 21(a) festgehalten. Diese Degeneration
induziert folgende Abbildung w auf Divisoren-Niveau:

D1 — Dl D4 — D5
DQ — D2 D5 — D4
D3’—)D3+D4 DG’—)D3+D2
Dabei werden von den sechs exzeptionellen Divisoren auf dPs die vier Divisoren

Dy, D5, Dy und D5 wieder auf einen exzeptionellen Divisor abgebildet. Da die Punk-
te im Degenerationsgraphen, die diesen Divisoren entsprechen, Grad eins haben (nur
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Gitterpunkte diirfen hoheren Grad haben), kann die Degeneration in diesem Fall
abgeblasen werden.

Die Divisoren D3 und Dg werden allerdings nicht auf einen exzeptionellen Divi-
sor abgebildet. Ich werde nun das Bild eines torischen Systems, das beziiglich dieser
Divisoren augmentiert wurde, genauer untersuchen. Es kommt Dj in B? ‘O und Dy
in BéD O vor.

Damit ein torisches System A exzeptionell ist, miissen die Kohomologien von
H*(—>_ A;) verschwinden. Ich brauche im folgenden nicht alle Divisoren der Form
— > A; zu untersuchen, ich kann mich auf die folgenden beschrinken.

A A2 As Ay As
1 1 3
Elz(fifl)P+iR1+R3 Z*Al Z*Al Z*Al
1=3 =2 =2 3 3
FEs = (—’i — I)P + 1R — A; — A;
i=2 i=2
5 5 4
E;=(-i—-2)P+(i+1)Ri1 + R> — Ay — A Z*Ai
i=4 i=3 i=1
5
Ei=(—i—3)P+ (i+2)Ri + R> > - A
i=1 5
EinP—(i+1)R1+R3 —A;
3 2 =5
Es=—R2+ R3 —A; — A
i=3 i=2

Ich betrachte zuerst die Bilder von E; beziiglich der beiden Basen B? O mit
Ds. Die Elemente E; sind hier nur Koeffizienten, sobald ich eine der beiden Basen
gewdhlt habe, schreibe ich fiir den entsprechenden Divisor ElO oder EZO (K =
—3P + Ry + Rs + R3) Zunichst ist das Bild dieser Basen unter w
BY = (D3+2Dy+Ds, D1, Dy, D3+Dy) bzw. BS = (D3+2D4+Ds, Dy, D1, D3+Dy).

Damit sind die Divisoren E; von der Form:

D @(D°) w(D®)

K D1 —2D3 — 4Dy —3D5 ~ > —D;

E —iD3 — (i4+1)Ds— (1 + 1) D5

E, —(i+1)D3— (i +2)Ds — (i+1)Ds

E3 Dy —(i+2)D3s— (i +3)Ds— (i +2)Ds
K —E3 iDs+ (i —1)Dy + (1 — 1) D;

E, Dy — (i+3)D3 — (i +4)Dy — (i + 3) D5
K—FE, (it +1)Ds+iDy +iDs3

E;y (it +1)Ds+iDy +iDs3

Eg Ds

Damit ist w(ES) stets effektiv, was zur Folge hat, daB sowohl A; als auch A,
nicht exzeptionell sind. Es bleibt noch As, A4 und As zu klédren, diese sind aber
konstruierbar.

Beziiglich Basis w(BY) ist w(EY) fiir i < 0 effektiv und w(ES) fiir i < —1.
Das Serre-Dual von w(ES) ist fiir i > 0 effektiv, sowie von w(E{) fiir i > —1.
SchluBendlich ist w(ES) fiir i > —1 effektiv. Zusammengenommen sind A;, A und
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Ag fiir i # 0 nicht exzeptionell, sowie A4 und As; fiir ¢ # —1. In diesen Spezialfillen
sind diese torischen Systeme konstruierbar.
Nun zu den Bildern der E; beziiglich der Basis BS’O mit Dg. Das Bild dieser
Basen unter w ist
BY = (D + Dy + Dy + Ds, Ds, Dy, Dy + Ds)
baw. BY = (Dy + D3 + Dy + Ds, Dy, D5, Dy + D).

Damit sind die E; von der Gestalt:

D w(D®) w(D°)

K —Dy —2D3 — 3Dy — 2Ds5

E, —Dy— (i+1)D3s— (i+1)Dy— (i4+1)Ds

E3 —Dy— (1 +2)D3 — (i+2)Dy— (i4+1)Ds
K — F;4 iD3+ (i — 1)Dy + (i — 1) D5

Ey —Dy — (i +3)D3 — (i +3)Dsy — (i 4+ 2)Ds
K —Ey4 (t4+1)Ds +iDy +iDs

E; (t4+1)Ds +iDy +iDs

Eg Ds

Es sind hier genau dieselben Werte fiir ¢, fiir welche diese Divisoren bzw. deren
Serre-Dual effektiv sind, wie vorhin. In den restlichen Féllen sind die torischen
Systeme konstruierbar.

(II) Die Degenerationen von X 2u X£. Es gibt T-Degenerationen von X zu
XP = X§, wie ich sie in Abbildung 21(b) festgehalten habe. Fiir die Picardgruppen
ergibt sich folgende Abbildung

Dl’—)DQ D4’—)D4
DQ’—)D3+D4 D5’—)D2+D3
D3’—)D5 DG’—)Dl

Auf Xég sind die Divisoren D1, Dy, D4 und D35 exzeptionelle Divisoren. Zwar bleiben
Dy und Dy unter dieser Abbildung exzeptionell (werden auf die exzeptionellen
Divisoren Dy und Dy abgebildet), das trifft allerdings nicht auf Ds und Ds zu.
Das Abblasen beziiglich Dy fithrt zu TV (). Damit gibt es zwei Basen auf X7,

deren letztes Element Dy ist. Die Bilder dieser Basen unter @ : Pic(X#) — Pic(X})
sind

Bl = (Dl + D2 + D3, D2 + D3, Dg + D4 + D5, Dg + D4) bZW.

By = (D1 + Do + D3, D3 + Dy + Ds, Dy + D3, D3 + Dy).
In den torischen Systemen .4; und As kommt stets P — Ry — Ry — R3 vor. Beziiglich
dieser beiden Basen, zeigt sich, dal E = —(P—R;— Ry — R3) = —D1+2D3+2D,+
Ds effektiv ist (D1 ~ Ds + 2Dy + D5) und damit A4; und As nicht exzeptionell.
Die torischen Systeme Az, A4 und Aj sind allesamt konstruierbar.

Das Abblasen von Dj fiithrt zu TV(—1,—1,—2,0,1). Dort gibt es nur eine gute
Basis, die unter w zu

B = (D3 +2D3 + 2Dy + Ds, D3 + Dy + Ds, D3 + Dy, Dy + D3)

abgebildet wird. Auch hier ist E = —(P — Ry — R2 — R3) = D3 effektiv und damit
A1 und Ajs exzeptionell. Die torischen Systeme As, A4 und As sind konstruierbar.
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(III) Die Degenerationen von X 2u X . Die T-Degeneration von XF zu X£
ist in Abbildung 21(c) festgehalten. Die entsprechende Abbildung von Divisoren ist
somit:

D1I—>D3+2D4+D5 D4}—)D4
Dy +— Do D5 — D5 + Dg
Dgi—>D3 DG’—)D(;

Hier werden wieder die exzeptionellen Divisoren Dy und Dy auf exzeptionelle Divi-
soren abgebildet, die exzeptionellen Divisoren D; und D5 hingegen nicht.

Das Abblasen beziiglich D; fiithrt zu TV(—1,—1,—-2,0, 1), damit gibt es eine
gute Basis, die als letztes Element D; hat. Das Bild dieser Basis unter w ist

By = (D2 +2D3+ 3Dy + Ds,Ds + Dy, Dy, D3 + 2Dy + Ds).

Auch das Abblasen beziiglich Dy fithrt zur selben Fliche, das entsprechende Bild
der Basis ist dann

By = (D3 + D3 + Dy + Ds + D¢, Dy + D3, Do, Ds + Dg).

Ich betrachte nun spezielle Divisoren, die als > —A; auftreten kénnen.

Aq Az As Ay As
5
E1:7(i+3)P+(7;+2)R1+R2 Z*Al
X i=1
Eo=—(i+1)P+iRi + R+ R > - A
=3

|
>

Eg:iP—(i+1)R1+R3

=5
3 2
Es=—Ry+ R3 Z*Ai Z*Az
1=3 i=2
3 3
Es=—(i+1)P+ iRy + Ra d—A > A
=3 i=3

|
=

~
Il
—

Fg = —(i+2)P+ (i+1)R1 + Ro
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Beziiglich dieser Basen B; und Bs ergibt sich dann unter Verwendung von Dy +

D3 + D4 ~ DGZ
Bl BQ
El *(Z + 3)D2 - (’L + 4)D37 7D3 — (’L + 3)D47
—(2i +6)Dy — (i +3)Ds —(i+3)D5 — (i +3)Ds
K —E; | iDy +1tD3+ —Dy — D3 +1iDy+

+(2i +1)Dy + (i + 1)Ds

E, —(i4+1)Dg — (i +1)D3—
—2iDy — iDs
E; iDy +iD3+

+(2i +1)Dy + (i +1)Ds

Es —(i+1)Dg — (i +2)D3—
(20 +2)D4 — (i +1)Ds

Es —(14+2)Dg — (i + 3)D3—

—(2i +4)Dy — (i +2) D5

(i—1)Dy + (i — 1) D3+
+(2i —1)D4 +iDs3

K — Eg

+(+1)Ds + (i+1)Dg ~
~(i+1)Ds+ (i +1)Ds +iDg
—D3 — (i +1)Dy —iD5 — iDg ~
~ Dy —iDy —iD5 — (i + 1) Dg
—Dgy — D3 + iDy+

+(i+1)Ds + (i+1)Dg ~
~(i+1)Ds+ (i +1)Ds +iDg
—Dy + D5 + Dg ~
~ D3+ D4+ Ds
—D3 — (i +1)Dy—

—(t+1)Ds — (i + 1)Dg ~
~ D2 - 'LD4 - (’L + 1)D5 — (’L + 2)D6
7D3 — (’L + 2)D4*

—(i+2)Ds — (i + 2)Dg
—Ds — D3+ (i —1)Dy+iDs +iDg ~
~iDy+1D5 + (i — 1) Dg

Nun ist Ej stets effektiv und damit A; und Ay nicht exzeptionell. Fiir ¢ > 0
ist K — E71 bzw. E3 effektiv, sowie fiir ¢ < 2 der Divisor E5. Also sind A4 bzw. As
fiir 4 # —1 nicht exzeptionell. Fiir i > 0 ist K — Eg bzw. fiir ¢ < 0 der Divisor F,
effektiv, damit ist fiir ¢ f) das torische System A3 nicht exzeptionell.

Das torische System Aj ist fiir ¢ = 0 bzw. die Systeme A4 und Aj sind fiir

i = —1 konstruierbar.

(IV) Die Degeneration von X§ zu XC'. Die T-Degeneration von X§ zu X¢ ist
in Abbildung 21(d) festgehalten. Fiir die Picardgruppen ergibt sich die Abbildung:

Dl’—)Dl

DQ’—)D2+D3+D4

D3’—)D5

D4I—>D4
D5P—>D3
D6I—>D1+D2

Von den beiden exzeptionellen Divisoren Dy und Dy bleibt hier nur D4 exzeptionell.
Durch das Abblasen von Dy wird aus X§ die Fliche TV(1,—1,—1,—2,0). Die
entsprechende gute Basis wird unter w zu

B = (D1 + Dy + D3+ Dy, D3 + Dy, Dy, Dy + D3 + Dy).

Hier sind die selben Divisoren FE1, ..

., Fg wie im vorigen Abschnitt wichtig, beziig-

lich der Basis B sind diese von der Gestalt (unter Benutzung von Dy ~ D3+ D5 +
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2D6)2
B
Ey —(t+3)D1 — (i +3)Dy — D3
K —Ey | iD1+ (i4+1)Dy
E, —(t+1)Dy —iDy + Dy
Es iD1 + (i + 1)Do
Ey Ds + Ds
Es —(t+1)D; — (i+1)Dy — D3 ~
~—(i+2)D1 — (i +1)Ds + D5 + 2Dg
Es —(t+2)D; — (i +2)Dy — D3
K —Es | (i —1)Dy +iDy

Diese Divisoren bzw. deren Serre-Dual ist fiir die selben Werte von ¢ effektiv, sodafl
A; und A stets nicht exzeptionell sind, sowie A3 fiir ¢ # 0 und Ay, As fiir i #£ —1
nicht exzeptionell sind.

Fiir i = 0 bzw. i = —1 sind A3z bzw. A4 und As konstruierbar.

11. Gegenbeispiel fiir p =5

Fiir Picardrang p = 5 steht uns nicht mehr dieselbe Technik wie vorhin zur
Verfiigung, da die entsprechende del Pezzo Fliche dPs nicht torisch ist (auch keine
rationale C*-Fliche).

Allerdings ist die Situation sogar ganz anders.

SATZ 4.20. Sei X jene torische Fliche, die durch einmaliges Aufblasen aus dPg
entsteht, das heifit,

X =TV(XK)=TV(-2,-1,-2,-1,-1,—-1,-1).
Dann existiert eine exzeptionelle Folge auf X, die nicht konstruierbar ist.

BEWEIS. Die Idee des Beweises ist es, die Bilder eines konstruierbaren, tori-
schen Systems auf X, beispielsweise dem torischen Standardsystem Ax, unter den
K-Tsometrien aus Beispiel 3.24 zu betrachten. Es wird sich dabei herausstellen, dafl
es unter diesen Bildern ein torischen System gibt, das zwar exzeptionell ist, aber
unter seinen Elementen keinen exzeptionellen Divisor aufweist, also nicht konstru-
ierbar ist.

Zunéchst lege ich eine Numerierung der Strahlen fest:

| Dy Dy D3 Dy Dy Dg Dy
D?| -2 -1 -2 -1 -1 -1 -1
U (0571) (1571) (150) (151) (071) (7150) (71571>
Als Basis von Pic(TV(K)) wihle ich zunichst die exzeptionellen Divisoren
DQ, D4, D57 DG und D7. Es ist

D1~D4+D5—D2—D7undD3~D6+D7—D2—D4.

Die Suche nach einem solchen torischen Systems unter Verwendung eines Rech-
ners [MGHT05] forderte folgendes System zu Tage:

A= (Dy — Dg,—Ds + D5 + Dg, Dy — D5, —D3 + Dy + 4D5 + 3D,
—Dy+ D¢+ D7,Dy+ D5 — D7, —Ds — 3D5 — 2Dg + D7)
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Der Wechsel zur Basis aus exzeptionellen Divisoren ergibt

A = (D2 — Dg,—D3 + D5 + D¢, Dy — D5, —D2 + Dy + 4D5 + 3D,
—Dy+ D+ D7,Ds+ Ds — D7, —Dy — 3D5 — 2D + D7)

Da sich nirgends ein exzeptioneller Divisor findet, kann A nicht durch Augmentation
zustande gekommen sein.

Es bleibt nun zu testen, ob dieses System dennoch exzeptionell ist. Es bedarf
also einer genaueren Untersuchung von H®(Y ;_, —A) fiir 1 <4 < j < 7, das sind
insgesamt 21 verschiedene Divisoren.

Fiir die Kohomologieberechnung greife ich auf die elektronische Hilfe eines
Rechners zuriick. Fiir die Berechnung verwende ich die in [HP06, 2.2] vorgestellte
Methode, die ich fiir Maple umgesetzt habe, sieche Appendix A.2. Damit ist dieses
torische System exzeptionell. [l






KAPITEL 5

Kawamata, Borisov, Chen und Smith

Eingangs mochte ich [BH09, Remark 5.3] in leicht abgewandelter Form zitieren:

[The results in this chapter have] been already settled in [Kaw06],
but we have treated it here nonetheless, to give a unified picture
of our approach.

Im Artikel [BCS05] wurde die Beschreibung torischer Varietdten iiber die
Cox-Konstruktion, wie sie in [CLS11, Kapitel 5] dargestellt ist, erweitert, um da-
mit auch torische Stacks zu beschreiben. Diese Verallgemeinerung ist insofern sehr
natiirlich, weil in ihrem Zuge nur zwei Bedingungen an den Fécher abgeschwécht
werden. Zum einen mufl NV kein Gitter mehr sein, sondern darf eine beliebig, end-
lich erzeugte, abelsche Gruppe sein. Zum anderen wurde in den fritheren Kapiteln
oft auf die primitiven Erzeuger der Strahlen zuriickgegriffen. Nach [BCS05] wer-
den diese Erzeuger auch als Datum begriffen und die Verallgemeinerung entsteht
dadurch, daf auf die Primitivitat verzichtet wird.

Dieses Kapitel stellt den Versuch eines Nachweises dar, ndmlich dafl diese
natiirliche Verallgemeinerung das Verstdndnis torischer Stacks erleichtert. Ich m6ch-
te dies anhand eines Auschnitts des Artikels [Kaw06] zeigen, wo mithilfe des
torischen MMPs eine volle, exzeptionelle Folge auf einer beliebigen, projektiven,
torischen Orbifaltigkeit konstruiert wird. Diese Konstruktion geschieht induktiv.
Zunéchst wird eine volle, exzeptionelle Folge auf einer solchen Orbifaltigkeit vom
Picardrang 1 hergeleitet. AnschlieBend kann diese Folge iiber die Untersuchung von
Mori-Faserung, divisorieller Kontraktion und Flip auf jede dieser torischen Orbifal-
tigkeiten ausgeweitet werden.

Ich werde hier den Induktionsbeginn der Orbifaltigkeit vom Picardrang 1 und
die Mori-Faserung vorstellen.

Wie schon das eingangs erwéhnte Zitat andeutet, stellt keines der Ergebnisse in
diesem Kapitel eine Neuigkeit dar. Meine Absicht ist es, zum einen ein wenig Wer-
bung fiir die Beschreibung torischer Stacks iiber die Cox-Konstruktion zu machen.
Diese Absicht ist mit der Hoffnung verbunden, da dadurch der Artikel [Kaw06)|
ein wenig zugénglicher wird.

Quellenangabe: Grundlagen sind der Artikel von Y. Kawamata: Derived Ca-
tegories of Toric Varieties [Kaw06], sowie alle Referenzen in diesem Artikel auf
weitere von Kawamata. Das Fundament fiir torische Stacks, wie ich sie hier verwen-
de, ist der Artikel von L. Borisov, L. Chen und G. Smith: The orbifold Chow ring of
toric Deligne-Mumford stacks [BCS05]. Fiir das allgemeine Verstéindnis empfehle
ich das Buchprojekt von K. Behrend, B. Conrad, D. Edidin, W. Fulton, B. Fante-
chi, L. Gottsche und A. Kresch: Algebraic Stacks. Fiir den Spezialfall des stacky,
quasi-gewichteten, projektiven Raums fand ich den Artikel von A. Canonaco: A
Beilinson-type theorem for coherent sheaves on weighted projective spaces [Can00]
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und besonders zur Kohomologieberechnung den Artikel von D. Baer: Tilting shea-
ves in representation theory of algebras [Bae88] und L. Borisov und Z. Hua: On
the conjecture of King for smooth toric Deligne-Mumford stacks [BHO09] hilfreich.

11.1. Uberblick: torische Stacks. Wie schon angedeutet wird die Verallge-
meinerung zu torischen Stacks durch den Ubergang zu einer allgemeinen, abelschen,
endlich erzeugten Gruppe (statt dem Gitter) und der Wahl von Strahlerzeugern er-
reicht. Diese Daten lassen sich folgendermafien zusammenfassen.

DEFINITION 5.1. Ein stacky Fdcher ist ein Tripel ¥ = (X, N, 8) mit

(1) endlich erzeugter, abelscher Gruppe N,

(2) vollstédndig und simplizialem Ficher ¥ in Ng = N ® Q,

(3) und B : Z*¥V) — N, wobei das Bild B(e,) unter der kanonischen Abbildung
N — Ny in p fiir jeden Strahl p € 3(1) liegt.

BEMERKUNG 5.2 (+ Konvention). Im folgenden werde ich mich auf den Fall,
daB N = Z" ein Gitter ist, beschrinken, da ich die volle Allgemeinheit dieser
Konstruktion nicht benttige. Denn im Falle einer allgemeineren Gruppe N lassen
sich Stacks beschreiben, deren allgemeiner Punkt eine nicht-triviale Standgruppe
aufweist. Das fithrt beispielsweise zu einer recht kompakten Beschreibung des Mo-
dulstacks elliptischer Kurven, sieche [BCS05, Beispiel 3.5].

Die Abbildung £ soll als Wahl eines Erzeugers in N fiir die Strahlen des Féchers
Y, betrachtet werden. Der Fall torischer Varietdten kann dann als Spezialfall die-
ser Stacks betrachtet werden, wenn die primitiven Erzeuger der Strahlen gew&hlt
werden.

Bevor ich auf die Konstruktion nach [BCS05] eingehe, mochte ich die klassische
Cox-Konstruktion kurz wiederholen. Fiir Details verweise ich auf [CLS11, Kapitel
5].

Torische Varietiten als Quotient. Eine torische Varietit X = X (X) zu einem
vollstandigen, simplizialen Féacher kann als ein guter Quotient

x(2) =T\

geschrieben werden. Dabei soll C¥(1) heifen, daB es zu jedem Strahl p € X(1) eine
Kopie von C = Spec k[z,] gibt. Mit diesen Koordinaten kann Z als das so-genannte
irrelevante Ideal V(I) geschrieben werden, wobei I ein monomiales Ideal ist, das
von den Monomen

x(o) = H z, firc € ¥
pFo

erzeugt wird. Da wir den Fécher als vollsténdig annehmen, reichen bereits jene Mo-
nome z (o), fiir die der Kegel o € 3(n) volldimensional ist. Da I ein Monomialideal
ist, kann Z als Vereinigung von Koordinaten-Unterrdumen geschrieben werden.

Die Gruppe G und ihre Wirkung auf C*™) \ Z erhalten wir folgendermaBen.
Zunéchst betrachten wir eine der wichtigen, exakten Sequenzen der torischen Geo-
metrie:

(4) 0—+M— @ z-D,— CIX) —0.
pEX(L)
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Auf diese Sequenz wende ich den Funktor Homgz(—, C*) an. Da es sich bei C* um
eine teilbare Gruppe handelt, bleibt dabei die Sequenz exakt:

1 - Hom(CL(X),C*) Y Hom(zW,C*) - Hom(M,C*) — 1
= ((C*)E(l) =T
Wir setzen G := Hom(Cl(X), C*). Da bereits (C*)*(1) auf C*M)\ Z wirkt, erhalten
wir iiber die Einbettung () eine Wirkung von G auf C*() \ Z. Nach [CLS11,
Theorem 5.1.11] ist der Quotient dieser Wirkung gut:

x(2)=C*NZ )

Die Verallgemeinerung zu torischen Stacks. Sei nun ein stacky Féacher 3 gege-
ben. Wir werden in analoger Weise den Stack

Xz = [Vl

erhalten. Dabei sind C*() und Z in der selben Weise wie vorhin definiert, nur G
erfordert ein wenig Vorsicht.

Fiir die Definition von G flieft die Abbildung 3 : Z*1) — N ein.

Da in [BCS05] N nicht notwendigerweise ein Gitter sein muf}, wiirde das Dua-
lisieren von 3, um eine Sequenz wie in (4) zu erhalten, sdmtliche Torsionsinforma-
tionen von N vernichten. Zwar ist hier N torsionsfrei, nichtsdestotrotz mdchte ich
den Weg, wie er in [BCS05] beschrieben ist, einschlagen.

Fiir den allgemeinen Fall ist es von Vorteil, statt einer kurzen, exakten Sequenz
das entsprechende, exakte Dreieck in der derivierten Kategorie - hier: von Z-Moduln
- zu betrachten. Die Rolle des Kokerns wird vom Abbildungskegel iibernommen:

750 5 N 1 Cone(8) — ZEMW]1).

Da in unserem Fall IV bereits ein freier Z-Modul ist, besteht nicht viel Bedarf nach
Auflosung. Ich schreibe das exakte Dreieck expliziter:

7= i owa)
18
z=m A Ny

7¥™M — N — Cone(f) — Z=M1].

Selbst wenn im obigen, exakten Dreieck ein allgemeines N stiinde, welches durch
eine freie Auflosung ersetzt worden wiire, ist es hier moglich zu dualisieren, ohne
einen Informationsverlust zu erleiden:

@) 1 z=oy
1B

2z EME m

(Z"M)" « M « Cone(B)* + (2M)".

Ich bin hier an der entsprechenden, langen, exakten Kohomologiesequenz interes-
siert, vorallem an ihrem Ende:

<HOCondﬂ)*4>Al§;(ZE“J)*€;}¥1Condﬂ)*AéExH(N}Z)4>Q
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Da N frei ist, verschwindet Ext'(N,Z). Wir setzen DG(8) := H' Cone(B)* =
coker(3*). Ich méchte anmerken, dafy 8V : (Zz(l))* — DG(B) surjektiv ist.

Da der Ficher ¥ vollsténdig ist, hat 8 : Z*() — N nur einen endlichen Kokern.
Damit ist aber HY Cone(83)* = ker(3*) = coker(3)* = 0 und wir erhalten die exakte
Sequenz

(5) 0— M5 (Zz(l))* it DG(B) = coker(8*) — 0.
In analoger Weise wenden wir den exakten Funktor Homgz(—, C*) an. Somit ist
G = Hom(DG(3),C*) = Hom(coker(8*),C").
Uber Hom(BY,C*) : G — Hom ((Zz(l))* ,(C*) = T wird G in den Torus eingebet-

tet. Die Wirkung von T auf C*() \ Z kénnen wir damit auf G einschrinken. Das
erlaubt uns die Definition des Stacks X (X).

BEMERKUNG 5.3. Seien v, die primitiven Erzeuger der Strahlen p € ¥(1), dann
ist B(e,) = n,v, fir n, € N. Wenn wir nun die Abbildung 5* aus (5) explizit an-
schreiben, dann zeigt sich die Verallgemeinerung im Vergleich zur ersten Abbildung
aus (4):

M % Hom(z=OW),7) M- @z,
peEX(1)
w = e, = (w, Bey)) = (w,np - vp)] w = Zp<w7UP>DP

Geradenbiindel auf torischen Stacks. Die Konstruktion eines torischen Stacks
kann als Spezialfall eines Quotientenstacks [U / G] gesehen werden. Dort sind (quasi-

/kohirente) Garben auf dem Stack per Definition Garben auf U, die G-dquivariant
sind, ich schreibe dafiir Shg(U), QCoh(U) bzw. Cohg(U).

Im Falle torischer Stacks lassen sich (quasi-) kohéirente Garben leicht hinschrei-
ben. Denn hier ist U = C"\ Z C C™ und die G-Wirkung auf U 18t sich zu einer G-
Wirkung auf C™ fortsetzen. Auf C™ kénnen (quasi-) kohérente Garben als (endlich
erzeugte) Moduln iiber C[x] mit x = (z1,...,2,) beschriehen werden. Die Aqui-
varianz beziiglich der Gruppe G = Hom(DG(3), C*) iibersetzt sich dabei zu einer
Graduierung von C[x] beziiglich der endlich erzeugten, abelschen Gruppe DG(/3).
Der Grad eines Elements x™ € C[x] ist gerade 3Y(m) € DG(S), siehe die exakte
Sequenz (5).

BEMERKUNG 5.4. Die Divisorenklassengruppe Cl(X) eines torischen Stacks

X = [U / G} ist wie im Falle der Cox-Konstruktion isomorph zu DG(S3), siche [TU09,
Abschnitt 2].

In volliger Analogie zu [CLS11, Abschnitt 5.3] entspricht die Strukturgarbe
von X gerade dem Cl(X)-graduierten Modul C[x]. Ein Geradenbiindel O(«) fiir ein
a € CI(X) entspricht dann dem geschifteten, graduierten Modul C[x](c).

11.2. Uberblick: Mori. Das Ziel des Minimal Model Program (kurz: MMP)
nach Mori ist es, durch birationale Operationen eine gegebene Varietdt so weit
wie moglich zu vereinfachen. Anders formuliert wird innerhalb einer birationalen
Aquivalenzklasse ein moglichst einfacher Vertreter gesucht. Dieser Vertreter wird
dadurch ausgezeichnet, dal der kanonische Divisor nef ist. Allerdings kann ein sol-
cher Vertreter nicht immer erreicht werden, man erwartet, dafl in diesem Fall der



5. KAWAMATA, BORISOV, CHEN UND SMITH 71

Vertreter eine Mori-Faserung X — Y mit dimY < dim X sein wird. Eine weitere
Erwartung ist, daf diese beiden Fille durch nur zwei Operationen erreicht werden
kénnen: durch divisorielle Kontraktionen und Flips.

Wiéhrend das MMP fiir beliebige Varietédten noch nicht ganz umgesetzt wurde,
konnte das MMP fiir torische Varietdten vollstandig gekldrt werden. Fiir Details
verweise ich auf [Mat02, Kapitel 14] und [CLS11, Kapitel 15]. Ich folge in meiner
Darstellung [CLS11, Kapitel 15].

Innerhalb der torischen Geometrie a8t sich das MMP ungemein vereinfachen.
Zunichst gibt es neben dem Punkt kein minimales Modell. Die Mori-Faserung
X — Y weist als Faser einen quasi-gewichteten projektiven Raum auf. Das Y
ist wiederum eine torische Varietdt und l&f3t sich ebenfalls mit divisoriellen Kon-
traktionen und Flips zu einer Mori-Faserung Y — Z vereinfachen. Schlufiendlich
erhalten wir eine Mori-Faserung der Form P — pt, wobei P ein quasi-gewichteter
projektiver Raum ist. Zusammengefafit liegt also die Mori-Essenz fiir torische Va-
rietdten im Verstdndnis von quasi-gewichteten projektiven Rdumen und den drei
,Operationen®: Mori-Faserung, divisorielle Kontraktion und Flip.

Ich z&hle Mori-Faserung bewufit auch zu den schon oben genannten Opera-
tionen der divisoriellen Kontraktion und des Flip, denn alle drei lassen sich als
extremale Kontraktion beschreiben (auch im allgemeinen Fall).

Als Maf}, wie kompliziert nun eine Varietét ist, dient der Mori-Kegel:

NE(X) = Nef(X)Y C Ny(X) = {1-Zykel auf X modulo numerischer Aquivalenz},

wobei Nef(X) die Kegel der numerisch effektiven Divisoren ist. Im Torischen ist
der Mori-Kegel ein rationaler, polyedrischer Kegel der Gestalt

NE(X) =NE(X)= Y Qs [V(7)]

TE€X(n—1)

Die Strahlen des Mori-Kegels heiflen extremal. Die Anzahl der Strahlen ist jene
Invariante, die im Verlauf des MMPs geringer wird.

Sei 7 € ¥(n—1), sodal R = [V(7)] ein extremaler Strahl von NE(X) ist. Dann
gibt es genau zwei volldimensionale Kegel o1 und o9 die 7 als gemeinsame Seite
haben. Zwischen den n + 1 Erzeugern v, der Strahlen p € o1(1) U o2(1) gibt es bis
auf Multiplikation mit einem Skalar genau eine nicht-triviale Relation )" a,v, = 0.
Dabei beachte man, da8 a, fiir p € (o1(1)Uo2(1))\7(1) nicht nur ungleich Null sind
sondern auch dasselbe Vorzeichen aufweisen. In Ubereinstimmung mit der Literatur
fordern wir deshalb, daf} diese Koeflizienten positiv sind.

Zu diesem extremalen R kénnen wir eine torische Varietdt definieren. Dazu sei
J_={p|a, <0} bzw. Jy ={p | a, > 0}. Wir definieren das Gitter

P _

Nach [CLS11, Lemma 15.4.2] definiert der Ficher ¥g = {7, | J C J4+} in Ng
einen quasi-gewichteten projektiven Raum Xp der Dimension |Jy |+ 1.

Nach [CLS11, Proposition 15.4.5] gibt es eine Abbildung ¢ : X — Y, die
anhand von J_ unterschieden werden kann:

Mori-Faserung: Hier sind alle a, > 0, das heiit, |J_| = 0. Dann ist dimY <
dim X und ¢ eine Faserung mit Faser Xg.
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Divisorielle Kontraktion: |J_| = 1. Dann ist ¢ eine Abblasung, deren Ein-
schrinkung auf den exzeptionellen Divisor V(o ;_) eine Mori-Faserung mit
Faser Xp ist.

Flip: |J_| > 1. Dann hat der exzeptionellen Ort V(o;_) Kodimension |J_|, und
die Einschrankung von ¢ darauf ist eine Mori-Faserung mit Faser Xg.

Aufgrund der Konstruktion wird ¢ extremale Kontraktion genannt.

11.3. Uberblick: Kawamata. In [Kaw06] gewinnt Kawamata eine volle
exzeptionelle Folge auf einer beliebigen torischen Varietidt mithilfe des torischen
MMPs.

Im wesentlichen miissen zwei Punkte geklért werden. Es wird eine volle, exzep-
tionelle Folge fiir einen quasi-gewichteten Raum benotigt. AnschlieBend mufl nur
noch fiir die drei verschiedenen extremalen Kontraktionen der Form X — Y geklért
werden, wie sich eine exzeptionelle Folge auf Y zu einer auf X ,erweitern® 1aft.

Sei X — Y eine Mori-Faserung. Falls diese lokal trivial ist, dann kann eine
exzeptionelle Folge auf Y recht einfach zu einer auf X erweitert werden. Im allge-
meinen Fall bedient sich Kawamata eines Tricks. Durch den Ubergang von Y zu
einem torischen Stack ) kann die lokale Trivialitdt der Faserung erreicht werden.

Damit erscheint es sinnvoll, statt eine torische Varietdt X gleich einen torischen
Stack X' zu betrachten. Zu unserem Gliick 148t sich die zusétzliche stacky Struktur
auf X mit einem Q-Divisor D auf X fassen. Interessanterweise kommt dann das log
MMP fiir das Paar (X, D) zum Zuge.

Aufgrund dieser Uberlegung bediirfen wir einer vollen, exzeptionellen Folge auf
einem beliebigen, quasi-gewichteten, projektiven Stack. So ein Stack 148t sich von
einem projektiven Raum {iberlagern. Die schon bekannte, exzeptionelle Folge aus
Geradenbiindeln darauf kann dann auf diesen Stack vorschoben werden. Diese vor-
geschobenen Objekte zerfallen dort wieder in Geradenbiindel. Richtig angeordnet
bilden diese eine volle, exzeptionelle Folge.

Auf die Mori-Faserung bin ich aus Stack-Griinden schon eingegangen, ich méch-
te noch auf die Besonderheiten der beiden anderen Operationen eingehen.

Zunichst sei f : X — Y eine divisorielle Kontraktion. Die Einschréinkung von
f auf den exzeptionellen Divisor f|g : E — f(F) ist eine Mori-Faserung. Also
koénnen wir induktiv eine exzeptionelle Folge auf £ berechnen. Im Allgemeinen gibt
es keine Abbildung zwischen den Stacks X und Y, sodafl wir einen Umweg iiber
eine Uberlagerung des Faserprodukts X xy ) gehen miissen, um die exzeptionelle
Folge auf Y in eine exzeptionelle Folge auf X zu verwandeln. Schluflendlich wird
diese exzeptionelle Folge mit der exzeptionellen Folge auf £ kombiniert, um eine
volle exzeptionelle Folge auf X' zu erhalten. Dabei wird die exzeptionelle Folge auf
& nach & vorgeschoben, sodafl diese stets Trager auf E haben wird, das heifit, deren
Elemente sind von der Form Og(...). Spétestens hier verlassen wir also die Welt
der exzeptionellen Folgen aus Geradenbiindeln.

Es kann durchaus vorkommen, dafl weder eine divisorielle Kontraktion noch
eine Mori-Faserung moglich ist. In diesem Falle bedienen wir uns einer endlichen
Folge von Flips, bis wir in einem dieser beiden obigen Fille landen (das garantiert
uns die Mori-Theorie fiir torische Varietéten). Erstaunlicherweise ist der Flip vom
Wesen her der divisoriellen Kontraktion recht dhnlich, es wird im wesentlichen die
selbe Konstruktion durchgefiithrt. Der Unterschied ist, daf3 der ,,exzeptionelle® Ort
von hoherer Kodimension ist.
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12. Der Vorschub auf torischen Stacks

Bevor ich mich mit [Kaw06] auseinandersetze, bendtige ich noch die Definition
des Vorschubs auf Quotientenstacks (insbesondere fiir torische Stacks).

Ich werde mich nun ein wenig allgemeiner halten. Sei [¢] : X — ) eine Abbil-
dung von Quotientenstacks der Form

e[l <[/
U ¢ 1%
O o)
G = H

Damit [¢] eine Stackabbildung ist, muf ¢ mit 7 vertréiglich sein, das heifit, ¢p(gou) =
7(g) o 6(u).

Quasikohérenten Garben auf X’ bzw. ) entsprechen nun G- bzw. H-dquivarian-
te quasikohérente Garben auf U bzw. V. Die Gruppen G und H sollen hier reduktive
abelsche lineare algebraische Gruppen sein. Da die Charakteristik hier stets 0 ist,
ist das Invarianten-nehmen beziiglich dieser Gruppen ein exakter Funktor.

Sei [F] eine kohérente Garbe auf X und F die entsprechende Garbe auf U. Das
Ziel ist es, R'[p].[F] zu definieren.

Fiir eine Allgemeine Definition des Vorschubs lautet das Stichwort induzierte
Darstellungen.

DEFINITION 5.5. Seien G C H Gruppen wobei die Menge der Linksnebenklas-
sen / ¢ endlich ist. Wéhle ein Repréisentatensystem hy,...,h € H des Quotien-

ten. Angenommen G wirkt auf dem Vektorraum L.
Dann ist die induzierte Darstellung von H

Indd (L) := L ®c(q) C[H],

wobei C[G] bzw. C[H] der jeweilige Gruppenring ist. Die Darstellung L 148t sich
itber v — v ® ey einbetten.
Eine explizitere Darstellung ist

Imdé(L) = @ L-hi,

1<i<li

wobei hq,...,h; ein Reprédsentantensystem von H / ¢ ist. Die Wirkung von H ist

hier folgendermaflen definiert. Sei h € H. Dann liegt hh; in genau einer Restklasse
h;G, das heifit, wir konnen in eindeutiger Weise hh; = h;g schreiben. Dann wirkt
h durch

ho(v-h;):=(gov)-h,;.

Wir wenden nun diese Definition auf F (W) an, fiir eine offene, affine, dquivari-
ante Teilmenge W von U. In den Anwendungen ist F (W) stets ein C-Vektorraum,
aber die Definition hingt nicht davon ab, dafl L tatséchlich ein Vektorraum ist.
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Allerdings ist in unserem Fall 7 im Allgemeinen keine Injektion. Aber wir
konnen 7 aufspalten:

O O O
GL»G/ke”T% imrt——s g

Zunéchst konnen wir F mittels ¢, nach V' vorschieben. Dabei wirkt G weiterhin
auf ¢, F. Indem wir Invarianten beziiglich ker 7 nehmen, wird (¢.F)**™ zu einer

Garbe mit G/ker 7 Wirkung. Nun ist G/kerﬂ' = imm C H. Mittels der induzierten

Darstellung erhalten wir eine H-dquivariante Garbe auf V:

DEFINITION 5.6. Mit den vorangegangenen Notationen definieren wir die hoher-
en direkten Bilder von [¢] als

Rz[Qﬁ]*([}—]) = [Rzﬂﬁ* (fke”) AC[im 7] (C[H]] = {Indﬁm R'¢, (]—‘ke”)}

BEMERKUNG 5.7. Noch ein Wort zur induzierten Darstellung. Diese ist so be-
hutsam, daf} Invarianten davon unberiihrt bleiben, das heif}t,

(Ind§ F)7 = F€,
wobei F¢ iiber die Einbettung F < Indg F verglichen werden kann.

BEMERKUNG 5.8. Sie F eine G-dquivariante Garbe fiir eine reduktive Gruppe
G. Dann gilt Ri¢,(FY) = (R'¢..F)C.

BewEIs. Fiir eine reduktive Gruppe G ist (—) ein exakter Funktor (sofern der
Grundkérper, wie in unserem Fall C, algebraisch abgeschlossen und von Charak-
teristik 0 ist). Nach [Huy06, Proposition 2.58] reicht es somit, fi.(F) = (f.F)¢
nachzupriifen.

Sei f: U — V. Wir kénnen V durch offene, affine und H-invariante Mengen
{V;} iiberdecken. Da f von einer torischen Abbildung kommt, kénnen wir auch
F71(V;) durch offene, affine und G-invariante Mengen {U;;} iiberdecken.

Damit ist F¢ auf den offenen Mengen U;; durch F%(U;;) = (F(U;;))€ festge-
legt, insbesondere ist F¢ C F (gilt fiir alle offenen Mengen von U). Der Vorschub
von F¢ ist klar.

Umgekehrt, fiir V; ist (f.F)%(V;) = {m € F(f~4(Vi)) | m G-invariant }. Nun
entsteht ein solches m durch Verkleben von G-invarianten m; € F(U;;), das heifit,
m;j € F(Ui;;)¢. Insbesondere ist damit aber die Bemerkung gezeigt. (]

BEMERKUNG 5.9. Die hier auftretenden Gruppen sind stets reduktiv, selbst die
Kerne und Kokerne diverser Gruppenabbildung. Denn alle Gruppen hier werden als
Hom(Z° & p, C*) realisiert, wobei y eine endliche, abelsche Gruppe ist.

12.1. Vorschub auf Stacks und Kohomologie. Ein Spezialfall des Vor-
schubs ist die Kohomologie. Der Schnittefunktor I" entspricht [¢]. fiir

ULpt.

O O

G———=1
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Die Kohomologie ist aber schon bekannt (siehe beispielsweise [BH09, Proposition
4.1]):

i i G
Da 7 surjektiv mit kerm = G ist, umfafit die Definition des Vorschubs auf Stacks
auch Garbenkohomologie auf Stacks.

12.2. Vorschub auf torischen Stacks und Varietidten. Hier mochte ich
die Definition des Vorschubs auf torischen Stacks, falls die involvierten Stacks be-
reits glatte, torische Varietéten sind, mit dem gewohnlichen Vorschub vergleichen.

SATZ 5.10. Angenommen die Quotienten U//G und V//H sind geometrische

Quotienten, wobei G bzw. H zusdtzlich frei auf U bzw. V wirken. Dann ist folgendes
Diagramm kommutativ

Qcoh ([V/]) —=2 - qcon (V)

[¢]*l Jﬁ*
qcon (¥ a]) === acon (" 1)

BEWEIS. Nach [BL94, 0.3] gibt es zwischen der Kategorie der Garben auf v // a

und der Kategorie der G-dquivarianten Garben eine Aquivalenz:

Qean (/) == acone() == acon (V)
[Fl —xF > 10, FC = [y )4 [F]

o F | F

Angesichts des kommutativen Diagramms
%/ e]~—v—-Y
E—"
v —-Y)u

lautet nun die Frage, ob my. ([¢]+[F]) = ¢ (7. FC) ist. Gemi$ der Definition ist

TV * ([(b]*[]:])H = Tyx (Indil;lnﬂqﬁ*]:kerﬂ-)H

Da sich durch Induktion die Invarianten nicht &ndern, ist

imm

- 7TV*¢*‘T'.G-

1mm 7T

TV % (Ind.H ¢*]_-ker7r)H —y (]_—kemr)

Fiir die letzte Gleichheit verwende ich die allgemeinere Tatsache, daf§ fir 0 — G' —
G — G"” — 0 und einer Darstellung L von G gilt:

LG _ (LG,)G// '

Da my ¢ = ¢my ist, folgt die Behauptung. (I
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BEMERKUNG 5.11. Nach [CLS11, Ex. 5.1.10] sind die Voraussetzungen dieses
Satzes erfiillt, sobald U bzw. V von glatten, kompletten Fachern herriihren.

Noch eine kurze Bemerkung, wieso die Glattheit der torischen Varietéten er-
forderlich ist. Denn im Falle, dafl einer der Féacher zwar simplizial aber nicht glatt
ist, ist die Gruppenwirkung nur fast frei, das heiflt, es treten Punkte mit endlichen
Stabilisatoren auf. Zwar existieren weiterhin die geometrischen Quotienten, aber
die Kategorie der Garben von Stack und Varietdt sind verschieden. Das ist inso-
fern nicht iiberraschend, dafl die Varietét in diesem Fall Quotientensingularitéiten
in den Punkten mit endlichem Stabilisator aufweist, wohingegen der Stack unbe-
eindruckt davon glatt bleibt. Das ist auch der Ausgangspunkt des Buches [BL94],
siehe [BL94, 0.4].

Wegen [Huy06, Proposition 2.58] gilt dieselbe Aussage auch fiir die hoheren,
direkten Bilder.

13. Quasi-gewichtete, projektive Riume

Ich werde zunéchst auf eine Verallgemeinerung gewichteter, projektiver Rdume,
wie sie in [Dol82] definiert sind, eingehen.

Seien vy, . ..,v, € N mit folgenden Eigenschaften:
e Je n Vektoren (vo,..., ¥, ..., v,) bilden eine Q-Basis von Ng,
e es ist jeweils v; nicht im Kegel (vg,...,9;,...,v,) enthalten und
o der Kegel (vg,...,v,) ist bereits ganz Ng.
Die Kegel (vg,...,0;,...,v,) setzen sich dann zu einem vollstéindigen Fécher in
Ng zusammen. Die entsprechende torische Varietdt definiere ich hier als quasi-
gewichteten, projektiven Raum P(vg, ..., v,).

Zwischen den Vektoren v; gibt es eine (bis auf Vorzeichen) eindeutige Relation
> a;v; = 0 mit a; € Z. Die Eindeutigkeit wird durch die Forderung, daf} die a; > 0
und ggT(ag,...,a,) = 1 sein sollen, erreicht. Eine solche Relation heifit reduzierte
Relation der v;.

Diese Relationen sagen viel iiber P(vg, ..., v,) aus. Zwar ist diese Varietit da-
durch nicht eindeutig bestimmt, aber die Mehrdeutigkeit ist von einem ganz spezi-
ellen Typ.

Sei N, das Gitter, dafl von den v; in N erzeugt wird. Da die v; den Vektorraum

Ng erzeugen, ist N / N, eine endliche, abelsche Gruppe. Diese Gruppe tritt als der
Torsionsanteil in CI(P(vo, . .., v,)) auf, das heiBt, CI(P(vy, ..., v,)) 2 Z @V / N

Sofern Cl(P(vo,...,v,)) torsionsfrei ist, oder dquivalent N = N, ist, dann
sprechen wir von einem gewichteten, projektiven Raum. In [Dol82] sind gewichtete,

n+1
projektive Rdume als Quotient Crri {o} / C~ definiert, wobei die Wirkung des C*

die Gestalt (t,z) — (t*xg,...,t%x,) hat. Diese Gewichte a; bilden gerade eine
Relation zwischen den v;, weswegen fiir einen gewichteten, projektiven Raum auch
P(ag,...,an) geschrieben wird.

Sei nun P(vy,...,v,) ein beliebiger quasi-gewichteter, projektiver Raum mit
reduzierter Relation a;. Sei N, das von den v; erzeugte Gitter. Der Fécher von
P(vo, ..., v,) kann natiirlich auch als Ficher in N’ = N,, betrachtet werden. Dort
kodiert dieser Fécher dann den gewichteten, projektiven Raum P(aq, ..., a,). Au-
Berdem erhalten wir durch die Gitterinklusion N’ < N eine Uberlagerung von
P(vo, ..., vy) durch P(ag, ..., an).
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P2 P(2,1,1) X

ABBILDUNG 22. Die Uberlagerung eines quasi-gewichteten, pro-
jektiven Raums X durch einen (gewichteten) projektiven Raum.

Das vorhin gesagte mochte ich an folgendem Beispiel verdeutlichen.

BEISPIEL 5.12. Sei X jene vollstdndige, torische Flidche, dessen Fécher von
den Strahlen (1,0), (—1,2) und (-1, —2) erzeugt wird. Dann ist X nicht P(2,1,1),
obwohl die Strahlen die Relation

2-(1,0)+1-(~1,2) +1-(=1,-2) = (0,0)

erfiillen. Die Divisorenklassengruppe Cl(X) ist Z EBZ/ 97. Allerdings 1df3t sich X
von P(2,1,1) und P? iiberlagern, siehe Abbildung 22.

Nach dieser Betrachtung eines quasi-gewichteten, projektiven Raums mochte
ich nun zur Stack-Situation tibergehen. In diesem Fall werde ich einen stacky quasi-
gewichteten, projektiven Raum X durch einen gewohnlichen P™ iiberlagern, um
anschlieBend den Vorschub von Geradenbiindeln des P™ nach X zu untersuchen.

Seien vy, ..., v, die primitiven Erzeuger der Strahlen von & und g : Z" —
N mit 8(e;) = rv; = w;. Da X kein stacky gewichteter projektiver Raum sein
muf}, werden die v; hier im Allgemeinen nicht das Gitter N erzeugen (was nicht so
schlimm ist, da es die r;v; noch weniger machen werden). Nichtsdestotrotz gibt es
eine reduzierte Relation 3~ a;v; = 0. Fiir die Uberlagerung von X durch P™ wihlen
wir ein minimales v € N, sodafl es zu jedem i ein ¢; € N mit ¢;7; = ra; gibt. Es
kann leicht nachgerechnet werden, daf} die ¢; eine reduzierte Relation zwischen den
w; herstellen. Damit erhalten wir dann folgende Uberlagerung o : P* — X

X Zn+1 ﬁ—> N
N: UT ¥ Y’
P Zn—i—l —n
Br
—1 —1
1
Dabei ist Bp = ) ,W(e;) = cie; und ' (f;) = c;w;, wobei eg, ..., e, bzw.
"1
fi,-.., fn die Standardbasen von Z"*! bzw. Z" bezeichnen (die Indizierung der

Basen sowie die Anordnung der Strahlen von P” wurden mit Bedacht so gew#hlt).

Da 1)’ o Bp(eo) = V' (=D iu0 fi) = = Ding Ciwi = cowo = fo1(eg), kommutiert das
Diagramm wie gewiinscht.
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Durch Dualisieren des obigen Diagramms und der Berechnung von Kernen und
Kokernen, erhalten wir:
T
cl(x) <2

S A

n n+1 drrn
P (1,...1) Zi Zi
Z 7"
D /cz-Z M

Die Surjektivitit von ¢ ergibt sich aus der Minimalitit von . Aus Ranggriinden
148t sich C1(X) als Z@® p mit p Torsion schreiben. Damit muf} die Abbildungsmatrix
von ¢ von der Form (k, 0) sein (da Hom(y, Z) = 0). Nach eventuellem Anwenden des
Automorphismus’ 1 — —1 kénnen wir annehmen, da3 k¥ > 0 ist. Die Abbildung 5V
ist als Abbildung nach Z durch die Matrix (dy, . . ., d,,) gegeben. Wegen ¢po3Y = Sy o
¢ muB (kdo, ..., kd,) = (co,...,cn) gelten. Falls k > 1 sein sollte, wiire k ein nicht-
trivialer gemeinsamer Teiler der ¢;. Wegen ¢;r; = ra; und ggT(ao,...,a,) = 1 mufl
k aber auch ein Teiler von r sein, was der Minimalitdt von r widerspricht. Damit
ist ¢ surjektiv und durch die Matrix (1,0) gegeben. AuBerdem ist die Abbildung
BV auf dem freien Anteil von C1(X) durch die Matrix (co, ..., c,) gegeben.
Mittels des Schlangenlemmas erhalten wir zusétzlich die exakte Sequenz p —

Zn/M - @Z/ciZ'

Zu p € Z mochte ich nun 0,Opr(p) berechnen. Wie vorhin méchte ich den
Z-graduierten Cox-Ring S von P" als Cl(X)-graduierten S-Modul verstehen (dabei
ist S der Cox-Ring von X).

Identifizieren wir C1(X) mit Z @ p, so ist die Abbildungsmatrix von ¢ gerade
(1,0). Das heifit, fiir (¢,t) € Z ® p ist ¢(S(q,r)) S Sg(q,y = Sq- Doch damit ist Sy
noch nicht ausgeschopft, selbst mit €P,, #(Sqr)) erhalten wir nur einen Teil von
Sg, nédmlich das Erzeugnis jener Monome x°©, deren Exponent e von c geteilt wird.
Dabei verwende ich hier die Multiindexschreibweise, das heifit, Aussagen, in denen
Fettgedrucktes enthalten ist, gelten komponentenweise.

Sei m der Exponentenvektor eines beliebigen Monoms aus S,. Wir dividieren
in Multiindexschreibweise mit Rest m = b-c +r mit 0 < r < c¢. Damit ist

~ —xPce Dic,. ?(S(g—r|.1))- Anders ausgedriickt konnen wir

Sp= D Dx" 6(Sp-rn)
0<r<c tep

schreiben. Damit ist

(7) .Opn (p) = @ @OX — |r|, )

0<r<c tep

Man beachte, dafl die Anzahl der vorkommenden Geradenbiindel gerade der Git-
terindex von M in Z" ist
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Sei Epn (O(—n), ..., D) eine exzeptionelle Folge auf P". Dann erhalten wir auf-
grund der vorangegangenen Uberlegungen, daf} sich der Vorschub der Elemente von
& mittels o : P* — X in die Geradenbiindel

(O(—|e| +1,),...,00,8) | t € p}

zerlegen 14Bt. Beispielsweise tritt O(—|c| + 1,t) als Summand von o,(O(—n)) auf.
Dieses Vektorbiindel zerfillt ndmlich in Geradenbiindel der Form O(—n —|r|, t) mit
0 < r < c. Der maximale Wert von |r| ist demnach > (¢; — 1) = |c| — (n + 1), was
genau den Summanden o, (O(—n)) zur Folge hat.

Im folgenden Unterabschnitt werde ich zeigen, dafl hier eine volle, streng ex-
zeptionelle Folge auf X vorliegt. Davor mochte ich noch anmerken, dal wy =
O(=>"D;) = O(=> ¢, t) = O(—|c|,t) fiir ein t € p ist. Wie im Falle der ex-
zeptionellen Standardfolge auf dem P™ treten hier alle Geradenbiindel auf, die in
einem gewissen Sinne ,zwischen“ der Strukturgarbe Oy und wy sind.

13.1. Kohomologieverschwindung. Im vorigen Abschnitt wurde der Vor-
schub noch direkt ausgerechnet. Mithilfe der Definition des Vorschubs aus Ab-
schnitt 12 148t sich zwar nicht direkt zeigen, dafl der Vorschub eines Geradenbiindels
wieder in Geradenbiindel zerfillt, aber damit kénnen wir die Exzeptionalidt der Fol-
ge zeigen.

SATZ 5.13. Sei P* — X die obige Uberlagerung und O(l) ein Geradenbiindel

auf P™ ohne Kohomologie, das heifit, H'(P",O(l)) = 0 fiir alle i. Dann ist auch
der Vorschub [¢].O(l) ohne Kohomologie.

BeweEIs. Die Abbildung P" — X sieht folgendermafien aus:

C {0} — =T\ {0}

O O

C*——= C* x Hom(u, C*)
Dabei ist ¢ in Koordinaten durch ; — z3’ gegeben, und 7 entsteht durch Anwenden
des exakten Funktors Hom(—,C*) auf Z & p — Z.

Ich verwende hier die Spektralsequenz von Leray:
HP(X, R7[¢].O(1)) = H'(P", O(1)).

Nun ist fiir ein Geradenbiindel O(1) auf P"
(8) R'¢).0(1) = P [R'6.0() - e1]

tep
Da aber ¢ : C*™1\ {0} — C"*1\ {0} endlich ist, verschwinden alle R fiir i > 0.

Insbesondere degeneriert die Spektralsequenz zu Isomorphismen H? (X, [¢].O(1)) =
HP(P™,O(l)) =0. O

Es wurde ja schon nachgerechnet, da8 [¢].O(l) auf X in eine direkte Summe von
Geradenbiindeln zerfillt. Nun gilt auch fiir diese Summanden, dafl die Kohomologie
verschwindet.

LEMMA 5.14. Sei F = F' & F" eine Garbe auf Y ohne Kohomologie. Dann gilt
das auch fir F' und F".
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BEWEIS. Die lange, exakte Kohomologiesequenz fiir 0 - 7' — F — F” — 0
(bzw. die analoge exakte Sequenz mit F' und F” vertauscht) liefert H?(F') =0 =
HO(F") und HY(F') =2 H=1(F"). Damit folgt das Lemma. O

BEMERKUNG 5.15. Der Vorschub wurde auf zwei verschiedene Arten berech-
net. Einerseits wurde im vorigen Abschnitt gezeigt, dafl der Vorschub wieder in
Geradenbiindel zerfillt, wihrend in diesem Abschnitt der Fokus auf der Kohomo-
logie war. Ich mochte noch abschlieend zeigen, dafi die Ergebnisse in (7) und (8)
dieselben sind. Das heifit, es ist zu zeigen, daf} fiir [ € Z und ¢ € p gilt:

5.00)- e = @ Oxli~ 1),
0<r<c
Die Abbildung ¢ : C"*1\ {0} — C"*1\ {0} kann zu affinen Abbildungen ¢; :
CHi\ {x; # 0} — C* T\ {x; # 0} eingeschriinkt werden. Damit ist ¢ lokal {iber
die Ringabbildungen

qﬁg :(C[wo,...,mn,l'i_l] — (C[,_ro,...,xn,xi_l]

. Cj
Tj = &,

bestimmt. Die Garbe O(1) ist dann lokal der geschiftete Modul Clx, . . ., 2, z; '](1),
wobei die Modulstruktur durch qﬁg induziert wird. Durch diese Ubersetzung in die
Modulsprache kann nun analog zum vorigen Abschnitt vorgegangen werden, was
zur gewiinschten Aussage fiihrt.

Nun komme ich nun zum Ergebnis dieses Abschnitts.

13.2. Zusammenfassung. Die Divisorenklassengruppe eines stacky, quasi-
gewichteten, projektiven Raums & ist Teil einer exakten Folge

0—p—ClX)—Z—0,

siehe das Diagramm (6). Wir withlen einen Schnitt Cl1(X) — p, um einen Isomor-
phismus Cl(X) = Z @ u zu erhalten.

PROPOSITION 5.16 ([Kaw06, Theorem 3.5]). Sei X ein stacky, quasi-gewichte-
ter, projektiver Raum gegeben durch B(e;) = w; € N fiir 0 <i <n. Sei Y c;w; =0

die reduzierte Relation zwischen den w;. Auflerdem sei ein Isomorphismus Cl(X) =
Z® u mit p={t1,...,t;} Torsion wie vorhin gewdhlt. Dann ist

E=(0(—|c|+1,t1),...,0(—|c| + 1,t;),O0(=]|c| + 2,t1),...,0(0,t;))
eine volle, streng exzeptionelle Folge in D°(X).

BeEwEIS. Die strenge Exzeptionalitiit ergibt sich aus den obigen Uberlegun-
gen zur Kohomologieverschwindung. Es bleibt noch zu zeigen, daf diese Folge auch
tatséichlich voll ist. Dafiir reicht es zu zeigen, daf ein Objekt im orthogonalen Kom-
plement der vollen, triangulierten Unterkategorie, die von £ erzeugt wird, isomorph
zur Null ist. Sei dazu F' € D°(X) mit Hom(O(i, ), F) = 0 = Hom(F, O(i, t)) fiir alle
—lc| < ¢ <0 und t € p. Es reicht, als F eine quasikohérente Garbe zu betrachten.

Nun ist

0= @ Hom(F 0(i,1)) = Hom(F,m.0(j)) = Hom(r" F, O(j)),

gewisse (i,t)
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dabei wird iiber jene (i,t) summiert, sodal m.O(j) in genau diese O(i,t) zerfillt.
Da es auf P™ einen Serre-Funktor gibt, folgt daraus, daf 7* F' = 0 ist (siehe [Huy086,
Aufgabe 1.48]).

Um zu zeigen, dafl bereits F' = 0 ist, betrachten wir die Abbildung 7 : P* — X

als Abbildung S o 1
VO e S [C I 0]

Die Garbe F ist dann eine G-iiquivariante Garbe auf C"*1\ {0}, und deren Riickzug
eine C*-dquivariante Garbe 7*F ebenfalls auf C"*!\ {0}. Da die Abbildung 7 :
C™t1\ {0} — C™*1\ {0} flach ist, folgt aber aus 7*F = 0 bereits F' = 0. O

BEMERKUNG 5.17. Die exzeptionelle Folge auf X héingt von der Wahl des
Schnittes CI(X) — p ab. Diese Wahl ist moglich, da es zwischen zwei Diviso-
ren O(i,t) und O(4,t’), die sich nur im Torsionsanteil unterscheiden, automatisch
Hom*(O(i,t), O(i,t')) = 0 ist. Damit konnen diese Elemente in der exzeptionellen
Folge beliebig vertauscht werden.

Nach [Kaw06, Theorem 3.5(5)] treten in der exzeptionellen Folge jene Gera-
denbiindel O(>” k; D;) auf, fiir die

aik:i a;
0> —_— > - —
- Z T — T
3 K2
ist, wobei die a; die reduzierte Relation zwischen den primitiven Erzeuger der Strah-
len ist. Man beachte, daf die rechte Summe dem kanonischen Divisor entspricht.

ra;

Nach Multiplikation dieser Ungleichungen mit r werden diese wegen ¢; = Z* zu
0> Zciki > —Zcz-,
i i

was die Aquivalenz zur obigen Proposition zeigt.

13.3. Anhang: Vergleich mit Geigle und Lenzing. Ich halte mich hier
an die Ubersicht aus [Bae88, Kapitel 2]. Es stellt sich im folgenden heraus, daf
der dort verwendete Begriff des gewichteten, projektiven Raums in der hier ver-
wendeten Sprache der torischen Stacks als stacky, projektiver Raum zu sehen ist.
Das soll heiflen, dafl der Fécher stets der Ficher des gewShnlichen P™ sein wird,
aber die Erzeuger nicht primitiv gewéhlt werden. Leider treten in der Literatur
beide Bedeutungen von ,,gewichtet* auf, was durchaus zu Verwirrung fithren kann.
Um diese Verwirrung gering zu halten, werde ich fiir den Begriff gewichtet wie in
[Bae88| GL-gewichtet schreiben.

Fiir einen GL-gewichteten, projektiven Raum bedarf es eines Polynomrings
S = k[xg,...,x,] mit entsprechender Multigraduierung. Diese Graduierung wird
folgendermafien definiert.

Seien p = (po, . - ., Pn) natiirliche, positive Zahlen. Dazu sei L(p) die abelsche
Gruppe, die von den Symbolen vy, ..., y, erzeugt wird, wobei diese den Relationen
Diyi = p;¥y; geniigen. Natiirlich reichen in diesem Fall die n Relationen p;y; = pryn
mit 0 <4 < n aus, damit hat L(p) den Rang 1.

Sei ¢ = p;y;. Dann 148t sich jedes Element y von L(p) in eindeutiger Weise als

?J:ac‘i‘Zﬁiyi mit o, f; € Z und 0 < 3; < p;

schreiben.
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Die Graduierung auf S durch L(p) kommt nun durch die Abbildung 3Y (z;) = y;
zustande. Das Paar S mit Graduierung L(p) wird mit S(p) bezeichnet und der
entsprechende stacky, projektive Raum mit P"(p).

Diese Beschreibung 148t sich sehr leicht in die Cox-Beschreibung iiberfiihren.

M : P"(p) L(p) <<B_ gn+l <'6_)Zn
Po —pn
Die Abbildungsmatrix von 8* ist dabei < - ) . AuBlerdem ist spétestens
Pn—1 —Pn
hier klar, da3 L(p) = CI(P"(p)) ist.

In [Bae88, Abschnitt 2.6] wird die Kohomologie von Geradenbiindeln auf

P"(p) beschrieben. Es ist

Sy falls ¢« = 0,
H (O(y) =140 falls 0 < i < n,
(S_y+w)* fallsi=n

mit w = — ) y; dem kanonischen Divisor.
Ein grofler Vorteil dieser Beschreibung ist, daf} sich recht einfach sagen 14ft,
wann Sy = 0 ist (und im selben Zuge, wann S_,,, = 0 ist). Dazu definieren wir

Lp)" ={y=ac+ > Bwi € L(p) | o, B; € N}

Genau dann ist S, = 0, wenn y ¢ L(p)™T ist. Mit diesem Kriterium la8t sich ein-
fach feststellen, wann ein Geradenbiindel vorliegt, dessen Kohomologie verschwindet
(wird beispielsweise in [Bae88, Proposition 4.1.1] angewandt, um eine Kippgarbe
fiir P"(p) hinzuschreiben).

Nun kénnen wir die Ergebnisse von [Bae88, Proposition 4.1.1] mit der Pro-
position 5.16 vergleichen, wenn es darum geht, eine streng exzeptionelle Folge auf
einem stacky P™ zu beschreiben. Dieser ist also P(p) = (P", 5) mit

Difi i>0

B2 S 7" e _ .
—poy.fi i=0

und p; € N.
Nach Bemerkung 5.17 wird D*(P(p)) von jenen Opp) (Y- k; D;) mit

0> Zcik/’i > —Zci

erzeugt. Nehmen wir die Menge der Isomorphieklassen dieser Op(p)(3_ ki D;), dann
konnen diese nach Proposition 5.16 solcherart angeordnet werden, dafl eine streng
exzeptionelle Folge vorliegt. Da die ¢; teilerfremd sind, kann fiir Y ¢;k; jeder Wert
zwischen 0 und 1 — )" ¢; auftreten (das sind 3 ¢; verschiedene Moglichkeiten).

Ich werde nun untersuchen, wieviele Aquivalenzklassen der Divisoren es hier
gibt. Dafiir halte ich nochmals fest, da8 es eine Abbildung 8" : Z"*1 — C1(P"(p))
gibt. Diese kénnen wir in ihren freien Anteil 3 : Z"™! — Z und Torsionsanteil
ﬁ;{ 0 Z"T — u zerlegen. Seien D = " k;D; und D' = Y. kiD; zwei Divisoren.
Diese sind sicherlich nicht dquivalent, falls 3/ (D) = > ¢k # > ikl = By (D")
ist. Fiir > ¢;k; = > ¢;k}, konnen sich demnach D und D’ lediglich durch Torsion
unterscheiden.
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Diese Uberlegungen ergeben zusammen, daf die Anzahl der Elemente von Ex

gerade
K= (Z Ci) HW

ist. Das ist auch in Ubereinstimmung mit [BHO09, Remark 5.2].

Sowohl Y ¢; als auch #pu lassen sich in Abhéingigkeit der p; schreiben. Zum

kgV(po, Pn)

einen ist ¢; = ist. Zum

, wobei kgV(po,...,pn) = T ?I’)J iz’)n|0<]<n)
anderen ist #pu gle1ch dem Produkt der Elementarteiler der Matrix

P

Pn
—po - Do

Nach [Bosch, Kapitel 2.9, Satz 6] ist aber das Produkt der Elementarteiler gerade
der ggT der n x n-Minoren, was wiederum ggT(po - - - p; pn|0 < j < n)ist.

Zusammengenommen ist K(n) = (3_¢;) #4 = 3, po- “Dn.

Bei [Bae88] wird gleich iiber Op gy (y) mit y € Cl(P( )) %J L(p) argumentiert.
Nach [Bae88, Proposition 4.1.1] bilden die Geradenbiindel Op ) (y) mit 0 <y < nc
eine streng exzeptionelle Folge. Dabei ist ¢ die Restklasse von p; D; und z < y : &
y—x€L(p)*.

Nun zur Anzahl der Elemente von £ nach [Bae88]. Wir schreiben y = ac +
> Biz;. Damit ist 0 < y genau dann, wenn 0 < o und 0 < 3; < p;. Die Ungleichung
y < nc ist nicht ganz so einfach.

ne—y=@n—ajc+y —fwi=(n—aje+ Y (=pi+pi— B
Bi>0

—(n—a-Y e+ S (p

Bi>0 Bi>0

Damit ist y < nc, falls n — a — Zﬁi>0 1> 0 ist.

Seien 8, ..., Bi, jene Koeflizienten, die ungleich Null sind. Es gibt Hj (pi; —1)
Moglichkeiten diese Koeffizienten solcherart zu wahlen. Fiir o werden die méglichen
Werte auf die Zahlen 0 bis n—k eingeschrénkt, das sind n+1—k verschiedene Werte.
Zusammengenommen ergibt sich so fiir die Ich schreibe im folgenden P(iy, ..., i) =

[1(pi; — 1) und iy fiir 4y,..., 4, wobei stets i; < 4;;; ist. Anzahl der auftretenden
Geradenbiindel

> P(x) firk>0
0<ir<n
1 fir k=0

0 firk<Ooderk>n+1

ZB ‘(n+1—Fk) mit B(n), =
k=0

Es gibt sicher elegante Wege, um B(n) = K(n) zu zeigen. Da mir aber die
kombinatorische Finesse fehlt, bleibt mir nur der Weg zu Fufl per Induktion. Fiir
n = 1 ist die Gleichheit

ZB A+ 1-k) = po---p;
J
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nahezu offensichtlich (es bedarf schon des Ausschreibens). Der Induktionsschritt
n — n + 1 erfordert etwas mehr Konzentration. Fiir £ > 0 ist

B+ e= Y Pi)= Y P+ Y Pli-wn+1)
0<ir<n+1 0<ix<n 0<ik—1<n

wobei ich beim Aufspalten der Summe unterscheide, ob iy kleiner als n+ 1 ist oder
nicht. Also ist fir & > 0 die Gleichung B(n + 1) = B(n)r + B(n)k—1 + (Pn+1 — 1)
erfiillt. Diese Gleichung gilt auch fiir £k = 0.

Also ist
n+1
Bn+1)=> Bn+1)s-(n+2-k)=
k=0

k=0
=Y (B +Bn)k-1-(pas1 — 1)) - (n+2=k) + B(n+ 1)ny1 =
k=0
=Y Bn)k-(n+1=k)+ Y B@)i+ @as1—1) - Y B)y-1-(n+1—(k—1))+
+ B(n)n+1 + (Pny1 — 1) - B(n)n =
n+1 n+1
(1) 4 3 B+ (usn = 1) K(m) = prs - K ) + 3 Bl
k=0
Die Frage ist nun, ob p,41 - K(n) + Y150 B(n)x = K(n + 1) ist. Es soll also
n+1
K(n+1) = ppr1K(n Zpo Pl — Zpo S PnPnt1 =
n+1

0" Pn = ZB(n)k
k=0

sein. Fiir n = 0 ist B(0)o + B(0); = 1+ (po — 1) = po und somit das Fundament
fiir eine Induktion gelegt. Fiir n — n + 1 ist

n+2 n+2

Y Bn+1)k =Y (B + (a1 — 1)B(n)k-1)
k=0 k=0
n+1 n+2 n+1
—ZB g+ (Pn+1 — 1) ZB n)g— 1=pn+1ZB(n)k=p0'“pn+1

k=1

und damit auch die zweite Induktion erfolgreich.
Somit ist die Anzahl der Elemente in den beiden exzeptionellen Folgen dieselbe.

14. Mori-Faserung

Auch wenn die Faser stets ein (stacky) quasi-gewichteter, projektiver Raum ist,
muf} die Faserung nicht lokal trivial sein. Erst durch den Ubergang zu Stacks kann
eine lokale Trivialitdt erreicht werden, wie folgenden Beispiel zeigt.
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/’
/

ABBILDUNG 23. Eine nicht-triviale Mori-Faserung

BEISPIEL 5.18 (Eine nicht-triviale Faserung). Sei X die torische Varietdt mit
den Strahlen (2,—1), (0,1), (—2,1) und (0,—1). Die Projektion X — P! durch
Nx — Z,(n1,n2) — nq ist nicht trivial. Die Faser iiber jedem der T-invarianten
Fixpunkte ist nimlich ein P! mit nicht reduzierter Struktur (lokal von der Form

Clz, y] / yz). Erst indem wir P! stackifizieren, indem wir die Erzeuger 2 wihlen,
wird diese trivial, siehe Abbildung 23.

In der Sprache von Cox-Ringen wird diese Konstruktion recht natiirlich. Sei
X ein torischer Stack, definiert durch g : Z™ — N = Z™ mit S(e;) = w; = rv;
(mit v; primitiv). Angenommen es liegt eine Mori-Faserung vor, das heifit, nach
eventuellem Umnumerieren der Strahlen gibt es eine reduzierte Relation

1

Z C,w; = 0.

i=0
Wir erhalten nun ein Untergitter N’ = (vo,...v;) NZ" von N. Die Kegel von X,
die in N’ liegen, bilden den Ficher X" eines quasi-gewichteten, projektiven Raumes
P(vg, ..., v,), den wir durch Einschrinken von 8 auf Z*! C Z™ stackifizieren. Fiir
diesen Stack schreibe ich im folgenden P(wo, ..., w;).

Sei ¥/ der Ficher, der durch die Faserung entsteht. Das heifit, die Kegel von

% sind {n(0) | o € X}, wobei 7 die Projektion Ng = Q" — @"/ (o, 1) 5t

Nun gibt es einen Unterfiacher 3 von Y, der unter der Projektion bijektiv auf den
Ficher ¥/ abgebildet wird, das heiBt, zu jedem ¢’ € ¥’ gibt es genau ein 6 € 3,
den 7 bijektiv auf ¢’ abbildet.

Des weiteren 148t sich damit jeder Kegel o € ¥ als Summe

c=0"+6mito”’ €X’ und 6 € %
schreiben. Sei Y = TV(X'). Die Abbildung X — Y ist zwar eine Faserung, muf}
aber, selbst wenn X eine Varietét ist, nicht lokal-trivial sein, siehe Beispiel 5.18.
Fiir die lokale Trivialitéit miissen die gewéhlten Erzeuger w; der Strahlen p; € (1)
unter der Projektion 7 auf den primitiven Erzeuger des Strahls m(p;) abgebildet

werden. Das genannte Beispiel zeigt, dafl das selbst im Falle von Varietéten schief
gehen kann.
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Die Welt der Stacks erlaubt es uns, das Problem auf elegante und einfache
Weise zu umgehen. Wir wihlen als Erzeuger der Strahlen gerade m(w;). Diese Si-
tuation habe ich im folgenden Diagramm zusammengefait. Man beachte, daf ich
im Falle des P(wo,...,w;) die Erzeuger w; als Vielfache der primitiven Erzeuger
v; schreibe. Das ist im Falle von ) nicht mehr giiltig, das soll heiflen, vi41,..., vy

o /L
sind im Gitter /@ (vo, ... v;)

eventuelle Verwirrungen zu vermeiden).
Die gesamte Situation 148t sich in folgendes Diagramm packen:

A 7r im Allgemeinen keine primitiven Erzeuger (um

P(wo, ..., w) Zl+1 (wo---w;) (vo, ... o) NZ™
,\L (wo-wm) 9\[
N X 7m VAL
i i -
m—(l+1 n
Y z ey (wig1+wm) /@<U0,--.’Ul>ﬂZ

Sei [¢] : X — Y die Mori-Faserung mit Faser [j] : P < X. Seien po, ..., pn
die Strahlen des Fichers zu X, die den Féacher von P in X aufspannen. Das heif}t,
esist Lx = [Ox(X iy kiDi)| und Lp := [Op(3.]_ kiD;)] gleichermafen sinnvoll.
Sei Lp exzeptionell. Ich méchte nun zeigen, da§ R%[¢].Lr = O fiir alle ¢ ist. Das
Ziel wird sein, dafl in dieser Stacksituation auch Kohomologie und Basiswechsel
vertauschen und damit

RIYL Ly @ k(y) = HY(Xy, (Lx)y) = HI(P, Ly) =0
gilt, woraus die Behauptung folgen wiirde.

SERUARE I/ LT

@ b

U—sV —=W
O O O
G—>H—"+>K

Um U, V, G und H besser zu verstehen, dualisieren wir obiges Diagramm:

Cl(P) /el SMp
M: x Cl(X) zm 7

Y Q)= gl <N
Das Schlangenlemma kann hier gleich zweimal erfolgreich angewendet werden, be-

achte dabei, daf} die mittlere und rechte Spalte exakt sind. Zunéchst fiir die oberen
zwei Zeilen ergibt sich:

0 — My — Z"= U+ s kerm —
—0—0— cokerm — 0
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Wegen der Exaktheit der dritten Zeile ist ker 7 = Cl(}), und da cokerm = 0 sein
muf, ist 7 surjektiv. Nun die Schlange zu den unteren zwei Zeilen:

0—-0—0—>kerT —
— Mp — ZH! = cokerm — 0

Analog wie vorhin ergibt sich, dafi 7 injektiv und coker 7 = CI(IP) ist. Als Konse-
quenz ist also Cl(Y) < Cl(X) — CI(P) exakt und ebenso G — H — K (entsteht
durch Anwenden von Hom(—, C*)).

Wir wissen schon, dafl U = C!*1\ {0} ist. Wie sehen aber V und W aus? Da
X — Y eine Mori-Faserung ist, gibt es einen Unterficher Y x o vom Fécher X x zu
X, der kombinatorisch isomorph zum Fécher 3y von ) ist. Aulerdem wird jeder
Kegel in ¥ x o unter der Abbildung Nx g — Ny g bijektiv auf einen Kegel in Xy,
abgebildet.

Die Kegel in ¥ x sind dann von der Form op + oy mit op € ¥p C Xy und
oy € Xx,0 C Lx. Damit gilt fiir die irrelevanten Ideale:

IX:<:C&|Jezx>:<:€+~1‘&|T€E7D,O’€EX10>

Damit ist Iy im wesentlichen von der Form ,,Ip - Iy“, somit gilt fiir die Projektion
V =Cm™\V(Iy) » W = C™ (+D\ V(Iy), daB die Faser iiber jedem Punkt gerade
U ist.

Sei D = Zé:o k;D;, sodal Op(D) ein exzeptionelles Geradenbiindel auf P ist.
Ich méchte nun Halbstetigkeitsaussagen wie in [Har77, Abschnitt I11.12] anwenden.
Natiirlich steht mir diese Aussagen nicht ohne weiteres fiir Stacks zur Verfiigung.
Auch auf die Abbildung auf Cox-Niveau V' — W lassen sich diese Aussagen nicht
anwenden, da die Abbildung aufgrund der Faser U im Allgemeinen weit davon
entfernt ist, eigentlich zu sein.

Wie in [Liu02, Remark 3.30] bemerkt wird, ist in den Aussagen wie [Har77,
Theorem II1.12.11(a)]:

R f.(F)® k(y) — H'(X,, F,) surjektiv = Isomorphismus

deswegen ein projektiv (oder allgemeiner: eigentlicher) Morphimus vorausgesetzt,
da es fiir die Beweise der Endlichkeitaussagen fiir die Kohomologie nach Serre
([Har77, Theorem III.5.2a]) bedarf. Diese lassen sich aber leicht auf Stack-Niveau
iibertragen.

Sei p: X — X die Abbildung zum groben Modulraum. Nun gilt mithilfe der
Spektralsequenz von Leray

HY(X,R'p.F) = H(X,F)

fiir eine kohdrente Garbe F auf X. Da aber p eine endliche Abbildung ist, ist
auch R/p,F kohirent. Somit gilt [Har77, Theorem I11.5.2a] fiir R7p,F, das heifit,
dafl alle H'(X, R/p.F) endlich dimensionale Vektorriume sind. Also mufi auch
Hi*J (X, F) endlich dimensional sein.

Damit 148t sich [Har77, Theorem II1.12.11(a)] auf diese Stack-Situation aus-
weiten. Fiir eine Garbe Ox (D) auf X ist die Abbildung

R (Ox (D)) @ ky — HI(P,Op(D)) =0

offensichtlich surjektiv fiir alle g. Nach diesem Theorem ist die Abbildung ein Iso-
morphismus und somit R?[¢].(Ox (D)) = 0 fiir alle q.
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Diese vorangegangene Aussage ist die Hauptzutat fiir exzeptionelle Folgen auf
X.Sei (Lq,..., L) die schon berechnete volle, exzeptionelle Folge aus Geradenbiin-
deln auf P. Dabei ist L; = Op(3._ k;;D;). Ich schreibe £; fiir das Geradenbiindel

j=1

Ox (22:1 k;;D;) auf X. Dazu definieren wir
D' (V)i = []'D"(V) @ L.

PRrOPOSITION 5.19 ([Kaw06, Theorem 4.3]). Die Folge von Unterkategorien
(D*(V)1,...,DY(V)i) bildet eine semi-orthogonale Zerlegung von DP(X).
Sei (Eq, ..., Ey,) eine volle, exzeptionelle Folge von ). Dann ist

(W Er @ Lo, [0 B @ Lo, [Y] By @ Lo, o [Y] B @ Ly)

eine volle, exzeptionelle Folge von X .

BEMERKUNG 5.20. Sei N ein Vektorbiindel auf einer Varietdt Y. Dann gilt eine
analoge Aussage fiir D°(P(N)) nach Orlov, siehe [Orl92, Theorem 2.6, Corollary
2.7]. Diese Proposition ist somit im torischen Fall eine Verallgemeinerung auf Stacks.

BEWEIS. Ich folge hier im wesentlichen dem Beweis von Kawamata zu [Kaw06,
Theorem 4.3], werde aber ausfiihrlicher sein.

Sei L[Y|*A® L; und LY]*B ® L; mit A, B € D*(Y)und 1 < j < i < k. Sei
zunéichst j <i. Dann ist L; — L; ein exzeptionelles Geradenbiindel auf P.

HOW(A B) @ R[Y].(L; — Li) =
R[Y](L[y]*Hom(A, B) @ (L; — L;)) Projektionsformel
R[], (Hom(L[)* A L[)* B) @ (£, — £:)) [Huy06, (3.17)
R[] (Hom(L[4)* A, L[}* B @ (£, — £1))) [Huy06, (3.15)
Rl (Hom (LA ® L1 LI B £,)

Mithilfe von Leray erhalten wir daraus die Spektralsequenz:
HP (Y, Hom(A, B) ® R (L; — L)) = Hom” I (LIG* A ® L;, LW B & L;)

Aus den Berechnungen, die dieser Proposition vorangehen, wissen wir aber, daf}
R[]« (L; — L;) = 0 ist. Daraus folgt die Semi-Orthogonalitéit. Insbesondere kénnen
wir uns bei der Suche nach einer exzeptionellen Folge in D?(X) nun auf die Teile
D"()); beschrinken.

Der Fall i = j liefert auch einen wichtigen Punkt. Da zumindest R?[¢].Ox = 0
fiir 4 > 0 ist, degeneriert die Spektralsequenz zum Isomorphismus

Hom? (A, B ® [¢)],Ox) = Hom? (L[)]* A, L[] B).

Die Faserung ist lokal trivial, also kann in Analogie zu [Har77, Ex. 8.4(a)] gezeigt
werden, daf} [¢].Ox = Oy ist. Damit ist [¢)]* volltreu. Insbesondere ist ([¢)]* Fy ®
Li,...,[]*Ep ® L;) eine exzeptionelle Folge in D°(Y);.

Abschlielend kann iiber die aufspannende Klasse der Wolkenkratzergarben der
Linge 1 nachgewiesen werden, daf8 eine semi-orthogonale Zerlegung von DY(X)
vorliegt, das heift, die volle Unterkategorie, die von den D°()); erzeugt wird, ist
bereits D°(X). Das ist auch die letzte Zutat, daB die exzeptionelle Folge in der
Proposition auch tatsdchlich voll ist.

Sei die Wolkenkratzergarbe A im Punkt P € X konzentriert. Sei B die Wol-
kenkratzergarbe zum Punkt [¢)](P). Dann liegt A in der Kategorie, die von den
[¢]*B ® L; erzeugt wird. O
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D3 Do Dy
D
1 < ]P)l
Fr
Dy D_
D J’ D~

]Pal

ABBILDUNG 24. Die Faserung einer Hirzebruchfliache.

BEMERKUNG 5.21. In [Kaw06, Theorem 4.3, (3)] wird fiir zwei Geradenbiindel
Ox(a) und Oy (a’) unter anderem gefordert, dal Ox (a—a’) & [¢]*DP(X) ist. Wie
schon im Falle quasi-gewichteter Rdume ist diese Forderung hier nicht notwendig,
da diese Bedingung nur heifit, dafl sich die entsprechenden Divisoren auf der Faser
P um Torsion unterscheiden.

Der Riickzug von Geradenbiindeln ist hier sehr einfach, sieche [CLS11, Propo-
sition 6.1.20] Sei D = }° .5y ¢pD, auf Y. Dann ist D auch durch m, € My g
mit (me, B(e,)) = —c, fiir p € o(1) kodiert. Man beachte, im allgemeinen wird m,
nicht in My liegen, denn D ist hier als Weyldivisor nur Q-Cartier. Die Abbildung
X — Y ist durch eine Gitterprojektion ¢ : Ny — Ny definiert. Das zuriickgezogene
Geradenbiindel [¢]*Oy (D) ist dann Oy (D’) mit

my = ¢*(my) fiir o’ im Fécher von X,

wobei ¢* : My — My die duale Abbildung zu ¢, und o der kleinste Kegel im
Ficher von Y ist, mit ¢(c’) C o.

BEISPIEL 5.22. Sei F, die Hirzebruchfliche mit den Strahlen v; = (1,0),
vy = (0,1), v3 = (—1,7) und vy = (0,—1). Seien D; die Divisoren zu v;. F, ist
eine Mori-Faserung iiber P! mit Faser P!. Die Randdivisoren auf den projekti-
ven Geraden bezeichne ich mit D> bzw. Dy, siehe Abbildung 24. Auf den pro-
jektiven Geraden konnen die volle, streng exzeptionelle Folge (O(—D-x ), O) bzw.
(O(=D, O) gewihlt werden. Da der Riickzug 7*(Ds) = Dy und die Einbettung
t«(Dy) = Dy ist, setzen sich diese zur vollen, exzeptionellen Folge

(O(=D1 — D2),0(=D2),0(=Dx),0)

zusammen. Diese Folge ist aber nur fiir » = 0, das heifit, fiir P! x P!, streng exzep-
tionell.






ANHANG A

Rechnerhilfe

1. Nachweis der Konstruierbarkeit

Im folgenden ist der Quelltext jenes Maple-Programms zu finden, das ich in
Kapitel 10.2 fiir den Nachweis der Konstruierbarkeit gewisser, torischer Systeme
verwendet habe.

Zun#chst mochte ich auf die grobe Struktur dieses Programms eingehen. Die
zentrale Prozedur ist searchForAugmentation mit vier Eingabedaten:

e cine torische Fliche X,

e cine Liste von ein Basen von Pic(X), die sich als Bild einer guter Basen
unter w ergeben,

e die Koeffizienten der zu untersuchenden torischen Systeme A beziiglich
dieser Basis (moglicherweise mit Parameter) und

e cine Liste von Parameterwerte, beziiglich welcher diese Systeme unter-
sucht werden sollen.

Nun wird fiir die einzelnen Kombinationen von Basis und Koeffizienten, die Funk-
tion isAugéd aufgerufen. Diese sucht zunéchst nach einem exzeptionellen Divisor in
dem gegebenen torischen System 4. Sofern ein solcher Divisor gefunden wird, wird
A an dieser Stelle ,de-augmentiert* und mit zuriickgezogenen torischen Systemen
von Fliachen vom Picardrang 3 verglichen, um die Konstruierbarkeit nachzuweisen.
Das Programm ist auch online unter
http://page.mi.fu-berlin.de/hochen/degDP6-aug.mws

verfiighar.

restart:
with(linalg) :

#Gibt den i-ten T-invarianten Weildivisor zurueck

basisDiv := proc( i, n )
return [ seq( ‘if‘(i=j,1,0), j=1..n ) I1:
end proc:

#Sucht im torischen System nach exzeptionellen Divisoren

#X ... Liste von Selbstschnittzahlen, die torische Flaeche kodiert
#TS .. torisches System, Liste von Weildivisoren

#Rueckgabe: Liste von Paaren [i,j], wobei

#i .. exzeptioneller Divisor E_i

#j .. Stelle des torischen Systems, wo E_i auftritt

f£indExDivTS := proc ( X, TS )
local i, j,n,Result:

n:=nops (X):

Result:=[]:
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for i from 1 to n do
if X[i]=-1 then
for j from 1 to n do
if equiDiv(X,TS[j],basisDiv(i,n)) then
Result:=[op(Result), [i,j]]:
end if:
end do:
end if:
end do:
return Result:
end proc:

#De-Augmentiert ein torisches System

#TS .. torisches System A, Liste von Divisoren
#i .. Stelle an der de-augmentiert wird
#Rueckgabe:

#[ ..., A[L-11+A[di], A[i+1]+A[i], ...]

degTS := proc( TS, i )

if i=1 then

return [TS[2]+TS[1],0p(TS[3..-2]),TS[-11+TS[11]:

elif i=nops(TS) then

return [TS[1]+TS[-1],0p(TS[2..-3]),TS[-2]+TS[-1]]:

else

return
[op(TS[1..(i-2)1),TS[i-11+TS[i],TS[i+1]+TS[i],op(TS[(i+2)..-11)]1:
end if:

end proc:

#Blaest X an Stelle i ab
#X .. Liste von Selbstschnittzahlen, die torische Flaeche kodiert
#i .. Stelle, an der abgeblasen wird (X[i] sollte -1 sein)
#Rueckgabe: Liste von Selbstschnittzahlen der abgeblasenen Flaeche
blowDownTV:=proc(X,i)
if i=1 then
return [X[2]+1,0p(X[3..-2]),X[-1]+1]:
elif i=nops(X) then
return [X[1]+1,op(X[2..-3]),X[-2]+1]:
else
return [op(X[1..(i-2)1),X[i-1]+1,X[i+1]+1,0p(X[(i+2)..-11)]:
end if:
end proc:

#Verschiebt eine Liste um i Stellen

#TS .. Liste (zB torische Flaeche oder System)
#i .. Anzahl der Stellen

#Rueckgabe

#[ TS[i] .. TS[ml, TS[1] .. TS[i-1] ]
shiftList:=proc(TS,1i)

if i=0 then

return TS:

elif i>0 then

return shiftList([op(TS[2..-1]1),TS[1]],i-1):
else #i<0
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return shiftList([TS[-1],0p(TS[1..-2])],i+1):
end if:
end proc:

#Verschiebt eine Liste um i Stellen

#TS .. Liste (zB torische Flaeche oder System)
#i .. Anzahl der Stellen

#Rueckgabe

#[ TS[n] .. TS[1] ]

mirrorList:=proc(TS)

return [seq(TS[-i],i=1..nops(TS))]:

end proc:

#Vergleicht zwei moeglicherweise geschachtelte Listen
#(Maple hatte da manchmal Probleme)
#L1, L2 ..Liste (zB torische Systeme oder Flaeche)
#Rueckgabe offensichtlich
equilist := proc( L1, L2 )
local i:
if type(L1l,list) then

for i from 1 to nops(L1l) do

if not equilist(L1[i],L2[i]) then

return false:

end if:

end do:
else

return is(L1=L2):
end if:
return true:
end proc:

#Stellt fest, ob zwei Liste (zB torische Flaeche oder System)

#nach Verschieben und/oder Spiegeln gleich sind
#X,Y .. Listen
#Rueckgabe

#[1 ,i] .. falls Y = X[i]
#[-1,i] .. falls Y = -(X[i])
#NULL .. sonst
howSM:=proc(X,Y)

local i:

for i from O to nops(X)-1 do
if equilist(shiftList(X,i),Y) then
return [1,i]:
elif equilist(mirrorList(shiftList(X,i)),Y) then
return [-1,i]:
end if:
end do:
return NULL:
end proc:

#wendet die Rueckgabe von howSM an, aus Y wird X
#Y .. Liste
#p .. Rueckgabe von howSM(X,Y)
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#Rueckgabe: X

doSM:=proc(Y,p)

if p[1]1<0 then

return shiftList(mirrorList(Y),-p[2]):
else

return shiftList(Y,-p[2]):

end if:

end proc:

#Berechnet gute Basen auf torischer Flaeche vom Picardrang 3
#X .. Liste von Selbstschnittzahlen, die torische Flaeche kodiert
#Rueckgabe:
#Liste von guten Basen (1 oder 2 Stueck)
goodBasis3 := proc(X)
local r,Y,how,base:
r:=max(op(X)):
Y:=[-1,-1,-r-1,0,r]:
how:=howSM(X,Y):
if r=0 then
base:=[ [[0,0,1,1,0],[0,0,1,0,0],[1,0,0,0,0]] ,
(fo,o0,1,1,01,[1,0,0,0,01,[0,0,1,0,01] 1:
else
if irem(r,2)=0 then
base:=[ [[0,0,1,r/2+1,0],[0,0,1,r/2,0],[1,0,0,0,011 1:
else
base:=[
[[(r+1)/2-1,(r+1)/2,1,1,0], [(x+1)/2-1,(x+1)/2,1,0,0],[0,1,0,0,0]] ]:
end if:
end if:
return map( b->map( doSM, b, how ), base):
end proc:

#X->Y Abblasung mit exzeptionellem Divisor D_i
#hier wird ein Divisor auf Y nach X zurueckgezogen

#Div .. Weildivisor
#i .. Aufblasungsort (der exzeptionelle Divisor auf X ist an Stelle i)
#Rueckgabe:

#zurueckgezogener Divisor auf X
pullbackDiv := proc(Div,i)
if i=1 then
return [Div[-1]+Div[1],op(Div[1..-1])]:
elif i=nops(Div)+1 then
return [op(Div[1..-1]),Div[-1]+Div[1]]:
else
return [op(Div[1..(i-1)]),Div[i-1]+Div[i],op(Div[i..-11)]:
end if:
end proc:

#Berechnet gute Basen fuer Flaeche vom Picardrang 4
#X .. torische Flaeche

#Rueckgabe: Liste von guten Basen

goodBasis4 := proc(X)

local i,n, gB3,gB4, Result:
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Result:=[]:
n:=nops(X):
for i from 1 to n do
if X[i]=-1 then
gB3 := goodBasis3( blowDownTV(X,i) ):

gB4 := op(map( b-> [op(map( pullbackDiv, b,i )),basisDiv(i,n) 1],
gB3)):

Result := [op(Result),gB4]:

end if:
end do:

return Result:
end proc:

#Berechnet aus Schnittzahlen die Strahlen des Faechers
#a .. Liste von Schnittzahlen a_i
#Rueckgabe: Liste von Vektoren v_i
intNum2Toric := proc( a )

local i,1l,n:

n:=nops(a):

1:=[seq(0,i=1..n)]:

1[1]:=[1,0]:

1[2]:=[0,1]:

for i from 3 to n do
1[il:=-ali-11*1[i-1]-1[i-2]:

end do:

return 1:

end proc:

#Berechnet, ob zwei Divisoren aequivalent sind

#X .. torische Flaeche

#D1,D2 .. Weildivisoren

equiDiv:=proc(X,D1,D2)

if linsolve(matrix(intNum2Toric (X)) ,vector (D1-D2))<>NULL then
return true:

else

return false:

end if:

end proc:

#Filtert aus einer Liste gB von Basen jene heraus,
#deren letztes Element ein vorgegebener Divisor Div ist
goodBasisWithD := proc(X,gB,Div)
local Result, g:
Result:=[]:
for g in gB do
if equiDiv(X,g[-1],Div) then
Result:=[op(Result),g]:
end if:
end do:
return Result:
end proc:

#Berechnet, ob zwei torische Systeme gleich sein,
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#wobei Parameter auftreten koennen (xx)

equiTSpara:=proc(A1,A2)

return solve({ seq( seq( A1[i] [k]=A2[i] [k],
k=1..nops(A1[i])),i=1..nops(A1)) }, {xx}):

end proc:

#Berechnet, ob zwei torische Systeme nach Drehung/Spiegelung gleich
sein,
#wobei Parameter auftreten koennen (xx)
sameTSpara := proc( TS1, TS2 )
local i, TS2M,e,em:
TS2M:=mirrorList (TS2):
for i from O to nops(TS2)-1 do
e:=equiTSpara( TS1, shiftList(TS2,i) ):
em:=equiTSpara( TS1, shiftList(TS2M,i) ):
if e<>NULL then
return e, [1,i]:
elif em<>NULL then
return em, [-1,i]:
end if:
end do:
return NULL:
end proc:

#Ueberprueft, ob ein torisches System TS auf X vom Picardrang 4 konstruierbar ist
#X ... Liste von Selbstschnittzahlen, die torische Flaeche kodiert
#TS .. torisches System, Liste von Weildivisoren
#X muss Picardrang 4 haben (dh. Liste hat Laenge 6)

isAugd := proc ( X, TS )

local exwo, ex, wo, deTS,coeffTS,absTS3,i,j,sTS,gB3,pullgB3,mat,acTS:
#Bestimme die Positionen, an denen ein exzeptioneller Divisor steht
exwo := findExDivTS( X, TS ):

ex := [ seq( x[1], x=exwo ) I:
wo := [ seq( x[2], x=exwo ) ]:
#de-augmentiere das torische System bzgl dieser Positionen
deTS := map2( degTS, TS, wo ):
#’abstraktes’ TS fuer PicRg 3, ’abstrakt’ heisst ohne konkrete Basis
absTS3 := [[1,-1,-1]1,[0,0,1], [xx+1,-xx,-1],[1,-1,0], [-xx,xx+1,0]];
#Fuer jede dieser Positionen, wird das torische System mit

#den zurueckgezogenen, konstruierbaren, torischen Systemen von

#den Flaechen vom Picardrang 3 verglichen

for i from 1 to nops(exwo) do

gB3 := goodBasis3( blowDownTV( X, ex[i] ) ):

pullgB3 := map( b->map( pullbackDiv, b, ex[i] ), gB3 );
printf(" isAug: de-augmentiere ex. Divisor E_la an

Stelle %a und erhalte\n",ex[i],wo[il]):

printf("  isAug: deTS: %a\n",deTS[i]):

for j from 1 to nops(pullgB3) do
printf(" isAug: teste bzgl Basis %a\n",pullgB3[j]l):

mat :=augment (transpose (pullgB3[j]) ,matrix (intNum2Toric(X)));

coeffTS:=map( x->convert(x,’list’)[1..3], map2(linsolve, mat,

deTs[i]));
printf("  isAug: deTS hat Koeffs: %a\n",coeffTS);
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printf("  isAug: absTS hat Koeffs: %a\n",absTS3);
sTS:=sameTSpara(coeffTS,absTS3) :
if sTS<>NULL then

printf("  isAug: Augmentationsbasis.\n"):
return sTS:
else
printf("  isAug: nicht die richtige Basis.\n"):
end if:
end do:
end do:

printf (" isAug: NICHT AUGMENTIERT!!!\n"):
return false:
end proc:

searchForAugmentation:=proc( X, badBase, TSs, missingJs )
local i,j,k, b, cTS, result:
for i from 1 to nops(badBase) do
b:=badBase[i] :
printf("Basis %a\n",b):
for j from 1 to nops(TSs) do
printf (" Teste tor Sys mit Koeff %a mit jj = %a\n",
TSs[j], missingJs[il[j]1);
for k from 1 to nops(missingJs[i][j]) do
cTS:=convert (evalm(
matrix(subs(jj=missingJs[i] [j] [k],TSs[j]))&*matrix(b)
), ’listlist’);
printf (" ergibt konkret: %a\n",cTS);
result:=isAugd(X,cTS):
if result<>false then
printf (" stimmen fuer %a ueberein, ",result[1]);
if result[2][1]=1 then
printf ("nach Verschieben um %a.\n\n",result[2][2]):
else
printf("nach Spiegeln und Verschieben um %a.\n\n",result[2][2]):
end if:
end if:
end do:
end do:
end do:
end proc:
XA:=[-1,-1,-r-1,-1,-1,r-1]:
XB:=[r-1,-1,-2,-1,-r-1,0]:
XC:=[0,-r-1,-2,-1,-2,r]:

dP6:=subs (r=0,XA):
XBO:=subs (r=0,XB) :
XB2:=subs(r=2,XB) :
XCO:=subs (r=0,XC) :
XC1:=subs(r=1,XC):

Ts1 := [[t, -1, -1, -11, [0, O, O, 1], [0, O, 1, -1], [jj+i, -jj, -1, O],
1, -1, o, 01, [-jj, jj+i, O, 01]:
Ts2 := [[1, -1, -1, 0], [0, O, 1, -11, [0, O, O, 11, [jj+i, -jj, -1, -11,
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[1’ _1’ O’ O]’ [_jj’ jj+1’ O’ O]]:

Ts3 := [[1, -1, -1, 0], [0, O, 1, O], [jj+t, -jj, -1, -11, [0, O, O, 11,
(1, -1, o, -11, [-jj, jj+1, 0, 011:

T84 := [[1, -1, -1, o], [0, O, 1, O], [jj+1, -jj, -1, o1, [1, -1, O, -1],
[0, o, o, 11, [-jj, jj+i, 0, -111:

T8 := [[1, -1, -1, -1], [0, O, 1, O], [jj+1, -jj, -1, ol, [1, -1, O, O],

(-jj, jj+1, o, -11, [0, 0, 0, 1]]:
TSs:=[TS1,TS2,TS3,TS4,TS5] :

matI:=[

[1,0,0,0,0,0],
[0,1,0,0,0,11,
[0,0,1,0,0,1]1,

[0,0,1,0,1,01,
[0,0,0,1,0,01,
[0,0,0,0,0,0]
]:

matII:=[

[0,0,0,0,0,1]1,
[1,0,0,0,1,0],
[0,1,0,0,1,01,
[0,1,0,1,0,0],
[0,0,1,0,0,0],

[0,0,0,0,0,0]
1:
matIII:=[

[0’0’0’0’0’0] s

[2,0,0,1,0,0],
[1,0,0,0,1,0]1,
[0,0,0,0,1,1]
]:

matIV:=[
[1,0,0,0,0,1],
[0,1,0,0,0,1]1,
[0,1,0,0,1,01,
[0,1,0,1,0,01,
[0,0,1,0,0,0]1,
[0,0,0,0,0,0]
]:

gBAO:=goodBasis4 (dP6) :
gBB0:=goodBasis4 (XBO) :
gBCO:=goodBasis4 (XCO) :
goodBasisWithD(dP6,gBA0,basisDiv(3,6));
basisDiv(3,6);
badBOa:=map( x->
convert (evalm(matrix (x)&*transpose (matrix(matI))),’listlist’),
goodBasisWithD(dP6,gBAO,basisDiv(3,6)));
missingjjBOa:=[[[0], [0], [0], [-11,[-111, (01,1, [33],[33],[3311];
searchForAugmentation(XBO,badB0a,TSs,missingjjB0a) ;
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badBOb:=map( x->
convert (evalm(matrix(x)&*transpose(matrix(matI))),’listlist’),
goodBasisWithD(dP6,gBAO,basisDiv(6,6)));
missingjjBOb:=[[[1,[1, 331,331,331, [[0], [0], [0], [-1],[-111];
searchForAugmentation(XBO,badBOb,TSs,missingjjBOb) ;

badCOa:=map( x->
convert (evalm(matrix(x)&*transpose(matrix(matII))),’listlist’),
goodBasisWithD(XBO,gBBO,basisDiv(5,6)));
missingjjCoa:=[[[1, (331, (331,331, 0111;
searchForAugmentation(XCO,badC0Oa,TSs,missingjjC0a);

badCOb:=map( x->
convert (evalm(matrix (x)&*transpose(matrix(matII))),’listlist’),
goodBasisWithD(XBO,gBBO,basisDiv(2,6)));
missingjjCob:=[[[1, (331, (53], (331, 001,003,(537,C333, 0337, 001];
searchForAugmentation(XCO,badCOb,TSs,missingjjCOb) ;

badB2a:=map( x->
convert (evalm(matrix (x)&*transpose(matrix(matIII))),’listlist’),
goodBasisWithD(XBO,gBBO,basisDiv(1,6)));
missingjjB2a:=[[[1,[],[0], [-1],[-111];
searchForAugmentation(XB2,badB2a,TSs,missingjjB2a);

badB2b:=map( x->
convert (evalm(matrix (x)&*transpose (matrix(matIII))),’listlist’),
goodBasisWithD(XBO,gBB0,basisDiv(5,6)));
missingjjB2b:=[[[1, [, [0], [-1],[-111];
searchForAugmentation(XB2,badB2b,TSs,missingjjB2b);

badC1:=map( x->
convert (evalm(matrix (x)&*transpose (matrix(matIV))),’listlist’),
goodBasisWithD(XCO,gBCO,basisDiv(2,6)));
missingjjC1:=[[[], (1, [0],[-1],[-111];
searchForAugmentation(XC1,badC1,TSs,missingjjC1) ;

2. Kohomologieberechnung

Hier findet sich der Quelltext eines Maple-Programm, um die Kohomologie von
Geradenbiindeln auf (glatten, projektiven) torischen Flidchen zu berechnen. Damit
kann die Exzeptionalitdt von Folgen nachgewiesen werden.

Die zentrale Funktion ist DivCohom. Dabei verwende ich die Methode zur Be-
rechnung der Kohomologie, wie sie [HP06] zu finden ist. Mit dieser Methode lidf3t
sich deren Berechnung auf folgende Frage reduzieren. Gegeben seien endlich viele,
affine Geraden g in Q2, die jeweils Q? in zwei Halbriume unterteilen, wobei einer
als negativ ausgezeichnet ist. Die Geraden unterteilen die Ebene polyedrisch. Fiir
alle Gitterpunkte, die sich in einem Polytop dieser Unterteilung befinden, soll dann
untersucht werden, in welchen der negativen Halbrdume dieser Punkt liegt. Daraus
148t sich die Kohomologie bestimmen (fiir Details verweise ich auf [HP06)).

Die Bestimmung dieses polytopalen Bereichs ist etwas aufwendig, sodafl ich
stattdessen die minimalen und maximalen Koordinaten der Schnittpunkte der Ge-
raden bestimme. Dann ist dieser polytopale Bereich sicherlich in dem Rechteck
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enthalten, daf§ durch diese Minima und Maxima festgelegt ist. Das Programm un-
tersucht nun alle Gitterpunkte in diesem Bereich (dabei tragen Gitterpunkte au-
Berhalb des polytopalen Bereichs nichts zur Kohomologie bei).
Das Programm ist auch online unter
http://page.mi.fu-berlin.de/hochen/pich.mws

verfiighar.

restart:
with(linalg):

#Hilfsfunktion fuer DivCohom
#Bestimmt die Anzahl der Bereiche in einer Liste A

#der Form [..,<>val, val, .., val, <>val, ..] bzw.
#[val, .., val, <>val, .. .. .., <>val, val, .., vall.
intervals := proc ( A, val )

local i, Result:

Result:=0:

for i from 1 to nops(A)-1 do

if A[i]<>val and A[i+1]=val then
Result:=Result+1:

end if:

end do:

if A[-1]<>val and A[1]=val then
Result:=Result+1:

end if:

return Result:

end proc:

#Berechnet Kohomologie wie bei Hille und Perling beschrieben

#Eingabe:
#X .. Flaeche als Liste primitiver Strahlerzeuger (zyklisch angeordnet)
#Div .. Weildivisor als Liste von Koeffizienten

#Rueckgabe: [H~0(X,Div),..,H"2(X,Div)]

DivCohom := proc( X, Div )

local i,j,N, H, sgnlist, schnittPt, schnittMat,
minmax, minmaxX, minmaxY, x,y:

N := nops(X):
H := [0,0,0]:
## bestimme max/min x/y koordinate von in frage kommenden gitterpunkten
minmaxX := [+infinity,-infinity]:
minmaxY := [+infinity,-infinity]:
minmax := proc ( oldMM, sP )
return [ min( 01dMM[1], floor(sP) ), max( oldMM[2], ceil(sP) ) 1:
end proc:

for i from 1 to N do
for j from i+l to N do
schnittMat:=matrix([X[i],X[j]11):
if det(schnittMat)<>0 then
schnittPt := linsolve( schnittMat , vector([-Div[il,-Div[jl]) ):
minmaxX := minmax(minmaxX,schnittPt[1]):
minmax (minmaxX,schnittPt[2]):

minmaxY :
end if:
end do:
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end do:
## bestimme +0- verhalten.
for x from minmaxX[1] to minmaxX[2] do
for y from minmaxY[1] to minmaxY[2] do
sgnlist := [seq( signum( innerprod( [x,y], X[i] ) + Div[i] ), i=1..N )]:
if not has(-1,sgnlist) then
H[1]:=H[1]+1: #H"O
end if:
H[2] :=H[2]+max( intervals(sgnlist,-1) -1 , 0): #H"1
if add(sgnlist[i],i=1..nops(sgnlist))=-nops(sgnlist) then
H[3]:=H[3]+1: #H"2
end if:
end do:
end do:
return H:
end proc:

#Gibt fuer ein torisches System A eine Liste mit
#\sum -A_i zurueck, deren Kohomologie fuer die
#Exzeptionalitaet verschwinden muss
diffTS:=proc(TS)
local Result, i,j,k:
Result:={}:
for i from 1 to nops(TS)-1 do
for j from i to nops(TS)-1 do
Result:={op(Result), add(-TS[k],k=i..j) }:
end do:
end do:
return convert(Result,’list’):
end proc:
x:=[f0,-1],(1,-11,[1,0],[1,1],[0,1],[-1,0],[-1,-1]]:
A:=[[0, 1, 0, 0, 0, -1, 0], [0, -1, 0, O, 1, 1, O],
o, 1, 0o, o, -1, o, 01, [0, -1, 0, 1, 4, 3, 0],
(o, o, o, -1, o, 1, 11, [0, 0, O, 1, 1, O, -1],
o, -1, o, o, -3, -2, 111:
#Berechnet H(X,D) fuer D in diffTS(A)
map2( DivCohom, X, diffTS(A) );
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden vor allem exzeptionelle Folgen aus Geradenbiindeln auf
glatten, projektiven, torischen Flichen untersucht. Auflerdem wird noch kurz auf
den Fall torischer Orbifaltigkeiten eingegangen.

Im ersten Kapitel wird die Sprache der torischen Geometrie vorgestellt. Das
Augenmerk wird dabei besonders auf Flachen gelegt, sowohl torische als auch all-
gemeiner rationale C*-Flichen.

In den beiden folgenden Kapiteln werden die Techniken vorgestellt, die im zen-
tralen vierten Kapitel zur Anwendung kommen. Zum einen sind das T-Deforma-
tionen rationaler C*-Flichen, wie sie von Nathan Ilten entwickelt wurden. Diese
Deformationen werden sehr explizit beschrieben und haben den zusétzlichen Vor-
teil, daB sie einen Isomorphismus von den Picardgruppen der Fasern induzieren.

Darauf folgt im dritten Kapitel eine Darstellung von Methoden, die Lutz Hil-
le und Markus Perling in [HPO8] entwickelt haben. Sie haben dort gezeigt, wie
einer exzeptionellen Folge aus Geradenbiindeln auf einer rationalen Fléche eine to-
rische Fliache zugeordnet werden kann. Aulerdem wurde in diesem Artikel eine Art
»Aufblasung* exzeptioneller Folgen entwickelt, genannt Augmentation.

Im vierten Kapitel verwende ich diese Techniken, um zu zeigen, daB fiir torische
Fldachen vom Picardrang 3 und 4 alle exzeptionellen Folgen durch Augmentation aus
exzeptionellen Folgen auf Hirzebruchflichen gewonnen werden kénnen. Fiir Picard-
rang 5 kann ich jedoch ein Gegenbeispiel anfiihren.

Im abschlieflenden fiinften Kapitel werden exzeptionelle Folgen auf torischen
Orbifaltigkeiten betrachtet. Im Artikel [Kaw06] zeigte Yujiro Kawamata, dafl je-
de torische Orbifaltigkeit eine volle, exzeptionelle Folge aufweist. Diese Folgen be-
schriinken sich im Gegensatz zum Fall der Flichen nicht mehr nur auf Folgen aus Ge-
radenbiindeln. Sein Beweis baut auf dem torischen MMP auf. Dabei wird zunéchst
eine exzeptionelle Folge auf einem stacky, quasi-gewichteten, projektiven Raum kon-
struiert und anschlieflend iiber Mori-Faserung, divisorielle Kontraktion und Flip zu
einer exzeptionellen Folge auf einer beliebigen torischen Orbifaltigkeit erweitert. Ich
werde anhand der Beschreibung torischer Orbifaltigkeiten, wie sie von Lev Borisov,
Linda Chen und Gregory Smith in [BCSO05] entwickelt wurde, die Teile in Kawa-
matas Arbeit zu diesen projektiven Réumen und der Mori-Faserung nachvollziehen.
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