5 Ausblick

Die gemachten Aussagen, zumindest die Integraldarstellungen betreffend, lassen
sich auf hyperkomplexwertige Funktionen iibertragen, da die Integraldarstellung-
en im Hyperkomplexen analog zu denen im komplexen Fall sind. Um dies plau-
sibel zu machen, sollen diese Darstellungen kurz motivierend dargestellt werden.
(Fiir eine detaillierte Darstellung sei auf [Bege99a|, [BeWe99], [Dough3], [Krau99|
verwiesen.)

Ein elliptisches System erster Ordnung
ugy + Auy + Bu+C =0, (73)

wobei die Matrix A den Rang 2r + 2, r € IN, hat, kann auf hyperkomplexe Form
gebracht werden, wenn die Matrix A nur ein Paar konjugiert komplexe Eigenwerte
der Vielfachheit r + 1 besitzt.

Mit dieser Transformation wird (73) zu

k-1
woz =0, wrz+ qufjwjz =0,1<k<m, (74)
=0

wobei
T T
k k
W= E wge , 4 = E qr€
k=0 k=1

und e die nilpotente (r + 1) x (r + 1)-Matrix

0 0 -+ --- 0
1 )
e=1 0
0
0 0 1 0

mit der Eigenschaft e" = 0 ist.
Die Algebra der hyperkomplexen Zahlen sei mit A bezeichnet.

Das System (74) ist dann dquivalent zu der hyperkomplexen Gleichung Dw = 0,
wobei D = 07 + ¢0,. Funktionen, welche dieser homogenen Gleichung geniigen,
heiflen hyperanalytisch.

In der hyperkomplexen Analysis iibernimmt eine sogenannte erzeugende Losung
t die Rolle der Variablen z der komplexen Analysis. Diese erzeugende Losung ist
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ihrerseits eine Losung der homogenen Gleichung in der Form ¢(z) = z + 7(z) mit
nilpotentem 7. Es stellt sich nun heraus, dass sich jedes hyperanalytische w mit
einer analytischen Funktion ¢ wie folgt darstellen 1aBt: w(z) = ¢(#(z)). Fiir die
Jacobimatrix v der formalen Koordinatentransformation (z,z) — (¢(2),t(2)) gilt
v = t,t; — t;t, # 0 und damit

S A L =

Die hyperkomplexe Version des Gauflschen Integralsatzes lautet nun:

Satz 5.1 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Dann gilt fir
jedes w € CH(G; A) N C(G; A)

ow _ _ ow _
/wdt-l—/ﬁdtdt—/wdt—/Edtdt—o.
G G

oG oG

In Analogie zum komplexen Fall ergibt sich daraus eine Cauchy-Pompeiu— Formel
héherer Ordnung.

Fiir m,n € Z mit 0 < m +n und 0 < m? + n? sei dazu

( (=m)! 17n—1
—1)"—=t"""t <0
(=1) (n—1)! =
(=n)! —13n—1
—-1)" m <
Komay(t) = 3 (1) (m — 1)!t ! , n=0
tm_lznfl ~ m—1 1 n—1 1
log(tt) — —— -, 1<m,n
\ (m—1)!(n—1)! el
und gm gn
a(m,n) = &—mﬁ fiir m,n € IN.

Damit gilt der

Satz 5.2 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, k € IN und
0,0) =y < a1 < -+ < oy
eine Kette von Bi—Indizes mit

lag| =2 fir 0<4<k
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und
apr1 =ag+ g, wobei 6= (0,1) oder §,=(1,0), 0<L<k-—1.

Dann hat jedes w € C¥(G; A) N C*1(G; A) fiir = € G die Darstellung

w(z) = — / Ka, (HC) — 1(2)) By (C) dt(C)dH(C)

- omi
3[R, (00~ 1) 207 [0
=0 56

wobei (1,0) = (0,1) und (0,1) = (1,0).

Hyperkomplexe Funktionen ¢, fiir die

in G gilt, seien im weiteren als hyperharmonisch bezeichnet.

Nun ist zwar im Hyperkomplexen die Funktion
p(1(2),1(0)) = —log [(1(Q) — 1(2)) TH(C) — 1)) + h(t(2). (<)),

wobei die Funktion h(t(z),t(¢)) € C*(G;.A) N C*(G;.A) hyperharmonisch sein
und fiir festes ¢(z), z € G, die Randwerte

log [ ((C) — #()) () — ()] | . ¢ € 96,

annehmen soll, nicht reell aber hyperreell. Deshalb ist es ersteinmal nicht sinnvoll,
die Funktion p eine Greensche Funktion zu nennen. Allerdings gilt entsprechend
der Definition von d/0t und den Eigenschaften des hyperkomplexen Logarithmus

fiir 2 # ¢
0 B 1 n 0
Q) —t(z)  0t(C)

Man kann also erwarten, dass sich zumindest zum komplexen Fall analoge Inte-
graldarstellungen angeben lassen.

h(t(2), ().

Fiir den hyperkomplexen Laplaceoperator der Ordnung k£ € IN

P 080
o Otk
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liegt es in Analogie zum Fall einer komplexen Verdnderlichen nahe, die Funktion
Pk, gegeben durch

pu(t(2). (0)) = hu(t(2),4(0)
~ e [0 — 1N WO —2)] tog [(40) () O — 1)

wobei hi(t(2),t(¢)) € C*(G;.A) N C*1(G; A) mit A¥hy = 0 in G eine geeignete
Funktion sein soll, zu betrachten. Insofern ist zu erwarten, dass die Behandlung
des hyperkomplexen Falles mit zum komplexen Fall analogen Methoden auch zu
analogen Integraldarstellungen fiihrt.
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