4 Integraldarstellungen in Poly—Gebieten

4.1 Allgemeine Darstellung in Poly—Gebieten

In [Bege02a), [BeDa02] und [BeDz97] werden Integraldarstellungen zweiter Ord-
nung fiir Poly-Gebiete entwickelt. Dariiberhinaus wurden in [BeDa02] spezielle
Integraldarstellungen hoherer Ordnung fiir Poly—Gebiete angegeben. Das Thema
dieses Abschnitts ist es nun, eine allgemeine Integraldarstellung hoéherer Ord-
nung fiir Poly-Gebiete anzugeben, welche die zuvor genannten Darstellungen als
Spezialfille enthélt.
Satz 4.1 Firn € IN und k; € IN, 1 < j <n, seien

(:umjﬂ mJ) OSmJ Sk]:
Ketten von Bi-Indizes mit

(155, 5) = (0,0),
/’L‘Zn]—1+l/‘77nj—1+1:u¥n]+y7]n]’ 1Sm] Skﬂ’
und G; C C beschrinkte Gebiete mit glatten Rdindern. Sei weiter
w:pG"UG" > C, G": =Gy x...xGy,

(wobei 0gG™ := 0G1 X ... x 0G,, den ausgezeichneten oder auch Shilov—Rand von
G™ bezeichnet) eine Funktion mit den Differenzierbarkeitseigenschaften

1 1/1
MW = fn, €L(GC), 0<my <kj; ... ;

P /
Hazp pazp P = fml,..-,mn € LI(G”; C), 0< m; < kj, mn G

ol la’“ "o = @p_1 € C[BCEHC): L.

_1 —1 GUf aOGn
Ha“’“p ’“p = Oki-1,kn -1 € C(0G"; C);

u
zzkzakam1 = fml,kQJ Ogml Skl_la ;
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By oV, .
a kna znfml,...,mn_l = fml,...,mn_1,kn; 0 S mj S kj - 17 1 S i S n— 1.

Dann hat w in G™ die Darstellung

. | n pj n Itj. v pj
w(z) = Z (—1)1+2j=1p3 H (TG]"N{W ’Vij) H (@,-kj az:]> (U(Z)

(p1,---,pn)€{0,1}™ j=1
(P15--Pn )#(0,-.-,0)

n kj—1

=S 1D A | CTRINCRTS) | Gl R
j=1

j=1m; OBG"J 1

[(m =y (]

n
J=1

wobet die abkirzende Schreibweise

n kj—1 k1—1 kn—1
j=1m;=0 m1=0 mp,=0

benutzt wird.

Beweis
Der Beweis wird erbracht mittels vollstdndiger Induktion iiber n. Fiir n = 1 fillt
(64) mit der Aussage von Satz 1.7 , S. 12, zusammen. Sei nun

n+1 n+1
(/j’mn_H’ l/mn+1) 0 S Mpt1 S kn—}—la

eine weitere Kette von Bi-Indizes mit den in (63) formulierten Eigenschaften und
w : 9oG™ U G™! — C eine Funktion mit den Differenzierbarkeitseigenschaften

a“mlaml = fm, €L(C™C), 0<my<ky; ... ;
n+1
Haump — fm1,...,mn+1 c Ll(Gn+1; C), 0 S mj S lfj, in Gn+1

1<7<n+1, 1<m

Ph 1 VR
(')zfl ' Efl 'wo= ©Or,—1 € C((?OG"H;(C); el

ntl ue L - . auf 0,G" !
Ha o, Phi1,.hn1 € C(OG™; C);
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u
kzaszml = fm1,/€2a Ogmlgkl_l;

n+1 n+1
L aukn+1

azn+1 Zn+1 fml,...,mn - fml,...,mn,kn+1a 0 S mj S kj - 1, 1 S .7 S n.

Dann hat w nach (64) in G" x G,,4; die Darstellung

W(21y- -+ 20, Zna1)
San T BT (A 2\
— _1)t j:lij o ki g ki
Z (=1) TG;',M@ Vi 0, azj
(P15---,pn)E€{0,1}7 j=1 j=1

(P1,-+-Pn)#(0,-.-,0)

XOJ(Zl, <y Zn, Zn+1)

n kj—

ATTE [ TT8  -6)

J= lmj—a(;n] 1

xHa“’"fa- W(Cs-- -, Gy Znt1)

de[zc 1~ (i, 1

Aufgrund von (65) existieren in G, alle partiellen Ableitungen

n+1 n+1

Do o ﬁa“’"ﬂ a_ W(Ciy -+ Cnr Znt1)s
also 1483t sich
Ha"mﬁa_ W(Cry -+ Cns Znt1)
vermoge Satz 1.7, S. 12, in G,,;; wie folgt darstellen:

Ha“mja Cla"'agn,zn—kl)

n+1 n+1

n
Nm
_ +19 +1
= TG ntl n+l anl Zn o Ha ! 8* Cla SRR Cn; Z’fl-i-l)

b, 1 Yk

n+1 1
/ prtt (Znt1 — Cns1)

“mn+1+17 ‘Mpp1+1
mn+1 0 8Gn i1
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Xag:ﬁ*’l m"+1 H aum] a’ (Cl, SR Cn: Cn—|—1)

Cn+1

xd [(z'cnﬂ)”m?il“‘”miﬂ (=i ) i |

Einsetzen von (67) in (66) liefert

wW(Z1y .-y 2ny Znt1)
n j n 7 pj
= E 1)+ p H
- ( 1) g=tH TGj,uk ,uk azj E'
(p15---,pn)E€{0,1}7 j=1 j=1

(P1,---Pn)#(0,...,0)

XW(Z1y -« -y Zny Znt1)
n+1 k] n+1

WHZ [ UK, l5-6)

J=lmj= 3(;,n+1] 1

n+1

X H 8“"” (fm W(Cis- -, Gy Cng1)

n+1

% H d [ i¢;)” (—iZj)“Z"j“f%j]

'un+1 n+1 n .U i
kn+1 ) Fnt1 W] mj
g T O G o 2n)

% Hd [(igj)ujr;zj+l_”]7;1j (_izj)ufnﬁl—u%j] ]
j=1

Mit Definition 1.5, S. 12, und den Bedingungen (65) gilt

H Z /HKum +1,m+1( zj — ()

j= 1m]_0a an J= 1

Hn+1 n+1 n il
kp+1 n+1 m]
g 1 L O (Gt o )

x [T [(iGs) s (i) om0
j=1

n kj—1

= / KuZ*jl r+ (Znt1 = Gut) H Z / HKUm 1Y m +1(Zj - C])

n+1
Gnt1 j= lmj_O(9 an j=1
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U n+1 n+1
mj g n+1 n+1
x”a q o W(Cay -

it [(icj)”ﬁ"ﬁl
j=1

Unter Beachtung von (65) 148t sich

un+1 Vn+1

k

G (2,
Cnt1 7¢,0

J Cna Cn—H)

—Vjﬁj (_ZZj)N{nj +1 —Ninj

y Zns C?H-l)

mittels (64) in G" darstellen. Damit gilt weiter

/ K n+1 wntl (Zn—l—l - <n+1
Pl g1 Vb g1
Gn+1
,LL n+1 n+1
m] J n+1 kp+1
xHa q (T
n

TTafcyore

QRHZ /H FR NG

Jj= lmJ_aGn] 1

Cna <n+1)

d§n+1d77n+1 .

_Vgn- S U{n,.{,l_ﬂgnj
(—iC;) A& y1dNn 11

i=1
un+1 n+1
_ kn+1 +1
= / Kuzﬁl,,,gﬁl (#n41 — Cuy1) {agnfl 8— w21, 25 Crgr)
Gpri1
Srn T "
_ -1 14> -1 p5 H T o
(p1,---pn)E€{0,1}7 Jj=1
(P10 )#(0,...,0)
n J I/‘] pj n+1 n+1
M. Vi, Prpi1 aVknt1
<] (azjﬂaz;) Oy 0p " w21, s 2y Gu) At
n
=1

un+1 Un+1
ki1 +1

= / K/‘Z+.|l.1 n+_i1 (Zn_|_1 — Cn—l—l) Cn:l 8— n1 L«J(Zl, AT Cn+1)d§n+1d77n+1

7L
Grnt1
Byt kg
a (P1,---,pn)€{0,1}7
n+l (P1;---pn)#(0,...,0)

n p; N Jj J
Hy . Vi
o j
X H <TGJ‘,N?€4,V£.> H (azj azj
5 j7 Ry .
j=1 =1

'un+1 n+1
kn+1 q knt1
= 1 1 - ...
TGn+1,NZ:+ n:+1 et aZn+1 w(z1,
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Cnt1 7C, 4

J un+1
j) ) kn+1 o- ”“w(zl
yoen

y Ry Zn—l—l)

y “ns Cn-i—l)

X d§n+1 dnn—|—1



+ > (=1)Zi=1?i

(P1s-++sPnPpy1)€{0,1}7+1
(P1,--Pn)#(0,..-,0)

Pp4+1=1
n+l p;j ntl i i\ P
| | | | Hrj oVk;
X TGja“i-v’/i- azj 85], UJ(Zl, . ,Zn,Zn_I_l).
. J J .
Jj=1 j=1

Da fiir p, 11 =1 gilt

(_1)2?:11’1‘ — (_1)1+pn+1+2?:1pj = (- 1)14{:}z 195

folgt die Behauptung. O

Als Anwendung von Darstellung (64) seien fiir n € IN folgende Ketten von Bi—
Indizes gegeben:

(M(l):’/(%) = (0,0), (N1a’/1) (0,1), (Nza%) (1,1),
o o o (68)
(1, v5) = (0,0),  (u1,7) = (1,0), (uz,15) =(1,1), 2<j<n.

Ferner seien G; C C, 1 < j < n, beschrinkte Gebiete mit glatten Rédndern und
w € C*(G™; C) N CHH,G™ U G™; C),

wobei mit Letzterem eine Funktion w : 9yG™ U G™ — C bezeichnet sei, derart
dass

H (323.)11{ (a;j)”gw fiir jedes  ((p1,p3), ..., (0}, p3)) € {{0,1}*}"

stetig in G™ und

I1.,)" (o) P fiirjedes  ((phph), ..., (07, p5)) € {(0,1),(1,0)}"

J=1

stetig in 0yG™ U G™ ist. Diese Forderungen an w zusammen mit (68) sind offenbar
gleichbedeutend damit, dass w eine Funktion mit den Differenzierbarkeitseigen-
schaften

1

1 V,
MW = fmy €L1(GMC), 0<m <2 ...

Ha“"‘"a- W = fom, € L1(G"C), 0<m; <2, in G
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aglm—lafh—lw — (Pkl—lec(aoGn;C); L

z1

auf 9yG™
Haukp 15 k,, ‘W= Op 1,k a1 € C(0,G™;C);
6“28U2fm1 = fm1,2a 0<m <1, ...

855 Zn fm1,...,mn—1 = fm1,...,mn—1,2’ Osmysl, lsjsn—l

ist. Damit geniigt w den Voraussetzungen von Satz 4.1 und ist also wie folgt
darstellbar:

n n

wi)= > ()R] (T, u0)" [ (0:05)" wiz)

(p1,---,pn)€{0,1}7 j=1 j=1
(P1,---,pn)#(0,...,0)

+2nH Z /HKum Vs +1 j—Cj)Hag%jagjzjw(Q
j=1

T= lm-,——anGn] 1
de[zg 1 T (Y “M].

Dies kann in eine explizitere Form gebracht werden. Mit einer einfachen Induktion
ist zunéchst

n n
> (= ] (T )™ [ (0:05)" w(z)
(p1,---,pn)€E{0,1}™ j=1 j=1
(p1,5---Pn)#(0;...,0)
n
_ T+1
- Z(_l) T / / CVl Cul CV‘F CUT (C) (69)
=1 1<U1< <Vr <n

X H log |¢,, — 2, |2 H dg,,dn,,,
p=1 p=1

wobei im letzten Ausdruck diejenigen (,,’s, iiber die nicht integriert wird, als z,,’s
verstanden werden sollen. Dariiberhinaus gilt mit

Definition 4.1 Fiir
(p1,---,pn) € {0,1}", C=(C1y.--Cn) €CY und 2 = (21, ..., 2,) € C*

set
62?=1 Dj

D(Pl;---;Pn) = _
act ack ... agk
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-1
— 21 s = O’
k(zi,m) = { log|z1]?, p1=1,

1
) zZ:, pj =0, )
) = J <91 <
k(zjap]) { 10g|zj‘27 p] — 1’ 2 _.7 sn,

d, =0, P d¢;, pj=0 .
T = - Y = 77 J ’
A {dgl, p=1" 46) déj, pj=1, 2<j<n.

und unter Beachtung von

7K1 —G) = {(zl—fl)_laQ my =0, ’

g 17y 2 loglz1 — Gif*, mi =1,

o _ )1
(. —] )
K . . (. — (ZJ CJ) ) m] ’ 2 < <
i “Z"ﬁl"’gnﬁl(zj %) { log |z — GI* m; =1, " =)=

wobei der Kern
Ki i (=)

Fom; +19Ym ; +1

fir j = 1 im Falle m; = 0 mit d(; und im Falle m; = 1 mit d¢, und fiir j > 2
im Falle m; = 0 mit d(; und im Falle m; = 1 mit d(; korrespondiert, sowie der
Tatsache, dass jede Summe aus

n 1

7=1m,=0

genau zwei Summanden hat, die Anzahl der Summanden insgesamt also mit der

von

(pl 7---apn)€{071}n

iibereinstimmt, dass

S 100N A1 CTRINCO) s At
j=1

T= lmT_O6 G”] 1

L[t (i o o]
j=1

L[S o) [T -z [T

(277)™ ,
8oGn (P15-pn)E€{0,1}" j=1 j=1

In Verbindung mit (69) gilt also der
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Satz 4.2 Seien G; C C, 1 < j < n, beschrinkte Gebiete mit glatten Rdndern.
Dann hat jedes w € C*(G™; C) N C'(9,G™ U G™; C) fiir z € G" die Darstellung

o) = Y- L / / PRI

=1 1<1/1< <1/.,-<n

X Hlog ¢, — Z,,,,\2 H dg,,dn,,

p=1 p=1

-1 n+1 n
+((27r)i)" / 2, (B Hk = 2.p) [ (G-
7j=1

8o G™ (Pl,---apn)e{o’l}"

Bemerkung
Der Darstellung aus Satz 4.2 entspricht eine (n — 1)—malige Iteration von

1 d _
o) = 5 [ 72 log | — #[wg(C)aT
oG

1
42 [ 1ogl¢ — 2P (Odedn
G
mit
-
— [wi0 =2

21 (—z o
aG G

log |¢ — z|*w(€)dC

b [ 10glC — o (C)dsan
G
in G" (vgl. [BeDa02]).

4.2 Darstellungen in Poly—Gebieten mit
Greenschen Funktionen héherer Ordnung

Um den Satz 1.9, S. 15, zu verallgemeinern, ist es sinnvoll, folgenden Operator
zu definieren.

Definition 4.2 Sei G C C ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und Green-
scher Funktion gy der Ordnung k € IN. Dann sei fir m,n € IN mit m +n = k,
w € L1(G;C) und z € G

T (G2

T w(z) = / () m RO gy (2, ).

G

™
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Damit lautet die angesprochene Verallgemeinerung wie folgt:

Satz 4.3 Seien G; C C, 1 < j < n, beschrinkte Gebiete mit glatten Rdindern
und Greenschen Funktionen gy, hoherer Ordnung, k; € IN. Ferner seien

(/'[/m]1 mJ) Ogm] Sk;j:

Ketten von Bi—Indizes mit den in (63), S. 78, formulierten Eigenschaften. Dann
hat jede Funktion w : 0oG™ U G™ — C mit den Differenzierbarkeitseigenschaften

a"mla ml = fm, €L1(G%C), 0<my < ki
Haump = fmi,omn € L1(G™C), 0 <my <k, in G"

1<j<n, 2<m

ok~ 19 by = gl € C@GTT); ..
auf 0yG™
Ha"kn la—ﬁpflw = Pki—1,kn-1 € C(00G"; C);
k2ak2fm1 = fm1,k2: Ogml Skl_l’ )
auknauknfml, wMp—1  — fml,---amn—hk"’ 0 S mj S kj B 1’ ! SJ S "o 1;

fiir z € G™ die Darstellung

n

W@ = X (TR (T, ) o(2)

(P1s-+spn)€{0,1}™ j=1
(P15 pn)7#(0,-.., 0)

< >/Haz]fa r; (25, ) Ha Jaf () [T d¢;dn;-
j=1

Gn J=1

Beweis
Direkte Folgerung aus Satz 4.1 durch komponentenweise Auswertung mit der

Aussage von Satz 3.7 oder Iteration dieser Aussage analog zum Beweis von Satz
4.1. O
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4.3 Darstellungen in Poly—Gebieten mit
Bergmanschen Kernen héherer Ordnung

Als direkte Konsequenz aus Satz 4.3 ergibt sich die entsprechende Aussage mit
Bergmanschen Kernen hoherer Ordnung.

Satz 4.4 Seien G; C C, 1 < j < n, beschrinkte Gebiete mit glatten Rdindern
und Greenschen Funktionen gi, héherer Ordnung, k; € IN. Ferner seien
(/’1"77'.71]‘5 l/’;?‘;lj) = (07mj)J 0 S m] S k];

Ketten von Bi-Indizes. Dann hat jede Funktion w : 0pG™ U G™ — C mit den
Differenzierbarkeitseigenschaften

02w = fm, €L1(G%C), 0 <my < ki :
Ha"""’ = frryogme € Li(G™0),  0<my <k, in G"
1<57<n, 2<n

0.7'w = g1 € C(BG™C); ...

auf 0y G™
Ha—k” ‘W= ko1, k11 € C(8,G™; C);
vi
a 2fm1 = f’m1,k2, Oémlgkl_la 3
6anfm1, wMp-1  — fml;---amnflakn’ 0< m; < k]' -1, 1 SJ <n-1

fiir z € G™ die Darstellung

n

W= Y [ / Kf[_lKkm(zme,,gnf[_ldgpndnpm

T=1 1<p1<.. <p7-<nG
* (%) / H 32“;-’9@-(2]',@)1165%(0dejdnj,
Gn j=1 j=1 j=1

wobei wieder diejenigen (;’s, iber die nicht integriert wird, als z;’s verstanden
werden sollen.
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4.4 Darstellungen in Poly—Zylindern mit
Bergmanschen Kernen héherer Ordnung

Der Satz 4.4 fiir das spezielle Poly—Gebiet ID” = ID; x --- X ID,,, n € IN, lautet

Satz 4.5 Fir die Ketten von Bi—Indizes
(v ) = (0,m;), 0<m; <kj, 1<j<n,

sei w : ID" UID™ — C eine Funktion mit den Differenzierbarkeitseigenschaften
LMW = fy €L (DYC), 0<my <k ... ;
n anp " in D"
Hazp w = f’rn1 ..... Mn ELI(D a(C)a Oémjgkja mn

1<j<n, 2<m

O = g1 € C(BD™C); ...

Z1

° - auf 0pID™
Haz ? = @ki-1,..,kp_1—1 € C(aomna (C)a
vi
872fm1 = fm1,k2a 0§m1 Skl—l, )
O fo s = o by 0<m;<kj—1, 1<j<n—1

Dann hat w fiir z € ID™ die Darstellung

N ORI S /

=1 1<p1<.. <p.r<n]D

T kﬂn
k k k,, —1
K _ - g ] — (_)
XH(( Y 1(2)(2—1)‘% Gl

p=1

x (1= ¢, )7 (1 — |zp~\2)’“’““) I T .dnp.

k=1

-1\ [ Y 6P\ G =)
+<7T>/ H(kj—l)-(l—zjéj> G~ %
x (H 8fo> w(C) [T desdn;-

=1
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4.5 Orthogonale Zerlegungen in Poly—Gebieten

Um zum Fall eines einzelnen Gebietes analoge Zerlegungen in Poly—Gebieten
anzugeben, sind zunéchst die entsprechenden Hilbertrdume einzufiihren.

Seien dazu k; € IN, G; C C, 1 < j < n, n € N, beschriankte Gebiete mit glatten
Réndern und w : 9pG™ U G™ — C mit

- AP
H(@%) w stetigin G" fiir alle (p',...,p") € {0,1}"

=1

n i
H (8%'_1)1) w stetigin GyG"UG" fiir alle (p',...,p") € {0,1}"

=1

gegeben. Damit 148t sich der passende Hilbertraum definieren.

Definition 4.3 Firk; € N und G; C C, 1 < j <n,n € N, beschrinkte Gebiete
mit glatten Rédndern set

Ckrrbn (GM C) := {f : 0G" UG"™ — C | f geniigt (70)}.
Es ist klar, dass CF+%»(G"; C) C Ly(G™; C) ein Hilbertraum ist. Mit

Definition 4.4 Firk; € N und G; C C, 1 < j <n,n € N, beschrinkte Gebiete
mit glatten Rdndern sei

Olhr, o) (G"C) = {f € Ly(G™C) |08 ...0"f =0 in G"},
AO s, . k) (G™C) := {f € Ly(G™C) | 9. .0 f =0 in G},
O(J]_cl,...,kn;Q)(Gn; C) = {‘P € Ly(G™C) | (o, f) =0V f € O(kl,...,kn;Q)(Gn;C)} )

A0k, (GO = {p € Ly(G™0) | o, f) =0
Vf€AOw,. . 1n2(G™ O},

wobei Funktionen f € Oy, . k.:2)(G"; C) polyplurianalytisch und entsprechend
Funktionen f € AO, . ..2)(G"; C) polypluriantianalytisch heiflen, gilt dann die
folgende Aussage iiber Zerlegungen von CFi-*»(G"; C) in den Raum der in G™
polyplurianalytischen Funktionen und dessen orthogonalem Komplement.
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Satz 4.6 Seien k; € N und G; CC, 1 < j <n,n € N, beschrinkte Gebiete mit
glatten Rindern und Greenschen Funktionen hoherer Ordnung gy;. Dann hat jedes
w € Ckrn (G™; C) in G™ die Darstellung w = ¢p+1), wobei ¢ € Oy, k2 (G™; C)
und 1 € O(J;CI,---,kn;2)(Gn; C).

Beweis
Offenbar erfiillt w die Voraussetzungen von Satz 4.4 und ist also wie folgt in G”
darstellbar

n

W=y > [ / QKkPN(zpn,an)r;[ldfpmdnpn

=1 1<p1<.. <p-,—<nG
n (m)
+(2) 1195000 125wl [T dsny
Gn Jj=1 j=1 j=1

wobei ' '

wieder die zugrunde liegenden Ketten von Bi-Indizes sind. Der erste Term von
(71) ist aus O(k,.... k,;2)(G™; C). Denn fiir jeden Summanden ist das entsprechen-
de iterierte Integral wegen der Eigenschaften der Bergmanschen Kerne hoéherer
Ordnung Ky, (2.,¢,,) beschriinkt (sieche den Beweis von Satz 3.4, S. 44ff). Mit
T-maliger Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz folgt

8511 K gj / e /W(C) H Kkpn (mean) H dfpndnpn
GPI GP K=l r=1
= [+ [t 3 T K, GG TT i
GPI GPT r=1 K=1

Da 1 < 7 < n, folgt weiter
k k =
ok 07 | [ K (290 Cp) = 0
k=1

Der zweite Term von (71) ist aus (’)(L,C _____ 2 (G";C). Dazu ist in Analogie zum
Beweis von Satz 3.4 zu zeigen:

/ [H 0% g, (2, G5)
=1

Gn

f(2) dejdyj =0 firalle f€ Oy,,. k2 (G"C),
j=1

wobei z; = xz; +1iy;, 1 < j < n.
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Sei nun f € O,,...k.:2)(G™; C) beliebig vorgelegt. Eine Anwendung von Lemma
3.1, S. 44, zeigt

/ [H 0% gk, (24 Cj)] F@) ] dejdy;
Gn Jj=1 j=1
= (-1~ /9k1 21,C1) [Ha 7 9k; (25, G ] afll Hda:]dyj

Gn

Dieses Verfahren sukzessive angewandt auf die verbliebenen (n—1) Komponenten
fiihrt zu

/H@%%@P@me
Gn Jj=1 =
= [T a6 Ha’“”f [ =0

Gn] 1

nach Voraussetzung an f. O

Die Zerlegung des Cki-+k»(G?; C) in den Raum der polypluriantianalytischen
Funktionen und dessen orthogonalem Komplements ist ein Spezialfall der allge-
meinsten orthogonalen Zerlegung, die jetzt angegeben werden soll. Dazu wird
zunéchst folgendes benotigt:

Definition 4.5 Fiir n;,m;,k; € N mit n; +m; = k; und G; C C, 1 < j </,
¢ € IN, beschrinkte Gebiete mit glatten Rdindern sei

O((nl,ml),...,(n[,ml)ﬂ) (Gza (C) =
{f € Ly(GHC) | oma ... oMol f =0 in G'},

Z1 “ 21 2y 2y

Ox 2(G5C) =

((nl’ml)v'"’(nl’ml)72

{90 € LZ(GZ;C) | <90af> - va € O( (n1,m1)...,(ng,my);2 (Ge (C)}
Damit gilt der

Satz 4.7 Seien k; € IN und G; C C, 1 <7 </, £ € N, beschrinkte Gebiete mit
glatten Rindern und Greenschen Funktionen héherer Ordnung gy, . Fir beliebige
nj,mj € N mit n; + m; = kj, 1 < j < £, hat dann jedes w € CF(G¥ C)
in Gt die Darstellung w = ¢ + ¢, wobei ¢ € O((ny my),...(nesme)2) (G5 C) und ¢ €
O (Ge C).

((TLl 7m1)5 a(nlaml
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Beweis
Analog zu dem von Satz 4.6 unter zusitzlicher Beachtung von Lemma 3.2, S.
46. O

SchluBendlich kann mit dem vorangegangenen Satz jetzt die eingangs erwihnte
explizite orthogonale Zerlegung des Lo(G%; C) formuliert werden.

Mit
V({/ (kl,...,kg),Q(Gé; C)
¢
— {f e Wkik)2(GL Q) | oL o H agjfjagjf = 0 auf 9,G*

j=71+1
firl<r<{ m;+n, =k, —1,

OSI/’TSmT’ OSMTSnT, 0S”j+/j/j§kj}a
wobei Wki-k0:2(GE C) den Sobolevraum aller f € Ly(G% C) mit schwachen

Ableitungen Hle 0z 7 f fiir mj +n; = kj, 1 < j < ¢, in Ly(GY C) bezeichnet,
gilt der

Satz 4.8 Fiirl,n;, m;, k; € IN mit nj+m; = k; und beschrinkte Gebiete G; C C,
1 < j < £, mit glatten Rindern und Greenschen Funktionen héherer Ordnung g,
15t

12
Lo(G5 €) = O ) fmesmor (G5 ) @ | [ 07 027 wkR0%(GE ©).
j=1

Beweis
Nach der Aussage von Satz 4.7 geniigt es offenbar, die Identitét

l
Ok ’ ’ )(Gf; C) = H a%ﬂ a;?j W(kl,...,kl),Z(Ge; C)
j=1
zu bestétigen.

Sei g € H§:1 05’ 0z’ W (k1-k)2(GL: C) beliebig vorgelegt. Zu diesem ¢ existiert

dann ein r EV?/(’“""””)’Q(GZ; C) mit

4
[[o¥orr = ¢in G,
j=1

12
ooy | 40r = 0aufgyG* fiir 1 <7 < Lme +nr =k, — 1,
j=7+1
OSVTSmTaOSNTSnTaosyj+MjSkj-
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Fiir ¢ € O(nym),...(nesme)i2) (G5 C) folgt mit dem Integralsatz von Gauf} 1.1,
S. 4, weiter

H oy o, / H oz T ( H dzdy;

GN1

-/ ( {a’“ lamlﬂai”a’"fr >}
Gt
am laml Ha— 8mJ7~ )0, (2 ) de]dyj
/an1 187711 HafJaer 21Q0 dejdy]

(el
Mit dieser Argumentation fiir die verbleibenden Ableitungen fortfahrend gelangt
man zu

14
(¢, ) = (-1)m™ /H 8;;3;’;47‘ ama;zl Hd%dyj
Gt I=2

Dies sukzessive fiir die restlichen Komponenten durchgefiihrt, zeigt unter Beach-
tung der Voraussetzungen an ¢

¢
¢ & ”J —
(q,) = (—1)=i= "]+m])/ Ha 0% o(2) | [ dujdy; = 0
G¢ =1

also ¢ € O (G4 Q).

(nl =m1)7---a(nlaml);2)

Sei jetzt g € (’) (01 20):2 (G C) beliebig vorgelegt. Fiir solches ¢ wird das

folgende Problem betrachtet:

2j TZj

Ha"famfr = g¢in G,

: . (72)
oror [[ 040dr = Oauf G fiir 1 <7< lmy +np =k, — 1,
Jj=7+1
OSVT<mT7 OS/,LTS’I’LT, OSV]+M]§kg

Eine Lésung von (72) ist gegeben durch
¢
/ H 077 0 i, (25, G5) Ha"fa (O T d&;dn
e =1 j=1
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mJ

0% gi,; (2, 1) H dg;dn;,

Gt =1

was komponentenweise aus den Eigenschaften der Greenschen Funktionen g, auf
den Réndern G, und den Eigenschaften des T bzw. T-Operators folgt. O

95



