
Anhang A

Asymptotisches Wellenpaket

Der Wellenpaketanteil außerhalb des Wechselwirkungsbereiches wird mit ei-
nem Gitterwechsel auf dem asymptotischen Gitter gesammelt [98]. Dabei
beginnt der asymptotische Bereich im Abstand Z̄ von der Oberfläche, ab
dem die potentielle Energie Vgr(Z > Z̄) ≈ 0 nahezu verschwindet. Ober-
halb dieser Grenze bewegt sich das Molekül frei von der Oberfläche weg und
desorbiert. Die Trennung der Wellenfunktionsanteile ψI und ψA in den beiden
Bereichen

ψ′
I(Zαz

, t) = (1− ftrans(Zαz
))ψI(Zαz

, t) (A.1)

ψ′
A(P iz

Z , t) = ψA(P iz
Z , t) +

∑

αz

(F †
Z)izαz

ftrans(Zαz
)ψI(Zαz

, t) (A.2)

erfolgt in der DVR der Desorptionskoordinate Z nach jedem Propagations-
schritt. Die Transferfunktion ftrans(Z) ist im Wechselwirkungsbereich gleich
Null, im asymptotischen Bereich gleich Eins und steigt im Übergansbereich
um Z̄ stetig und glatt von Null nach Eins an. In der Simulation wird die
konkrete Form

ftrans(Z) = 1− 1

1 + exp(s(Z − Z̄))
(A.3)

verwendet, die neben dem Abstand Z̄ den Anstieg s als Parameter enthält.
Für die Darstellung der transferierten Wellenfunktionsanteile im Orts-

raum der Desorptionskoordinate muß das asymptotische Gitter das Wech-
selwirkungsgitter ab dem Abstand enthalten, an dem die Transferfunktion
signifikant über Null ansteigt. Nach erfolgter Trennung in der DVR wird der
hinzukommende Wellenfunktionsanteil sofort in die FBR transformiert (siehe
Gl. (A.2)). Die gesammelte Wellenfunktion wird frei auf dem asymptotischen
Gitter propagiert

ψFBR
A (t+ ∆t) = exp

(

−iT FBR∆t
)

ψFBR
A (t) (A.4)
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116 ANHANG A. ASYMPTOTISCHES WELLENPAKET

und bewegt sich dabei im Verlauf des Desorptionsprozesses bis zu sehr großen
Werten der Desorptionskoordinate. Hierbei wird der entscheidende Vorteil
des Gitterwechsels offensichtlich: Die räumlich sehr ausgedehnte, asymptoti-
sche Wellenfunktion unterliegt keiner potentiellen Energie und muß im Rah-
men des pseudospektralen Algorithmus nicht mehr in der DVR darstellbar
sein. Folglich kann das asymptotische Gitter sehr kurz gewählt werden, was
den numerischen Aufwand stark reduziert. Da damit auch die Auflösung
im Impulsraum der Desorptionskoordinate vermindert wird, muß die Kon-
vergenz der asymptotischen Wellenfunktion hinsichtlich der Parameter des
Gitterwechsels sorgfältig geprüft werden [47].

Alternativ kann das asymptotische Wellenpaket ähnlich effizient im Rah-
men einer sogenannten Flußanalyse behandelt werden [138].



Anhang B

Richtungskosinusse

Die Drehung eines gegebenen Koordinatensystems um seinen Ursprung kann
als Folge dreier Drehungen um jeweils feste Achsen beschrieben werden.
Abb. B.1 illustriert diese Transformation: Das ursprüngliche Koordinaten-
system {x, y, z} wird mittels der Drehung in das neue Koordinatensystem
{X, Y, Z} überführt. Die Winkelparameter der einzelnen Drehungen um die
Achsen {z,N, Z} sind durch die sogenannten Euler-Winkel {χ, θ, φ} gege-
ben. Der transformierte Vektor R = (X, Y, Z) im neuen Koordinatensystem

Abbildung B.1: Eine beliebige Drehung des Koordinatensystems {x, y, z}
um den Ursprung auf das Koordinatensystem {X, Y, Z} wird durch drei
aufeinanderfolgende Drehungen um die Achsen {z,N, Z} mit den Euler-
Winkeln {χ, θ, φ} dargestellt [112].
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118 ANHANG B. RICHTUNGSKOSINUSSE

RI =
∑

j

ΦIj(χ, θ, φ)rj (B.1)

geht durch die unitäre Matrix Φ(χ, θ, φ) der Richtungskosinusse aus dem
gegebenen Vektor r = (x, y, z) im originalen Koordinatensystem hervor. Da-
bei ist der Richtungskosinus ΦIj(χ, θ, φ) der Kosinus des Winkels, den die
Achsen I und j einschließen. Diese anschauliche Bedeutung folgt aus der
Transformation von Einheitsvektoren ei des alten Koordinatensystems und
nachfolgender Projektion der transformierten Vektoren auf die Einheitsvek-
toren EI des gedrehten Koordinatensystems. Gl. (B.1) darf nicht als Drehung
eines Vektors mißverstanden werden, die schon mit zwei aufeinanderfolgenden
Drehungen beschreibbar ist. Die Transformation vermittelt zwischen Darstel-
lungen des gleichen Vektors in zueinander gedrehten Koordinatensystemen.
Die Matrix der Richtungskosinusse

Φ(χ, θ, φ) = RZ(φ)RN(θ)Rz(χ) (B.2)

ist aus den Matrizen Rz(χ), RN(θ) und RZ(φ) der Drehungen um die Achsen
z, N bzw. Z aufgebaut. Nach Einsetzen des Produktes aus den drei Dreh-
matrizen in Gl. (B.1) folgt die Transformationsgleichung
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mit der Matrix der Richtungskosinusse in expliziter Form, wobei die trigo-
nometrischen Funktionen Sinus und Kosinus durch

”
s“ bzw.

”
c“ abgekürzt

werden.



Anhang C

Symmetrie der Orientierungs-

und Ausrichtungsparameter

Eigenschaften desorbierender Moleküle, wie zum Beispiel ihre Drehimpuls-
verteilung, werden durch den Desorptionsprozess und den adsorbierten Aus-
gangszustand der Moleküle auf der Oberfläche bestimmt. Im allgemeinen
verletzt der Desorptionprozess die Symmetrie des Adsorbates nicht. Die ma-
kroskopische Detektion des Desorbates mittelt jedoch gleichmäßig über al-
le lateralen Positionen der anfänglich auf der Oberfläche adsorbierten Mo-
leküle. Deshalb ist die Punktsymmetrie des Adsorbates auch dem Ensemble
der desorbierenden Moleküle auferlegt. Wird eine statistisch ausgeglichene,
lokale Ordnung der adsorbierten Moleküle vorausgesetzt, umfaßt diese Sym-
metrie die vollständige Punktsymmetrie der Oberfläche (vgl. Abschnitt 4.2).
Im folgenden wird das Transformationsverhalten der Orientierungs- und Aus-
richtungsparameter aufgrund dieser Punktsymmetrie untersucht. Die Ober-
flächennormale ist der z-Achse zugeordnet, die lateralen Koordinaten x und y
bleiben unspezifiziert.

C.1 Drehsymmetrie

Ein gegebenes Ensemble desorbierender Moleküle wird durch die inkohären-
te Superposition individueller Molekülzustände beschrieben. Bezüglich der
Drehsymmetrie zeigt dieses Desorbatensemble die lokale Symmetrie des ein-
zelnen, auf der Oberfläche adsorbierten Moleküls. Desweiteren besitzt das
Desorbat die Ensemblesymmetrie der Moleküle, die aus den unterschied-
lich orientierten, äquivalenten Adsorptionsplätzen hervorgehen (siehe Ab-
schnitt 4.2).

Für eine f -zählige lokale und F -zählige Ensemblesymmetrie resultiert die
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120 ANHANG C. SYMMETRIE DER OAP

Dichtematrix des Desorbates in der Drehimpulsbasis {|jm〉}

ρdes
m′m =

1

F

F−1
∑

N=0

〈

jm′
∣

∣ρ̂N
∣

∣jm
〉

=
1

F

F−1
∑

N=0

ρN
m′m (C.1)

mit den Dichteoperatoren ρ̂N und den Dichtematrizen ρN
m′m der orientierten

Moleküle. Wegen der lokalen Symmetrie jedes einzelnen Moleküls sind die
Dichtematrizen der orientierten Moleküle

(

ρN
m′m

)′
=

〈

jm′
∣

∣Ĉ†
f ρ̂

N Ĉf

∣

∣jm
〉 !

= ρN
m′m (C.2)

invariant gegenüber der Drehung Ĉf . Mit der Darstellung des unitären Dreh-

operators Ĉf = exp
[

− 2πiĴz/f
]

in der Basis {|jm〉} wird diese Gleichung
in

(

ρN
m′m

)′
= exp

[

2πi

f
(m′ −m)

]

ρN
m′m

!
= ρN

m′m (C.3)

überführt. Um diese Indentität zu erfüllen, ist entweder der exponentielle
Faktor gleich Eins, oder die jeweiligen Dichtematrixelemente verschwinden.
Folglich sind alle Dichtematrixelemente gleich Null, wenn nicht m′−m = nf
mit einer ganzen Zahl n gilt. Die Dichtematrizen lassen sich daher in die
Form

ρN
m′m =

∑

d

ρN (m, d)δm′−m,dδd,nf (C.4)

umschreiben, wobei ρN (m, d) das m-te Element der d-ten Nebendiagonale
der Dichtematrizen bezeichnet. Offensichtlich verschwinden die Nebendiago-
nalen, wenn ihr Index kein Vielfaches der lokalen Zähligkeit ist.

Aufgrund der Ensemblesymmetrie des Desorbates können die äquivalen-
ten Dichteoperatoren in Gl. (C.1) durch aufeinanderfolgende Anwendung des
Drehoperators ĈF = Ĉ1

F ineinander transformiert werden. Somit wird die
Dichtematrix des Desorbates

ρdes
m′m =

1

F

F−1
∑

N=0

〈

jm′
∣

∣ĈF−N
F ρ̂0ĈN

F

∣

∣jm
〉

(C.5)

weiter umgeschrieben, wobei alle beteiligten Dichteoperatoren durch den ent-
sprechend gedrehten Referenzdichteoperator ρ̂0 ausgedrückt werden. Dabei
ist der adjungierte Operator des Drehoperators ĈN

F durch ĈF−N
F gegeben, die

trivialen Drehoperatoren Ĉ0
F und ĈF

F sind gleich dem Indentitätsoperator Ê.
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Werden die Drehoperatoren ĈN
F = exp

[

− 2πiNĴz/F
]

in der Basis {|jm〉}
dargstellt, resultiert die Dichtematrix des Desorbates

ρdes
m′m =

1

F

F−1
∑

N=0

exp

[

2πiN

F
(m′ −m)

]

ρ0
m′m (C.6)

allein aus der Referenzdichtematrix ρ0
m′m. Die Summe der Exponentialterme

ist eine geometrische Reihe, die sich auf ein Kronecker-Delta

δm′−m,nF =
1

F

F−1
∑

N=0

exp

[

±2πiN

F
(m′ −m)

]

(C.7)

mit der ganzen Zahl n vereinfachen läßt. Schließlich ergibt sich mit Gl. (C.4)
die endgültige Form der Dichtematrix des Desorbates

ρdes
m′m =

∑

d

ρ0(m, d)δm′−m,dδd,n[f,F ] (C.8)

mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Zähligkeiten [f, F ] und einer
beliebigen ganzen Zahl n. Folglich geht aus der lokalen und der Ensemble-
symmetrie eine dünn besetzte Dichtematrix des Desorbates hervor: Die Ne-
bendiagonalen sind nur dann ungleich Null, wenn ihr Index ein Vielfaches
sowohl der lokalen als auch der Ensemblezähligkeit ist.

Die Orientierungs- und Ausrichtungsparameter (4.19), die aus der symme-
triekonformen Dichtematrix des Desorbatensembles (C.8) resultieren, haben
folgende Charakteristik: Parameter mit einer Komponente, die nicht mit der
lokalen und der Ensemblezähligkeit der Drehsymmetrie korrespondiert, wer-
den zu Null. Die nichtverschwindenden Parameter setzen sich aus äquivalen-
ten Beiträgen der unterschiedlich orientierten Molekülensembles zusammen.

C.2 Spiegelsymmetrie

Beinhaltet die Punktsymmetrie des Adsorbates eine Spiegelsymmetrie, un-
terliegen die Dichtematrix des Desorbates und damit die Orientierungs- und
Ausrichtungsparameter weiteren Forderungen. Die Spiegelsymmetrie besitzt
entweder lokalen oder Ensemblecharakter (siehe Abschnitt 4.2): Im Falle der
lokalen Symmetrie zeigt das Desorbat die Spiegelsymmetrie des einzelnen,
auf der Oberfläche adsorbierten Moleküls. Somit sind schon die Dichteope-
ratoren ρ̂N der orientierten Moleküle symmetrisch bezüglich der Spiegelung.
Andernfalls trägt das Desorbat die Ensemblesymmetrie von Molekülen, die
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aus äquivalenten, gespiegelten Adsorptionsplätzen hervorgehen. Dann sind
die Dichteoperatoren der orientierten Moleküle

ρ̂N =
1

2

(

ρ̂N
1 + ρ̂N

2

)

=
1

2

(

ρ̂N
1 +

(

ρ̂N
1

)′
)

(C.9)

selbst aus zwei äquivalenten Dichteoperatoren ρ̂N
1 and ρ̂N

2 aufgebaut, die
zueinander gespiegelte Moleküle repräsentieren. Da diese Dichteoperatoren
durch Spiegelung ineinander überführt werden, ist der aus ihnen gebilde-
te Dichteoperator der Moleküle einer Orientierung wiederum symmetrisch
bezüglich der Spiegelung.

Für eine Spiegelebene σ(xz), beispielsweise, bleiben die Dichtematrizen
der orientierten Moleküle

(

ρN
m′m

)′
=

〈

jm′
∣

∣σ̂†(xz)ρ̂N σ̂(xz)
∣

∣jm
〉 !

= ρN
m′m (C.10)

nach der Spiegelung unverändert. Der unitäre, selbstadjungierte Operator
der Spiegelung σ̂(xz) = Ĉ2(y)̂i ist zu einer Inversion î mit nachfolgender
180◦ Drehung um die y-Achse äquivalent. Die Matrixelemente der Spiegelung

〈

jm′
∣

∣σ̂(xz)
∣

∣jm
〉

= (−1)−mδm′,−m (C.11)

folgen direkt aus den Transformationseigenschaften der Basis {|jm〉} [112].
Mit diesen Matrixelementen folgen die Dichtematrizen der orientierten Mo-
leküle nach der Spiegelung in der Form

(

ρN
m′m

)′
= (−1)m′−mρN

−m′−m
!
= ρN

m′m. (C.12)

Aufgrund der Spiegelsymmetrie sind die transformierten und die originalen
Dichtematrizen für alle Orientierungen identisch.

Die Dichtematrix des gesamten Desorbates (C.6) transformiert sich in
gleicher Weise

(

ρdes
m′m

)′
=

1

F

F−1
∑

N=0

exp

[

−2πiN

F
(m′ −m)

]

(

ρ0
m′m

)′
(C.13)

bezüglich der Spiegelung. Die Summe der Exponentialterme reduziert sich
nochmals auf das Kronecker-Delta (C.7). Desweiteren ist die Referenz-
dichtematrix invariant gegenüber der Spiegelung. Folglich ändert sich auch
die Dichtematrix des Desorbates

(

ρdes
m′m

)′
= (−1)m′−mρdes

−m′−m
!
= ρdes

m′m (C.14)

durch die Spiegelung nicht.
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Die Transformation der Orientierungs- und Ausrichtungsparameter

A(k)
q

′
(j) = (−1)k(−1)qA

(k)
−q(j) = (−1)kA(k)

q

∗
(j) (C.15)

wird durch Einsetzen der transformierten Dichtematrix des Desorbates in
Gl. (4.18) und nachfolgender Anwendung des Wigner-Eckhardt-Theorems
erhalten. Folglich wird durch die Spiegelung jeder Parameter complex kon-
jugiert und mit einem alternierenden Vorzeichen bezüglich seines ungera-
den/geraden Ranges multipliziert. Die originalen und transformierten Pa-
rameter sind jedoch gleich, da die Dichtematrix des Desorbates invariant
gegenüber der Spiegelung ist. Deshalb muß der reale Teil der Parameter mit
ungeradem Rang verschwinden, für Parameter mit geradem Rang hingegen
wird der imaginäre Teil zu Null.

Alle Symmetriebetrachtungen, die im Anhang C exemplarisch an den
Orientierungs- und Ausrichtungsparametern angestellt werden, sind ebenso
für die Mulipolmomente gültig. Da sowohl die Parameter als auch die Mo-
mente sich wie sphärische Tensoren transformieren (siehe Gl. (4.20)), führt
die analoge Betrachtung der Multipolmomente zu den gleichen Schlußfolge-
rungen.



124 ANHANG C. SYMMETRIE DER OAP



Anhang D

Parameter der Simulation

D.1 Konstanten des CO-Moleküls

Masse M = 51040.8724 a.u.
Reduzierte Masse µ= 12499.8055 a.u.
Innerer C-O-Bindungsabstand r0 = 2.13224 a.u.
Trägheitsmoment µr2

0 = 56829.7084 a.u.

D.2 Darstellung der Wellenfunktion

Z-Koordinate

Anzahl der Gitterpunkte NZ = 256
Ortsraumgitter Zmin = 2.0 a.u.

Zmax = 15.0 a.u.
∆Z = 0.051 a.u.

Impulsraumgitter Pmax
Z = 61.62 a.u.

∆PZ = 0.48 a.u.

X-Koordinate

Anzahl der Gitterpunkte NX = 128
Ortsraumgitter Xmin = 0.0 a.u.

Xmax = 9.362 a.u.
∆X = 0.074 a.u.

Impulsraumgitter Pmax
X = 42.62 a.u.

∆PX = 0.67 a.u.
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ϑ -Winkel

Anzahl der Gitterpunkte Nϑ = 80
Ortsraumgitter P80(cosϑ) = 0

ϑmin = 0.030 rad
ϑmax = 3.112 rad

Impulsraumgitter jmax = 79

ϕ -Winkel

Anzahl der Gitterpunkte Nϕ = 128
Ortsraumgitter ϕmin = 0.0 rad

ϕmax = 6.234 rad
∆ϕ= 0.049 rad

Impulsraumgitter mmax = 64

Asymptotisches Gitter in der Z-Koordinate

Transferfunktion ftrans(Z) = 1− 1/(1 + exp(s(Z − Z̄)))
Position Z̄ = 12.5 a.u.
Anstieg s= 6.0
Anzahl der Gitterpunkte NZA = 128
Ortsraumgitter ZA

min = 10.157 a.u.
ZA

max = 16.631 a.u.
∆ZA = 0.051 a.u.

Impulsraumgitter Pmax
ZA = 61.62 a.u.

∆PZA = 0.96 a.u.

D.3 Propagation der Wellenfunktion

Propagation in imaginärer Zeit

Split-Zeitschritt ∆τ = i 50 a.u.
Startwellenpaket ψ(0) =ψinit(Z0, wZ, P

0
Z, X0, wX , P

0
X , j0, m0)

Z0 = 4.5 a.u. wZ = 1.0 a.u. P 0
Z = 0.0 a.u.

X0 = 4.0 a.u. wX = 1.0 a.u. P 0
X = 0.0 a.u.

j0 = 0 m0 =0
Propagationszeit τprop = i 50000 a.u.
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Propagation in realer Zeit

Angeregter Zustand

Split-Zeitschritt ∆t = 50 a.u.
Propagationszeit tprop = 4000 a.u.

Grundzustand

Split-Zeitschritt ∆t = 50 a.u.
Propagationszeit tprop = 75000 a.u.

D.4 Lebensdauermittelung

Anzahl der Quantentrajektorien ntra = 70
Residenzlebensdauern tn = 50 – 3500 a.u. (n= 1,. . . ,70)

Änderung der Residenzlebensdauer ∆t= 50 a.u.
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[102] C. P. Koch, T. Klüner, H.-J. Freund, R. Kosloff, J. Chem. Phys. 119,
1750 (2003).

[103] M. Pykavy, Dissertation, Ruhr-Universität Bochum, Bochum (1999).
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