
Kapitel 2

Das quantendynamische

Problem

2.1 Born-Oppenheimer-Näherung

Ein atomares Vielteilchensystem bestehend aus N Kernen und n Elektronen
wird nichtrelativistisch durch den allgemeinen Hamilton-Operator

Ĥ = T̂K(P̂) + V̂KK(R̂) + T̂e(p̂) + V̂ee(r̂) + V̂Ke(R̂, r̂) (2.1)

beschrieben. Hierbei sind die kanonisch konjugierten Orts- und Impulsope-
ratoren für die Kerne durch R̂ ≡ {R̂1, . . . , R̂N} und P̂ ≡ {P̂1, . . . , P̂N},
für die Elektronen durch r̂ ≡ {r̂1, . . . , r̂n} und p̂ ≡ {p̂1, . . . , p̂n} gegeben.
Dieser Hamilton-Operator besteht aus den beitragenden Operatoren der
kinetischen Energie und der Coulomb-Wechselwirkung der Kerne

T̂K + V̂KK =
N

∑

I

P̂2
I

2MI
+

N
∑

I>J

ZIZJ

|R̂I − R̂J |
(2.2)

mit der Masse MI und der Ladung ZI des I-ten Kerns, der kinetischen Ener-
gie und der Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen

T̂e + V̂ee =

n
∑

i

p̂2
i

2
+

n
∑

i>j

1

|r̂i − r̂j|
(2.3)

und der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Kernen und den Elektro-
nen

V̂Ke =

n
∑

i

N
∑

I

−ZI

|r̂i − R̂I|
. (2.4)

11



12 KAPITEL 2. DAS QUANTENDYNAMISCHE PROBLEM

Für den zeitunabhängigen Hamilton-Operator (2.1) resultieren aus der
stationären Schrödinger-Gleichung

Ĥφ(R̂, r̂) = Eφ(R̂, r̂) (2.5)

die Energie E und die stationäre Wellenfunktion φ(R̂, r̂), die das atoma-
re Vielteilchensystem bestimmen. Aufgrund des sehr kleinen Verhältnisses
1/M ≈ 10−4 . . . 10−5 der Masse eines Elektrons zu einer charakteristischen
Kernmasse M bewegen sich die Elektronen viel schneller als die Kerne und
können sich somit fast instantan der Kernbewegung anpassen. Daher ist die
Bewegung der Kerne nahezu entkoppelt von der Elektronenbewegung.

Die Konsequenz dieser Überlegung ist die Born-Oppenheimer-Nähe-
rung mit dem Produktansatz

φ(R̂, r̂) = χ(R̂)ϕ(r̂;R) (2.6)

aus stationären Wellenfunktionen χ(R̂) und ϕ(r̂;R) für die Kerne bzw. die
Elektronen [31]. Die elektronische Wellenfunktion ϕ(r̂;R) für eine festgehal-
tene Konfiguration der Kerne R geht als Eigenzustand aus der stationären
Schrödinger-Gleichung

Ĥeϕ(r̂;R) = Ee(R)ϕ(r̂;R) (2.7)

mit dem elektronischen Hamilton-Operator Ĥe = T̂e(p̂)+ V̂ee(r̂)+ V̂Ke(r̂;R)
hervor. Diese elektronische Schrödinger-Gleichung ist nur durch eine para-
metrische Abhängigkeit von der Kernkonfiguration R gekennzeichnet. Durch
die Bestimmung der elektronischen Energie Ee(R) für viele verschiedene
Kernkonfigurationen ergibt sich unter Einbeziehung der Coulomb-Wechsel-
wirkung der Kerne eine Potentialfläche

VK(R) = VKK(R) + Ee(R) (2.8)

des betrachteten elektronischen Eigenzustands.
Wird die Anwendung des Operators der kinetischen Energie der Kerne

auf die parametrisch abhängige, elektronische Wellenfunktion vernachlässigt,
folgt die Bewegung der Kerne auf der elektronischen Potentialfläche aus der
stationären Schrödinger-Gleichung

ĤKχ(R̂) = Eχ(R̂) (2.9)

mit dem Hamilton-Operator ĤK = T̂K(P̂) + V̂K(R̂). Die Lösungen für die
Wellenfunktion χ(R̂) der Kerne sind Eigenzustände entsprechender Energie,
die sowohl gebundene Zustände als auch Kontinuumszustände umfassen.
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Der zentrale Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die akkurate Be-
schreibung der Bewegung der Kerne basierend auf dem vorgestellten Konzept
der elektronischen Potentialflächen. Die elektronischen Strukturrechnungen,
aus denen die Potentialflächen resultieren, werden daher im folgenden nicht
näher erläutert, sondern nur für die konkrete Anwendung in Kapitel 4 ange-
geben. Desweiteren wird die Indizierung aller Größen bezüglich der Kerne mit

”
K“ nicht mehr beibehalten (ĤK ≡ Ĥ, V̂K ≡ V̂ , . . . ); diese Notation ersetzt

die bisherigen Bezeichnungen bezüglich des gesamten atomaren Vielteilchen-
systems. Im nächsten Abschnitt werden Methoden für die Behandlung der
Kerndynamik diskutiert und verglichen.

2.2 Dynamik der Kerne auf Potentialflächen

Als Ergebnis der Entwicklungen in den letzten Dekaden haben sich zwei
komplementäre Ansätze zur Beschreibung der Dynamik der Kerne auf Po-
tentialflächen etabliert: In dem Modell der Molekulardynamik (MD) werden
die Kerne als klassische Massenpunkte betrachtet, während im Zugang der
Quantendynamik (QD) die Kerne als quantenmechanische Objekte behandelt
werden.
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Abbildung 2.1: Illustration des zweidimensionalen Phasenraums (R,P ): Mas-
senpunkt einer molekulardynamischen Simulation (links). Wellenpaket einer
quantendynamischen Simulation (rechts).

Die typischen Phasenraumobjekte beider Ansätze sind in Abb. 2.1 für
einen eindimensional beweglichen Kern mit dem Ort R und dem Impuls P ge-
zeigt. In einer molekulardynamischen Simulation wird der Massenpunkt des
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Kerns durch einen Punkt im Phasenraum repräsentiert (Abb. 2.1, links). Der
Zeitverlauf der Position dieses Punktes, die Trajektorie, ergibt sich aus der
Lösung der klassischen Newtonschen Bewegungsgleichung für das betrach-
tete elektronische Potential. An diesem Bild läßt sich die Größenskalierung
einer molekulardynamischen Simulation ableiten: Wird ein zweiter Kern hin-
zugefügt, ist die Bewegung zweier Punkte im Phasenraum zu verfolgen, was
einer Verdopplung der Systemgröße entspricht. Aufgrund der punktförmigen
Phasenraumobjekte ist die Verknüpfung zweier Objekte additiv und die Sy-
stemgröße skaliert nur linear mit der Dimension. Diese schwache Skalierung
ermöglicht molekulardynamische Simulationen von Vielteilchensystemen mit
einer großen Anzahl von Atomen (N ∝ 101 . . . 106) [32]. Darüber hinaus ist ei-
ne vollständige Bestimmung der elektronischen Potentialfläche nicht notwen-
dig, da die Trajektorien von Massenpunkten einen lokalen Charakter haben.
Das elektronische Potential kann somit

”
on the fly“ während der Simulation

in der Umgebung der Trajektorien berechnet werden [33].
Viele Eigenschaften atomarer Vielteilchensysteme werden durch eine klas-

sische Behandlung der Kernbewegung im Rahmen der Molekulardynamik
hinreichend genau wiedergegeben. Ist die Dynamik jedoch entscheidend durch
Quanteneffekte (Interferenz, Tunneln, . . . ) bestimmt, müssen die Kerne in
einer quantendynamischen Simulation durch eine Wellenfunktion beschrie-
ben werden, die als Lösung der quantenmechanischen Schrödinger-Glei-
chung (2.9) resultiert. In der Abb. 2.1 wird die Wellenfunktion eines eindi-
mensional beweglichen Kerns durch ein Wellenpaket repräsentiert, das den
ganzen Phasenraum erfüllt (Abb. 2.1, rechts). Die Größenskalierung einer
quantendynamischen Simulation folgt analog: Das Hinzufügen eines zweiten
Kerns führt auf ein vierdimensionales Wellenpaket im Phasenraum und somit
zu einer Quadrierung der Systemgröße. Da die Phasenraumobjekte eine aus-
gedehnte Struktur haben, ist die Verknüpfung zweier Objekte multiplikativ
und die Systemgröße skaliert exponentiell mit der Dimension! Durch diese
starke Skalierung sind quantendynamische Simulationen auf Vielteilchensy-
steme mit wenigen Atomen beschränkt (N ∝ 100). Die größten quantendyna-
mischen Simulationen auf heutigen Supercomputern können nur sechsdimen-
sionale Systeme exakt behandeln. Beispiele hierfür sind die Dynamik eines
tetratomaren Moleküls in der Gasphase und eines diatomaren Moleküls auf
einer Oberfläche [34–37]. Diese Studien sind zudem noch auf die Betrach-
tung von Wasserstoff beschränkt, da die Bewegung der leichten Protonen
mit sehr kleinen Basisentwicklungen in den einzelnen Dimensionen korrekt
beschrieben werden kann. Im Rahmen von approximativen, quantendynami-
schen Methoden wie zum Beispiel dem Multi Configuration Time-Dependent
Hartree (MCTDH)-Ansatz können Systeme höherer Dimension in einem be-
grenzten Konfigurationsraum beschrieben werden (N ∝ 100 . . . 101) [22, 23].
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Für Systeme mit komplexer Dynamik auf großen Zeitskalen hingegen ist im
Rahmen von MCTDH eine anschaulich nachvollziehbare Beschränkung des
Konfigurationsraumes nicht mehr möglich. Solche dynamischen Phänomene
können nur durch eine exakte quantendynamische Beschreibung verstanden
werden, die ein strenges Konvergenzverhalten bezüglich der verwendeten Ba-
sis aufweist.

Eine numerische Lösung der stationären Schrödinger-Gleichung (2.9)
der Kerne ist jedoch keine adäquate Methode, die zeitliche Evolution eines Sy-
stems zu beschreiben, da die Observablen entlang eines Reaktionspfades be-
stimmt werden [38, 39]. Außerdem weist dieser zeitunabhängige Zugang eine
starke Skalierung mit der Systemgröße auf und ist daher für hochdimensionale
Systeme mit komplexer Dynamik ungeeignet [4]. Solche aufwendigen, quan-
tendynamischen Probleme werden daher favorisiert zeitabhängig beschrei-
ben [40, 41]. Die numerische Lösung der zeitabhängigen Schrödinger-Glei-
chung der Kerne

i
∂

∂t
ψ(R̂, t) = Ĥψ(R̂, t) (2.10)

erfordert die Propagation einer zeitabhängigen Wellenfunktion ψ(R̂, t) der
Kerne. Darüber hinaus eröffnet das zeitabhängige Bild die Möglichkeit, das
atomare Vielteilchensystem einem zeitabhängigen äußeren Feld auszusetzen.
Im Fall des zeitunabhängigen Hamilton-Operators Ĥ ist die zeitabhängige
Wellenfunktion ψ(R̂, t) eine Superposition der Eigenzustände der stationären
Schrödinger-Gleichung (2.9) mit trivialen zeitabhängigen Phasen der zu-
gehörigen Energien.

Die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung der Kerne (2.10) kann formal
durch die Anwendung des Zeitentwicklungsoperators

Û(t) = exp(−iĤt) (2.11)

auf die zeitabhängige Wellenfunktion

ψ(R̂, t0 + dt) = Û(dt)ψ(R̂, t0) (2.12)

gelöst werden. Für den zeitunabhängigen Hamilton-Operator Ĥ ist die
Größe des Zeitschritts beliebig wählbar; im optionalen Falle eines äußeren,
zeitabhängigen Feldes ist der Zeitschritt auf eine hinreichend kleine Größe
beschränkt, um die Zeitabhänigigkeit des Hamilton-Operators abzubilden.

Der nächste Abschnitt stellt den konkreten Hamilton-Operator für dia-
tomare Moleküle auf Oberflächen vor. Basisdarstellungen der Wellenfunktion
und des Hamilton-Operators sowie verschiedene Darstellungen das Zeitent-
wicklungsoperators werden in den Abschnitten 2.4 und 2.5 beschrieben.
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2.3 Hamilton-Operator diatomarer Moleküle

auf Oberflächen

Zur konkreten Beschreibung der sechsdimensionalen (6D) Dynamik diatoma-
rer Moleküle auf Oberflächen müssen geeignete Koordinaten festgelegt wer-
den, um eine möglichst effiziente numerische Umsetzung dieses hochdimensio-
nalen Systems zu realisieren. Wird dabei die Charakteristik des betrachteten
Systems und der interessierenden dynamischen Phänomene berücksichtigt,
kann die Größe der nachfolgend benötigten Basisentwicklungen in den ein-
zelnen Koordinaten und damit die Systemgröße minimiert werden.

Abb. 2.2 illustriert eine solche problemadaptierte Koordinatenwahl: Die
Dynamik des diatomaren Moleküls mit den Atomen der Massen MA bzw. MB

wird in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten beschrieben. Folglich werden
im weiteren das Teilchen der Schwerpunktsbewegung mit der Gesamtmas-
se M = MA +MB und das Teilchen der Relativbewegung mit der reduzierten
Masse µ = MAMB/(MA +MB) betrachtet. Den äußeren Freiheitsgraden des
Schwerpunktes werden die kartesischen Koordinaten R ≡ {X, Y, Z} zuge-
ordnet. Die inneren Freiheitsgrade der reduzierten Masse werden durch die
Kugelkoordinaten {r, ϑ, ϕ} bestimmt.

BALSAC plot
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Abbildung 2.2: Koordinaten eines diatomaren Moleküls auf einer Oberfläche:
Äußere Freiheitsgrade des Schwerpunktes {X, Y, Z} und innere Freiheitsgra-
de der reduzierten Masse {r, ϑ, ϕ}.

In diesen Koordinaten ist der 6D Hamilton-Operator des Moleküls auf
der Oberfläche durch

Ĥ = T̂ + V̂ =
P̂2

2M
+
p̂2

2µ
+

ĵ2

2µr2
+ V̂ (R, r, ϑ, ϕ) (2.13)
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gegeben.1 Der Operator T̂ der gesamten kinetischen Energie besteht aus der
kinetischen Energie des Schwerpunktes

T̂trans =
P̂2

2M
= −∇

2
R

2M
(2.14)

mit dem Impulsoperator P̂ ≡ {P̂X , P̂Y , P̂Z}, der radialen kinetischen Energie

T̂rad =
p̂2

2µ
= − 1

2µ

(

1

r

∂

∂r
r

)2

(2.15)

mit dem Impulsoperator p̂ und der kinetischen Energie der Rotation

T̂rot =
ĵ2

2µr2
= − 1

2µr2

(

1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)

(2.16)

mit dem Drehimpulsoperator ĵ. Der Operator V̂ der potentiellen Energie, die
elektronische Potentialfläche, hängt von den Ortsoperatoren aller Freiheits-
grade ab.

Nach der Bestimmung eines angepaßten Koordinatensystems wird eine
Diskretisierung der Koordinatenbeschreibung durch eine Basisentwicklung
vorgenommen. Im nächsten Abschnitt wird die Darstellung der Wellenfunk-
tion und des vorgestellten Hamilton-Operators in einer Basis diskutiert,
wobei die Minimierung der Systemgröße und die numerische Effizienz der
Propagation der Wellenfunktion im Vordergrund stehen.

2.4 Pseudospektrale Algorithmen

Unabhängig von der Darstellung des Zeitentwicklungsoperators (2.11) ist
die grundlegende, den Rechenaufwand bestimmende Operation jedes Pro-
pagationsschemas die Anwendung des Hamilton-Operators auf die Wellen-
funktion [7]. In einer allgemeinen Basisdarstellung nehmen der Hamilton-
Operator die Gestalt einer Matrix und die Wellenfunktion die Form eines
Vektors an. Folglich stellt die Hamilton-Operation in der Basisentwicklung
eine Matrix-Vektor-Multiplikation dar, die quadratisch mit der Basisgröße
skaliert.

Mit pseudospektralen Algorithmen wird diese nachteilige, starke Skalie-
rung verbessert [29]. In diesen Algorithmen werden korrespondierende Ba-
sisdarstellungen benutzt, in denen die Matrizen der einzelnen Beiträge des

1Im folgenden werden die Ortsoperatoren in der Ortsdarstellung nicht mehr durch den
Symbolzusatz [̂ ] gekennzeichnet.
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Hamilton-Operators diagonal sind. Die sukzessive Anwendung der verschie-
denen Teile des Hamilton-Operators auf die Wellenfunktion in den jewei-
ligen diagonalen Basisentwicklungen wird auf eine einfache Vektor-Vektor-
Multiplikation reduziert, die linear mit der Basisgröße skaliert und daher nur
in geringem Maße zum Rechenaufwand beiträgt. Der Wechsel zwischen den
verschieden Basisdarstellungen, der dynamische Kopplungen des Hamilton-
Operators vermittelt, wird durch schnelle Transformationen realisiert. Diese
Transformationen skalieren prinzipiell stärker als linear und maximal qua-
dratisch mit der Basisgröße und stellen somit den signifikanten Beitrag zum
Rechenaufwand dar. Die Entwicklung pseudospektraler Algorithmen hat zum
Ziel, Darstellungen und zugehörige Transformationen zu finden, die eine na-
hezu linear skalierende Hamilton-Operation in einer optimal kleinen Basis-
entwicklung ermöglichen.

2.4.1 Kartesische Koordinaten des Schwerpunktes

Die Einführung pseudospektraler Algorithmen in quantendynamische Be-
schreibungen wurde durch die Fourier-Methode begründet [42]. Ausgehend
von einem kartesischen Koordinatensystem wird durch die Verwendung von
zwei korrespondierenden Basisdarstellungen eine numerisch effiziente Anwen-
dung des Hamilton-Operators auf die Wellenfunktion entwickelt. Als Bei-
spiel für diese Methode soll hier die entkoppelte Schwerpunktsbewegung eines
diatomaren Moleküls auf einer Oberfläche dienen.

Der Hamilton-Operator der Bewegung des Schwerpunktes in kartesi-
schen Koordinaten geht aus dem allgemeinen Hamilton-Operator (2.13)
hervor

Ĥ = T̂trans + V̂ =
P̂2

2M
+ V̂ (R, r0, ϑ0, ϕ0) = −∇

2
R

2M
+ V̂ (R), (2.17)

indem die inneren Koordinaten {r0, ϑ0, ϕ0} in der potentiellen Energie fixiert
werden, und somit die freie Relativbewegung separiert. Um eine diskrete
Darstellung des Hamilton-Operators zu erhalten, wird die zeitabhängige
Wellenfunktion

ψ(R, t) =
∑

i

ψFBR
i (t)Φi(R) (2.18)

in einer Basis {Φi(R)} aus Ncart = NXNYNZ Eigenfunktionen des Operators
der kinetischen Energie (2.14) mit den Entwicklungskoeffizienten ψFBR

i (t)
entwickelt. Für die kartesischen Schwerpunktskoordinaten ist diese Finite
Basis Representation (FBR) eine direkte Produktbasis aus ebenen Wellen in
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den einzelnen Koordinaten

Φi(R) =
exp(iPi ·R)

(2π)3/2
=

exp
(

iP ix
X X + iP

iy
Y Y + iP iz

Z Z
)

(2π)3/2
, (2.19)

die ein äquidistantes Gitter {Pi} im Impulsraum festlegt. Das diskrete Skalar-
produkt der Basisfunktionen wird über eine Quadratur nach der Trapezregel
auf einem äquidistanten Gitter {Rα} mit Ncart Punkten und der konstanten
Wichtungsfunktion wR = (2π)3/Ncart definiert. Dabei bleibt die Orthonor-
malität der endlichen Fourier-Basis entsprechend den Eigenschaften der
diskreten Fourier-Transformation erhalten, und die Überlappmatrix der
FBR

SFBR
ii′ = wR

∑

α

Φ∗
i (Rα)Φi′(Rα) = δii′ (2.20)

folgt trivial. Wird die Basisentwicklung (2.18) von links mit Φ∗
i′(R) mulipli-

ziert mit nachfolgender Integration, so ergeben sich durch die Orthonorma-
lität der FBR die Entwicklungskoeffizienten der Basisentwicklung zu

ψFBR
i′ (t) = wR

∑

α

Φ∗
i′(Rα)ψ(Rα, t). (2.21)

Durch das Einsetzen dieser Entwicklungskoeffizienten in die Basisentwick-
lung der FBR (2.18) folgt eine ganz analoge Darstellung im Ortsraum

ψ(R, t) =
∑

α

ψDVR
α (t)δα(R) (2.22)

in Ncart Basisfunktionen δα(R) mit den Entwicklungskoeffizienten ψDVR
α (t).

Die Basisfunktionen dieser Discrete Variable Representation (DVR)

δα(R) =
√
wR

∑

i

Φ∗
i (Rα)Φi(R) (2.23)

sind diskrete Diracsche δ-Funktionen δα(Rα′) = δαα′/
√
wR, da die endli-

che Fourier-Basis auf dem Gitter der Quadratur vollständig ist. Auch die
Orthonormalität der Basisfunktionen und damit die triviale Überlappmatrix
der DVR

SDVR
αα′ = wR

∑

β

δ∗α(Rβ)δα′(Rβ) = wR
∑

i

Φi(Rα)Φ∗
i (Rα′) = δαα′ (2.24)

resultieren aus der Vollständigkeit der Fourier-Basis. Die Entwicklungsko-
effizienten

ψDVR
α (t) =

√
wR ψ(Rα, t) (2.25)
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gehen direkt aus der Bildung der Basisentwicklung (2.22) hervor, können aber
ebenso über die Orthonormalität der Basisfunktionen nachvollzogen werden.

Um zu einer kompakteren Notation zu gelangen, wird die Matrix F†
R

einer
diskreten Fourier-Transformation (DFT) mit den konkreten Matrixelemen-
ten (F †

R
)iα =

√
wR Φ∗

i (Rα) eingeführt.2 Aus der Struktur der Entwicklungs-
koeffizienten der FBR (2.21) und der DVR (2.25) in Verbindung mit der Or-
thonormalität der Fourier-Basis folgen die Verknüpfungen ψFBR = F†

R
ψDVR

und ψDVR = FRψ
FBR der beiden Darstellungen. Somit sind FBR und DVR

in kartesischen Koordinaten isomorph, da die vermittelnde DFT F†
R

unitär
ist. Beide Basisentwicklungen haben die gleiche Anzahl von Ncart Basisfunk-
tionen, die bezüglich des diskreten Skalarproduktes orthonormal sind.

Die Anwendung des Hamilton-Operators (2.17) auf die Wellenfunktion
in der FBR

[Hψ]FBR = [TFBR
trans + F†

R
VCRFR]ψFBR (2.26)

ist durch eine diagonale Matrix der kinetischen Energie mit den Matrix-
elementen (T FBR

trans)i = P2
i /(2M) gekennzeichnet, da die Basisfunktionen der

FBR Eigenfunktionen des Operators der kinetischen Energie sind. Für die
nichtdiagonale Matrix der potentiellen Energie wird die Quadratur der Ma-
trixelemente über die Coordinate Representation (CR) der potentiellen Ener-
gie (V CR)α = V (Rα) durch die DFTs F†

R
und FR realisiert. Aus der Anwen-

dung des Hamilton-Operators in der FBR resultiert die korrespondierende
Operation in der DVR

[Hψ]DVR = [FRTFBR
transF

†
R

+ VCR]ψDVR, (2.27)

durch Multiplikation mit der Matrix FR von links. Danach wird die Ein-
heitsmatrix SFBR = F†

R
FR = 1 nach der Matrix der kinetischen Energie

eingefügt und nachfolgend die Matrix FR von rechts ausgeklammert. In der
DVR ist die Matrix der kinetischen Energie nichtdiagonal, die Quadratur der
Matrixelemente erfolgt wieder durch die DFTs FR und F†

R
. Die Matrix der

potentiellen Energie nimmt jedoch die diagonale Form VCR an. Somit werden
die dynamischen Kopplungen des betrachteten Systems in den FBR durch
die nichtdiagonale Matrix der potentiellen Energie vermittelt, in der DVR
hingegen durch die nichtdiagonale Matrix der kinetischen Energie.

Die äquivalenten Darstellungen, FBR und DVR, führen in der Anwen-
dung des Hamilton-Operators auf die Wellenfunktion zum gleichen nume-
rischen Aufwand: Die Operatoren mit diagonalen Matrizendarstellungen wer-
den in einer Vektor-Vektor-Multiplikation auf die Wellenfunktion angewandt.

2Die Matrixschreibweise erfolgt nichtkursiv, während die Matrixelemente wie gehabt
in kursiver Schreibweise gehalten sind.
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Die Anwendung der Operatoren mit nichtdiagonalen Matrizendarstellungen
erfolgt durch eine Vektor-Vektor-Multiplikation in der korrespondierenden
Darstellung, der ein Darstellungswechsel via DFT voran- und nachgeht. In
der numerischen Umsetzung werden die DFTs durch eine Fast Fourier Trans-
form (FFT) realisiert, die eine semilineare Skalierung N logN mit der Basis-
größe aufweist. Folglich ergibt sich der numerische Aufwand der Hamilton-
Operation in kartesischen Koordinaten zu

Ccart = 2cFFTNcart logNcart

= 2cFFTNXNYNZ(logNX + logNY + logNZ) (2.28)

mit der spezifischen Konstante cFFT der FFT, wobei die trivial linear ska-
lierenden Anteile vernachlässigt werden. Im nächsten Abschnitt wird eine
pseudospektrales Schema in Kugelkoordinaten beschrieben und mit dem vor-
gestellten Algorithmus in kartesischen Koordinaten verglichen.

2.4.2 Kugelkoordinaten der reduzierten Masse

Ein pseudospektraler Algorithmus in krummlinigen Koordinaten hat eine
kompliziertere Struktur als die Fourier-Methode in kartesischen Koordi-
naten [43]. Die Forderung nach der einfachen, numerisch effizienten Anwen-
dung des Hamilton-Operators in einer kleinen Basisentwicklung kann nur
in einem Kompromiß erfüllt werden. Als Beispiel für die Beschreibung in Ku-
gelkoordinaten dient nun die entkoppelte Relativbewegung der reduzierten
Masse eines diatomaren Moleküls.

Der Hamilton-Operator der Bewegung der reduzierten Masse in Kugel-
koordinaten

Ĥ = T̂rad + T̂rot + V̂ =
p̂2

2µ
+

ĵ2

2µr2
+ V̂ (R0, r, ϑ, ϕ) (2.29)

folgt aus dem allgemeinen Hamilton-Operator (2.13) durch die Fixierung
der äußeren Koordinaten R0 in der potentiellen Energie und der nachfol-
genden Separation der freien Schwerpunktsbewegung. Um die Struktur des
radialen Impulsoperators p̂ in der radialen kinetischen Energie (2.15) zu ver-
einfachen, wird dieser Hamlton-Operator bezüglich der üblichen Substituti-
on der Wellenfunktion ψ′(r, ϑ, ϕ, t) = rψ(r, ϑ, ϕ, t) transformiert. Dabei wird
die kinetische Energie in der Radialkoordinate

T̂rad =
p̂2

2µ
= − 1

2µ

(

1

r

∂

∂r
r

)2

ψ′ = rψ
↓
= − 1

2µ

∂2

∂r2
(2.30)
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auf die bekannte Form des Laplace-Operators in einer kartesischen Koor-
dinate zurückgeführt, während sich die anderen Beiträge des Hamilton-
Operators als invariant erweisen. Außerdem transformiert sich das Volu-
menelement des Skalarproduktes dr′ d(cosϑ) dϕ = r2dr d(cosϑ) dϕ entspre-
chend.3

Für die Kugelkoordinaten der reduzierten Masse wird die Wellenfunktion
in der FBR

ψ(r, ϑ, ϕ, t) =
∑

ijm

ψFBR
ijm (t)ρi(r)Yjm(ϑ, ϕ) (2.31)

in einer Basis aus Produkten der orthonormalen Eigenfunktionen der ver-
schiedenen Operatoren der kinetischen Energie mit den Entwicklungskoef-
fizienten ψFBR

ijm (t) entwickelt. Dabei muß die transformierte Wellenfunktion
die Randbedingung limr→0 ψ(r, ϑ, ϕ, t) = 0 erfüllen, um das Verschwinden
der Wahrscheinlichkeitsdichte im radialen Ursprung zu gewährleisten. Die-
se Forderung wird nicht analytisch durch die Beschränkung auf ungerade
Basisfunktionen in der Radialkoordinate erzwungen, sondern erst in der wei-
ter unten vorgestellten numerischen Umsetzung der entsprechenden schnel-
len Transformation berücksichtigt. Die NFBR

sphe = NrNrot Basisfunktionen der
FBR Basis resultieren somit als direktes Produkt aus Nr ebenen Wellen

ρi(r) =
exp(ipir)√

2π
(2.32)

in der transformierten Radialkoordinate mit den zugehörigen Impulsen {pi}
und Nrot = (mmax + 1)2 + (2mmax + 1)(jmax −mmax) Kugelflächenfunktionen

Yjm(ϑ, ϕ) = θjm(ϑ)φm(ϕ) (2.33)

in den Winkelkoordinaten mit dem Drehimpuls 0 ≤ j ≤ jmax und seiner
Projektion −mmax ≤ m ≤ mmax. Aufgrund der Einschränkung |m| ≤ j
der konkreten Zustände von Drehimpuls und Projektion sind die Kugel-
flächenfunktion keine direkte Produktbasis bezüglich der Winkelkoordina-
ten ϑ und ϕ: Die Kugelflächenfunktionen sind Produkte aus renormierten,
assoziierten Legendre-Funktionen

θjm(ϑ) = (−1)m

√

2j + 1

2

(j −m)!

(j +m)!
Pjm(cosϑ) (2.34)

im polaren Winkel ϑ und ebenen Wellen

φm(ϕ) =
exp(imϕ)√

2π
(2.35)

3Der Symbolzusatz [ ′ ] der neu eingeführten Größen wird im folgenden weggelassen.
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im azimuthalen Winkel ϕ. Diese Basisfunktionen im polaren und azimutha-
len Winkel sind über die Projektion des Drehimpulses gekoppelt und bilden
folglich kein direktes Produkt in den Kugelflächenfunktionen. Eine solche
Basis aus einem nichtdirekten Produkt ist kompakter, da sie aus weniger
Basisfunktionen besteht, und reduziert somit die Systemgröße.

Aufgrund des nichtdirekten Produktes in den Kugelflächenfunktionen ge-
staltet sich jedoch die Definition eines diskreten Skalarproduktes, das die
Orthonormalität der Basisfunktionen respektiert, schwieriger: Die Quadra-
tur über die Radialkoordinate erfolgt noch analog zur Quadratur in den kar-
tesischen Koordinaten, da die Fourier-Basis in der Radialkoordinate in ei-
nem direkten Produkt mit den Kugelflächenfunktionen die FBR Basis bildet.
Die Trapezregel wird auf einem äquidistanten Gitter {rα} mit Nr Punkten
und der konstanten Wichtungsfunktion wr = 2π/Nr angewendet. Wieder-
um bleibt die Orthonormalität der Fourier-Basis in der Radialkoordinate
entsprechend der diskreten Fourier-Transformation erhalten.

Für die Quadratur über die Winkelkoordinaten folgten jedoch bei konse-
quenter Ausnutzung der kompakten Basis zustandsabhängige Gitter, die bei
nichtdiagonalen Matrixelementen zu komplizierten Transformationen zwi-
schen den beteiligten Gittern führen würden [44]. Um solche komplizierten
Gitterfestlegungen zu vermeiden, werden in beiden Winkelkoordinaten feste
Gitter definiert, auf denen die entsprechende Quadratur die Orthonormalität
der Kugelflächenfunktionen respektiert.

Im polaren Winkel ϑ wird diese Forderung durch eine Gauss-Legendre-
Quadratur auf einem Gitter {ξβ = cosϑβ} mit Nϑ = jmax +1 Punkten erfüllt,
das aus den Nullstellen des Legendre-Polynoms Pjmax+1(ξ) resultiert. Dabei
ist die Wichtungsfunktion wϑ der Gauss-Legendre-Quadratur vom kon-
kreten Gitterpunkt abhängig [45]. Eine Gausssche Quadratur mit jmax + 1
Punkten ist für Polynome bis zum Grad 2jmax + 1 exakt. Der Integrand der
Orthonormalitätsrelation der assoziierten Legendre-Funktionen (2.34) ist
maximal ein Polynom in ξ = cosϑ vom Grad 2jmax [43]. Folglich respek-
tiert die Gauss-Legendre-Quadratur die Orthonormalität der assoziierten
Legendre-Funktionen. Im azimuthalen Winkel ϕ wird die Orthonormalität
der ebenen Wellen (2.35) erneut durch eine Quadratur über die Trapezregel
erhalten, die auf einem äquidistanten Gitter {ϕγ} mit Nϕ = 2mmax +1 Punk-
ten und der konstanten Wichtungsfunktion wϕ = 2π/Nϕ ausgeführt wird.

Da die Quadratur über alle Koordinaten auf NrNϑNϕ Gitterpunkten mit
der Wichtungsfunktion w = wrwϑwϕ die Orthonormalität der FBR Basis
somit erhält, folgt die Überlappmatrix der FBR

SFBR
ijmi′j′m′ =

∑

αβγ

wβρ
∗
i (rα)Y ∗

jm(ϑβ, ϕγ)ρi′(rα)Yj′m′(ϑβ, ϕγ) = δii′δjj′δmm′ (2.36)
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als triviale Einheitsmatrix. Unter Ausnutzung der Orthonormalität der FBR
ergeben sich die Entwicklungskoeffizienten der Basisentwicklung zu

ψFBR
ijm (t) =

∑

αβγ

wβρ
∗
i (rα)Y ∗

jm(ϑβ, ϕγ)ψ(rα, ϑβ, ϕγ, t). (2.37)

Korrespondierend zur Betrachtung in der FBR folgt die Basisentwicklung
der Wellenfunktion in der DVR

ψ(r, ϑ, ϕ, t) =
∑

αβγ

ψDVR
αβγ (t)δα(r)δβγ(ϑ, ϕ) (2.38)

in NDVR
sphe = NrNϑNϕ Basisfunktionen δα(r)δβγ(ϑ, ϕ) mit den Entwicklungs-

koeffizienten ψDVR
αβγ (t) aus der Basisentwicklung (2.31) durch Einsetzen der

Entwicklungskoeffizienten (2.37).
Analog zur DVR in kartesischen Koordinaten sind die DVR Basisfunk-

tionen in der Radialkoordinate

δα(r) =
√
wr

∑

i

ρ∗i (rα)ρi(r) (2.39)

diskrete Diracsche δ-Funktionen δα(rα′) = δαα′/
√
wr, die bezüglich des

diskreten Skalarproduktes orthonormal sind. Die DVR Basisfunktionen der
Winkelkoordinaten

δβγ(ϑ, ϕ) =
√

wϑ
βw

ϕ
∑

jm

Y ∗
jm(ϑβ, ϕγ)Yjm(ϑ, ϕ) (2.40)

hingegen sind lediglich gut lokalisiert auf dem Gitter und weisen Überlappun-
gen im diskreten Skalarprodukt auf. Folglich resultiert die Überlappmatrix
der DVR

SDVR
αβγα′β′γ′ =

∑

εζη

wζδ
∗
α(rε)δ

∗
βγ(ϑζ , ϕη)δα′(rε)δβ′γ′(ϑζ , ϕη)

= δαα′ wϕ
∑

m

φm(ϕγ)∆
m
ββ′φ∗

m(ϕγ′) (2.41)

als eine in den Winkelkoordinaten nichtdiagonale Matrix. Der nichtdiagonale
Anteil

∆m
ββ′ =

√

wϑ
βw

ϑ
β′

∑

j=|m|

θjm(ϑβ)θjm(ϑβ′) (2.42)

hängt von der Projektion des Drehimpulses ab und wird durch die Un-
vollständigkeit der assoziierten Legendre-Funktionen auf dem Gitter der
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Gauss-Legendre-Quadratur verursacht: Das Gitter ist durch die Null-
stellen des Legendre-Polynoms Pjmax+1(ξβ) definiert und nicht abhängig
von der Projektion des Drehimpulses durch die Nullstellen der Legendre-
Polynome Pjmax+1−|m|(ξβ). Deshalb ist die Überlappmatrix im polaren Win-
kel (2.42) für Projektionen mit |m| > 0 nichtdiagonal.

Infolge der fehlenden Orthonormalität der DVR Basis können die Ent-
wicklungskoeffizienten

ψDVR
αβγ (t) =

√
wβ ψ(rα, ϑβ, ϕγ, t) (2.43)

nur in Verbindung mit der FBR über die Bildung der Basisentwicklung (2.38)
bestimmt werden. Die Eindeutigkeit einer ausschließlichen Beschreibung in
der DVR würde daher erst durch weitere Nebenbedingungen sichergestellt.

Übergehend zur Matrixschreibweise werden die Matrix F†
r der DFT in der

Radialkoordinate mit den Matrixelementen (F †
r )iα =

√
wr ρ∗i (rα), die Ma-

trix L†
ϑ einer Gauss-Legendre-Transformation (GLT) im polaren Winkel

mit den Matrixelementen (L†
ϑ)jβ =

√

wϑ
β θjm(ϑβ) und die Matrix F†

ϕ der DFT

im azimuthalen Winkel mit den Matrixelementen (F †
ϕ)mγ =

√
wϕ φ∗

m(ϕγ) ein-
geführt. In dieser Matrixnotation sind die Entwicklungskoeffizienten in der
FBR (2.37) und der DVR (2.43) durch die Beziehungen ψFBR = F†

rL
†
ϑF

†
ϕψ

DVR

und Fϕ∆F†
ϕψ

DVR = FϕLϑFrψ
FBR verknüpft. Da die GLT L†

ϑ im Gegensatz zu
den DFTs F†

r und F†
ϕ nicht unitär ist, sind FBR und DVR in Kugelkoordina-

ten nicht mehr isomorph. Die DVR Basis besteht aus mehr Basisfunktionen
als die FBR Basis (NϑNϕ > Nrot), die zudem bezüglich des diskreten Ska-
larproduktes nicht orthonormal sind. Die Basisfunktionen der DVR spannen
somit einen größern Raum auf als die Basisfunkionen der FBR. Folglich fin-
det bei der Transformation DVR→FBR eine Projektion statt, die bei der
inversen Transformation FBR→DVR offenbar wird: Die Matrix Fϕ∆F†

ϕ er-

weist sich als orthogonaler Projektor, denn die Überlappmatrix im polaren
Winkel ∆ = LϑL

†
ϑ ist idempotent ∆2 = ∆ und hermitesch ∆† = ∆.

Diese unterschiedlichen Eigenschaften der beiden Darstellungen in Ku-
gelkoordinaten widerspiegeln sich auch in der Anwendung des Hamilton-
Operators (2.29) auf die Wellenfunktion. In der FBR

[Hψ]FBR = [TFBR
rad + F†

rT
FBR
rot Fr + F†

rL
†
ϑF

†
ϕVCRFϕLϑFr]ψ

FBR (2.44)

nimmt die Matrix der radialen kinetische Energie die diagonale Form mit den
Matrixelementen (Trad)i = p2

i /2µ an. Die Matrix der kinetischen Energie der
Rotation ist diagonal im Drehimpuls und dessen Projektion. Die Quadratur
der Matrixelemente über die Radialkoordinate in (Trot)j,α = j(j + 1)/(2µr2

α)
wird durch die DFTs F†

r und Fr realisiert. Für die nichtdiagonale Matrix
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der potentiellen Energie erfolgt die Quadratur der Matrixelemente über die
Coordinate Representation der potentiellen Energie (V CR)αβγ = V (rα, ϑβ, ϕγ)

durch die Transformationen F†
rL

†
ϑF

†
ϕ und FϕLϑFr.

Analog zum Vorgehen in kartesischen Koordinaten resultiert die Anwen-
dung des Hamilton-Operators in der DVR

[Hψ]DVR = [FrT
FBR
rad F†

r + FϕLϑT
FBR
rot L†

ϑF
†
ϕ + Fϕ∆F†

ϕVCR]ψDVR (2.45)

aus der entsprechenden Operation in der FBR (2.44) (vgl. Abschnitt 2.4.1).
Dabei ist die Matrix der radialen kinetischen Energie diagonal in den Win-
kelkoordinaten. Die Quadratur der Matrixelemente über die Radialkoordi-
nate erfolgt durch die DFTs Fr und F†

r. Die Matrix der kinetischen Energie
der Rotation hingegen ist diagonal in der Radialkoordinate. Die Quadratur
der Matrixelemente über die Winkelkoordinaten wird durch die Transfor-
mationen FϕLϑ und L†

ϑF
†
ϕ realisiert. Im Gegensatz zur DVR in kartesischen

Koordinaten nimmt die Matrix der potentiellen Energie jedoch keine dia-
gonale Form an: Durch die diagonale Coordinate Representation VCR der
potentiellen Energie werden Anteile in die Wellenfunktion eingeführt, die in
der korrespondierenden FBR nicht dargestellt werden können. Diese aliasing
terms werden durch die nichtdiagonale Matrix des Projektors Fϕ∆F†

ϕ aus der
Wellenfunktion entfernt [46]. Die Projektionsmatrix geht aus der Quadratur
der Matrixelemente über die nichtorthonormalen Basisfunktionen der DVR
hervor. Für hinreichend große Basisentwicklungen in den Winkelkoordina-
ten nähert sich die Projektionsmatrix der Einheitsmatrix an und kann somit
bei entsprechender Konvergenz vernachlässigt werden. Als Konvergenzkrite-
rium kann die Minimierung des Normverlustes der Wellenfunktion infolge
der Vernachlässigung der Projektionsmatrix herangezogen werden [47]. Die
Berücksichtigung der Projektionsmatrix entspricht einer akkuraten Behand-
lung des Monomorphismus’ FBR→DVR in Kugelkoordinaten und wird in
der Literatur auch als Generalized Discrete Variable Representation (GD-
VR) bezeichnet [46].

In der weiteren Betrachtung des numerischen Aufwandes der Anwendung
des Hamilton-Operators werden wiederum alle trivial linear skalierenden
Vektor-Vektor-Multiplikationen vernachlässigt. Die DFTs in der Radialkoor-
dinate und dem azimuthalen Winkel werden durch semilinear skalierende
FFTs umgesetzt. Das Verschwinden der Wahrscheinlichkeitsdichte im ra-
dialen Ursprung wird durch die Verwendung von Real-to-Complex bzw.
Complex-to-Real FFTs in der Radialkoordinate erzwungen, mittels derer
nur ungerade radiale Anteile der Wellenfunktion zugelassen werden [48]. Auf
diese Weise wird der numerische Aufwand der FFT in der Radialkoordinate
entsprechend der auferlegten Symmetrie halbiert und zudem die Nutzung von
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effizienten Algorithmen des Hardwareherstellers ermöglicht. Eine alternative
Beschreibung der Radialkoordinate durch symmetrieadaptierte Wellenfunk-
tionen führt auf eine Fast Sine Transform (FST) [49], die jedoch in den
Bibliotheken vieler Hardwarehersteller nicht berücksichtigt wird.

Die GLT im polaren Winkel wird direkt als Matrix-Vektor-Multiplikation
ausgeführt und skaliert folglich quadratisch mit der Basisgröße. Ein anderer
Algorithmus führt nicht nur die Transformation im azimuthalen Winkel auf
eine FFT zurück, sondern stellt auch die Transformation im polaren Win-
kel mit Hilfe einer FFT dar, wobei jedoch die Matrix-Vektor-Multiplikation
mit ihrer nachteiligen Skalierung nicht umgangen werden kann [50]. Eine
weitere Methode, die ein semilineares Skalierungsgesetz Nϑ log2Nϑ befolgt,
ist der direkten Matrix-Vektor-Multiplikation erst bei sehr großen Basisent-
wicklungen (Nϑ ∝ 102 . . . ) überlegen [51]. Für quantendynamische Simula-
tionen mit maximalen Drehimpulsen, die wesentlich kleineren Basisdarstel-
lungen (Nϑ ∝ 101) entsprechen, ist ein solcher Algorithmus daher ungeeignet.

Mit diesen konkreten Umsetzungen der einzelnen Transformationen ist
der numerische Aufwand der Hamilton-Operation in der FBR (2.44) durch

CFBR
sphe = 2cFFTN

FBR
sphe logNr + 2cGLTN

FBR
sphe Nϑ + 2cFFTN

DVR
sphe logNϕ (2.46)

mit der Konstante cGLT der Matrix-Vektor-Multiplikation gegeben. Im Ge-
gensatz dazu beläuft sich der numerische Aufwand der Hamilton-Operation
in der DVR (2.45) auf

CDVR
sphe = cFFTN

DVR
sphe logNr + 2cGLTN

FBR
sphe Nϑ + cGLTN

DVR
sphe Nϑ

+4cFFTN
DVR
sphe logNϕ. (2.47)

Obgleich der Aufwand der FFT in der Radialkoordinate in der FBR doppelt
so groß ist wie in der DVR, ist die FBR der DVR im gesamten Aufwand über-
legen: Die akkurate DVR erfordert aufgrund der Projektionsmatrix in der
Darstellung der potentiellen Energie im Vergleich zur FBR eine zusätzliche,
quadratisch skalierende Transformation im polaren Winkel und den doppel-
ten Aufwand der FFT im azimuthalen Winkel. Zudem hat die FBR weniger
Basisfunktionen als die DVR (NFBR

sphe < NDVR
sphe ). Werden alle Projektionen

des Drehimpulses benötigt (mmax = jmax), stehen den Basisfunktionen in der
FBR annäherend doppelt so viele Basisfunktionen in der DVR gegenüber:
Nrot = (jmax + 1)2 < NϑNϕ = (jmax + 1)(2jmax + 1) ≈ 2(jmax + 1)2. Bei der
Bewegung der reduzierten Masse in Kugelkoordinaten verringert sich dadurch
nur der Aufwand der FFT in der Radialkoordinate. Für den vollständigen
6D Hamilton-Operator (2.13) hingegen, wie im nächsten Abschnitt vorge-
stellt, reduziert sich in der FBR damit auch der Aufwand der FFTs in den
kartesischen Schwerpunktskoordinaten [52].
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2.4.3 Darstellung der Hamilton-Operation

Da in einer vollständigen Beschreibung die äußeren und inneren Koordinaten
des diatomaren Moleküls die Position verschiedener Teilchen, des Schwer-
punktes und der reduzierten Masse, beschreiben (vgl. Abb. 2.2), folgt die
Basis für die Entwicklung der 6D Wellenfunktion als direktes Produkt der
vorgestellten Basissätze in kartesischen Koordinaten und in Kugelkoordina-
ten. Deshalb sind diese Basissätze sowohl in der FBR als auch in der DVR
paarweise zueinander orthogonal. Für die Basisentwicklung der Wellenfunk-
tion in der favorisierten FBR

ψ(R, r, ϑ, ϕ, t) =
∑

ikjm

ψFBR
ikjm(t)Φi(R)ρk(r)Yjm(ϑ, ϕ) (2.48)

mit den Entwicklungskoeffizienten ψFBR
ikjm(t) gelten daher alle bisher betrachte-

ten Eigenschaften der einzelnen Basissätze und der entsprechenden Quadra-
turen ebenso. Somit folgt die Anwendung des Hamilton-Operators (2.13)
auf die Wellenfunktion in der FBR

[Hψ]FBR = [TFBR
trans + TFBR

rad + F†
rT

FBR
rot Fr + FRF†

rL
†
ϑF

†
ϕVCRFϕLϑFrFR]ψFBR

(2.49)

unter Berücksichtigung der Eigenschaften der jeweiligen Darstellungen. Ana-
log resultiert der numerische Aufwand der 6D Hamilton-Operation in der
FBR

CFBR = 2cFFTN
FBR logNcart + 2cFFTN

FBR logNr + 2cGLTN
FBRNϑ

+2cFFTN
DVR logNϕ, (2.50)

wobei die Anzahl der Basisfunktionen in der FBR und der DVR durch
NFBR = NcartNrNrot bzw. NDVR = NcartNrNϑNϕ gegeben ist.

Da in quantendynamischen Simulationen vergleichsweise kleine Basis-
entwicklungen im polaren Winkel benutzt werden (vgl. Abschnitt 2.4.2),
dominiert die semilineare Skalierung der FFTs in den kartesischen Koor-
dinaten, der Radialkoordinate und dem azimuthalen Winkel die quadrati-
sche Skalierung der GLT im polaren Winkel. Folglich skaliert die gesamte
6D Hamilton-Operation in der vorgestellten, pseudospektralen Darstellung
semilinear. Die FBR als primäre Darstellung mit dem nichtdirekten Produkt
in den Winkelkoordinaten reduziert darüber hinaus die Systemgröße [52].

Durch eine alternative Behandlung der Radialkoordinate im Rahmen ei-
ner diskreten Bessel-Transformation könnte die Systemgröße auf Kosten
der Skalierung der Hamilton-Operation nochmals verkleinert werden [53]:
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Die radiale Abhängigkeit der Wellenfunktion wird in sphärischen Bessel-
Funktionen erster Art entwickelt, die über den Drehimpuls gekoppelt ein
nichtdirektes Produkt mit den Kugelflächenfunktionen bilden. In dieser kom-
pakteren Darstellung wird die entsprechende Bessel-Transformation jedoch
als quadratisch skalierendes Matrix-Vektor-Produkt ausgeführt. Somit muß
je nach Anwendung entschieden werden, ob diese aufwendigere Darstellung
in der Radialkoordinate aufgrund der kleineren Systemgröße lohnenswert ist.

Verglichen mit anderen Beschreibungen eines diatomaren Moleküls auf
einer Oberfläche [4] erreicht die hier favorisierte Darstellung eine bessere
Skalierung der Hamilton-Operation bezüglich einer kleineren Systemgröße.
Im nächsten Abschnitt werden Darstellungen des Zeitentwicklungsoperators
eingeführt, die auf einer iterativen Anwendung des Hamilton-Operators be-
ruhen und somit die aufgezeigten Vorteile der Darstellung der Wellenfunktion
in numerischer Effizienz realisieren.

2.5 Der Zeitentwicklungsoperator

Um die zeitabhängige Schrödinger-Gleichung (2.10) numerisch zu lösen,
kann der formale Zeitentwicklungsoperator (2.11) über verschiedenste Pro-
pagatoren dargestellt werden [7, 8]. Dabei wird der numerische Aufwand der
Propagation der Wellenfunktion über den Zeitschritt ∆t durch den Energie-
bereich des Hamilton-Operators

∆E = Tmax + Vmax − Vmin (2.51)

bestimmt, der aus der maximalen kinetischen Energie Tmax und der maxi-
malen und minimalen potentiellen Energie Vmax bzw. Vmin resultiert. Die mi-
nimale kinetische Energie Tmin, der kinetische Anteil der Nullpunktsenergie,
wird vernachlässigt. Dieser Energiebereich ergibt sich über die Abhängig-
keit der kinetischen und potentiellen Energie von Impuls und Ort aus der
konkreten Darstellung des Hamilton-Operators. Das Energie-Zeit-Phasen-
raumvolumen ∆E∆t begrenzt das Argument der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators und somit den numerischen Aufwand der Pro-
pagation. Da in der vorliegenden Arbeit der zeitunabhängige Hamilton-
Operator (2.13) betrachtet wird, muß in der entsprechenden Darstellung der
Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators eine zeitliche Ordnung
des Hamilton-Operators nicht berücksichtigt werden. Eine naive Taylor-
Entwicklung der Exponentialfunktion erweist sich jedoch als numerisch insta-
bil, da die Symmetrie der zeitabhängigen Schrödinger-Gleichung bezüglich
der Zeitumkehr verletzt wird [8].
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Im folgenden werden zwei Propagatoren vorgestellt: Der Chebyshev-
Propagator wird durch eine allgemeine, numerisch exakte Entwicklung des
Zeitentwicklungsoperators in orthogonalen Polynomen realisiert und stellt
daher keine besonderen Forderungen an die Darstellung der Hamilton-
Operation. Da die Größe des Zeitschrittes die Anwendung der Chebyshev-
Entwicklung nicht beschränkt, ist der Chebyshev-Propagator global ein-
setzbar. Der Splitpropagator ist durch eine direkte, approximative Berech-
nung der Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators gekennzeichnet.
Voraussetzung für die Splitnäherung ist ein pseudospektraler Algorithmus
mit einer diagonalen Darstellung der Operatoren sowohl der kinetischen als
auch der potentiellen Energie. Um den Fehler des Splitpropagators zu kon-
trollieren, muß der verwendete Zeitschritt hinreichend klein gewählt werden.

2.5.1 Chebyshevpropagator

Die Entwicklung des Zeitentwicklungsoperators in orthogonalen Polynomen
ist formal exakt und wird in der numerischen Umsetzung nur durch die Ge-
nauigkeit der verwendeten Hardware beschränkt. Als Basis sind komplexe
Chebyshev-Polynome

Ξc
n(x) = cos(n arccos(−ix)) (2.52)

über dem imaginären Intervall −i ≤ x ≤ i besonders gut geeignet, da die
Konvergenzeigenschaften der resultierenden Entwicklung unabhängig vom
Argument x sind [9, 54]. Die komplexen Chebyshev-Polynome gehen aus
der Rekursionsrelation

Ξc
n+1(x) = 2xΞc

n(x) + Ξc
n−1(x) Ξc

0(x) = 1 Ξc
1(x) = x (2.53)

hervor und genügen der Orthonormalitätsrelation

−i
∫

i

−i

Ξc
n(x)Ξc

m(x)
√

1− |x|2
dx =

π

2− δn0

δnm. (2.54)

Durch Renormierung des Hamilton-Operators (2.13) auf das Eigenwert-
intervall [−1, 1]

Ĥnorm =
1

1
2
∆E

(

Ĥ − ˆ�
(

1
2
∆E + Vmin

)

)

(2.55)

wird das zu entwickelnde Operatorargument der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators

Û(∆t) = exp
(

−i
[

1
2
∆E+Vmin

]

∆t
)

exp
(

[

1
2
∆E∆t

] [

−iĤnorm

]

)

(2.56)
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auf den Definitionsbereich [−i, i] der komplexen Chebyshev-Polynome ein-
geschränkt. Der vorangestellte Phasenfaktor bewirkt eine umgekehrte Ver-
schiebung des renormierten Eigenwertspektrums, während der Faktor vor
dem Operatorargument einer inversen Skalierung auf den ursprünglichen
Energiebereich entspricht. Die Entwicklung der hinteren Exponentialfunktion
bezüglich des Operatorargumentes x̂ = −iĤnorm in komplexen Chebyshev-
Polynomen führt auf den Chebyshev-Propagator

Ûcheb(∆t) ≈ exp
(

− i
[

1
2
∆E + Vmin

]

∆t
)

∑

n

ac
n(α)Ξc

n(x̂) (2.57)

mit dem Parameter α = 1
2
∆E∆t. Aus der Orthonormalität (2.54) der kom-

plexen Chebyshev-Polynome folgen die Entwicklungskoeffizienten

ac
n(α) = −i2− δn0

π

∫

i

−i

exp(αx)Ξc
n(x)

√

1− |x|2
dx = (2− δn0)i

nJn(α) (2.58)

direkt als Besselfunktionen erster Art Jn(α). Da der Funktionswert der Bes-
selfunktionen für Ordnungen n größer als das Argument α mit steigender
Ordnung exponentiell gegen Null abfällt, skaliert der numerische Aufwand des
Chebyshev-Propagators linear mit dem Energie-Zeit-Phasenraumvolumen:
Je größer das Argument α ist, desto mehr Terme müssen in der Chebyshev-
Entwicklung berücksichtigt werden. Aus den Transformationseigenschaften
der zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten ac

n(α) folgt die Symmetrie des
Chebyshev-Propagators bezüglich der Zeitumkehr. Durch die Endlichkeit
der Entwicklung geht jedoch die Unitarität des Zeitentwicklungsoperators
verloren. Daher erhält der Chebyshev-Propagator die Norm nicht. Auch die
Energie wird trotz Vertauschens von Propagator und Hamilton-Operator
nicht erhalten. Die Änderungen von Norm und Energie dienen somit als Kon-
trollgrößen für die Genauigkeit der Propagation.

In den Simulationen werden die Entwicklungskoeffizienten ac
n(α) in der

Initialisierung berechnet. Die sukzessive Anwendung der Chebyshev-Poly-
nome Ξc

n(−iĤnorm) auf die Wellenfunktion erfolgt während der Laufzeit mit-
tels der Rekursionsrelation (2.53). Folglich wird für die Propagation per-
manent Speicher für vier Wellenfunktionen benötigt [7]. Zudem stellt die
iterative Anwendung des Hamilton-Operators pro Zeitschritt einen großen,
numerischen Aufwand dar. Deshalb ist der Chebyshev-Propagator für hoch-
dimensionale Studien ungeeignet und wird in der vorliegenden Arbeit nur als
numerisch exakte Referenz für den Splitpropagator verwendet. Die Korrekt-
heit der im nächsten Abschnitt vorgestellten Propagation in Splitnäherung
wird in dimensionsreduzierten Konvergenzstudien bezüglich der entsprechen-
den Chebyshev-Propagation hinterfragt.
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2.5.2 Splitpropagator

Ausgehend von einer diagonalen Darstellung der Operatoren der kinetischen
und potentiellen Energie in der FBR bzw. DVR wird in der Splitnäherung das
Operatorargument der Exponentialfunktion des Zeitentwicklungsoperators

Ûsplit(∆t) ≈ exp

(

− i

2
T̂∆t

)

exp
(

−iV̂∆t
)

exp

(

− i

2
T̂∆t

)

(2.59)

symmetrisch in die Anteile der kinetischen und potentiellen Energie aufge-
spalten [10]. Dieser Splitpropagator ist auf die in Abschnitt 2.4 favorisierte
primäre Darstellung in der FBR abgestimmt. Der erste kinetische Expo-
nentialterm wird auf die Wellenfunktion in der FBR mittels einer Vektor-
Vektor-Multiplikation angewendet. Danach wird die Wellenfunktion in die
DVR transformiert und der potentielle Exponentialterm via Vektor-Vektor-
Multiplikation ausgeführt. Schließlich wird die Wellenfunktion wieder in die
FBR transformiert und der Propagationschritt mit der Vektor-Vektor-Multi-
plikation des zweiten kinetischen Exponentialterms abgeschlossen. Für die
DVR als primäre Darstellung werden im Splitpropagator (2.59) die Opera-
toren der kinetischen und potentiellen Energie entsprechend vertauscht.

In der Splitnäherung wird die Nichtvertauschbarkeit der Operatoren der
kinetischen und potentiellen Energie vernachlässigt. Diese Approximation ist
bis zur zweiten Ordnung im Zeitschritt ∆t exakt. Der resultierende Fehler

∆split = i

(

1

12
[V̂ , [V̂ , T̂ ]]− 1

24
[T̂ , [T̂ , V̂ ]]

)

(∆t)3 +O
(

(∆t)4
)

(2.60)

wird durch den Kommutator [T̂ , V̂ ] = T̂ V̂ − V̂ T̂ bestimmt [55]. Bei der
Darstellung des Hamilton-Operators in Kugelkoordinaten ist die Matrix
der potentiellen Energie in der DVR jedoch nicht mehr diagonal (vgl. Ab-
schnitt 2.4.2). Die Vernachlässigung der entsprechenden nichtdiagonalen Pro-
jektionsmatrix Fϕ∆F†

ϕ in dem Exponentialterm der potentiellen Energie ver-
ursacht einen Fehler zweiter Ordnung im Zeitschritt, der durch die Abwei-
chung der Projektionsmatrix von der Einheitsmatrix bestimmt wird [56]. Da
diese Abweichung durch hinreichend große Basisentwicklungen vernachlässig-
bar klein gehalten werden kann, ist der resultierende Fehler durch die Basis-
darstellung kontrollierbar. Darüber hinaus können alle Fehler der Splitnähe-
rung über die Größe des Zeitschrittes kontrolliert werden. Wird eine ma-
ximale Fehlergrenze für die Propagation gesetzt, erfordert ein Hamilton-
Operator mit einem größeren Energiebereich kleinere Zeitschritte, während
schon größere Zeitschritte für einen Hamilton-Operator mit kleinerem Ener-
giebereich ausreichen. Die Symmetrie des Splitpropagators bezüglich der
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Zeitumkehr geht direkt aus der Definitionsgleichung (2.59) hervor. Desweite-
ren ist der Splitpropagator unitär und erhält somit die Norm. Lediglich die
Energie wird nicht erhalten, da Propagator und Hamilton-Operator nicht
vertauschen. Folglich ist die Änderung der Energie wiederum eine Kontroll-
größe für die Genauigkeit der Propagation.

Für die Simulation der Dynamik eines hochdimensionalen Systems wird in
der vorliegenden Arbeit ausschließlich der Splitpropagator verwendet (siehe
Kapitel 4). Dabei wird eine diagonale Darstellung der potentiellen Energie in
der DVR angenommen und somit eine triviale Projektionsmatrix Fϕ∆F†

ϕ =
�

vorausgesetzt. Mittels einer ausreichenden Basisgröße in den Winkelkoordi-
naten wird diese Voraussetzung nahezu erfüllt. Die diagonalen Matrizen der
kinetischen und potentiellen Energie werden in der Initialisierung berech-
net. Die rein multiplikativen Operationen der kinetischen und potentiellen
Exponentialterme während der Propagation erfordern nur den Speicher für
eine Wellenfunktion. Darüber hinaus ist der numerische Aufwand des Split-
propagators im Vergleich zum Chebyshev-Propagator deutlich geringer,
denn die Propagation erfordert pro Zeitschritt nur das numerische Äquiva-
lent einer Hamilton-Operation. Zudem erweist sich die Splitnäherung als
sehr robust gegenüber größeren Zeitschritten [7]. Diese Effizienz bezüglich
des Speicherbedarfes und des numerischen Aufwandes sowie die numerische
Stabilität zeichnen den Splitpropagator für hochdimensionale Simulationen
aus [18, 34, 57, 58].

2.5.3 Propagation in imaginärer Zeit

Der Ausgangspunkt jeder Dynamik ist eine stationäre Wellenfunktion aus
Eigenzuständen des Hamilton-Operators. Meist werden die erforderlichen
Eigenfunktionen über den direkten Weg der Diagonalisierung bestimmt. Für
hochdimensionale Systeme stellt dieses Vorgehen jedoch eine schwierige Auf-
gabe dar [59, 60]. In zeitabhängigen Beschreibungen solcher Systeme bietet
alternativ die Propagation in imaginärer Zeit eine leicht zu implementieren-
de Methode für die Berechnung der benötigten Eigenzustände und Energi-
en [61]: Der Zeitentwicklungsoperator (2.11) wird durch die Einführung der
imaginären Zeit τ = it direkt in die nichtunitäre Form

Û(τ) = exp(−Ĥτ) (2.61)

überführt und erhält somit nicht mehr die Norm. Die propagierte Wellen-
funktion

ψ(τ) = Û(τ)ψ(0) =
∑

n

exp(−Enτ)cnχn (2.62)
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folgt aus der Anwendnung des transformierten Zeitentwicklungsoperators auf
eine günstig gewählte Startwellenfunktion ψ(0). Diese Operation wird in der
Basis der Eigenzustände {χn} des Hamilton-Operators dargestellt. Die Aus-
gangswellenfunktion ψ(0) =

∑

n cnχn wird durch die Entwicklungskoeffizien-
ten cn festgelegt. Der Zeitentwicklungsoperator (2.61) nimmt in der Basis der
Eigenfunktionen eine diagonale Gestalt mit den zugehörigen Energien En an.

Die Entwicklung der zeitabhängigen Wellenfunktion (2.62) in der Basis
der Eigenzustände des Hamilton-Operators zeigt, daß durch die Propaga-
tion in imaginärer Zeit die einzelnen Eigenfunktionsanteile in der Startwel-
lenfunktion mit exponentiell abfallenden Faktoren multipliziert werden. Die
Stärke des exponentiellen Abfalls wird durch die entsprechenden Energien
der jeweiligen Eigenzustände bestimmt. Folglich verbleibt in der Asymptotik
der Propagation nur der Anteil des Eigenzustands mit der kleinsten Energie,
des Grundzustands, in der zeitabhängigen Wellenfunktion. Um die nume-
rische Darstellbarkeit sicherzustellen, wird die Wellenfunktion nach jedem
Zeitschritt renormiert und zudem der Zeitschritt hinreichend klein gewählt.

Ausgehend von dem so resultierenden Grundzustand werden die angereg-
ten Zustände sukzessive durch analoge Propagation berechnet, jedoch unter
der Nebenbedingung der Orthogonalität der zeitabhängigen Wellenfunktion
bezüglich der schon bestimmten Eigenzustände. Aus der propagierten Wel-
lenfunktion werden nach jedem Zeitschritt die Anteile der bisher berechneten
Eigenzustände im Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren herausproji-
ziert und nachfolgend die verbleibende Wellenfunktion renormiert.

Auf diese Weise kann das Spektrum der Eigenzustände in aufsteigender
Reihenfolge mit hoher numerischer Genauigkeit bestimmt werden. Die Se-
paration quasientarteter Eigenzustände χn und χn′, deren Energien |En −
En′| � 1 sich nur gering unterscheiden, erfordert aufgrund des nahezu glei-
chen exponentiellen Abfalls eine längere Propagationszeit. Symmetriebedingt
entartete Eigenzustände sind energetisch vollständig äquivalent und können
somit nicht durch das verwendete Energiekriterium getrennt werden.

Für die Propagation in imaginärer Zeit muß der eingeführte Chebyshev-
Propagator nur wenig abgeändert werden. In der Entwicklung des transfor-
mierten Zeitentwicklungsoperators (2.61) werden nun reguläre Chebyshev-
Polynome

Ξr
n(x) = cos(n arccos(x)) (2.63)

über dem reellen Intervall −1 ≤ x ≤ 1 als Basis verwendet, die aus der
Rekursionsrelation

Ξr
n+1(x) = 2xΞr

n(x)− Ξr
n−1(x) Ξr

0(x) = 1 Ξr
1(x) = x (2.64)
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resultieren und durch die Orthonormalitätsrelation

∫ 1

−1

Ξr
n(x)Ξr

m(x)√
1− x2

dx =
π

2− δn0

δnm (2.65)

gekennzeichnet sind. Mit Einführung des renormierten Hamilton-Opera-
tors (2.55) folgt aus der analogen Entwicklung der Exponentialfunktion des
Zeitentwicklungsoperators im Operatorargument x = −Ĥnorm der abgewan-
delte Chebyshev-Propagator

Ûcheb(∆τ) ≈ exp
(

[

1
2
∆E + Vmin

]

∆τ
)

∑

n

ar
n(α)Ξr

n(x) (2.66)

in imaginärer Zeit mit dem Parameter α = 1
2
∆E∆τ . Die wiederum über die

Orthonormalitätsrelation (2.65) bestimmten Entwicklungskoeffizienten

ar
n(α) =

2− δn0

π

∫ 1

−1

exp(αx)Ξr
n(x)√

1− x2
dx = (2− δn0)In(α) (2.67)

resultieren als modifizierte Besselfunktionen erster Art In(α). Der Funktions-
wert der modifizierten Besselfunktionen fällt schon für Ordnungen n expo-
nentiell gegen Null ab, die größer sind als die Wurzel des Argumentes

√
α.

Deshalb konvergiert die Chebyshev-Entwicklung für die Propagation in ima-
ginärer Zeit noch schneller als für die entsprechende Propagation in reeller
Zeit.

Der Splitpropagator in imaginärer Zeit folgt direkt aus Gl. (2.59) durch
Substitution des imaginären Zeitschritts ∆τ = i∆t. Die vorgestellte Diskus-
sion der Splitnäherung bleibt auch nach dieser Transformation unverändert
gültig.4

4Im Fehler der Splitnäherung (2.60), nun in Ordnungen des imaginären Zeitschritts,
muß die imaginäre Einheit i durch ein Minuszeichen ersetzt werden.
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