
Anhang D: Kugeloberfl ächeneinteilun g
Hier wird die in Kapitel 2.5.2ausgewählteKugeloberfl̈acheneinteilung detailliertbestimmt,dabeiwird
aufdie Anforderungen(A1) - (A6) andie Teilflächenvon Seite37 zurückgegriffen:� Sie sollen in ihrer Form möglichst richtungsunabḧangig sein, d.h. es sollen gleichseitigeund

gleichwinklige(alsoregelmäßige)Vielecke sein(A1).� Siesollennahezuflächengleichsein(A2).� Die Einteilungsoll hinreichendfein sein(A3).� Fernersollenbzgl. desKugelmittelpunkteseinandergegen̈uberliegendeFlächenfür ein Auswer-
teprogrammleicht identifizierbarsein(A4).� Strahlen,die vom KugelzentrumausgehendverschiedeneTeilfächendurchstoßen,sollenunter-
scheidbarsein,d.h. dieEntscheidung,in welcheTeilflächeeinStrahlfällt, mußeinfachsein(A5).� Die mittlere PositioninnerhalbeinerTeilflächewird als Richtungsmittelwert aller in dieseTeil-
flächefallendenStrahlenbestimmt.Falls dieserMittelwert weit vom SchwerpunktderTeilfläche
entferntliegt - z.B. naheeinemEckpunkt-, benutzeich die MittelwertederangrenzendenNach-
barteilfl̈achenfür eineggf. notwendigegewichteteMittelung.Also ben̈otigeich zujederTeilfläche
aucheineListederNachbarteilfl̈achen(A6).

Die Numerierungder Ecken der entstehendenachtzigFlächenist der Übersichthalberhier nochein-
mal wiedergegeben(Abbildung2.22undAbbildung1), ebensodie von mir gewählteNumerierungder
Flächen.Dieseist sogewählt, daßbzgl. desKugelmittelpunkteseinandergegen̈uberliegendeFlächen–
analogzur AugensummesiebeneinesWürfels– die Indexsumme791 haben.

1Esist zu beachten,daßdie DurchnumerierungderFlächenmit derZahl Null beginnt. Dieshatzur Folge,daßdie Index-
summe79statt81 ist.
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Abb. 1: UnterteilterIkosaederauf derKugeloberfl̈ache(rot: Flächennumerierung,blau:Eckennu-
merierung);dicke Linien: projizierteIkosaederkanten– dünneLinien: projizierteIkosaederdrei-
ecksunterteilung.

Abb. 2: Schemafür dieFlächenaufderabgewandtenKugelseite(rot: Flächennumerierung,grünes�
: Dreiecksspitzenachoben,grünes∇ : Dreiecksspitzenachunten,grünes ��� � � � � ��� : weist

auf zu identifizierendeKantenhin).
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Im folgendensinddie Ecken(0,1,2,...41)- Fächen(0,1,2,...79)- Zuordnungendesgem̈aßAbbildung1
unterteiltenKugelikosaedersaufgelistet,Fl � l sinddie Flächennnummernvor derKlammerundPk � k
dieEckennummernin denKlammern(sieheauchAbbildung2). l(i,j,k) bedeutetFl �	�	
 Pi � Pj � Pk � , wobei
diePunktePi (oberebzw. oberelinkeEcke),Pj (unterebzw. obererechteEcke)undPk (unterelinkebzw.
untereEcke), l = 0,1,2,...,79;i,j,k = 0,1,2,...,41die EckpunktederKugeldreiecksfl̈acheFl sind:

0( 0, 1,10), 1( 1,11,10), 2( 1, 2,11), 3( 2,12,11) , 4( 2, 3,12) ,
5( 3,13,12), 6( 3, 4,13), 7( 4,14,13) , 8( 4, 5,14), 9( 5,15,14) ,

10( 5, 6,15), 11( 6,16,15), 12( 6, 7,16), 13( 7,17,16) , 14( 7, 8,17) ,
15( 8,18,17), 16( 8, 9,18), 17( 9,19,18) , 18( 9, 0,19), 19( 0,10,19) ,
20(10,11,20), 21(11,21,20), 22(11,12,21) , 23(12,13,21) , 24(13,22,21) ,
25(13,14,22), 26(14,15,22), 27(15,23,22) , 28(15,16,23) , 29(16,17,23) ,
30(17,24,23), 31(17,18,24), 32(18,19,24) , 33(19,20,24) , 34(19,10,20) ,
35(20,21,25), 36(21,22,25), 37(22,23,25) , 38(23,24,25) , 39(24,20,25) ,
40(26,31,27), 41(26,27,28), 42(26,28,29) , 43(26,29,39) , 44(26,30,31) ,
45(31,41,32), 46(27,31,32), 47(27,32,33) , 48(27,33,34) , 49(28,27,34) ,
50(28,34,35), 51(28,35,36), 52(29,28,36) , 53(29,37,38) , 54(29,37,38) ,
55(30,29,38), 56(30,38,39), 57(30,39,40) , 58(31,30,39) , 59(31,40,41) ,
60(32,41, 5) , 61(32, 5, 4) , 62(33,32, 4) , 63(33, 4, 3) , 64(34,33, 3) ,
65(34, 3, 2) , 66(35,34, 2) , 67(35, 2, 1) , 68(36,35, 1) , 69(36, 1, 0) ,
70(37,36, 0) , 71(37, 0, 9) , 72(38,37, 9) , 73(38, 9, 8) , 74(39,38, 8) ,
75(39, 8, 7) , 76(40,39, 7) , 77(40, 7, 6) , 78(41,40, 6) , 79(41, 6, 5) ,

Es folgen nun Lageberechnungen,um Anforderung(A5) unterEinbeziehungder Anforderungen(A1)
und(A2) zuerfüllen:


 α � 
 β �
Abb. 3: 
 α � : Bezeichnungenim spḧarischenKugeldreieck:a � b � c sind die Öffnungswinkel vom
Kugelmittelpunktausfür dieKugeldreiecksseiten;A � B � C dieInnenwinkel andenEckpunkten.
 β �
: Im rechtwinkligenKugeldreieck(C � 90 ) gilt die NapierscheRegel entsprechendderim Kreis
eingetragenenauftretendenWinkel: derSinuseinesdereingetragenenWinkel (a,b,C � 90�� A,
C � 90 � c undC � 90 � B) ist gleich demProduktausdenCosinusder gegen̈uberliegenden
Winkel (entnommenausKorn& Korn1968).

Im spḧarischenrechtwinkligenKugeldreieckABC derAbbildung3 gilt:

cosc � cosa � cosb � (1)
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Für die FlächeF71, begrenztdurchdie PunkteP37, P0 undP9, gilt:

cos� �P1 � P37 ��� cos18��� cos���P37 � Pro j � P37 � Äquator� ��P1 � P37 bedeutetdenGroßkreisbogenvon P1 nachP37 und ist geradedie halbeBogenl̈angedesIkosa-
ederdreiecksaufderKugel,alsogilt: �P1 � P37 � �P37 � Pro j � 90�
wobeiPro j � Pro j � P37 � Äquator� dieProjektiondesPunktesP37 längsdesGroßkreisesaufdenÄqua-
tor bedeutet.EineguteNäherungist �P37 � Pro j � 26� 6� �
denn

cos26� 6��� cos18� � 0 � 8503 � cos31� 7�
und

26� 6� � 2 ! 31� 7� � 90�"�
Damit folgt in F51 # F52 # F53 # F42 wegenGleichung(1)

cos���P36 � P26 ��� cos63� 4�
cos31� 7�

(2)� 0 � 526�
also �P36 � P26 � 58� 2� , d.h. P36 � � 31� 8� � 0� � undP37 � � 26� 6� � 0� � , wie in Abschnitt2.5.2schonerwähnt.
Ich vereinfachediesjetzt zuderNäherung

ϕ32 � ϕ33 � � � � � ϕ41 � 28�
ϕ10 � ϕ11 � � � � � ϕ19 �%$ 28�
ϕ27 � ϕ28 � � � � � ϕ31 � 60�
ϕ20 � ϕ21 � � � � � ϕ24 �%$ 60�

Die Anforderung(A5) kannich alsojetzt leicht erfüllen,daeswegen

ϕ & 60� : F35 � F36 � � � � F39

ϕ ')( $ 60� � $ 28� * : F20 � F21 � � � � F34

ϕ ')( $ 28� � 0� � : F0 � F1 � � � � F19

ϕ ')� 0� � 28� � : F60 � F61 � � � � F79

ϕ '�( 28� � 60� * : F45 � F46 � � � � F59

ϕ + 60� : F40 � F41 � � � � F44

jetzteinfachist zuentscheiden,in welchenderdurchdieBreitenkreiseϕ � 0� , ϕ �-, 28� undϕ �-, 60�
begrenztenStreifenaufderKugelderStrahlfällt.
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Die Rechtfertigungbzgl.derAnforderungen(A1) und(A2) ergibt sichausfolgenderFlächenberechnung
(esstehtFl für denFlächeninhaltdervereinfachten,d.h. derfür denEntscheidungsalgorithmusgëander-
tenFlächen;alsEinheitenkannich die Winkelgradeverwenden,daich nuruntereinandervergleiche):

F0 . F69 . F2 .0/ / / . F71 . 1
2 1 282 1 36243 # . 2056 F68 . F70 . F1 .0/ / / . F66 78 F0 3 # . 205

F51 . F53 . F20 . F22 .0/ / / . F34 98 1
2 1 322 1 red36228: 3 # . 205

F52 . F55 . F21 . F24 .0/ / / . F33 78 1
2 1 322 1 red72260: 3 # . 1056 F40 . F35 . F41 . F36 .0/ / / . F39 98 1
2 1 302 1 red72260: 3 # . 105

redλϕ bedeutetdenin derBreiteϕ durcheinenLängen̈offnungswinkel λ erzeugtenBogen(sieheAbbil-
dung4), alsGroßkreisbogenmit e 3 λϕ 5 bezeichnetundals Breitenkreisbogen(Kleinkreis)mit ê 3 λϕ 5 . #

stehtfür Anzahl, 98 und 78 soll dabeizus̈atzlichzu größerundkleinerungef̈ahrgleichbedeuten.

Abb. 4: SkizzezumSeitencosinussatz(3); e . redλϕ ist derGroßkreisbogenvon A nachB in der
Breiteϕ erzeugtdurcheinenLängen̈offnungswinkel λ.

NachdemSeitencosinussatzgilt für die reduziertenWinkel redλϕ (sieheAbbildung4)

cose . sin2ϕ ; cos2ϕ 1 cosλ / (3)

Diesliefert

e 3 72260: 5 6 342 < e 3 36228: 5 6 31/ 52 /
Für denGroßkreisgilt Gleichung(3) undfür denKleinkreis

ê 3 λϕ 5 . π 1 λ
1802 1 cosϕ /

Dies ergibt bei red72260: für den Großkreis342 und für den Kleinkreis 362 und bei red36228: für den
Großkreisundfür denKleinkreisjeweils31/ 52 2. Für vierzigFlächenerhalteich jeweils504Flächenein-
heiten(wie obenerwähntin Winkelgraden),für zehnFlächen540,für weiterezehnFlächen528undfür
die restlichenzwanzigFlächenwieder504Flächeneinheiten,d.h. die maximalenAbweichungenliegen

2Jenäherder BreitenkreisdemÄquatorrückt, destosẗarker näherter sich demzugeḧorigenGroßkreisbogenan,der sich
dadurchauszeichnet,diekürzesteVerbindungzweierPunkteaufderKugelzubilden.
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bei 7% (gegen̈ubervon 10% im FallederexaktenEinteilung).DieseAbweichungensindtolerabelund
werdenbei derAuswertungalsGewichtskorrekturenber̈ucksichtigt.
Da achtzigTeilflächenfür meineZwecke ausreichenund ich aucheine Nachbarschaftslistefür alle
Teilflächeneinfachaufstellenkannn,habeich dieAnforderungen(A1) - (A6) erfüllt.
Um innerhalbderBreitenstreifenzu entscheiden,in welcheTeilflächediesesStreifensderStrahltrifft,
ist die folgendeUntersuchungdurchzuf̈uhren(N f stehtdabeifür Flächennummer).Die Abbildungen5
und8 zeigendieVerḧaltnissein dendemÄquatorbenachbartenStreifen.Die BegrenzungderTeilflächen
bildendabeidieKreisb̈ogen

λ = k > 18?
18? @ ϕ

28?
und

λ = k > 18?
18? @ ϕ @ 28?

28?
für k A 1B 3B 5B C C C 19 unterhalbdesÄquators(s.Abbildung5) bzw.

λ = j > 18?
18? @ ϕ

28?
und

λ = j > 18?
18? = ϕ

28?
für j A 0 B 2 B 4 B C C C 18 oberhalbdesÄquators(s.Abbildung8).

D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D DD D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D
D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D
D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D DD D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D DD D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D
D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D DD D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D

D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D D DF19

F0

F1

F2

342? 18? 54?

0? 36?
ϕ A0= 28?

ϕ A 0?
> > >

A λ

A λ

> > >
P0 P1 P2

P10 P11

Abb. 5: Skizzezu ϕ EGF = 28? B 0? H
Für dieEntscheidung,aufwelcherSeitedesjeweiligenTrennbogensdievorgegebeneRichtungliegt und
damit in welcheTeilflächesie fällt, ergibt sichgem̈aßAbbildung5 im StreifenunterhalbdesÄquators,
alsozwischen0? und = 28? :

λ EGF 18? B 36? H : λ = 18?
18? @ ϕ

28? IGJ
0 : N f A 2K 0 : N f A 1

λ EGF 36? B 54? H : λ = 54?
18? @ ϕ @ 28?

28? I K 0 : N f A 2J
0 : N f A 3

...

λ EGF 342? B 360? H : λ = 342?
18? @ ϕ

28? I J
0 : N f A 0K 0 : N f A 19
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λ LNM 0O P 18O Q : λ R 18O
18OTS ϕ S 28O

28OVUGW 0 : N f X 0Y
0 : N f X 1

Die Abbildungen6 und7 zeigendieGegebenheitenim mittlerenStreifenderunterenbzw. oberenHalb-
kugel; dabeisind die Abbildungen6a und 7 in Mercator-Projektionausgef̈uhrt, da diesedie für den
AlgorithmuswichtigenZusammenḧangeam bestendarstellt.Weil dieseabernicht flächentreuist und
in mittlerenBreitenbereichenschonsehrstarkverzeichnet(F21 wirkt doppeltsogroßwie F20), sinddie
gleichenVerḧaltnissein Abbildung6b nocheinmalin einernahezuflächentreuenderstereographischen
ähnlichenProjektionwiedergegeben.Dain denmittlerenStreifenderunterenundoberenHalbkugelzum
einendie LängenkreiseeineeinfacheEntscheidungz.B. zwischenF22 undF23 ermöglichen,verbleiben
nur nochdie EntscheidungenzwischendenFlächen,die mit derSpitzenachoben(im unterenStreifen,
Abbildung6a) bzw. nachunten(im oberenStreifen,Abbildung7) weisen,und ihrenNachbarn.Dafür
liegendie folgendenKreisb̈ogenalsBegrenzungenzugrunde:

λ R j Z 72O
36O S ϕ S 28O

32O
λ R j Z 72O

36O S ϕ S 60O
32O

für j X 0P 1P 2P 3P 4 aufderunterenHalbkugel(s.Abbildung6a) bzw.

λ R	M k S 1
2
Q 72O

36O S ϕ R 28O
32O

λ R	M k S 1
2
Q 72O

36O S ϕ R 60O
32O

für k X 0 P 1 P 2 P 3 P 4 auf der oberenHalbkugel(s. Abbildung 7). Da dieseKreisb̈ogenkeineGroßkreise
sindunddie mit ihremSchwerpunktdemÄquatornäherliegendenohnehinkleinerenFlächenzus̈atzlich
benachteiligen,korrigiereich dieTermemit ϕ in denKreisb̈ogen,sodaßeinefastgenaueFlächengleich-
heit (für dannnur nochangen̈aherteDreiecke) in demmittlerenStreifenerreichtwird – getestetanhand
von einesdurchZufallszahlengewonnenengleichverteiltenRichtungsfeldes– in derForm

ϕ S 22O
32O und

ϕ S 64O
32O bzw.

ϕ R 22O
32O und

ϕ R 64O
32O

Für die Entscheidung,in welcheTeilflächeeinevorgegebeneRichtungfällt, d.h. auf welcherSeitedes
jeweiligenTrennbogenssieliegt, gilt gem̈aßAbbildung6a im mittlerenStreifenunterhalbdesÄquators,
alsozwischenR 28O und R 60O :

λ LGM 0O P 36O Q : λ
36O[S ϕ S 22O

32O U W 0 : N f X 20Y 0 : N f X 21

λ LNM 36O P 72O Q : λ R 72O
36OTS ϕ S 64O

32O\UGW 0 : N f X 21Y
0 : N f X 22

...

λ LGM 324O P 360O Q : λ R 360O
36O]S ϕ S 64O

32O^U W 0 : N f X 33Y 0 : N f X 34

Auf denKugelkappen(alsoϕ W R 60O auf derunterenundϕ Y 60O oberenHalbkugel)sinddie Unter-
teilungendurchdie Längenkreisegegeben(s. Abbildung2). Im Streifenum denSüdpol,alsozwischen
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Abb. 6: Skizzezu ϕ dfe b 60̀ g b 28̀ h ; (a) in Mercator-Projektion,(b) in eineretwa flächentreuen
derstereographischen̈ahnlichenProjektion.

b 60̀ und b 90̀ gilt:

ϕ ijb 60̀ : N f aGk λ
72̀ l"m 35g

d.h.N f a 35g 36g n n n g 39 . Im StreifenumdenNordpol,alsozwischen60̀ und90̀ setzeich

λ̃ a λ g undfür λ i 180̀ : λ̃ a λ m 360̀ ;

danngilt:

ϕ o 60̀ : N f a 46 bqp λ̃ b 36̀
72̀sr g

d.h.N f a 40g 41g n n n g 44 .
Gem̈aßAbbildung7 gilt im mittlerenStreifenoberhalbdesÄquators,alsozwischen28̀ und60̀ :

λ dGe 144̀ g 180̀ h : λ b 180̀
36̀ m ϕ b 22̀

32̀Vt o 0 : N f a 45i 0 : N f a 46
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216v 144v 72vϕ w 28v
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P31 P27

P40 P41 P32 P33 P34

Abb. 7: Skizzezuϕ yGz 28v { 60v | in Mercator-Projektion.

λ yGz 108v { 144v | : λ } 108v
36v]~ ϕ } 64v

32v^�G� 0 : N f w 46� 0 : N f w 47
...

λ yGz 180v { 216v | : λ } 180v
36v]~ ϕ } 64v

32v^�G� 0 : N f w 58� 0 : N f w 59
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Abb. 8: Skizzezu ϕ yGz 0v { 28v |
Gem̈aßAbbildung8 gilt im StreifenoberhalbdesÄquators,alsozwischen0v und28v :

λ yNz 144v { 162v | : λ } 144v
18v } ϕ

28v�� � 0 : N f w 61� 0 : N f w 60

λ yNz 126v { 144v | : λ } 144v
18v]~ ϕ

28v��G� 0 : N f w 61�
0 : N f w 62

...

λ yNz 162v { 180v | : λ } 180v
18v ~ ϕ

28v��G� 0 : N f w 79� 0 : N f w 60

Wie in Kapitel2.5.2ausgef̈uhrt,wurdederAlgorithmusmit einemausZufallszahlengewonnenengleich-
verteiltenRichtungsfelderfolgreichgetestet.


