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 ��7��	��� �	 ��� ����	� ���" 0 �����������	 �� �	 ��3��� ����
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��+=�	� ��� ��7��	��6 O-P �	� ��7��	�� S �� +���� �� �� S ��	 +������+��� �	
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�� ��� 
������ ���
�� b" '� ��
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���	��(
���	 �� � ��+� ���� ��������� �� ������ � ��++�� ��7��	�� ���+
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������ ������ ��� ������ �������� ����
��� ��+�6 �� ��		�� ����� �� �	 �D���	�
 ������ ��7��	��" �� ��� Q�	��++��C
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������ ������� �������
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��+C� ��
�6 ��� ���� ������+�	�� �� ��� 
�	���� �� ��� ��+�" *�� @��� 	�����
�	 ��� ����= �� ��� ��
� �� ��� 
����	� ��+" *�� ������ ��7��	�� ��	 ������ ��
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*�� ����	���� �� ��������� �� �� ����� ��� ��+� ���� �+��� �<���	� ���	
�����
������ ���	 ��� ���= 
���� ��+�"
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*�� ����������� �+����
�
����	 �� ���� ������ � ��7��	�� �� +����6 �	� +���
��� ���� 	�	(��+ �	 ��� ��++�� ��7��	��" ���� +��� ������ O,P ��� ��
� ��
��� 	�	(��+ �	� O-P ��� ��
� �� ��� 	�	(��+ +
�� ��� ��
� �� ��� +������	�
��+" ��� �D��+
�6 ��� ��� ��++�� ��7��	�� �	 ������ ,/ �	 +��� K.6 �� ������
��� ��

���	� ��7��	�� �� +���� {(2, 5), (1, 2), (3, 5), (1, 2)}" *���� +���� ���
����� �	 � ��� ����	���	�
 ��� 
���6 ��� 0++�	��D 0"-" ����	 � ��� S �	�
� ����	���	 d6 ��� ��� 
��� pair1, pair2, . . . , pairt �

��� � ���� ������ ��� ���
@��� +��� pairi �	 ��� 
���6 ��� ����� ��
�� *�� d(�� ����	���	 �� sumi :=
pair1 + pair2 + . . . + pairi �� ������� �� �7��
 �� S" *�� ������ �����	� ����
pairi �	� sumi" ���� ���� sumi �� � +��� �� ������ +������	 sumi[0] �	� ����
+������	 sumi[1] ��� ��� @��� �
�	� ����	� ��� i(�� 	�	(��+" *�� ��	������	
������	 ���� +������	 �	� ������ +������	 ����� �� ��

��� 

O,P ������ =⇒ ,
�� 
����	 � ������ +������	 S6 ������ ��� @��� ����	���	 �� ��� ��� 
��� ���
S �	� @	� pairi" *�� ���� +������	 V ���� ������+�	�� �� S �� ����	 �= 

V = sumi[1]− (sumi[0]− S)

O-P ,
�� =⇒ ������ 
����	 � ���� +������	 V 6 ������ ��� ����	� ����	���	 �� ��� ��� 
��� ���
V �	� @	� pairj " *�� ������ +������	 S ���� ������+�	�� �� V �� ����	
�= 

S =

{
sumj[0]− pairj [0] �� V �� ��� +������	 �� � �
�	�,

sumj[0]− (sumj[1]− V ) ���������

0

 �+������	� �	 � ��� 
��� ���� ��� ��
���	� ��� ��� ��+
���	�����	 ��
����������� S 
��� �������	�6 �	�����	� � +���6 ������	� � +���6 �	� ���	��	�
� ��
�� �� � +��� S ���� O(log t) ����6 ����� t �� ��� 	����� �� +���� �	 ���

���" *��� �8���� ��� ��	���� �� �+������	� �	 ����������� ��++�� ��7��	��� 
�	�����	� �� ������	� ��+�6 ���	��	� � ��+C� ��
�6 ��	������	 ������	 ����
+������	 �	� ������ +������	6 �	� �������	� ��� ��
�� �� � ����	 ���� +������	
���� ���� 
���������� �� ��� 	����� �� ��+� O��� *��
� /P"
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?�� �� ����� � ��� �� ��+ +�����	� {p1, p2, . . . , pk} ��� k ≥ 2 ��7��	���
a1, a2, . . . , ak �	 � �����D6 �"�" ��� ���� ��� ��� ��+ +�����	� �	� ��� ��
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 ��+ +�����	�" ��������6
�� j �� � +��� �� ��� 
����	� ��+� �� �

 pi6 ���	 j �� � 
������ ��� ��
���6 �	�
�� j �� � +��� �� ��� ����
�	� ��+� �� �

 pi6 ���	 j �� � �	��
��� ��� ��
���" *��
��� {p1, p2, . . . , pk} �� ��

�� �	 �
������� A �� ��� ��7��	��� a1, a2, . . . , ak6 �� ��
��	���	� 	� ��+� ��
��	� ���6 +���	���

=6 
����	� �	� ����
�	� ��+ ��
��	�"
'� ��= ���� ��
��� ��� Q�
��	��C6 �� ���= ��
�	� �� ��� ���� ��
��	" '� ��	
���	����� �	 ��������= ��� �� ��+ +�����	� �	�� �	 �
��	��	� �= ������	� �


��+ ��
��	�6 �"�" ���	� ��� ��	����	 ���������*���" ��� ���� +��+�� ������
M ⊂ {1, 2, . . . , k}6 � %�	�$������& AM �� ��� �
��	��	� A �� ��@	�� �� ��� ���
{pi| i ∈ M} ����� ������	� �

 ��+ ��
��	�" *���� ��� ��� ��=� ��� �����	�
�
��	��	�� �	 )�70	 O,P ��� ����
 ���� ����������6 �	� O-P �
��	��	� ���+��
O��� )�����	 ,A"-P"
*�� ���� ��������� ����
 �� ��+
���	��� �� � ��7��	�� �� ���� ��3���� ����
����� ��� ���� �� ��� �
��	��	� �	� ��� ��������
� ��� ��� ��	����	 ��3�" 0	
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� �� ����
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 ��3���� ��++��� ��+ ��
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� ��3����

0 ���	��� ������ ��� �
��	��	�� �� � ��	����	 ���� ��+� �
��	��	�� �� 	�(
������
 ������ 
��� �
� �� )��$�� ��
���" )�70	 ��++���� �
��	��	� �����	�
������� ���� ��� ��@	�� O,P �= � ��	����	 α ���� ������ +���� �� �
��	�� ��
���
�	� O-P � ��	����	 γ ��� �����	� ��+�" 0 ��+ �� ��
� l ������ 

γ = g���� + g������ ∗ (l − 1), O/",P

�"�" ��� @��� �
�	� �	 ��� ��+ ������ g����6 �	� g������ �� ����� �� γ ��� ����
������� �
�	� �	 ��� ��+" ����

=6 �� ����	� g���� ≤ g������ ≤ 06 �� γ �� �
��	��D ��	����	 �	� 
����� ��+� ��� � ������	�" �� g���� = g������6 ���	 �� ��
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�� A �� �	 �
��	��	� �� ��� ��7��	��� a1 �	� a26 ���	 �� ��@	� ��� ����� �� A
�= 

score(A) :=
∑

	
����� 
	
��� (x, y) �� A
α(x, y) +

∑
�	�� g �� A

γ(g) O/"-P

��� �
��	��	�� A �� ���� ���	 ��� ��7��	���6 �� ��@	� ��� %��� �� ���	�&
���	� �� �� ��� ��� �� ��� ������ �� �

 +������� ��� �
��	��	�� 

score(A) :=
∑
i�=j

score(A{i,j}) O/"AP

����� ���	�
�� ��������� �
� ���	�
�� 
����
��

����� �	 �
��	��	� �����	�6 �� ��@	� � ����
����= ������� ��� ��7��	��� ��
��

��� *�� �������� ����
�	��� sim(a1, a2) ������	 ��� ��7��	��� a1 �	� a2

���� ���+��� �� � ����	 �����	� ������ score �� ��� ��D���� ����� �
��	��	��
������	 a1 �	� a2 ��	 ���6 �"�" 

sim(a1, a2) := max
(
score(A) ����� A �
��	� a1 �	� a2

)
0	 �
��	��	� �� a1 �	� a2 ���� ����� sim(a1, a2) �� ��

�� �	 ������
 �
���"
���� �� a1 �	� a2" '� ��

 �������� ���� �
�������� ��� ���+���	� �+����

�
��	��	�� �	 ��� 	�D� ������	�"
���� ���� �

 �����	� ������� �	 )�70	 ��� ���	� �� �� Q��� ������6 ��� ������C6
���� �� �
��	��	� �
�������� �
��=� ��= �� ������9� ������" &������6 �� ��	
�
�� �++
= ����� �
�������� ��� ������9��� ������ ���+
= �= ��D���
�	� �����
�������� ��
��� ?�� A∗ �� �	 �
��	��	� ���� ������ ������
 ���� ���+��� ��
� �����	� ������ score6 ���	 �� �� ���= �� +���� ���� A∗ �
�� ������ ������

���� ���+��� �� ��� �����	� ������ score′ ���� �� ��@	�� �= score′(A) :=
−score(A) ��� ���� �
��	��	� A"
0 ������
 �
��	��	� ����� score′(A∗) ��	 �� ���	 �� � �������� ������	 ���
��7��	���6 �� �� ��@	� ��� �������� �������� dist(a1, a2) �� ��� ��7��	��� a1

�	� a2 �� �� ��� 	������� ��
�� �� ����� ����
����= 

dist(a1, a2) := − sim(a1, a2)

�� score �� ��@	�� �������	� �� �7�����	 /", �	� /"-6 �	� �� α(x, x) = 06
α(x, y) < 0 ��� x �= y6 �	� g����, g������ < 06 ���	 dist �� � ���	��6 ���� ���	�
�� �� �������� �������6 ������	��6 �	� �� ��
�� ��� �	����
� ������
���6 �"�" ���
�

 ��7��	��� a16 a26 �	� a3 

dist(a1, a2) ≥ 0 �	� dist(a1, a2) = 0 �� �	� �	
= �� a1 = a2

dist(a1, a2) = dist(a2, a1)

dist(a1, a3) ≥ dist(a1, a2) + dist(a2, a3)
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 �
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��� +��@D�� a1 . . . ai �	� b1 . . . bj ��� i ∈ {1, . . . , n} �	� j ∈ {1, . . . , m}6 �	�
Mi,j = score(Ai,j)" *��	 ��� �
��	��	� A′

i,j ���� �� ��� ����� ��
���	� ��� 
���
��
��	 C ���� Ai,j �� �	 �+����
 �
��	��	�6 �	�

score(Ai,j) = score(A′
i,j) + score(C). O/"EP

*���� ��� ����� ����� O,P C �
��	� ai �	� bj 6 ���	 score(A′
i,j) = Mi−1,j−16 ��

O-P C �
��	� ai �� � �
�	�6 ���	 score(A′
i,j) = Mi−1,j 6 �� OAP C �
��	� bj �� �
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Mi,j ← max

⎧⎪⎨
⎪⎩

Mi−1,j−1 + α(ai, bj)

Mi−1,j + g

Mi,j−1 + g
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�	�6
�	� Mi,0 = i ∗ p6 �	� M0,j = j ∗ p" 0
������� - �	�������� �

 +���� (i, j)
��� 1 ≤ i ≤ n �	� 1 ≤ j ≤ m �	 �	������	� ����� ��� i �	� j6 �� Mi−1,j−16
Mi−1,j 6 �	� Mi,j−1 ��� �
����= �	��	 ������ Mi,j �� ���+����" ����������
�
�� +������
� �	 Ti,j ����� �� ��� ����� ���� ��� �++
��� �� ���+��� Mi,j"
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� �� M ��� 	����� ��� +������(
�	� 0���� ���+���	� Mi,j 6 �	
= ��� ��
��� �	 Mi,j−1, . . . , Mn,j−1, M1,j , . . .Mi,j

+
�= � ��
� ��� ��� ���� �� ��� ���+������	" '� ��	 ��������� ���+� �������
���� �� ���+��� ��� �+����
 ����� Mn,m �	 
�	��� �+���"
���� ���� �� �� +�����
� �� ��	���
�
� ��� ����
���	('�	��� �
������� �	 �
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� ��������������"(a1 . . . an, b1 . . . bm)
(M, T )← ����������(a1 . . . an, b1 . . . bm)�

������  �������!(a1 . . . an, b1 . . . bm, T )�

� ����������(a1 . . . an, b1 . . . bm)
M0,0 ← 0�

Mi,0 ← i ∗ g ��� i ∈ {1, . . . , n}�

M0,j ← j ∗ g ��� j ∈ {1, . . . , m},

⎫⎬
⎭�	����
�
����	

��� i← 1 �� n ��1

��� j ← 1 �� m ��2

Mi,j ← max

⎧⎪⎨
⎪⎩

Mi−1,j−1 + α(ai, bj) = casediag

Mi−1,j + g = caseup

Mi,j−1 + g = case left

7

Ti,j ← �����Dk casek�

������ (M, T )�

�  �������!(a1 . . . ai, b1 . . . bj , T )

�	�� i = j = 0 �

������
[ ]

�

⎫⎬
⎭�����

��	�����	

�	�� Ti,j = up �� j = 0 ,

������
[
���������(a1 . . . ai−1, b1 . . . bj , T )

∣∣∣∣ ai

−

]
1

�	�� Ti,j = left �� i = 0 2

������
[
���������(a1 . . . ai, b1 . . . bj−1, T )

∣∣∣∣ −bj

]
7

�	�� Ti,j = diag  �

������
[
���������(a1 . . . ai−1, b1 . . . bj−1, T )

∣∣∣∣ ai

bj

]
�
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��+ �� A′
i,j6 ���	 score(Ai,j) = score(A′

i,j)+ g������ �= score(A′
i,j)+ g����6 ��	��

�7�����	 /"E ���� 	�� ��
� �	=����"
*� ���
 ���� �<	� ��+ �����6 ����� ���+��� ��� �
������� �	 ,/K- ���� ����
�� ���+���� ��� ���� i ∈ {1, . . . , n} �	� j ∈ {1, . . . , m} ��� ��

���	� �����
������ �� �
��	��	�� ������	 a1 . . . ai �	� b1 . . . bm O,P ��� �+����
 �
��	��	�
����� Mi,j 6 O-P ��� ���� ����� Ia

i,j �� �
��	��	�� ���� �
��	 ai �� � �
�	�6 �	� OAP
��� ���� ����� Ib

i,j �� �
��	��	�� ���� �
��	 bj �� � �
�	�" *��� ��	 �� ��	� �=
�����=�	� ���������� �� �� �� ����	 �	 0
������� A" *�� ��=�+����� ����
�	� �+��� ��7������	�� ��� ��� ���� �� ��� ��� �
������� �= ����
���	 �	�
'�	��� OO(n ×m)P ��� ���� 
����� ��	���	� �������6 ��	�� ��� �
������� �=
����� ���� ����� �	� @

 ����� �������� �	����� �� �	�"
�� α(ai, bj) ≥ g���� + g������ ��� �	= ai �	� bj 6 ���	 ��� �
������� ��	 �
�� ��
��+
���	��� �= �	
= ��� �������� M �	� I6 ����� Ii,j ������ ��� ���� �����
�� �
��	��	�� a1 . . . ai �	� b1 . . . bm ���� ������ �
��	 ai �� bj �� � �
�	�" *���
�+����
����	 �� �����	�
= 	�� +������� �= )�70	"

� ����������#���"(a1 . . . an, b1 . . . bm)
M0,0 ← 0�

Mi,0 ← i ∗ g������ ��� i ∈ {1, . . . , n}�

M0,j ← j ∗ g������ ��� j ∈ {1, . . . , m},

Ia
0,j ← −∞ ��� j ∈ {1, . . . , m}1

Ib
i,0 ← −∞ ��� i ∈ {1, . . . , n}2

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

�	����
�(

����	

��� i← 1 �� n ��7

��� j ← 1 �� m ���

Ia
i,j ← max

{
Mi−1,j + g����

Ia
i−1,j + g������

�

Ib
i,j ← max

{
Mi,j−1 + g����

Ib
i,j−1 + g������

�

Mi,j ← max

⎧⎪⎨
⎪⎩

Mi−1,j−1 + α(ai, bj) = casediag

Ia
i,j = caseup

Ib
i,j = case left

��

Ti,j ← �����Dk casek��

������ (M, T )��
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��	��	�� �� ��� ��7��	��� a = a1 . . . an �	� b = b1 . . . bm6 ��� �
�������
�= &��������� O,/GEP �	
= 	���� 
�	��� �+���" &���������C� �
������� O0
��(
����� HP �++
��� � ������(�	�(��	7��� �������= �� �+
��� ���� a �	� b �	�� ���
+���� �	� �
��	� ���� ��+�����
="

� $����"���
(a1 . . . an, b1 . . . bm)


� n < 2 �!���

A ←��������������"(a1 . . . an, b1 . . . bm)�

�
��,
i ← �n

2
�1

ML ← ����������(a1 . . . ai, b1 . . . bm)2

MR ← ����������(an . . . ai+1, bm . . . b1)7

t ← �����Dj(M
L
i,j + MR

n−i,m−j)�

⎫⎬
⎭@	� t

L ← $����"���
(a1 . . . ai, b1 . . . bt)�

R← $����"���
(ai+1 . . . an, bt+1 . . . bm)�

}
��������	

A ← LR��

������ A��

*
�
����� 1� ,�
���
�
�4� ����
�	���

*�� ��7��	�� a �� ��� �� +������	 i = �n
2
� O��� n > 1P �	�� ��� ��
��� a1 . . . ai

�	� ai+1 . . . an" *�� ���	 +���
�� �� �� @	� �	 �++��+����� �����	� +������	 j
�	 b6 ���� ���� �	 �+����
 �
��	��	� ������	 a �	� b �D���� ���� �
��	� a1 . . . ai

�� b1 . . . bj �	� ai+1 . . . an �� bj+1 . . . bm" ��� �	= j ∈ {0, . . . , m}6 
�� Lj �� �	
�+����
 �
��	��	� �� ��� +��@D�� a1 . . . ai �	� b1 . . . bj 6 �	� Rj �	 �+����

�
��	��	� �� ��� ��<D�� ai+1 . . . an �	� bj+1 . . . bm" *���� �� � t ∈ {0, . . . , m}
��� ����� ��� �����	����	 At := LtRt �� �	 �+����
 �
��	��	� �� a �	� b" ���
@	��	� � t ���� ��D���
�� ��� ����
 ����� score(Lt) + score(Rt)6 �� ���� ��
���+��� ��� ������ �� �

 Lj �	� Rj " 0 ��	�
� ��

 �� ����������(a1 . . . ai, b)
�	 
�	� E �� $����"���
 ���+���� ML

i,j = score(Lj) ��� �

 j" *�� ������ ��
��� Rj ��� ���+���� ����
��
= �	 
�	� F �= +����	� ��� 	���	��� �� ai+1 . . . an

�	� b �� ���������� *�� �	��= MR
n−i,m−j �� ��� ���+���� �����D MR ��

��� �+����
 ����� ��� �
��	�	� an . . . ai+1 �	� bm . . . bj+16 ����� �� ��� ����
�� ��� ���� ����� ��� �
��	�	� ai+1 . . . an �	� bj+1 . . . bm" ���������� �	
=
����� 
�	��� �+��� ��� ���+���	� ��� ������ 	�����" &�	��6 ��� ����
 �+���
��7������	� �� $����"���
 �� O(n + m)" �� �� ���= �� +���� �= �	������	
���� $����"���
 ����� ���� O(n×m)"
*�� ��+
���	�����	 �� &���������C� �
������� �	 )�70	 �����	�� �� ���� ��(
���C� �
������� O)�����	 /"E"-P ��� ��7��	�� �
��	��	�� ���	� �<	� ��+ ����
�������"
*�� �
��	��	� �
������� �����+����
$���6 ����� �� ��� ������� �
������� �	
)�70	 ��� �
���
 ��7��	�� �
��	��	� O��� *��
� A.P6 ��	 �� ���� ���	 �
��	�	�
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��� ��7��	��� ���	� ���� �������� �����	�" *��� �����	� �� &���������C� �
��(
����� ���� �=���C ��������� �
������� O��� )�����	 ,."A"-P �	����� �� �������
���� ��� ���+���	� ��� ������ ��� Lj �	� Rj "

����0 ����
�
� (��3 "��� ����� �� *
� 2�%�

0���� ���� ���+
� ����@�����	�6 ���� ��� ����
���	('�	��� �
������� �	�
�����C� �
������� ��	 �
�� �� ���� �� ���+��� �
��	��	�� ���� ���� ���	� ����
�� ��� ����" 0 ���	� ��� ��	���	� � �
�	� ���� �� �
��	�� �� a1 �� b16 �	� �	
��� ��� ��	���	� � �
�	� ���� �� �
��	�� �� an �� bm" ��+ ������ ��� ����

=
	�	(+������� ��
���6 �	� �� ��

 � ��+ �	��6 �� �� ������ 0"
)���� ��+� �	 a ������ ���� ���	 Mi,0 ��� ��� �� 0 ��� �

 i ∈ {1, . . . , n}
O����������6 
�	� -P" ��� ���� ����� ��+� �	 b6 �� ��� M0,j = 0 ��� j ∈
{1, . . . , m} O����������6 
�	� AP"
?�� imax = �����Di∈{1,...,n}Mi,m �	� jmax = �����Dj∈{1,...,m}Mn,j" *�� �
(
�������  �������!(a1 . . . aimax , b) ���+���� �	 �+����
 �
��	��	� Aimax ��
a1 . . . aimax �	� b" �� �	� ��+� �	 a S ��� 	�� �	 b S ��� ����6 ���	 ���� �� �
�� ���
���� �
��	��	� �� a �	� b" ��� ���� �	� ��+� �	 b S ��� 	�� �	 a S6 ��� ��	����	
��

  �������!(a, b1 . . . bjmax) �����	� ��� �+����
 �
��	��	� Ajmax �� a �	�
b" �� �	� ��+� ��� ���� ���� �	 a �	� b6 ���	 ������ Aimax �� Ajmax �� �+����
6
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��������� �� ������"
*�� �
��� ����
*�
(�� ��	 �� ���� �� �+����=6 ����� ����� ��+ �� �	� ��+
��� ���� ���	 ��

�	� ���$������
��
�" ����
*�
(�� ��� ���� $��� ���+
���
������	��R ���� ���	� Q��+ �� ����C" ?����	� ,E ����� �	 �D��+
� ��� ���	�
����
*�
(��"

����	!�����)������	!� 
���	!�
���

����	#������
���	!�
��� ���

����	#������
���	!�
��� ���

3��!	��)������	!� ���!	��	��
���	!�
����

!�����3��!	��	�����!	��	��

�������	�����

3��!	��	��!����
�� ���
�� ����� ���
�����

7��#����	8�	
�)����

8������ �2� "#����� ��
 -���� 3��!	��	��!� 	�� ��
 ��+���(�� � ��� � ��� �
�����0 ���
��&� �
� � ��� �����

����� 1��������.� ����
��
�

)�70	 �
�� �8��� � +���������� ��������� ��� @	��	� ���� �
��	��	�� ������	
���� ���	 ��� ��7��	��� O$�����6 ����6 '����6 �1��	�6 ���������6 �	�
$��	��� -..KP" '� �
����= ��������� ��� ���� �� ���� �
������� �	 )�����	 ,"-"A
���	 �� ��������� ��� �������� ���
������� � O*���+��	 �� �
" ,//HP *��
��7��	��� a1, . . . , ad ��� �
��	�� ���+ �= ���+ ��

���	� � ��	��= ����� �	�� T 6
����� �� ��	�������� �= � ���	�	�����
 �
����	��� �
������� O
�	� - �� %��
����
��&�
��
�P6 �	 ��� ����� �� ��� +������� �����	��� ������	 ��� ��7��	���"
)�70	 ��++���� ���
���	����� �
����	��� O���+
��� 
�	����6 ��	�
� 
�	���� �	�
��
��R ��� �"�" )	���� �	� )���
 ,/GAP �	� �����!�	"$������ O)����� �	� ���
,/KGP" �����'#���� ��� �
��	� ��� ��7��	��� ��

���	� ��� ����� ���� ����
��� 
����� �� ��� ����" 0� ���� �����D v6 ��� �
��	��	�� Al �	� Ar ���� ����
���
���	 �� v ��� �
��	�� O
�	� KP6 ����� �� ��	����� Al �	� Ar �� ���������
�� ��
����6 �� ���= ��	 �� �
��	�� �= �	= +������� �
���
 ��7��	�� �
��	��	�
�
������� 
��� ����
���	('�	��� O��� )�����	 /"E",P" *�� ����� α(cl, cr) ���
�
��	�	� ��� �
��	��	� ��
��	� cl �	� cr �� ��@	�� �� ��� O��������P ��� ��
������ α(al, ar)6 ����� al ∈ cl �	� ar ∈ cr OQ��� �� ���	� ���	�CP" �	�����	� �
��+ �	�� Al �� Ar ���	� �� �	���� � ��+ ��
��	6 �"�" �	�����	� � ��+ �	�� �


��7��	��� �� Al �� Ar6 ���+������
="
*�� +���������� �
��	��	� ���� ��� �
�� ���� �	 ��� �������� ���
 Q*(B�8��C
�= ��������� �� �
" O-...P ���� ���� � ���� ���� �
�������� �����	� ��	����	
α6 ����� �� ���+���� ���� � ����	 ��� C �� +������� 
���
 �� �
���
 �
��	��	��
������	 ��� ��7��	��� a1, . . . , ad" *(B�8�� @��� ��@	�� ��� �	= +��� �� ������(
���� b �	� b′ ���� ���� ���� ��8���	� ��7��	��� ai �	� aj �	 ���������
 �����



/H ���	��
 ?� ����������

� %��
�����&�
��
�(a1, . . . , ad)
D[i, j]← dist(ai, aj) ��� �

 i, j ∈ {1, . . . , d}�

T ← ���������
(D)�

A ← �����'#���� ���(a1, . . . , ad, T ),

������ A1

� �����'#���� ���(a1, . . . , ad, T )
v ← ���� �� T�


� v �� 
��� �!���

A ← ��� ��7��	�� ai �	 v,

�
��1

T l, T r ← 
��� �	� ����� �������� ��
�� v2

Al ← �����'#���� ���(a1, . . . , ad, T l)7

Ar ← �����'#���� ���(a1, . . . , ad, T r)�

A ← �
��	 Al �	� Ar�

������ A�

*
�
����� 2� �
��
������ ��������	� 9� 
��� ��� ���(��
� �	
����
�� ���� �&&
��� �
(
�������� �
�
����� �
 (
�&��� ��� ����� ���� T �
� � ��.�� ������(� �����/ D�

α(b, b′) ���� ��+�	�� �	 ��� ����
 ����� �� �
��	��	�� A ∈ C �	 ����� b �	� b′

��� �
��	��" �	 � ����	� ���+6 *(B�8�� ���� � ������ ��

�� %�	��
�� ���������&6
���� �++
��� ��� ��

���	� ��
� �� ��� ��
��� b �	� b′ ��� �
��	�� �	 A ∈ C6 �	�
b′ �	� b′′ ��� �
��	�� �	 �	����� �
��	��	� A′ ∈ C6 ���	 �� ���	����� ��� �����
α(b, b′′) ���� �� ��� ��� �
��	�	� b �	� b′′" *�� ���+
�� �D��	���	 ��
+� �� @	�
�	 �������	� ������	 ��� +������� �
��	��	�� ∈ C6 �	� ���� ����
�� �	 ����
������ ��
��+
� �
��	��	��"
*�� ��+
���	�����	 �� *(B�8�� �	 )�70	 ������ ����� ��
��� α �� ������� �	
��� ����� �� �	 �
��	��	� ���+� O)�����	 ,A"-P ������	 a1, . . . , ad6 �	� ���
�
��	��	� +���
�� ��	 ���	 �� ��@	�� �� � ������� ������ �	��� �	�!
��
O)�����	 ,A"-"-P"

9�- "$������

'� ��� �	 )�����	 /"E ���� ���+���	� ��� ���� �
��	��	� ������	 ��� ��(
7��	��� ���	� �=	���� +��������	� ����� 7�������� ����6 �	� ��� �
��	��	�
�� d > 2 ��7��	��� ���	 ����� �D+�	�	���
 ���� �	 d" �����	���
= ����� ���
������ ���������� ��� @	��	� ���� S ��� 	�� 	��������
= �+����
 S �
��	��	��"
I	� ��= �� �� ������ ��� ����
= ����
�� �������	��6 �� ��

�� �����6 �	� �� ���(
��	� ���� �	 � +������ ��

�� ��������" 0 ����	 �� ����� ���	 ��	 �� ���� �� �
������	� ��� � !����� �
������� �� ��� ��� ��7��	���6 ��� )�����	 /"F"H" '�
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 �����
� ��� ��� �
������� 	�
�� �	 )�����	 ,E"
*��� ������	 ��	���	� ����� ����	�	� ����� �� �
�!�
 �
��	��	��" )���
�� ����(
	�7��� ���
� �
�� �� ���� �� ��� ���� 
���
 �
��	��	��6 �� �� ��

 ��� �	 )��(
���	 ,,"-"-" &�� �� @	� ����� ��

 �� ��������� �	 B��+��� ,,"

����� �����

������

=6 � ���� S �� � ��� �� 	�	(��+�= �����	�� s1, . . . , sd �� ��7��	���
a1, . . . , ad6 ����� d ≥ 2 �� ��

�� ��� ��������� �� S" '� ��

 left i(S) ��� ����	
+������	 �� si �	� right i(S) ��� �	� +������	 �� ��� �����	� si ��� i ∈ {1, . . . , d}"
0������	� �� ��� ��	��	���	� ������ �	 )�����	 K",6 ��� +������	 �� ��� ��
�� ai

�	 � ��7��	�� a1 . . . am �� i−16 �	� ��� ����	 +������	 �� � �����	� aleft . . . aright

�� left −1 �	� ��� �	� +������	 right "
)�70	 �8��� � �
��� ���) ��� �����	� �����R ��� �+����
�
����	� �� ���� �
��� ���

����� �	 *��
� ,-" 0

 ���� �=+�� ��+
���	� ��� ��	����	� ��(��������
 �	�
���
��������
 �� ������ ��� ����	 �	� �	� +������	� �� ����� �����	��6 �	�
��� ��	����	� ���6�(��������
 �	� ���?��
��������
 �� ��� ����" ����(
����6 ���� ���� S ������ ��� ����� weight(S) �� �	 �+����
 �
��	��	� ������	
��� �����	��6 ����� ��	 �� ��������� �= ��� ��	����	 3���
� �	� ��� �= ���
��	����	 ���:���
�" B���	�	� �	
= ��7����� �	��������	 ����� ��� ����	(
���	6 �������6 �	� ������ �� ��� �����6 �"�" �� 	��� 	�� �� �	�� ��� ���+
���
�
��	��	��"

���������# * ���� 
� �������
� d = 2� 	��� �� ��� &�������� ���� ��&� �
� ����

�������0 �/�������0 ��� 

(�
 (������� �
�
������0 ��� $�(��
� ����� 	��

�����
� �&�(��
�=���
� 
� ���#�

"�������# * ���� ��&� 
� ��������� �������
� d ≥ 2 ���� ��� �������� �
� �

��

(��������

	��
� ��� ��������.�	���� �� ����� ���#�

����� 2�
���� �3��
�
�

?�� �	 ��� ��

���	� ��� ���� ����	���	 d �� @D��" '� ��= ���� Sj ��	 ��
�������� �� �	����� ���� Sk6 �� Sj �� Q����� ��C Sk6 ���� �� �� right i(Sk) ≤
left i(Sj) ��� �

 i ∈ {1, . . . , d}" ����	 � ��� �� ����� XS1, . . . ,SnY6 �� ��(
@	� ��� ��� ���� S0 �� �� ��� ���� ���� left i(S0) = right i(S0) = 0 ��� �


i ∈ {1, . . . , d} �	� weight(S0) = 0" *�� !����� ���� Sn+1 �� ��@	�� �=
left i(Sn+1) = right i(Sn+1) = maxj{right i(Sj)} �	� weight(Sn+1) = 0" ����
���� �

 ����� ��	 �� �++�	��� �� S0 �	� ���� Sn+1 ��	 �� �++�	��� �� �


�����" 0	 ������� ��� C = Sj1,Sj2 , . . . ,Sjk

�� ����� �� ��

�� � �����6 �� Sji+1



/F ���	��
 ?� ����������

��	 �� �++�	��� �� Sji
��� ���� i ∈ {1, . . . , k − 1}" *�� ���	� �� � ����	 ��

��@	�� �= 

score(C) =

k∑
i=1

weight(Sji
) +

k−1∑
i=1

gapscore(Sji
,Sji+1

),

����� gapscore(Sji
,Sji+1

) �� ��� O����

= 	�	(+�������P ����� ��� �++�	��	� Sji+1

�� Sji
"

� #�������"�����
(S1, . . . ,Sn)
���� S1, . . . ,Sn �	 �	������	� ����� �� right1(Si)�

���+��� ��+ ���� S0 �	� ������ ���� Sn+1�

��� j ← 1 �� n + 1 ��,

Mj ← gapscore(S0,Sj) + weight(Sj)1

Tj ← 02

��� k ← 1 �� j − 1 ��7


� right i(Sk) ≤ left i(Sj) ��� �

 i ∈ {2, . . . , d} �!���

score ←Mk + gapscore(Sk,Sj) + weight(Sj)�


� score > Mj �!���

Mj ← score��

Tj ← k��

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

���+���
����
+����(
������
��� Sj

������ �"��� �������!(S0, . . . ,Sn+1, n + 1, T )��

� �"��� �������!(S0, . . . ,Sn+1, j, T )


� j = 0 �!���

������ S0�

�
��,

������ �"��� �������!(S0, . . . ,Sn+1, Tj, T ),Sj1

*
�
����� 7� ����
��  ������� ����
�	��� S1, . . . ,Sn �� � ��� 
� d%�������
��
 �����0
d ≥ 2� 	�� �
�
����� (
�&���� � ��/���
 �

��
 (����; ��� �(
�� �� ��
��� �� Mn+1�

*�� �
�!�
 �������� �	�!
�� �� �� @	� � ��D���
 �����	� ����	 C ���� ������
���� S0 �	� �	�� ���� Sn+1" #�������"�����
 O0
������� FP ��
��� ����
+���
�� �	 ���� O(dn2) �= ������� �	��	������" *�� �
������� ���+����
��� ���� ���� Sj ��� Q+����������C Sk ��� ����� ��� ����	 S0, . . . ,Sk,Sj ����
��� �+����
 �����" *�� ����� �� ���� ����	 �� ������ �	 Mj �	� ��� �	��D k
�� ��� +���������� �� ������ �	 Tj " *�� ���� �
�!�
 ����	 �� ����	�������� �	
�"��� �������! �= ��

���	� T ������	� ���� Sn+1" *�� �
������� �++
���
� ����� 
��� ����	�7�� O)����� �	� &��= ,/GFP �= �����	� ��� ����� �	 
�	� ,
�� 0
������� F" *��� �����	���� ���� ��� ���� Sj ��	 �	
= �� �++�	��� ��
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����� Sk ���� k < j6 ��	�� Mk ��� �
����= ���+���� ������ �� �� ���� �	 
�	� K
�� ���+��� Mj "
*�� ��	����	 ���$��*
��
�
� ��+
���	�� ����	�	� �
�������� �	 )�70	" *��
�����
 �
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�
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*�� �
������� #�������"�����
 ����� 7�������� ����6 ������� �� ��� ��
�D���	� � 
�	��� 	����� �� +���������� ��	������� Sk ��� ���� ���� Sj "'�
��	 ��+���� ���� ��� ���� gapscore ��	����	� �= ���	� �<���	� ���� ����������
���� �

�� �� �������	� �	 �+����
 +���������� ���� �	 ���
�	��� ����" *���
����	�7�� ��

�� ���	�� ������� �	��	������ O�++����	 �� �
" ,//-P ��=
�+��� �+ ����	�	� �� 
�	� �� ��� ����	���	 d �� ��� ����� �� ���

 ���+����
�� ��� 	����� n �� �����" *��
� -H ����� ��� ��+ �����	� ��	����	� ��� �����
)�70	 ��+
���	�� �+����
�� ����	�	� �
��������" ��� �D��+
�6 0
������� G
O��������� �	 ���@�
� ,//G6 +���� A-ESA-/P ��
��� ��� ����	�	� +���
�� ���
d = 2 �	� gapscore ≡ 0 O�"�" ��� �����	� ������ QE���CP �	 ���� O(n log n)"
�������"�����
 �	�������� �

 +������	� left1(Sj) �	� right1(Sj) �	 �	�����(
�	� �����" �� ��� ����	 +������	 �� � ���� Sj �� +�������� O
�	�� / �	� ,.P6
���	 ��� �+����
 ����� Mj �� ����	� �	��	� �	 Sj �� ���+����6 �	� ��� �
��(
����� �++�	�� Sj �� � ���� Sk ∈ D6 ����� D �� � ��� �� +���	���

= �+����

+����������� ��� �����7��	� �����" D �� �+����� ���	���� ��� �	� +������	
�� � ���� �� +�������� O
�	�� ,- �� ,EP" ?�� Sj �	� Sk �� ��� ��8���	� �����
���� right2(Sj) ≤ right2(Sk) �	� Mj ≥Mk" *��	 �

 �����7��	� ����� Si ����
��	 �� �++�	��� �� Sk ��	 �
�� �� �++�	��� �� Sj ������� 
���	� �����" ��
Sj ∈ D6 ���	 ����� �� 	� 	��� �� ���+ Sk ∈ D" '� ��= ���� Sj Q����	����C
Sk" 0 ���� Sj �� ����� �� D �	 
�	� ,E6 �� �	� �	
= �� �� �� 	�� ����	���� �=
�	= ����� ���� �	 D6 �	� �	 ���� ����6 �

 ����� Sk ���� ��� ����	���� �= Sj

��� �D������� ���� D �	 
�	� ,H" �� ��

��� ���� O,P D ��	���	� �

 ����� ����
���� �
����= +�������� �D��+� ���� ����� ���� ��� ����	���� �= ����� �����
�	 D6 �	� O-P 	� ���� �	 D �� ����	���� �= �	����� ���� �	 D" *�������� D
��	���	� �	 �+����
 +���������� ��� �	= ���� Sj ���� �� ����� �� �� �++�	���6
�	� ���� �� ��� ���� STj

∈ D ���	� �	 
�	� / ������� � Q������C ���� Sk ∈ D
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 ?� ����������

P��� *

 ��&� ������� ����� �(
�� 00 ���� �� gapscore(Sk,Sj) = 0 �
� �

 �����
Sk ��� Sj �

"�	)����	 	�� ��& �(
�� �� &�
&
���
��
 �
 ��� ��� 
� ��� ������(�� ������� ���
�������� �� ��� ����0 ���� ��

gapscore(Sk,Sj) = g

d∑
i=1

Δi,

����� Δi = left i(Sj)− right i(Sk) ��� g < 0 �� ��� �(
�� �
� � ����
� �
����

�)��	��A 	��� ��& �(
���� �(���� ��� &�
&
��� �� F���� ��� F�

�� 3���25� �
�
d = 20 ��� �������� ������� Sk ��� Sj ��� �
����� �� 

�� �� &
����
� ����
������(���0 ��� ��� ���� �� :

�� �& ���� �
����0 ���� ���

gapscore(Sk,Sj) = S1,2 =

{
mΔ2 + g(Δ1 −Δ2), �� Δ1 ≥ Δ2

mΔ1 + g(Δ2 −Δ1), �� Δ1 ≤ Δ2

����� Δi = left i(Sj) − right i(Sk) ��� g, m ≤ 0 ��� ��� �(
��� �
� � ����
�
�
��� ��� � ����
� ������(��
�
� d > 20 gapscore �� ��� ���%
�%&���� �(
���

gapscore(Sk,Sj) =
∑

1≤i<i′≤d

Si,i′

������ �1� ��� ���
��� ������� ��
  �������� 	�� �(
�� 
� � ��& ������� � ���� Sj ���
� &����(���
� Sk; ����� �&�(��
�=���
� 
� (
��� ����� ��� 
������ '
�� ���� gapscore(Sk,Sj)
�� 
�
� ��:��� �� Sj (�� �� �&&����� �
 Sk0 ���� �� Δi = left i(Sj)− right i(Sk) ≥ 0 �
� �


i ∈ {1, . . . , d}�
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���� right2(Sk) ≤ left2(Sj) �	� Mk > MTj
���
� ����	��� STj

" ���� ����
��� ����
�� �� ��� Q�����DC �+������	 �	 
�	� / �� ��

 ��@	��6 ������� ����� ��
�
��=� � ���� Sk ∈ D ���� ���� right2(Sk) = 0"
�� �� �++
= � ������
� ��������	� ���� ���������� ��� �����	� D 
��� � ���� 
���
���� ����� ��� ����� S �������	� �� right2(S)6 ���	 ���� �+������	 ��� �������	�6
����	�6 �	� �D������	� ����� �	 D ����� ���� O(log n)" *�� ���+
��� �
�������
��	� �	 O(n log n)6 ��	�� ���� ���� S �� ����� �� D �	� �D������� ���� D �	
=
�	��"
'� ��	 �++
= �������"�����
 ��� ��� ��+ �����	� ������ ��

����
6
�� �� �����= ��� ��	�����	 ��� QSj ����	���� SkC )�++��� ���� � ����
Sl ��	 �� �++�	��� ������ �� Sj �	� Sk" *��	 Sj ���
� �� +��������6
�� Mj + gapscore(Sj ,Sl) > Mk + gapscore(Sk,Sl)" *��� �� �7����
�	� ��
M ′

j > M ′
k ����� M ′

∗ = M∗ +
∑d

i=1 righti(S∗)" ���� ���� ���� �� �	��+�	(
��	� ���� ��� �++�	��� ���� Sl6 �� �� ��	 ��@	� ���� Sj ����	���� Sk6 ��
right2(Sj) ≤ right2(Sk) �	� M ′

j ≥M ′
k"

� �������"�����
(S1, . . . ,Sn)
���+��� ��+ ���� S0 �	� ������ ���� Sn+1�

M0 ← 0�

D ← {S0},

S ← ∅1

��� j ← 1 �� n + 1 ��2

S ← S ∪
{
〈left1(Sj), j〉

}
∪

{
〈right1(Sj), j〉

}
7

��� �	�! 〈pos, j〉 ∈ S �	 �	������	� ����� �� pos ���


� pos = left1(Sj) �!���

Tj ← �����Dk

{
right2(Sk) ≤ left2(Sj)

∣∣ Sk ∈ D
}

�

Mj ← MTj
+ gapscore(Sk,Sj) + weight(Sj)��

}
�++�	� Sj


� pos = right1(Sj) �!����


� 	� ���� ∈ D ����	���� Sk �!����

��� �	�! Sk ∈ D ����	���� �= Sj ���,

D ← D \ {Sk}�1

D ← D ∪ {Sj}�2

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

�+���� D

������ �"��� �������!(S0, . . . ,Sn+1, n + 1, T )�7

*
�
����� �� ���
��  ������� 
+ ���
�� �+����� �
��
������� S1, . . . ,Sn �� �
��� 
� 2%�������
��
 ������ 	�� �
�
����� ��� �� ���� �
� ��& �(
���� ���(��
�� P���
��� "�	)����	0 ����� ��� �������( 
� >�
������? ��&���� 
� ��� �(
���� ���(��
��

)�70	 �
�� ��+
���	�� � �+���� �=	���� +��������	� �
������� �= �=���
�	� ��

�� O,//EP ���� ���� ����@�����	� �= 0����
���� �	� I�
������
O-..AP ��� *
��
��� �����	� �	� ��������= d ≥ 26 ��� '1��
� O-..FP ��� ����
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�" ���� ���� ���� ��	���� �	� �+��� ��7������	�� �� ���� �
������� ����
�D+�	�	���

= ���� ���+��� �� ��� ���� ����	���	 d"

����0 ��
��� ����
��
�

����	 � ����	 C = 〈S1, . . . ,Sn〉 �� ����� ������	 ��� ��7��	��� a = a1 . . . an

�	� b = b1 . . . bm6 �� ��	 @	� � ���� �
��	��	� ���	� %!����� �
�������&"
?��� ��� �
��	��	� �
�������� �� ��������� �	 )�����	 /"E6 ���� ������ �����
�	 ������� �	��	������" $������� ���� ��� ����
���	('�	��� �
�������
O)�����	 /"E",P ���+���� n×m ����� Mi,j �� ��� ���� �
��	��	�� ������	 ���
+��@D�� a1 . . . ai �	� b1 . . . bj " )�	�� C ����� �� �	 �������� �� ��� �++��D�����
�+����
 �
��	��	�6 �� 	��� �� ���+��� �	
= ����� ��
��� Mi,j ���� 
�= 	���
�� C" *��� Q��	�C �� ����� B ��	���	� ��� ��

���	� +���� �� ������	����6 ���
������ -E O,P ��� �	= ��� ���������� ax �	� by ���� ��� �
��	�� �= � ���� Sk ∈ C
�

 +���� 〈i, j〉 ���� |i− x|+ |j − y| ≤ B6 �	� O-P ��� �7���� �� +���� 〈i, j〉 ����
right1 (Sk)−B ≤ i < left1 (Sk+1)+B �	� right2 (Sk)−B ≤ j < left2 (Sk+1)+B
��� k ∈ {1, . . . , n}" B��+���	� �	
= ����� ��

� �� M �+���� �+ ��� �
��	��	�
+������" )�70	 +������� ��� ��	����	 $�
)�)*
��
����
��
� ���� ���+����
�	 �+����
 ��	��� �
��	��	� ��

���	� � ����	"

������ �2� ���&�& ��������	� 	�� ����� ���� 
� �����/ M ��&������� ��� >����? 
�
����� B = 3 ��
��� ��� (���� C = 〈S1,S2〉�
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*�� �����	� �������� +���
�� �� �� @	� � ����	 Q����
�C ��7��	�� p �	 �
Q��������C ��7��	�� t6 ��� �D��+
� �� �������	� ����� � ����	� t ��	���	� ���
����	� p �� � �������	�" *���� ��� ������
 �����	�� �� ���� +���
�� 

• %&	�� +	��!
��7 ��	� �������	�� p �	 t" )�� )�����	 ,.", ��� ��	�
�
�������	� 	���
��6 �	� )�����	 ,."- ��� �������	� ��
��+
� 	���
��"

• �''��&
�	�� +	��!
��7 ��	� �������	�� s �	 t ���� score(s, p) ≥ k
��� � ����	 �������
� k" )�� )�����	 ,."A ��� �
��	��	� �����	� �������
score"

• ���'
�& �	����� ��	��!
��7 p �� �	 �D+������	 ���� �	����� � ��� ��
����	�� �� �� @	� �	 t" )�� ��� �D��+
� �	 )�����	 ,."H"- ��� �� ������
��� ����
�� �D+������	�"

�	 )�70	6 ��� ��	����	 (�
) @	�� �	 �������	�� �� � 	���
� �	 � ��=�����R ��
��	 ��+�����
= ��

�� �� @	� �

 �������	���" (�
) 	���� ��� ��

���	� �	���(
�����	 �� ���� *�� ��=�����6 ��� 	���
�6 ���� ��	� �� �
������� �� �� ����6
��� �����	� ����� �� ��� ������ O�"�" ��� 
��� ���	� +������	P6 �	� +�����
= S
��+�	��	� �	 ��� �
������� S ���� +��+�������	� ����" *��� �	��������	 ��
������� �	�� ��� ��3���� O,P ��� ����	 ���� ��
�� �

 �	��������	 ��
���� ��
��� ��=�����6 �	� O-P ��� �����	� ���� ��
�� �	��������	 ��
���� �� ��� 	���
�6
��� ������ -F"
)+
����	� ��� ���� ���� ��= ��� ������
 ����	����� 

• �� ������� �=+� ��+�	��	����6 ��	�� @	��� �=+�� ��� �	��+�	��	� ����
��� �=+� �� 	���
��6 �	� +�����	 �=+�� ��� �	��+�	��	� ���� ��� �=+� ��
��� ��=�����" *��� ���+
�@�� ��� ���� ���� ��� ���	� +�����	 ������	�
�
�������� �	� ��� ��+
���	��	� 	�� @	��� �� +�����	 �=+��"

• *�� +��+�������	� �� ��� 	���
� �� ������ �	 ��� +�����	 ��3��� �	� ��	
�� ��(���� ���	 �������	� ���� 	���
� �	 ������
 ��=������"

,.,
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• *�� �++
��� �
������� �� ��+
����
= ��
����� �= ��� ������ �� ��� @	���
�	� +�����	 �=+��" ��� �D��+
�6 ��

�	� (�
) ���� �	 �	���	�� �� ���
+������� �+����
�
����	 �� ������
 ���	� ���� &���+��
C� �
�������
O��� )�����	 ,.","-P �� �++
���"

• �� 	� ������� �	��������	 ��
���� �� ��� 	���
� ��� �� �� ������ O�"�"
��� �	��D �������	� �
��������6 ��� B��+��� ,-P6 ���	 ��� 	���
� ����
�
���� �� +�����	6 �	� ���� ����	 ���+
�@�� ��� ��	�
�	� �� )�70	 +�����	
������	� �
��������"

*�� 
��� ���	� ����� +������	 �� ������ �	 ��� @	��� �	� ��	 �� ��������� �= ���
��	����	 �������
" *��� �� ��� ���� �������	� �
�������� ��� +������	 �� ���
@��� ��
�� �� ��� �����6 �D��+� ��� �++��D����� �������	� �
�������� )�	��
@	��	� ��� ����	 +������	 �� �	 �++��D����� ����� 	���� ���� �������	�

��������6 ��� ��	����	 �������
 �����	� ��� +������	 �� ��� 
��� ��������� ��
��� ����� O��� )�����	 ,."AP" )�70	 �
�� �8��� ��� ��	����	� $���
�������
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 ��� �������	�	� ��� ����	 �	� �	� +������	 �� ������� �D(
+
����
=6 ����� �
)�������
 �� ���������
= ����
��
� ����� ��

�	� (�
)6 �	�
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�������
 ��7����� �	 ��� ���� �� �++��D����� ����	� ������	� � +�������
��

 �� ��� ��	����	 (�
)0���
 �	 ����� �� @	� ��� ����		�	� �� ��� �����" *��
+������	 �� � @	��� ��	 �
�� �� ��� �= ��� ���� ��� ��� ��	����	 ����������
"
�� �������	� �� ������� �� ������� �� � �+���@� +������	 pos 6 ���	 �	
= �����(
��	��� �	 +������	� ≥ pos ��

 �� ���	�" ��������6 �

 �
�������� �	 )�70	
�����	��� ���� ��� �������	��� ���	� �= ��

�	� (�
) ��� ������� �	 ����� ��
�	������	� +������	�"
�	 ���� ���+���6 �� ��
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��� ���	����� �
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*�� ����� ���	����� �	�!
�� �� �� @	� ��� � ����	 	���
� p1 . . . pm �	� ��=�����
t1 . . . tn �

 +������	� j ��� ����� p1 . . . pm = tj . . . tj+m−1" *��
� ,A ����� ����
�	
�	� �������	� �
�������� ��� �D��� �������	� +������� �= )�70	" ?����	� ,G
����� ��� �� ��� ����� �
��������" *�� +�������	�� �� �	
�	� �
������� ��(
+�	�� O������ ����� ���	��P ���� ��� �
���!�� ��9� Σ �	� ��� 	���
� 
�	��� m6
��� ������ -K"

�=���� ��	��:"���� *+��� �����3�
�

*�� ���� ���+
� ��= ��� �������	� � 	���
� p = p1 . . . pm �	 � ��=�����
t = t1 . . . tn �� �� ���+��� p ���� tpos +1 . . . tpos +m ��� ���� +������	 pos ∈
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�@��� ����� ���
����� ,.E

{0, . . . , n − m} O0
������� KP" *��� ������ ����� ���� O(n × m)6 �	� �� ��
������ �
�� ���+���� �� ����� �
��������" �����������" ��� ��� ����	����
���� �� �� ���+
���
= ��	���� �	� ����� ��� ��������= ��
�� �=+��" 0

 �����
�D��� �������	� �
�������� �	 )�70	 	��� ���� �������	�
 �+��� ��� �����	�
+��+�������� ����6 �	� ���� �+��� ���
� �D���� �����= ���	 
���� �
+������
��� ����R �����������" �	 ��� ����� ��	� �� 	�� 
������ ���� ��=6 ��	�� ��
	���� 	� +��+�������	� ���� �� �

"

� �����������" (p1 . . . pm, t1 . . . tn)

��� pos ← 0 �� n−m ���


� p1 . . . pm = tpos +1 . . . tpos +m �!���

��+��� ����� �� +������	 pos + 1,

*
�
����� �� �
�	��)�
�� "#��	 ���
������

�=���� 6���%���<� �������3�

)�	����
&� �
��	���� O&���+��
 ,/K.P O��� 0
������� /P �� � ���+
�@�����	 ��
�	 �
������� �= ��=�� �	� ����� O,/GGP" *�� �
������� ���+���� ��� 	���
�
p1 . . . pm ���� ��� �������	� tpos +1 . . . tpos +m �� ��� ��=�����6 ����� ��� ������
������ �� pos = 0" 0���� ���� ���+�����	6 pos �� �	������� �= � Q���� ����� �����C
k6 ����� ���	� ���� k �� ���

 �	���� ���� 	� +�����
� ����� �	 ������	 ����

���" )�++��� ���� pos �� �	������� �= i6 ���	 tpos +m ��

 �� ���+���� �� pm−i

����	� ��� 	�D� ���+�����	 ���+" &�	�� �� pm−i �= tpos +m ��� �

 1 ≤ i ≤ k6
���	 k �� Q����C" *�� ��D���� ���� ����� ����� ��� ���� +�����
� ��
�� �� tpos +m

�� ������ �	 � +��+�������� ���
� skip"
*�� ����� ���� ��		�	� ���� �� &���+��
C� �
������� �� O(n2)6 ��� �	 +�������
�� ��	� �	 
�	��� �� ���	 ���
�	��� ���� �	 �������" *��� �
������� �� � ����
������ ��� ���� �D��� +�����	 ������	� +���
���6 �D��+� O,P �� ��� �
+�����
O�	� ��	�� ��� ����� �����P �� ���= ���

 ���+���� �� ��� +�����	 
�	���6
��	�� �	 ���� ���� �� �� ���+�������� �= ����� �
��������6 �� O-P ��� ���= 
����
�
+������6 ��	�� �����	� skip ���� �	�<���	� ���	"
&���+��
C� �
������� �� �++
��� ���	 ��� +������� �+����
�
����	 �� ��� �
���
������
 �� ���� �� +�����	6 ��� ?����	� ,G ��� �	 �D��+
�"

�=���� �3�'�:4� �������3�

 ����":	 �� � ���+
� �	
�	� �
������� ��� �D��� +�����	 ������	� ���� ��	�@��
���� ���(+���

�
���" ��� � ����	 	���
� p = p1 . . . pm �	� � ��=����� t1 . . . tn6
�� ��@	� ��� ���� j ∈ {1, . . . , n} � 
�	���(m ������ bj �� ���
��	�

bj
i := 4p1 . . . pi ���� 	�� ����� �� � ��<D �� t1 . . . tj5,



,.F ���	��
 �@� 	����
� ��������

� $������� (p1 . . . pm, t1 . . . tn)

skip[c]← m ��� �

 c ∈ Σ�

��� i← 1 �� m− 1 �� skip[pi]← m− i�

}
+��+�������	�

pos ← 0,

�!

� pos ≤ n−m ��1

i← m2

�!

� pi = tpos +i ��7


� i = 1 �!���
��+��� ����� �� +������	 pos+1�

���	0�

i← i− 1��

pos ← pos + skip[tpos +m]��
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*
�
����� �� ,�
�����4� ����
�	���

i ∈ {1, . . .m}" �� not bj
m6 ���	 p ������� t �� � +������	 j −m + 1" 0� ����

���� j6 �"�(�)� ������ bj �	 � ��� ������ b" '��	 j �� �	�������6 b �� �+�����
�������	� �� ��� ��������	 

bj
i = bj−1

i−1 or (pi �= tj).

�"�(�)� �++
��� ���(+���

�
���6 ��	�� ���� ����� �	
= �	� 
���(����� �+������	
�	 b �	� �	� ���(���� or �+������	 ���� � ��� ������ mask [tj] O��� 0
������� ,.6

�	� EP" *�� ��� ������� mask [c] ��� +��+�������� ��� ���� +�����
� ��
�� c ∈ ΣR
mask [c]i = 06 �8 pi = c"

� �"�(�)� (p1 . . . pm, t1 . . . tn)

mask [c]← 1m ��� �

 c ∈ Σ�

��� i← 1 �� m �� mask [pi]i ← 0�

}
+��+�������	�

b← 1m,

��� j ← 1 �� n ��1

b← (b << 1)|mask [tj]2


� bm = 0 �!��7

��+��� � ����� �� j −m + 1�
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�
����� ��� ����	�$
 ����
�	���

*�� )����(I� �
������� �� 7���� ����6 �� 
�	� �� b @�� �	�� �	� �����	� ����6 �"�"
�� 
�	� �� m <= 32 �� 64" ��� 
�	��� +�����	�6 ��
��+
� �����	� ����� ����
�� ����6 ��� ���� ����	����� ��� +������� �8��� �� ��� ���(+���

�
���" ��������6
)����(I� �� ���+�������� �= &���+��
C� �
������� O)�����	 ,.","-P ��� �

 ���



�@��� ����� ���
����� ,.G

���= ���

 �
+������ O��� ������ -G �	 +��� ,,.P" )����(I� �� ��������� ����
��� ���

 +�����	� �	� ���

 �
+������"

�=���0 ����(��� "����� �	������
 $���3�
�

,�����	� @����	 ��������� A������� O��0�P �� �	 �D��� �	
�	� �
�������
���� �++
��� �	 ��������	6 �"�" �	 �	��
� ��������	 �� ��������� �= 0

��
�	6
B���������6 �	� $�<	�� O-..,P �� � �	��" *�� +��	��+
� �� ��0� �� ,�����	�
@����	  ��	����� �� +����	��� �	 0
������� ,, �� ����� � ��<D �� t1 . . . tpos +m

���� ���� �� ���	� �	��
 ������ � ����� �� p �� ���	�6 �� p ���� 	�� ��	���	
�	= �������	� OQ������CP ���� ������� �� ��� ���� ��<D" �� p ���� 	�� ��	���	
tpos +k . . . tpos +m6 ���	 k �� � Q���� �����C6 �"�" pos ��	 �� �	������� �= k �������

���	� � �����6 ��	�� �	= �������	� �� t ���� ������ �� � +������	 ������	 pos +1
�� pos +k �
�� ��	���	� tpos +k . . . tpos +m"

� �� (p = p1 . . . pm, t1 . . . tn)
pos ← 0�

�!

� pos ≤ n−m ���

k ← m,

�!

� p ��	���	� tpos +k . . . tpos +m ��1


� k = 1 �!��2
��+��� ����� �� pos +17

���	0�

k ← k − 1�

pos ← pos +k�

*
�
����� ��� ���(��
& )��	�
 ���
����� �
��������

*�� ���	 7������	 �	 �� �� ��� �� ����� ��� ��	�����	 �	 
�	� H �������
p ��	���	� tpos +k . . . tpos +m" ��� ���� +��+���6 ��
� O0
������� ,-P �+(
+
��� �	 �����	 ��������� �	 ��� ������� 	���
� pm . . . p16 �"�" �	 ��������	
���� ����+�� �

 �������	�� �� ���� ��7��	��" *��� ��������	 �� +�������� �	
tpos +m . . . tpos +1 �	��
 ������ � ����� �� ���	�6 �� �	 �	��@	�� ����� �� �������
������� ��� 	���
� ���� 	�� ��	���	 ��� ����	� tpos +k . . . tpos +m"
�	 )�70	6 ��� ��	� �� ��������	 �� �+���@�� ���	 ������	� ��� �+����
�
����	
�� ��� �
��� ������
 *�� �+����
�
����	 0A��!B�����" �� ���� ��� �++
=�	�
�	 ����
� ��������	 O��� )�����	 ,A","-P �	� 0A��!����" ��� �	 ��<D ���� O���
)�����	 ,A",",P"
I���
� �������� ��= �
�� ����+� ����	�� ����� ���	 �������	�� �� pm . . . p16 �	�
���� ��= 
��� �� ������� ����� ������" �����	���
=6 ��� �	
= 
�	���(m ����	�
����+��� �= ��� ����
� �� pm . . . p1 ����
�6 �� �� 	��� 	� �������	�
 ����@�����	
�	 
�	� F �� 0
������� ,,6 �� �� ��

 �� 	�������= ��� �������
� �	 
�	� ,E



,.K ���	��
 �@� 	����
� ��������

�� 0
������� ,E" I���
�� ��� ���� ���+��� ���	 ��<D ����� *�� ����
� ��
pm . . . p1 ��� �	
= m+1 ������ �	� �� ���� 2×m ���	�����	�6 ������� ��� 	��(
��� �� ������ �	� ���	�����	� �� � ��<D ���� ��	 �� 7��������" *��� +������	=
��	�@�� ��� ��	 ����6 ������� � ���

�� ��������	 ��� ������ ���	��� �� ���=
�	 �����6 �	� ������� ����
�� ���� 
��� ���� �� �� ���
� �+" 0 ���+�����	
������	 ��� ��	 ����� �� ��� ��� �����	�� O������ -G �	 +��� ,,.P �����
� ����
��
�* ���+ �� �
����
= ������ ���� ��
�*)�����+ ��� ���

 �
+������
�	� 	���
� 
�	����6 ������� ��� 
���� �
+������ �� 	���
� 
�	���� ��� ����
�
����� ����	���� �� ��� �+��� �<���	�="

� ��
� (p1 . . . pm, t1 . . . tn)
a ←�����������
��������(pm . . . p1)� +��+�������	�
pos ← 0�

�!

� pos ≤ n−m ��,

q ← δa(�	����
 ����� �� a, tpos +m)1

k ← m2

�!

� q �� ��@	�� ��7


� k = 1 �!���
��+��� ����� �� pos +1�

���	0�

k ← k − 1��

q ← δa(q, tpos +k)��

pos ← pos +k��
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�
����� ��� ���(��
& )��	�
 ��	���	�� ���
������ δa �� ��� ��������
� ���(��
�

� a� '
�� ���� a �� ���
� 
� ��� ������� ����
� pm . . . p1�

�=���� ����(��� /�
�������
����� 
�;2 $���3�
�

*�� ,(1A �
��	���� OQ�������� ��	�������	����� �������� 0�=�
�� '���
���+� ������	�CP �� � ���(+���

�
 �����	� �� �	 �
������� �= B���������
�� �
" O,//HP" �� �++
��� ���(+���

�
��� ��� ������	� ��� �������	�� �� ���
	���
� ����	� �������� ������ �������	� O��6 ��� 0
������� ,,6 
�	� HP" ?��
�� ��@	� ��� ���� k ∈ {1, . . . , m} � 
�	���(m ������ bk �� ���
��	�

bk
i := 4tpos +k . . . tpos +m ������� � +��@D �� pi . . . pm5.

��,� O0
������� ,AP ������ bk �	 � ��� ������ b6 ����� �� �+����� ���	 k ��
��������� �������	� �� ��� ��������	 

bk
i = bk+1

i+1 and (pi = tpos +k).
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*��� ����� ��� ���(+���

�
 �+������	� I	� ����� ����� �	 
�	� ,H �	� �	�
���(���� Q�	�C ���� � +��+�������� ��� ������ mask [tpos+i] �	 
�	� / �� 0
��(
����� ,A" *�� ��� ������� mask [c] ��� +��+�������� ��� ���� +�����
� ��
��
c ∈ ΣR mask [c]i = 16 �8 pi = c"
��,� ��+����� ��� Q����C ����� ����� �� �� �� ��

��� �� bk

1 = 06 ���	
tpos +k . . . tpos +m ���� 	�� ����� �� � +��@D �� p6 ��	�� p ���� 	�� ����� t ��
+������	 pos +k" )�++��� ���� k �� � Q����C �����6 ���	 k + 1 ��

 �
�� �� Q����C"
&�	��6 �� 	��� �	
= �� ���� �	�� �����	� ����� ������ k ���� bk

1 = 1" *��
������
� skip ������ ��� 
��� ���	� k ��� ����� bi = 1 O
�	� ,-P" skip �� ���	
���� �	 
�	� ,E �� ����� �����"

� ��,� (p1 . . . pm, t1 . . . tn)

mask [c]← 0m ��� �

 c ∈ Σ�

��� i← 1 �� m �� mask [pi]i ← 1�

}
+��+�������	�

pos ← 0,

�!

� pos ≤ n−m ��1

k ← m2

skip ← m7

b ← 1m�

�!

� b �= 0m ���

b← b ∧mask [tpos +k]�

k ← k − 1��


� b1 = 1 �!����


� k > 0 �!�� skip ← k��

�
�� ��+��� ����� �� pos +1�,

b← b >> 1�1

pos ← pos + skip�2
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�=���� #��	���

������ -G ����� ��� ������� ��	 ����� ������� �= ��� 
�	��� �� ��� ��������
��=����� ��� �������	� 	���
�� �� 
�	��� m" *�� �����	� ���� ��
� ��� 326
�� ��� ��	 ����� �� ��� ��� +���

�
 �
������� �
�(�B� �	� 0
)����� ��� ���(
��	��	���� �� ��
������� �� 32" ��� ���

 �
+������ 
��� ��0 O|Σ| = 4P6 ���
������� �
�������� ��� �
�(�B� ��� ���

 m6 0A��!����" ��� ����
� ��
�� m6
�	� 0A��!B�����" ��� 
���� m" ��� 
����� �
+������6 �"�" ���	 �������	�
+�����	� �� �	�
��� ��D��6 ������ +������� ��� ���

 m �� 0A�� ��� 
����� m ��
��� �������6 ��� ������ -K" B��+���� ���� ��� ����
�� �� ������� �	� $�<	��
O-..-6 ���" -"--P6 ��� ��+
���	�����	 �� ��� ���� �
������� �� ���+��������
�	 �	= +�������� �����	�"
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������ ��� ��� !���� �� "#��	 ��		�
� ��	����� ����
�	���� 	�� �.����� ���
����� &�� ������(� .�
�� �
� ��A����� �/�(� &������ ���(���� �
�
������ ��&������ 
�
��� 
����� m 
� ��� ����
�� 9� ����(��� �
� &������� �� 3�5 ��� ���
�� 
� -�(����(���
<

�0 3�5 &�
����� ��
� ��� $����%!�
� ��������0 ��� 3,5 ��� -��
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��� O,/K.P ������
�� ��� �=	���� +��������	� �
��	(
��	� �
������� O����
���	 �	� '�	��� ,/G.P ���� ���� ����� ��+� ���
��� ��=����� t6 �� �� ��� ��������� �	 )�����	 /"E"H" $������� ����
����������(p1 . . . pm, t1 . . . tn) O��� 0
������� - �	 +��� K/P ���� � �����D
M 6 ����� Mi,j �� ��� �+����
 ����� ��� �
��	�	� ��� ��� +��@D�� p1 . . . pi �	�
t1 . . . tj" �� �� �	����
�
� M0,j ← 0 ��� �

 j ∈ {1, . . . , n}6 ���	 ���� Mi,j �� @

��
���� ��� �+����
 ����� �� �
��	��	�� ������	 p1 . . . pi �	� � ��<D �� t1 . . . tj "
*�� j(�� +��� �� ��� ����� 
��+ �	 ������� O0
������� ,FP ���+���� ��� j(
�� ��
��	 C �� ��� �����D M " *�� �		�� 
��+ ���+���� �	 
�	� G ��� ��
��
Ci = Mi,j �������	� �� �7�����	 /"F O+��� KGP" *�� ������
� d ��� +�������
=
��� �� Mi−1,j−1 O���� ,P6 v �� Mi−1,j O���� -P6 �	� h �� Mi,j−1 O���� AP" 0� ���
�	� �� ��� �		�� 
��+ O
�	� ,.P6 ��� ��
�� v = Cm = Mm,j �� ��� �+����
 �����
�� �	 �
��	��	� ������	 p = p1 . . . pm �	� � ��<D s �� t1 . . . tj " �� ��� ��7��	��
�����	�� −v ������	 s �	� p �� ≤ T 6 ���	 s �� �	 �++��D����� ����� �	� ���
�	� +������	 j �� ��+�����"
������� ��	 ����
= �� �D��	��� �� ��++��� �/�� ��� ����� ��

���	� �����C�
���� O����� ,/K-P6 ����� �� ��������� �	 )�����	 /"E"-" )�70	 ��++���� ����
�����	�� ��� 
�	��� �	� ��� 	�	(
�	��� ��+ �����6 �	� ��
���� �� �������	� �� ���
�++
��� �����	� ������"
*�� �
������� ��	 �
�� �� ���+��� ��� �	��� ���	�����6 �� 3��� ���� �� ���	��
��� �	����
�
����	 �� ���� ����� ��+� �	 ��� ��D� 	�	(����" *��� ��6 �� ���	��
��� 
�	�� A �	� H �	 ������� �� Qv ← i× gC �	� Qd← (i− 1)× gC"

;00����<�  �
�0

)�

���C �
������� ����� ���� O(nm) ��� @	��	� ��� �������	��� �� � +�����	
p1 . . . pm �	 � ��D� t1 . . . tn" '��� � �
����
= ����@�����	 O����	�	 ,/KEP6 ����
��	 �� ����
������ ��� ���� �������� �����	� �� O(km) �	 �������6 ����� k = −T
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� ������� (p1 . . . pm, t1 . . . tn, T )
Ci ← i× g ��� ���� i ∈ {1, . . . , m}�

��� j ← 1 �� n ���

v ← 0,

d← 01

��� i← 1 �� m ��2
h← Ci7

v ← max {d + α(pi, tj), max{v, h}+ g}�

Ci ← v�

d← h�
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���; g �� ���
3����
 ������.�5 ��& �(
���

�� ��� 	����� �� �

���� ������ +�� �����" *�� Q�����C �� �� ���+��� 3��� ���
��

� Ci ��� i ≤ i06 ����� i0 �� ��	���
 ���� ���� Ci′ < T ��� �

 i′ > i0" 0� ���
����		�	� �� ������� Ci �� �	����
�
�� �� Ci = ig = −i6 �� �� ��� i0 ← −T "
)�++��� ���� �� �	�� �	 i0 ��� � ����	 ��
��	 jR �	� ��	 ����
= +���� ����
��� ��� 	�D� ��
��	 j + 1 ��
�� Ci′ < T ��� �

 i′ > i0 + 16 �"�" ��� i0 ���� ��
�	������� �= �� ���� �	�" 0���� ���+���	� ��� ��
��� C0, C1, . . . , Ci0 , Ci0+16
�� ��	 ����
= ��
��
��� ��� �����
 i0 �	 O������
��P ��	���	� ����"

�=���� $ ���< ���.����� �������3�

�=��� O,///P ���� ��� +���

�
��� �� �+��� �+ )�

���C �
������� ��� ���� ���"
�����"� $������� ���� ��� ���� �����	�� ������	 ��� ��7��	��� �� ��� 	�������
����� �� ����� �+����
 �
��	��	� ����� ���� ����� ������ 0 �	� ���� ��������
�	� ��+ ������ (1 O��� )�����	 /"A",P" *�� ���	 ���� �� ���� �
������� �� ��
�	���� ��� j(�� ��
��	 �� ��� �����D M �� ��� ����
���	('�	��� �
�������
O0
������� -P �	 @�� ��� �������6 ���� �� 
�	��� m O��� 
�	��� �� ��� 	���
�P 

VP i := (Mi,j = Mi−1,j − 1) VN i := (Mi,j = Mi−1,j + 1)

HP i := (Mi,j = Mi,j−1 − 1) HN i := (Mi,j = Mi,j−1 + 1)

D0 i := (Mi,j = Mi−1,j−1)

����� i ∈ {1, . . . , m}" �	 ���� +��� �� ��� ���	 
��+6 �-��� O0
������� ,GP
���+���� ����� @�� ������� ��� ��
��	 j ����� �	 �� ��� ������� ��� ��
��	
j − 16 ����� ����� ,E ��� ������ �+������	�" *�� �����
� ��� �D+
��	�� �	
0++�	��D 0",

�9� &������ ���� ��� .������ �� H���
 ��� �� 3����5�
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�� ��� ��� ������� ���� 	�� @� �	�� �	� �����	� ����6 ���	 ������
 �����	�
����� +�� ��� ������ ���� �� ���� �� ����� VP �	� VN S �

 ����� ��� �������
	��� 	�� �� �� ������ ���+
���
=" �-��� �
�� ���+� ����� �� ��� �����	� �����
score �	� ��+���� ��� +������	 j ���	���� �� �
���� ����� ��� O	�������P �����

���� T 6 �"�" ��� 	����� �� ������ ��

� ��
�� −T "

� �-��� (p1 . . . pm, t1 . . . tn, T )

mask [c]← 0m ��� �

 c ∈ Σ�

��� i← 1 �� m �� mask [pi]i ← 1�

}
+��+�������	�

VP ← 1m,

VN ← 0m1

score ← −m2

��� j ← 1 �� n ��7

X ← mask [tj ] ∨VN�

D0 ← ((VP +(VP ∧X))⊕VP) ∨X�

HN ← VP ∧D0�

HP ← VN ∨¬(VP ∨D0 )��

Y ← HP << 1��

VN ← Y ∧D0��

VP ← (HN << 1 ) ∨ ¬(Y ∨ D0 )�,


� HPm �!�� score ← score−1�1

�
�� 
� HN m �!�� score ← score +1�2


� score ≥ T �!���7

��+��� ����� �	� +������	 j��
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�-��� ���
� +������ � +��@D ������ �� �� ����� M0,j = M0,j−1 − 16 �"�"
HP 0 = 1" *��� ��	 ���+
= �� ��	� �= ���	��	� 
�	� ,, �� Y ← HP << 1|1"
)�70	 ��	���	� ��� ��+
���	�����	� �� �=���C �
�������6 �	� ��� 	���
� 
�	���
�+ �� �	� �����	� ����6 �	� � ����	� ��� 
�	��� 	���
��" *�� �
������� �� ���
������� �++��D����� �������	� ��	����	 �	 )�70	 ��� ���� ���� �����	��� O�"�"
< 60% ���	���=6 ��� ������ A.P"
'� �����	�� �=���C �
������� ���� ����	�	C� *���� O)�����	 ,."A",P6 �� ���
�
������� ��

 ����

= ���+��� �	
= ��� @��� �����	� ���� �� ��� ��� �������
�� �

 +������	� �	 ��� ��=����� ��� ����� �� ����� �� ��� �����	� ���= ����
�� ��
��� +�����	" *��� ����� ��� ������� ��		�	� ���� �����
= �	��+�	��	� ����
��� +�����	 
�	��� m6 ��� ������ A."

�=���� 1�������
 "������
�

�	 ���� ������	6 �� ��

 ������� �	 �
������� �= ������� �	� ���
�(Z���� O,///P
���� ����� �	 � ���+
� ���� +��+���� �= '� �	� ��	��� O,//-P ?�� T ��
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��� �������
� ��� ��� ���� �����	�� ����� ���	 �������	� ��� 	���
� p �	 ���
��=����� t6 ���� �� �� ��	� �� @	� �

 �������	��� �� p �	 t ���� ≤ k = −T
������" �� �� ��� p �	�� k + 1 +�����6 ���	 ���� �++��D����� ����� �� p �	 t
���� ��	���	 �� 
���� �	� �� ����� +����� �	���	���" )� �� ����� ���� �	 �D���
��
��(+�����	 ������ ��� ��� +����� �	� ���	 Q�����=C ���� �������	�� �� �	� ��
����� +�����6 ���� �� �� ��= �� @	� p �	 ��� 	����������� �� ��� ���	� +����6
��� 0
������� ,K" *�� ��

���	� 
���� �����	���� ���� ���� �++����� ����� 

����	 � =�
�����!�
� ��
��
'
�>
?�� a1 . . . al = a �� � +�������	 �� ��� ����	� a �	�� m �������	��6 �	� 
��
r1, . . . , rl �� l +������� �	����� 	������" �� a ������� �� � ����	� b ����

��� ���	 r1 + r2 + . . . + rl ������6 ���	 �� 
���� �	� ai ������� ���� 
���
���	 ri ������ �� � �������	� �� b"

*�� 
���� ��

��� ������
= ���� ��� ���� ����6 ��� 
�	��� ��+ �����6 ��� �����
�� �	 �
��	��	� �� ��� ��� �� ��� ������ �� ��� +�����" &�	��6 �� ���� ai �������
�� ��C� ���	���+��� �	 b ���� ≥ ri ������6 ���	 a �	� b ���
� ����� �	
= ����
≥ r1 + r2 + . . . + rm ������"
�	 ��� ����6 �� ���� ��� 
���� ���� l = k + 1 �	� r1 = r2 = . . . = rl = 1"

� %�. (p = p1 . . . pm, t = t1 . . . tn,−k)
������ p �	�� k + 1 +���� p1 . . . pk+1�

pieces ←���������({p1, . . . , pk+1}, t)�

��� �	�! (i, pos) ∈ pieces ��,


�� pi = pl . . . pl+m1

hits ←����
�����(p, tpos −l−k . . . tpos +m−k,−k)2

��+��� �

 ������� �	 hits7
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 ���� ����	�7�� �
��	���6 ��	�� �

 +���� �� ��� ��=����� ���� �� 	��
��	���	 �	= +���� �� ��� +�����	 ��� Q@
����� ���C �	� �	
= ��� ���� �� +�����
�� ��� ����@�����	 +������" *��� ����� ��

 ��� 
�	� +�����	� �	� ���

 �����
�����6 ��	�� �	 ���� ���� ��� +����� ��� ��
�����
= 
�	�6 �� ��� �D+����� ��
��
+������� ���� �� ��� @
����	� �� 
��" 0 ���� +�������	�	� �������= �� �� �+
�� ���
	���
� p1 . . . pm �	�� k+1 +����� �� �++��D�����
= �7��
 
�	��� ≥ �m/(k + 1)�"
I	 ��� ����� ��	�6 ��� ����� ��� ���� ����@�����	 ���� �+ ��� 
���� +�����	�"
��� ���� �����	6 ������� �	� ���
�(Z���� O,///P �++
��� �	 �+����
����	
��

�� Q���	�	�����
 ��	��������C ?�� T �� � ���� ���� k + 1 
���� ���� ���

���
�� ���� p1 �� pk+1" '� ��� � ��
�	��� ��	��= ����6 ��� ��� ���� ����� ���
�	= ���� ��+�
��=" '� 
���
 ���� �����D v �� T ���� ��� ��	����	���� +�����
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�� p �	 ��� 
���� �� ��� ������� ������ �	 v6 �	� �� ��

 ���� 
���
 p(v) �	� ���
	����� �� 
���� �	 ���� ������� r(v)" *�� ���� �� T �� ��������� 
���
�� ����
p" )�++��� ���� �� @	� �	 ��� ��=����� �� +������	 pos �	 �D��� ����� �� pi6
���	 �� ��

�� ��� +��� ���� ��� i(�� 
��� �� ��� ����" 0� ���� �����D v ��
���� +���6 �� ������ p(v) �	 ��� 	����������� �� pos ���� 
��� ���	 r(v) ������"
�� 	� �������	�� �� p(v) �� ���	�6 ��� ����@�����	 ���+�6 ��������� �� +������
���� +���	� �� v �	 T �	��
 ��� ���� ��� ���	 ������� �	� � ����� �� p ���
����@��"
�� �� ���= �� +���� ���� ���� ��	� �� ����@�����	 �� �������6 �"�" 	� �++��D�����
����� ���� 
��� ?�� v1, . . . , vl �� ��� ���
���	 �� ��� ����6 ���	 r(v1) + . . . +
r(vl) = k + 1" &�	��6 �������	� �� ?���� ,6 �	= �++��D����� ����� �� p
���� �� ���� k ������ �
�� ��	���	� ���� p(vi) ���� 
��� ���	 r(vi) ������" *��
���� ������	� ��	 ���������
= �++
��� �� vi6 ���	 �� �	� �� ��� ���
���	6 �	�
�� �����"

�:�% &�$
� )���
�� ,���$��� )��
�
	�

*���� ��� ��	= ���� �����	�� �� +�����	 ������	� +���
���6 �	� )�70	 +��(
����� �
�������� ��� ���� �� ����" �	 ���� ������	6 �� ��

 �������� ��� ��
���� O,P ��� k"�������� �	�!
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0 �������� ������	 � ��7��	�� a = a1 . . . an �	� �	����� ��7��	�� b = b1 . . . bn

�� � +������	 i ∈ {1, . . . , n} ���� ���� ai �= bi" *�� 	����� �� ���������� ��(
����	 a �	� b �� ��
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 �������	�� tpos +1 . . . tpos +m ���� ���� &����	� �����	�� ��
p1 . . . pm �� ≤ k" *��� ��	� �� �������	� ������
�� �++��D����� ����	� ������	�
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)�

���C �
������� O)�����	 ,."A",P ��	 �� ���� ��� �������	� ���� ���������� ��
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, �	= ���������

aGi, jH ��+��� a �� 
���� i �	� �� ���� j �����
aD ��+��� a ��� 0, 1, �� ���� �����
a� ��+��� a ��� 1 �� ���� �����
aF �+���	�
 a6 ���� �� aG0, 1H

<b1 . . . bk= � ��������� �	 � �
��� ���� bj �� ������
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A���� ������ ���	� �� @	� ������	� �������	�� �� d ≥ 2 ����	 ��7��	���
a1, . . . , ad6 ����� Q������	�C ��	 ������ �� ���	� �� �� �����6 �"�" ��� ������	�
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B��+��� ,.P6 ����� �� ������ ��� � ����
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� ����"��������(a1 . . . an, b1 . . . bm)
(M, T )← ������������(a1 . . . an, b1 . . . bm)�


�� Mi,j �� ��D���
 �	 M�

������  �������!��(a1 . . . ai, b1 . . . bj , T ),

� ������������(a1 . . . an, b1 . . . bm)
M0,0 ← 0�

Mi,0 ← 0 ��� i ∈ {1, . . . , n}�

M0,j ← 0 ��� j ∈ {1, . . . , m},

⎫⎬
⎭�	����
�
����	

��� i← 1 �� n ��1

��� j ← 1 �� m ��2

Mi,j ← max

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0 = casestop

Mi−1,j−1 + α(ai, bj) = casediag

Mi−1,j + g = caseup

Mi,j−1 + g = case left

7

Ti,j ← �����Dk casek�

������ (M, T )�

�  �������!��(a1 . . . ai, b1 . . . bj , T )

�	�� Ti,j = stop �� i = j = 0 �

������
[ ]

�

⎫⎬
⎭�����

��	�����	

�	�� Ti,j = up �� j = 0 ,

������
[
�����������(a1 . . . ai−1, b1 . . . bj , T )

∣∣∣∣ ai

−

]
1

�	�� Ti,j = left �� i = 0 2

������
[
�����������(a1 . . . ai, b1 . . . bj−1, T )

∣∣∣∣ −bj

]
7

�	�� Ti,j = diag  �

������
[
�����������(a1 . . . ai−1, b1 . . . bj−1, T )

∣∣∣∣ ai

bj

]
�

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

��������	
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����� ������" !�����
= ��� ���� +����	�	� ���
 �� ���� ��	� �� ��� Q����� ?�(
��
 0
��	��	� )����� *��
C O�����P O0
�����
 �� �
" ,//.P6 ����� �� �
����=
��������� �	 )�����	 ,"-"-6 ��� ����� ��� ��	= ����� �D��+
�� 
��� ����

O!�����	 ,//.P �� 	�
�� O����	� �� �
" -..AP O��� B��+��� ,EP"
)�70	 �8��� ��� �
��� ���) ��� �����	� �����6 ��� )�����	 /"F"," �	 ���� ������	6
�� ��

 +������
= ��� ��� �+����
�
����	 ���������) �� ���� �
���6 ����� ��
��+����

= �����	�� ��� @	��	� ���� ������ ������	 ��� ��7��	��� Od = 2P"
)�++��� ���� �� ����� � ���� ���� ������+�	�� �� �	 �
��	��	� A ������	
��� ��� �������	�� aleft0 . . . aright0 �	� bleft1 . . . bright1 6 ���	 ������ ��� Q�������C
left06 right06 left16 �	� right16 ���������) �
�� �	��� ��� ���	������ lower
�	� upper ��� ��� Q�������
C j − i �� �	= ��� �
��	�� ��
��� ai �	� bj �	 A6
���� �� lower ≤ j − i ≤ upper " *�� ��	����	 $�
)�)����
��
� ��	 �� ���� ��
�������� �	 �
��	��	� ��� ����	 � ����" �� �++
��� � �����	� �� ��� ����
���	(
'�	��� �
������� O��� )�����	 /"E",P �	 aleft0 . . . aright0 �	� bleft1 . . . bright1 ����
�� Q��	���C �= lower �	� upper 6 �"�" �� �	
= ���+���� ���� ��
��� �� ��� �����D
Mi,j ��� ����� j − i 
�=� �����	 ����� ���	������"
*���� ��� ��� ���	 ����� ���	 +�������	� ����� �D��	��	� ����� �� ����
���� 
�	���6 �	� ����	�	� ������
 ����� ��������" �	 )�����	 ,,"-",6 �� ��


�������� ��� �� �D��	� ����� �	 )�70	" *�� ����	�	� �� ����� �� 
�	��� ������
��

 �� ��� ��+�� �� )�����	 ,,"-"-" ���� �����
� ����� ���� ����� ����� ������
�	 )�70	 ��	 �
�� �� ���	� �	 #���	� O-..KP"

������ *+��
��
� �����

?�� S �� � ����" *��	 �� ��

 �	����� ���� E �	 ��������� �� S6 �� ��� �


i ��
�� lefti(E) ≤ lefti(S) �	� righti(S) ≤ righti(E)" 0 ���� ������ ���
�D��	��	� ����� ����
� ���+��� �	 �D��	���	 E ���� ������ �� ���� �� +�����
�
��� � ����	 ���� S" )�70	 ��++���� ������
 �
�������� ��� ���� �D��	���	 O���
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 ��� ����� �����:�
�

*��
� ,GP" *�� ��	����	 �#��
)���) �D��	�� � ��	�
� ���� ���
� ��� ��	����	
�#��
)���)� �D��	�� �

 ����� ���� ��� ������ �	 � ��	���	��" *�� ���� ��	
�������	� ��� ��������	� � ���� ��

 �� �D��	���6 �"�" �� ��� Q
���C �� �� ���
Q�����C �� ����" '� ��

 �������� �	 ��� ��

���	� �	
= ��� �D��	���	 �� ���
Q�����CR ��� �D��	���	 �� ��� Q
���C ����� ����
��"

"���)5���	# * ���&
� �/�����
� �
�
����� ���� �/����� ����� ����
 ��� :��� ���%

���(� 
((����

4	!����#O>��� *� X%��
& �/�����
� ����
�� ��&�� 	�� �
�
����� �/����� ��� ����

����
 ��� �(
�� ��

� �
�� ���� � ��.�� .�
�� X �

C����#O>��� *� X%��
& �/�����
� .������ 
� 4	!����#O>��� ���� �
�
 �


�� ��&�

�� ��� �/������ �����

	��
� ��� ���& "#	������ ����
�	���

*��� ���+
� �D��	���	 ������ O��� 0
������� -,P �D��	�� ��� ���� �	��
 ���
@��� �������� ������" *�� �
������� ���� 	�� ������ ��+�" ?����	� -- �����
�	 �D��+
�"

����	!��)��� � . B�55>��O�#O��OOOB�

����	!��)��� � . B�55>��I�#��IIIIB�

���#�� 
��#�/� /� ?��   ����./� ��	!�).?

����	#���#�
��#� �� �� 0� "���)5���	#����

���� �� ��!)�A�
����	�
��#� /� �� �	#��   ������% N

���� �� ��!)�A�
����	�
��#� 0� �� �	#��   ������% N

8������ ��� ��	�� "#	������ "#������ 	�� ���� �55> �� �/������ �
 ��� >�����? �� �
;
���� ��� �/�����
� ��
&� ���(� O ��� I �
 �
� ���(�� 	�� ����(��
� 
� ��� �/�����
� ���
��
�(��� �� ������� ��� �
���� �������� 
� ����	#���# �
 ��

� ����"������ (a1 . . . am, b1 . . . bn, right0 , right1 )

�!

� (aright0 +1 = bright1 +1) �	�
(right0 < m) �	� (right1 < n) ��

�

right0 ← right0 +1�

right1 ← right1 +1,

*
�
����� ��� ��	�� "#	�������

����"������ ��� ��� �������	���� ���� � ��	�
� �������� ���+� ��� �D��	(
���	 ���������
=6 �� ���� �����7��	� ������� ��� 
���" 0
�����
 �� �
" O,//.P



����� ���� ����� ����� ���
�� ,A,

��������� +�������� �	 �D��	���	 �
������� ��

�� QX(���+ �D��	���	C ���� �
(

��� ���� ����������" 0	 X"�	�� �� � +��� �� �	 �
��	��	� ���� ������ ≤ −X
��� � ������	 ��
�� X > 06 ����� X �� ��

�� ��� Q��+��C �� ��� X(���+" *��
X"�	�� ��������� ���+� �D��	��	� ������ ��� �
��	��	� �	�� �	 �	 X(���+"
*��� �����	���� ���� �

 ���+� �	 ��� �D��	��� +��� �� ��� �
��	��	� ����
��+�� < X6 ���� ��� ���+
��� ���� ��= ��	���	 �	 X(���+ O��� 	� 2X(���+P6
��+����

= �� �� ��� �D��	��� �	�� ���� ��������	�"

����	!��)��� � . B�55>��O�#O��OOOB�

����	!��)��� � . B�55>��I�#��IIIIB�

���#�� 
��#�/� /� ?��   ����./� ��	!�).?
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����	!�0� :0� :0��

����	#���#�
��#� 2� 
����	!� �� �� 0� 4	!����#O>�������

���� �� ��!)�A�
����	�
��#� /� �� �	#��   ������% S

���� �� ��!)�A�
����	�
��#� 0� �� �	#��   ������% S

8������ �,� -������& X��
�� "#	������ "#������ C� ���� �/��&
�0 �� ��� X = 2
3���� �� ��� ��(
�� �������� 
� ����	#���#5� 	�� ���� �55> �� �/������ �
 ��� >�����?
�� �
6�& ��� �
7�&�

� ��
�����.,��� (a1 . . . am, b1 . . . bn, right0 , right1 , X)
score, best ← 0�

i← 1�

�!

� (right0 +i < m) �	� (right1 +i < n) ��,

score ← score +α(aright0 +i, bright1 +i)1


� score ≤ best −X �!�� ���	02


� score > best �!��7

right0 ← right0 +i�

right1 ← right1 +i�

}
�D��	�
��� ����

best ← score�

i← 1��

�
����

i← i + 1��

*
�
����� ��� -������& X��
�� "#	������� 	�� ���(��
� α ������� ��� �(
�� �
�
�
������ ��
 .�
����
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��� ��� ��++�� �����	�6 )�70	 ��+
���	�� �	 �
������� ��������� �= :��	�
�� �
" O-...P ���� �++
��� �=	���� +��������	� ����
�� �� ��� ����
���	(
'�	��� �
������� O��� )�����	 /"E",P" #�����.,��� O��� 0
������� -AP
���+���� ��
��� Mi,j ��� i ≥ right0 �	� j ≥ right1 6 ����� Mi,j �� ��� ����� ��
��� �+����
 �
��	��	� ������	 aright0 +1 . . . ai �	� bright1 +1 . . . bj " *�� ��
���
Mi,j ��� ���+���� �	 ����	��	� ����� �� ����� �����������
 k = i + j" *��
������� ����� ���	� �� ��� �� ������� �	 best " *�� �
������� 
����� ��� ���+
��+�� �= �����	� �

 ����� Mi,j �� −∞ ���� ��

 ��
�� best −X6 ����� ���	�
���� �
��	��	�� ���	� ������� Mi,j ��

 	�� �� ��	��	���" �	�����6 �� �	
=
	��� �� ���+��� ��
��� Mi,j ���� L ≤ i ≤ U 6 ����� ��� ���	�� L �	� U ���
���+���� �	 
�	�� -. �	� -, �	 � ��= ���� �

 ��
���	� ��
��� ��� ���+����"
*�� �
������� ���+� �� ������ ��� �����	�
 n + m ��� �������6 �� �

 ��
��� �	
��� 
��� ��� �	�������	�
� k− 1 �	� k ���� �����	�� �� −∞6 ��	�� �	 ���� ����
���� �

 ������� ��
��� ���
� �
�� �� −∞" *�� ���� �� ���	 �D��	��� �� ���
��D���� Mi,j " ?����	� -H ����� ��� �� ��� ���� �
������� �	 )�70	"
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���� �� ��!)�A�
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��#� /� �� �	#��   ������% 02

���� �� ��!)�A�
����	�
��#� 0� �� �	#��   ������% 00

8������ �1� �����& X��
�� "#	������ "#������ 	�� ���� �� �� 8������ �, ��� ����
C����#O>����

������ �����
�
� �����

�	 ���� ������	 �� ��

 ���� ��� �� �����	� ����� �� 
����� �����" '� ���(
������ �	 )�����	 /"F ��� ����� ��� �������� �� ��� �
�!�
 ���� ������ �= �+(
+�	��	� �	� ���� �� �	�����" $������� ���� �� ��	 ������ � ���� Sj ��
�	����� Sk6 �� right i(Sk) ≤ left i(Sj) ��� �

 i ∈ {1, 2}" �� ��= �
�� �� ����
left i(Sk) ≤ left i(Sj) ≤ right i(Sk) ≤ right i(Sj) ��� �

 i ∈ {1, . . . , d}6 ���	 ��
��= ���� Sj ���	
��� ���� Sk6 �	� ��� ��� ����� ��	 �� ��	���" )�70	 ��+(
+���� ���� ������� ��� ����6 �++�	��	� �	� �����	� �����" �	 ���� �����6
��� �����	����	 �� Sk �	� Sj �� ��	���� �= Sk ◦ Sj "
B����	�	� ����� �� ������	
= �����
 �	
= �� ��� ����� �� ��� ����
��	� �����
�D����� ��� ������ �� ���� �	�������
 �����6 �� �� �� ��<���	� �� ��	����� �	
=
	��������	� ����� ���	 �� ��� 
����	� ��� ����� �� �����	�6 ������� ����� ����
��� ��� ����
= ��+������ ���
� ����
= ������� ���� ������" *��� �� ����	��(
����� ���+���� �� �
���
 ����	�	� ���� ��7����� �� @	� � +���������� ��� ����



����� ���� ����� ����� ���
�� ,AA

� #�����.,��� (a1 . . . am, b1 . . . bn, right0 , right1 , X)
k ← right0 + right1�

best , scorek ← 0�

L← right0,

U ← right0 +11

⎫⎪⎬
⎪⎭�	���
�
����	

�!

� k < n + m ��2

k ← k + 17

L← max(L, k − n)�

U ← min(U, m)�

��� i← L �� U ���

j ← k − i��

Mi,j ← max

⎧⎪⎨
⎪⎩

Mi−1,j−1 + α(ai, bj)

Mi−1,j + g

Mi,j−1 + g

��


� Mi,j ≤ best −X �!����

Mi,j ← −∞�,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

���+���
Mi,j �	
�	�������(
	�
 k


� Mi,j > best �!���1

right0 ← i�2

right1 ← k − i�7

}
�D��	� ���
����

scorek ← maxi(Mi,k−i)��


� scorek = scorek−1 = −∞ �!�� ���	0��

best ← max(best , scorek)��

L← min{i|Mi,k−i > −∞ �� Mi−1,k−i > −∞}��

U ← max{i + 1|Mi,k−i > −∞ �� Mi,k−i−1 > −∞}��

*
�
����� �,� �����& X��
�� "#	������� α(ai, bj) �� ��� �(
�� �
� �
������ ai ��� bj0
g �� ��� �(
�� �
� � �
���� 9� ������ Mi,j = −∞ �
� �

 i ��� j ����
 Mi,j �� ��� �� 
���
���



,AH ���	��
 ��� ����� �����:�
�

������ ,�� ����� �� �����
�� �
�&������
�� 	�� >����� ���? 
� � &����(���
� Sk �
� Sj

���� �� ������ ��� ����� ����0 ���(� ��� 3�5 >
���? ��
� Sj 0 3�5 ������� ��� ��
 ����
��
�
�� ������(� bandwidth ��
� ��� ����
��
 
� ��� >
��� ���? 
� Sj 0 ��� 3,5 �� ������(� limit
��
� left1(Sj)�

� 	�����"�����
(S1, . . . ,Sn)
���� S1, . . . ,Sn �	 �	������	� ����� �� right1(Si)�

D ← {S1}�

��� j ← 2 �� n ��,

S ← Sj1

��� �	�! Sk ∈ D �����	 ��� ��	�� �� Sj ��2


� right1(Sk) < right1(Sj)− limit �!��7

��+��� ����� Sk�

D ← D \ {Sk}�

�
�� 
� weight(Sk ◦ Sj) > weight(S) �!���

S ← Sk��

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

@	� ����
Q+���	��C
S ∈ D ��� Sj


� S = Sj �!����

D ← D ∪ {Sj}��

�
���,

D ← D \ {S}�1

D ← D ∪ {S ◦ Sj}�2

��+��� �

 ������ ∈ D�7

*
�
����� �1� �
��&+ �����  ������� ,��
��	��� 	�� �
�
����� (
������ ����� ��


�� �� ���� ����:�� ��� �(
��� Sk ◦ Sj �� ��� ���� ���� �� ��� �� ������� Sj ��� Sk


� �&&������ Sj �
 Sk� 	�� (
������ limit ���������� ��� ��/���
 ������(� ������� �

����� ���� ��� �� (
�������



����� �����	�� ��
����� ������ ,AE

����6 	� ������ �� ��� �����	��" 	�����"�����
 O0
������� -HP �	����� ��	(
������ �	
= ����� Sk ���� ��� �����	 � ������	 Q��	��C ��
����� �� � ����	 ���� Sj "
*��� ��	�� �� ��@	�� �= ��� ��	���	�� bandwidth �	� limit �� ��

��� O,P ���
�����	�
 rightdiag(Sk) = right2(Sk) − right1(Sk) �� SkC� ����� ������ ���� ��
�� ���� bandwidth ���= ���� ��� �����	�
 leftdiag(Sj) = left2(Sj)− left1(Sj)
�� Sj C� 
��� ������6 �"�" | leftdiag(Sj) − rightdiag(Sk)| ≤ bandwidth6 �	� O-P
��� �����	�� ������	 ��� ����� ������� �� Sj �	� Sk �� ��
�� limit 6 �"�"
| left1(Sj) − right1(Sk)| ≤ limit �	� | left2(Sj) − right2(Sk)| ≤ limit 6 ��� ���(
��� A," *�� �
��� ���)��� �	 )�70	 ��+
���	�� � ������
� ���� ��������� D"
�� ������ �

 +�������� ����� �	 � ��+ ���� �

��� ���� �������	� ��� Sk ����
���� ��	�����	 O,P" )���� ���� ���
��� ��	�����	 O-P ��� ������� ���� D �	

�	� F"
*�� �++
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A�$��6 �	� ��� ��	����	 ���A�$�� �� ���� ��� �������	� ��� @���� �� �	 �	��D"
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� -- �	� ������ K �	 +��� E," *�� ���	 +��+��� �� �����
���+� �
����� �� �� ���+��� ���� ��
��� ����	 � ���+� s = 〈s1, . . . , sq〉6 ���	
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hash(as1 . . . asq) =

q∑
i=1

ord(asi
)|Σ|q−i

�	 ����� �����6 hash ������� ord(as1) . . .ord(asq) �� � 	����� �� ���� |Σ| ����
q ������" I������
= hash(a1) �= hash(a2) ��� ��� ��8���	� q(����� a1 �= a2"
*�� �+����
�
����	� �� �
��� ��8�� �	 ��� +�������	�� �� ���+���	� ���� ��
(
���6 ��� ������ / �	 +��� E," ��� �D��+
�6 ��� Q�	��++��C �+����
�
����	� ���
������ ���	 ����� Q��++��C ���	���+���� �� �� 	��� �� ���+��� ��� ���� ��
���
�� �

 q(����� �	 � ��D�6 ��	�� ��� ���� ��
�� �� ��� i(�� �	��++�� q(���� ��	
�� �	�����	��

= ���+���� �	 ��	���	� ���� ���� ��� ���� ��
�� �� ��� i−1(��
�	��++�� q(���� �= 

hash(ai+1 . . . ai+q) = hash(ai . . . ai+q−1)q − ai|Σ|q + ai+q

��������6 Q@D��C �����	�� ��� ������ ���	 ����� Q������
�C ���	���+����6 �������
��� ��� ���+�
�� ��	 �+����
� ��� ���� ������ �� ��� ���+� �� �	��	 �� ���+�
�
����"

������ q:2��� �
��+ ��
���	����


?�� s = 〈s1, . . . , sq〉 �� � ���+�" 0 q(���� �	��D �
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��� �+ �	 ��	���	�
���� �

 �������	��� �� � ����	 q(���� b �	 � ��D� a = a1 . . . an" *�� �	��D
��	����� �� ��� ���
�� O��� ������ A-P O,P *�� �������� ��!
� P ���� �	��������
��� ������	� +������	� j ∈ {0, . . . , n− sq} �� �

 q(����� �	 ��� ��D� ������� �=
hashs(aj+s1 . . . aj+sq)6 �	� O-P ��� ��	����	� ��!
� D ���� ������ ��� ���� ��
��
k ∈ {0, . . . , |Σ|q} ��� 	����� �� q(����� b �	 ��� ��D� ���� hashs(b) < k" '���
����� ��� ���
��6 �� �� ���= �� 
��� �+ ��� �������	��� �� b �	 a �� ��� +������	�
P

[
D[hashs(b)]

]
, . . . , P

[
D[hashs(b) + 1]− 1

]
"

���� ���
�� ��	 �� ���
� �+ �������� �	 ���� O(n) ���	� ����� ��	� O0
��(
����� -GP" ��������� ����� ��� +������	� p1, . . . , pm �= ��� ��=� k1, . . . , km

�	 ����� ���+� O,P ��� ���� k ∈ {0, . . . , Z − 1} �� ���	�� �	 D ��� 	�����
�� kj = k6 O-P ��� ���	�� �	 D ��� ������ �+ ���� ���� ���� D[k] ��	���	�
��� 	����� �� kj < k − 16 �	� OAP ��� pj ��� ������ �	�� P ������ �= D"
*�� �����	� �� ���!
� �� ki = kj ��� i < j6 ���	 pi �� ������ ������ pj �	�� D"
�����1#�������� ��

� ��������� ���	� ��� ���� ��
��� �� �

 q(�����
�� ��=�" *��� �
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���	��� Q
����������C6 �"�" �	
= ��� �+���
�� D �	� P �� 	�����6 �= ���+���	� ��� ���� ��
��� Q�	 ��� M=C ���	 ���=
��� 	����� �	 ��� ���+� O,P �	� OAP"
)�70	 �
�� ��++���� ���
��	� �+ P ������� D6 ����� �� ��+����

= �����
 ��
|Σ|q ���� ��� 
����" *�� ��	����	 ������J����;
)�#��B
�� �++
��� ��� ����
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������� ���� ��� ���	���� B�� 
�����="
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B) = 70 ��� ���� ��
:�� �� ��� >!
����
��? ���
� �� P

[
D[7]

]
, . . . , P

[
D[8] − 1

]
��� &
����
�� �0 20 ��0 ��� �7�

3D �� ��� >)���(�
��? ���
�5�

� �����1#�������� (a1 . . . an, 〈s1, . . . , sq〉)
P ← 〈0, 1, 2 . . . , n− sq〉� P = +������	�
hi ← hash(ai+s1 . . . ai+sq) ��� i ∈ P�

K ← 〈h0, . . . , hn−sq〉, K = ��=�
������ ��������� (P, K, |Σ|q)1

� ��������� (〈p1, . . . , pm〉, 〈k1, . . . , km〉, Z)

D[j]← 0 ��� j ∈ {0, . . . , Z}�

��� j ← 1 �� m ���

D[kj + 1]← D[kj + 1] + 1,

⎫⎬
⎭���	� ��=� kj

count ← m1

��� j ← Z ���� �� 1 ��2

count ← count −D[j]7

D[j]← count�

⎫⎪⎬
⎪⎭

��� �+
���	����

��� j ← 1 �� m ���

P [D[kj + 1]]← pj�

D[kj + 1]← D[kj + 1] + 1��

⎫⎬
⎭���� +������	�

pj �	�� P

������ 〈P, D〉��

*
�
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�	�� ��
 q��
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)�70	 �� �����
� ������ ��� ��<D ����= ��	��������	6 ��	�� �� �� ����6 ��	����6
�	� �� �� �
�� �D��

�	� ��� ���
��	� �+ ��<D ����=� �	 �D���	�
 �����= O��(
��	���� �� �
" -..KP" �!�' ����� �	 ��� ���� �� ��	�� ��	� *�� ��� ��
��<D�� �� ������� �	 ��� +���� S12 �	� S06 ���� +��� �� ������ ��+�����
= O�=
�����20 �	� �����3P6 �	� ���	 ���= ��� ������ �������� �= ���
�"
'� ��@	� ��� z ∈ {0, 1, 2} ��� ���� Sz = {j ∈ S|j = z + 3i ��� �	����� i}6 �	�
S12 = S1∪S2" �����20 ����� �	 ��� ��

���	� ����������	 �	����� �� �����	�
����= ����� ��<D �� a6 �� ��	 �
�� ���� ����= ��<D �� � ����	� t6 ����� ����
��������� �� t ��	����� �� ����� ���������� ���������� �� a" �����20 ��	�������
��
��� kj ��� j ∈ S12 ���� ��	����� ��� ����� �� @��� ����� ���������� �� ���
��<D�� bj " )�	�� �� ��	� �
�� ��	����� ��<D�� ���� 
�	��� < 36 �� ��@	�
�	 
�	� - �� 0
������� -K ��� ��
��� an+1 = an+2 = an+3 = $6 ����� $ �� �
��������� 	�� ���� �	 a ��� ����� ��
�� ord($) ≤ ord(c) ��� �

 c ∈ Σ"� ��
�

 ����� kj ��� ��8���	�6 ���	 �����	� ��� kj �
����= ����� ��� bi" I��������
O
�	�� F �� ,EP6 �����20 �++
��� � ��������� ��

 �� �!�' �� ���� ��� ��<D��
�� � ����	� t = t1t26 ����� t1 �	� t2 ������+�	� �� ��� ��<D�� ���� +������	�
�	 S1 �	� S26 ���+������
=" ��� ��	���
�	� ��� �
+����� ��
� �� t6 �����20
+�������
= ���+���� ��
��� T (kj) �= �	�������	� ��� kj 6 ���� ���� ��� T (kj)
��	����� ��� ����� �� ��� kj O
�	�� F �� /P" &�	�� ��� �
+����� ��
� �� t ��
���	��� �= ��� 
�	��� �� ��� �	+�� ��7��	�� n" ���� ���� �++�	��	� t2 �� t1

���� 	�� �8��� ��� �����
 ����� �� ��� ��<D�� �	 t16 ��	�� ��� 
��� ���������
�	 t1 �� �	�7�� �	 t �= ��	��������	" 0���� ���� O�	 
�	�� ,A �� ,EP6 ��� ��
���
�	 S12 ��� ���	�
���� ���� +������	� �	 t �	�� +������	� �	 a"
����3 O0
������� -/P ���� ��� ��<D�� �� a �� +������	� �	 S0" I������
=
bj1 ≤lex bj2 ��� ��� +������	� j1, j2 ∈ S06 �� ������ aj1+1 < aj2+16 �� aj1+1 = aj2+1

�	� bj1+1 ≤lex bj2+1" *�� 
��� ��	�����	 ��� �
����= ������� �	 �����206 ��	��
j1 + 1, j2 + 1 ∈ S1 ⊆ S12" *�������� ����3 @��� ����� ��� +������	� j ∈ S0

�������	� �� ��� �������	��� �� j + 1 �	 S12 O
�	�� , �� EP6 �	� ���	 �� ����
Q���!
� ��	����C �� ���� ���� ����	 �= aj+1 O
�	� GP"
���
� ���	� ���� S0 �	� S126 �	� �	 ���� ���+ �� �++�	�� ������ x = S0[i]
�� y = S12[j] �� S6 ��+�	��	� �	 ��� 
�D������+����
 ����� ������	 bx �	� by"
�� y ∈ S16 ���	 ���� x + 1 ∈ S12 �	� y + 1 ∈ S12" &�	�� bx+1 <lex by+1 �� x +1

��
� ��� ��&
��������
� 
� ���� �� $�+*�0 �� �
��:�� ��� �
�
����� ��(� ���� �� �
��
�
� ��+���� � �&�(��
 (����(��� $ 39���� ���75�
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��� ,HG

�E�-D * 
����� ���� �
�
����� �� "L���L���� ��� $������ 3���,50 ���(�

�&&
��� � ����� �
�� �&&�
�(�0 ����� ��
 ������ 
� ��� ��G/�� ���

��(����.�
� �
����0 ��� ����0 *
�
����� ��0 ���

�E�-R * .������ 
� �E�-D ���� ��(����.�
� �
��� ����� ��.���� 3������� 
�

��
 ������5 
� ��� ��G/�� 39���� ���75� 	��� ����(�� ��� ������


� ��(����.� (�

�0 �
 �E�-R �� �
����
� ������ ���� �E�-D�

"�	���"���
 	�� �
�
����� �� F����� ��� F���� 3����5 ���� ����� 
� >&��%

:/ �
��
���?� C� �� +���� �

� �� &��(��(�0 ��
��� ��� ��� ���� ��

O(n log n)�

1��

�	��#�E�	� 	�� �
�
����� �� 8����
� ��� $������� 3����5�

�3T���� C� ���� ��� �� �&�(�:��0 ��� ��G/�� ��� �
���� ����� ��� ���(��
�


��� 
� ��� �������� <66 
������� 	��� �� �
� ��(
������� ����

� ��&�����.� ��/� �� ����/���

	��
� �1� ��8# �

�+  ���	
��	��� ����
�	����

����� ������ y + 1 �	 S126 ���� �� �� I(x + 1) < I(y + 1)6 ����� I �� ��� ����	��
��/� �		�� �� S12" *�������� bx <lex by �� ax+1 <lex ay+1 �� ax+1 = ay+1 �	�
I(x+1) < I(y +1)" �� �	 ��� ����� ��	� y ∈ S26 ���	 x+2, y +2 ∈ S126 ��	��
bx <lex by �� ax+1ax+2 <lex ay+1ay+2 �� ax+1ax+2 = ay+1ay+2 �	� I(x + 2) <
I(y + 2)"

������ �����3�
� �
 �	>+ ���� �

?�� S �� ��� ��<D ����= �� � ��D� t = t1 . . . tn6 p = p1 . . . pm � +�����	6 �	�
sj = tS[j]+1 . . . tn ��� ��<D �	 S �� j ∈ {0, . . . , n− 1}" '� ��@	�

L = max
{
j

∣∣ si <lex p ��� �

 i < j
}

R = max
{
j

∣∣ si ≤lex p ��� �

 i < j
}

I������
= L ≤ R6 �	� �� L < R6 ���	 p ������ �	 t �� +������	� S[L], S[L +
1], . . . , S[R− 1]6 �	� �	
= �����" �����"�
 O0
������� A.P ����� ��� L ��	
�� ���	� ���	� !���	� ���	����" �	 ���� +��� �� ��� ���	 
��+6 ��� �	�����

[left , . . . , right ] �� ��� �	�� ��
��� �� ��� +������	 mid " �� p ≤lex smid 6 ���	
L ≤ mid �	� ��������� L ∈ [left , . . . ,mid ]6 ��������� L ∈ [mid +1, . . . , right ]"
*�� �
������� ���+� �� ��� �	�����
 �	
= ��	���	� L = left = right "
��� ���+���	� R6 �� 	��� �� ���	�� ��� ��	�����	 �� 
�	� ,, ��

i ≤ n �	� (j > m �� pj <lex ti),

����� �� �7����
�	� �� p <lex smid " �� ���� ��	�����	 �� ��
@

��6 ���	 R ∈
[left , . . . ,mid ]6 ��������� R ∈ [mid +1, . . . , right ]"



,HK ���	��
 ��� �������

� �!�' (a = a1 . . . an)

� n = 1 �!�� ������ 〈0〉�

�
���

S12 ← �����20(a),

S0 ← �����3(a, S12)1

������ ���
�(a, S12, S0)2

� �����20 (a)

S12 ← 〈1, 2, 4, 5, . . . , 3i+1, 3i+2, . . .〉 +������	� ≤ n�

kj ← hash(aj+1aj+2aj+2) ��� j ∈ S12�

K ← 〈k1, k2, k4, k5 . . . , k3i+1, k3i+2, . . .〉,

〈S12, D〉 ← ���������(S12, K, |Σ|3)1

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭���� 3(�����


� ki = kj ��� �	= ��� i �= j �!��2

k ← 07

��� j ← 0 �� |Σ|3 − 1 ���

T [j]← k�


� D[j] �= D[j + 1] �!�� k ← k + 1�

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

������
�
+����� ��
�

t1 ← T [k1] T [k4] T [k7] . . . T [t3i+1] . . .��

t2 ← T [k2] T [k5] T [k8] . . . T [t3i+2] . . .��

S12 ← �!�'(t1t2)��

⎫⎬
⎭��������	

��� j ← 0 �� |S12| − 1 ���,


� S12[j] < |t1| �!�� S12[j]← 3S12[j] + 1�1

�
�� S12[j]← 3(S12[j]− |t1|) + 2�2

⎫⎬
⎭���	�����

+������	�

������ ���� S12 �

 �	����� ≥ n�7

������ S12��

*
�
����� ��� �(�� ����
�	�� ��
 ��8# �

�+  ���	
��	��� 9��
	 ���:� C� 
��� �0
�� ��:�� an+1 = an+2 = an+3 = $� ������ ��� ����� ��� ��:��� �� *
�
����� ��0
��
������ �� *
�
����� ���



����� ������ �

��� ,H/

� �����3 (a, S12)
m← 0�

��� j ← 0 �� |S12| − 1 ���


� S12[j] = 3i + 1 ��� �	 �	����� i �!��,

S0[m]← 3i1

m← m + 12

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

���� S0 �= S1

kj ← ord(aS0[j]+1) ��� j ∈ {0, . . . , m− 1}7

〈S0, D〉 ← ��������� (S0, 〈k0, . . . , km−1〉, |Σ|)�

}
����
� ������
S0 �= a

������ S0�

� ���
� (a, S12, S0)
��� j ← 0 �� |S12| − 1 �� I[S12[j]]← i� I = �	����� S12

i, j ← 0�

�!

� i + j < n ��,


� i ≥ |S0| �!�� select ← �	
��1

�
�� 
� j ≥ |S12| �!�� select ← ����2

�
�� select ← ������ (S0[i], S12[j], a, I)7

⎫⎬
⎭���+��� S0[i]

�	� S12[j]


� select �!���

S[i + j]← S0[i]�

i← i + 1�

}
�++�	� S0[i]
�� S

�
����

S[i + j]← S12[j]��

j ← j + 1��

}
�++�	� S12[j]
�� S

������ S�,

� ������ (x, y, a, I)


� y = 3i + 1 ��� �	 �	����� i �!���

������ ax+1I[x + 1] <lex ay+1I[y + 1]�

�
��,

������ ax+1ax+2I[x + 2] <lex ay+1ay+2I[y + 2]1

*
�
����� ��� �(�� ����
�	�� ��
 ��8# �

�+  ���	
��	��� 9��
	 	��:�
��
������ �� ��:��� �� *
�
����� ���



,E. ���	��
 ��� �������

�����"�
 ���+���� ��� ��
��� l �	� r ��� ����� ��� ��

���	� �	�����	��
��
� O,P *���� �� �	 x ≤ left ���� ���� p �	� sx ����� ��� @��� l − 1 ��
���6
�	� O-P p �	� sright ����� ��� @��� r − 1 ��
���" *�������� ���� ��<D smid

���� x ≤ mid ≤ right ����� �� 
���� ��� @��� min(l, r) − 1 ���� p6 �� �����
��
��� 	��� 	� ������� �D���	����	 ���	 ��	� �� ���+��� p �	� smid O���

�	�� F �� ,.P" *��� �+���� �+ ��� ������6 �
������ ��� ���� ���� ��	���� ��
���

 Ω(m log n)"

� �����"�
 (p = p1 . . . pm, t = t1 . . . tn, S)
left ← 0�

right ← n�

l, r ← 1,

�!

� left < right ��1

mid ←
⌊

left + right
2

⌋
2

j ← min(l, r)7

i← S[mid ] + j�

�!

� j ≤ m �	� i ≤ n �	� pj = ti ���

j ← j + 1�

i← i + 1��

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

���+���
p �	� smid


� (j > m) �� (i ≤ n �	� pj <lex ti) �!����

right ← mid��

r ← j�,

⎫⎬
⎭p ≤lex smid  

�� 
���

�
���1
left ← mid +1�2

l ← j�7

⎫⎬
⎭p >lex smid  

�� �����

������ left��

*
�
����� ,�� ���
����� � ��8# �

�+� S �� ��� ��G/ ����� 
� ��� ��/� t0 ��� p
��� &������ ���� �� ����(��� �� t� 	�� �
�
����� ������� L; �� �
�
� (
�&��� R �� ���
(
�����
� �� 
��� �� �� (������ �
 >i ≤ n ��� (j > m 
� pj <lex ti)?� 	�� &������ p 
((���
�� t �� &
����
�� S[L], S[L + 1], . . . , S[R− 1]�

���! ��$���
3 ��<� ������

*�� ��<D ����= ��	 �� �D��	��� �� ��� ���= +������
 ���� ��������� Q��������
��/� �		��C �= ����	� ���� ������� ���
��6 ��� *��
� -E" '� ��

 ������� ���
	�� ���
� O8�� 6*�P �	 )�����	 ,-"A"," *������� ���� ��� ��<D ���
�6 ���
?B! ���
� �

��� � ��+��(@��� ������ �	 ��� ��/� �	�� �� ��� ��D�6 �	� �� ��


�������� �++
������	� ��� �� �	 )�����	 ,-"A"-"
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5�3��3 	�� ���� ����� ���� (
������ ��� &
����
�� 
� ��� 
�/�(
���&��(�
 
�%

����� ��G/�� 
� ��� ����/�� ��/� 5�3�
���0 ��� $�(��
� �����

5�3�1�A * ���
� ���� (
������ ��� 
������ 
� ��� �
����� �
��
� ����������

������� ��E�(��� ��G/�� �� ��� ��G/ ����� 5�3��30 ��� $�(��
� ���,���

5�3��)��#
�� * ���
� ���� (
������ �

 ����(����
 ���
�����
� ��
�� ��� ���� ����

���� �� ������� �� 5�3��3 ��� 5�3�1�A 3*�
��
�
�� �� �
� ����5�

5�3�K8
 	�� ����
��%9���
�� ������
�����
� 
� ��� ����/�� ��/� 5�3�
���

3����
�� ��� 9���
�� ���15� C� (
������ ��� &��(����� (����(��� aj−1

�
 ��(� ��G/ aj . . . an �� 5�3��3�

	��
� �2� "������& ��8# �

�+ )�
�
��

������ )�1 -����

?�� S �� ��� ��<D ����= �� ��� ��D� a = a1 . . . an �	� bj = aj+1 . . . an ���
j(�� ��<D �� a" *�� -�+ ��!
� L ������ �	 L[k] ��� 
�	��� �� ��� 
������
������ �	��� ������	 ��� ��<D bS[k] �	� ��� +���������� bS[k−1] �	 S6 �"�"
L[k] = lcp(bS[k−1], bS[k]) ��� k ∈ {1, . . . , n− 1}6 �����

lcp(x1 . . . xk, y1 . . . yl) = max{i | x1 . . . xi = y1 . . . yi}.

*�� 	�� ���
� ��	 �� ��	�������� �	 
�	��� ���� O#���� �� �
" -..,P ��� �� ���
��

���	� ����������	 �� bi <lex bj �	� lcp(bi, bj) = h > 06 ���	 bi+1 <lex bj+1

�	� lcp(bi+1, bj+1) = h − 1" 0	= �����	 +��@D ������	 bj+1 �	� bi+1 ��
�
�� � +��@D �� ��� +���������� �� bj+1 �	 S6 ���� ��� �	��= �	 L ��� bj+1 ��
≥ h− 1" �����	�% �� O0
������� A,P �	�������� ��� ��<D�� b0, . . . , bn−1

�	� ���+���� ��� ���� bj ��� �	��= �	 L" *�� ����	�� ��/� �		�� I �� S �� ����
�� �������	� ��� +���������� bi = bI[j]−1 �� bj �	 S" )�++��� ���� ��� �	��= �	
L ��� bi �� h6 ���	 ��� �	��= ��� bj �	 L �� �� 
���� h− 16 �� �� ��	 ���� h− 1
���+�����	� �	 
�	� F" )�	�� h ≤ n− 16 ��� �		�� 
��+ �� �D������ �� ���� 2n
�����6 �	� ��� ��	���� �� �����	�% �� �� ��������� O(n)"
)�70	 ��+
���	�� �	 Q�	(+
���C �����	� �� ���� �
������� ���� ���� 	�� 	���
�D��� �+��� ��� �����	� ��� �	����� ��<D ����= I O'���� -..FP"

������ �	>+ -���� ���������

0 ��/� �	�� O'��	�� ,/GAP T �� � ��D� a = a1 . . . an �� ��� �	�7�� ������ ����
���� ��� ��	���� 	����� �� �������� ���� ��� ��� ��

���	� ��������������� O���
������ AHP ?�� r = v1, v2, . . . , vk = v �� ��� +��� �	 T ���� ��� ���� �����D
r �� � �����D v6 ���	 �

 ����� ���� vi−1 �� vi ��� 
���
�� ���� 	�	(��+�=
����	�� si−1,i6 �	� ��� ��	����	���� ���� 
�!�
 s1,2s2,3 . . . sk−1,k �� � �������	�
�� a1 . . . an$6 ����� $ �� � �+����
 Q�	�(��(����	�C ��������� ���� ���� 	�� �����



,E- ���	��
 ��� �������

� �����	�% �� (a1 . . . an, S)
��� j ← 0 �� n− 1 �� I

[
S[j]

]
← i� I = �	����� S

h← 0�

��� j ← 0 �� n− 1 ��,


� I[j] �= 0 �!��1

i← S
[
I[j]− 1

]
2

�!

� i + h < n �	� j + h < n �	�
ai+h+1 = aj+h+1 ��

7

h← h + 1�

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

���+���
sI[j] �	� sI[j]−1

L
[
I[j]

]
← h�


� h > 0 �!�� h← h− 1�

������ L��

*
�
����� ,��  ���	
��	��� �� 	�� � � !�
��� S �� ��� ��G/ ����� 
� a1 . . . an�

�	=����� �	 a" '� ��@	� s(v) �� �� ��� +��� 
���
 �� v ������� ��� � ����
�	�
$ ���������" T ��� �D���
= n 
����� li6 ����� ��� 
���
�� ���� ��� 	������
i ∈ {0, . . . , n − 1}6 ���� ���� s(li) = ai+1 . . . an6 �"�" ��� +��� 
���
� �� ���

����� ��� ��� ��<D�� �� ��� ��D�" ��� �	= ��� 
����� li �	� lj �D���� � �����D
v �	 ��� +���� �� li �	� lj ���� ���� s(v) �� ��� 
�	���� �����	 +��@D �� s(li)
�	� s(lj)"

������ ,1� ��8# !
��� 	�� ��G/ ���� 
� B�
�33�
�3
�B�

*�� ��<D ���� �� � �������
� �	��D ���� ��������� ���� ��	= �++
������	�6
��� ���@�
� O,//GP6 ���+���� E �� /" )�70	 Q���
����C ��<D ����� �= ���
���� �+��� �<���	� �	��	��� ��<D ����=" 0	 �	��	��� ��<D ����= ����



����� �������� ������ �

��� ,EA

��	����� �� ��� ��<D ���
� 8�� ��6 ��� 	�� ���
� 8�� 6*�6 �	� ��� Q���
� ���
�C
8�� *
��)��$ �� ��+��
� �� ��+
��� ��� ��<D ���� �	 �

 �� ��� �++
������	�
O0����
���� �� �
" -..HP" 0
������� A- ����	������� ���� �� �	
= 	���
��<D ���
� S �	� 	�� ���
� L �� ���
��� � !�����"�� �	���	��
 �� � ��<D ����
T 6 ���� �� �� �	������� �

 �������� �	 T �	 � ��= ���� ��� ���
���	 �++���
���
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� �	 
�	��� ���� �= ����	�
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 �������� ��� +��������"
)�	�� ��� �����D v ��� +�������� ������ u6 �� �
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���� �	� ��<D �� ����
��	�6 �	� ��� ���� ��<D �� ��
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�� �	 ai ��
�	�� �� �D���
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�� ��� �	�7�� ������"
)��� �
��	��	�� ��� 	�� ���+����
� �� �	= �	�7�� �����6 ������� ���= �������
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�D���� ���� ��� ���� �<���	� ���	 �"�" ��� ����
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�+6 ��� ��D���� ������ ����� +���
�� ��	
�� �����
���� �� � �
���
 ����	�	� +���
��6 ��� )�����	 /"F"A" I	 ��� �����
��	�6 �	� ��	 �
�� ������� ��� ��D���� ������ ����� +���
�� �� ��� Q�����(
��� �����	 �����7��	�� +���
��C O;������	 �	� 2� ,//-P6 ��� ����� )�70	
��+
���	�� �	 �<���	� �
������� �	 ��	����	 
�������*����
��$�����
��6
���� �

��� �� ���+��� � ��D���� ������ ����� �	 ���� O(|E| log |E|)" �	
����6 ���� �
������� �� �7����
�	� �� � ���+
�@�� ������	 �� �������"�����

O0
������� G6 +��� //P6 ����� ���� ���	�� ������� �	��	������ ��� �
���

����	�	�6 ��� )�����	 /"F"A"
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 ������ ����� ������+� �� ��� �	+�� ���+� G"
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��	�� �= �	= ����� ���� S ′
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��= ��� �� d ≤ x + 1 ���� O0"-P6 ��
�� ��

��� ¬D0 j

i O��	�� x + 1 = dP �	� ¬HP j
i−1 O��	�� v = dP" &�	�� ��

+����� ��� ��

���	� �7����
�	�� 

VP j
i = HN j

i−1 ∨ ¬(D0 j
i ∨HP j

i−1)

*�� ���� ��= �� ��	 ���� 

HP j
i = VN j−1

i ∨ ¬(D0 j
i ∨VP j−1

i )

• ���� O0"-P ��

��� v − 1 ≤ x ≤ d" �� HN j
i−1 O���� �� d = v − 1P6 ���	

���� ������� �	 �7��
��=6 ��	�� D0 j
i O��	�� x = dP" *�� ���� ��= ��

��	 +���� ���� VN j−1
i ��+
��� D0 j

i " 0 ����� �����	 ��� D0 j
i ���	� ����

�� � ����� ������	 pi �	� tj  ���� O0",P ��

��� x ≥ d − (pi �= tj)" ��
pi = tj 6 ���	 x ≥ d6 �	� ��	�� x ≤ d ��� �� 0"- �� ��

��� D0 j

i " )� ��
��	 ����� �� (pi = tj) ∨ VN j−1

i ∨ HN j
i−1 ���	 D0 j

i "

*�� ������� �
�� ��
�� )�++��� ���� D0 j
i �	� ¬HN j

i−1 �	� ¬VN j−1
i "

���� ¬HN j
i−1 O���� �� v ≤ dP ��

��� v − 1 ≤ d− 1 ≤ d− (pi �= tj)6 �	�

���� ¬VN j
i−1 O���� �� h ≤ dP ��

��� g−1 ≤ d−1 ≤ d− (pi �= tj)" &�	��

���� O0",P ��

��� x = d − (pi �= tj)6 �	� ��	�� D0 j
i O���� �� d = xP ��

��

��� pi = tj" *��� +����� ��� �7����
�	�� 

D0 j
i = (pi = tj) ∨ VN j−1

i ∨ HN j
i−1

*���� �� � �=�
�� ��+�	��	�= �	 ��� �7����
�	��� ����� � D0 i ��+�	�� �	
HN i−16 ����� ����	 ��+�	�� ���� D0 i−16 �� �� ��� 

D0 i = Xi ∨ (VP i−1 ∧ D0 i−1) O0"AP

���
� �
� 
�0 �� ��

 
��.� ���� ��� j ��&���(��&� �
� � ������ �������
����



���� 	
��� �� ���
�. ���:����
 ����
���� ,/,

����� Xi := (pi = tj) ∨ VN i" ���	 �� �� ��	 ���+��� D0 ���	� ���� ���(
+���

�
 �+������	�6 �	�
���	� ��� �������	

S := VP + (VP ∧X).

?�� Ci �� Q����=(�	C ��� ����	� ��� �������	 �� VP i �	� (VP i ∧Xi)6 ���� �� 

Ci =

{
1, �� i > 0 �	� (VP i−1 + (VP i−1 ∧Xi−1) + Ci−1) > 1

0, ���������
O0"HP

Si = VP i ⊕ (VP i ∧Xi)⊕ Ci O0"EP

'� ��

 ���� �= �	������	 ����

D0 i = Xi ∨ Ci O0"FP

��� i = 0 ���� �� �������
= ��� ����" ��� ������ ���� O0"FP ��
�� ��� i−1 ≥ 06
���� �� D0 i−1 = Xi−1 ∨ Ci−1" ���� O0"HP ��

��� �� VP i−16 ���	 Ci = Xi−1 ∨
Ci−1 = D0 i−1" I��������6 �� ¬VP i−16 ���	 Ci = 0" )� �� ��� 

Ci = VP i−1 ∧D0 i−1.

*������� ���� O0"AP ��

��� O0"FP ��� i"
'� 	��� �	
= ���� ���(������ �+������	� �� ���+��� D0 ����	 X �	� VP  ����
O0"EP ��

��� C = S⊕VP⊕(VP ∧X)6 ���� �� D0 = X∨(S⊕VP⊕(VP ∧X))6
����� ��	 �� ���+
�@�� �� D0 = X ∨ (S ⊕ VP)6 ��	�� 

D0 = ((VP + (VP ∧X))⊕VP) ∨X

*�� ���+
��� ��������	 �� ����	 �	 0
������� ,G �	 +��� ,,/"
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��� ��	 �����

�	 )�����	 /","A6 �� ���� � ���� �=+� ��

�� Q��� 
���C ���� ��� ��+��
� �� �����
��� �����	�� �<���	�
=" '� ��

 	�� �������� ���� ���� �=+� �	 ���� �����
�6
�	� �� ��

 �D+
��	 ��� �� ��� ��+
���	��� �	 )�70	" ?�� L = 〈τ 1, . . . , τn〉
�� �	 ������� ��� �� d(����	���	�
 ��+
��6 ����� ���� τk ��	���	� d 	������
τk[0], . . . , τk[d − 1]" *�� �������� ���� �=+� ���� ������ L �� � d(����	���	�

��� 
���6 �� �� ��++���� �� 
���� ��� ��

���	� �+������	� 

O,P �
�����τ ∗, k� �	����� � 	�� ��+
� τ ∗ �� � �+���@� +������	 k6 ���� ����
���������� L = 〈τ 1, . . . , τk, τ ∗, τk+1, . . . , τn〉

O-P )������k� $������ � ��+
� τk ���� ��� 
���6 ���� ���� ���������� L =
〈τ 1, . . . , τk−1, τk+1, . . . , τn〉

OAP �
�
���k, i, x� )��� ��� i(�� ��
�� �� ��� k(�� ��+
� �� x6 �"�" τk
i ← x"

OHP �����
�S, i� ��	�� ��� ��	���
 k ���� ���� σk
i ≥ S6 ����� σk =∑k

j=1 τ j �� ��� ��� �� ��� @��� k ��+
��"

'� ��+
���	��� ��� ��� 
��� �	 )�70	 ���� ���� ���� �+������	 ����� ����
O(d logn)" *�� ���� ��������� ���� �� ���� ��� ���� +��+��� ������
�� � ����

��� O!��� ,//.P � '� ����� ��� ��+
�� τ 1, . . . , τn �	 � 
�	��� 
���6 ����� ���� 
���
�
���	� ��� �	� +��	��� �� ��� 	�D� 
��� �
���	� O�� ��

 �� ��� 
���
(0 +��	���P6
�	� ��=�� ���� �������	�
 Q���+ +��	����C" *�� 	����� �� ���+ +��	���� hj

��� ��� j(�� 
��� �
���	� �� ��	���
= �����	 �	� ����������
 �����������6 �"�"
��� ���	�� ��� � 
��� �
���	� �� ����	� ≥ h ���+ +��	���� �� 1/2h" *�� �	
=
�D��+���	 �� ��� @��� 
��� �
���	� ����� �
��=� ���� ��� ��D���� 	�����
h1 = maxn

j=2 hj �� ���+ +��	����" �� �� ���= �� ���� ���� ��� �D+����� ��
��
�� h1 �� O(logn)" ��� ���� 
���
 t ∈ {0, . . . , h1}6 �

 
��� �
���	�� ���� ����
≥ t +��	���� ��� ����	�� �� � 
��� ���� �� 
�	��� �= ����� 
���
(t +��	����6 ���
������ HE" '� ����� �� ���� ���+ +��	��� ��� +�����
 ��� �� ��� ��+
�� ���� ��
���+�6 �"�" � ���+ +��	��� ���� τk �� τ l �� ������ �=

∑l−1
j=k τ j " �� ��� k(�� 
���

�
���	� �� ��� 
��� �	 ��� 
��� �� � ����	 
���
 t6 ���	 ��� 
���
(t +��	��� �������
�� 	�
 �	� �� ������ �=

∑n
j=k τ j "

��� ��� j(�� 
��� �
���	�6 �� ��@	� tracek �� �� ��� ��� �� ��� +��	���� ����
������ �� ��� k(�� 
��� �
���	� ��	3��	� ���� �

 +��	���� ���� ���� ��� k(�� 
���
�
���	�" I������
= |tracek| = h1 +1" '� ��	 ����
= ���+��� tracek ��� � ����	
k �= ������	� � ������ ���� ��� @��� 
��� �
���	�" '� ����	 ���� 
���
 t = h16
�	� ��

�� ��� 
���
(t +��	���� �� 
�	� �� +�����
� ������� ���++�	� ��� k(��

��� �
���	�" *��	 �� +������ ��� ������ ���� +��	���� �� 
���
 t− 16 �	� ����

�$
�� &�

�� ��
�� ��� �/&�(��� ������ h1 ��� ��� �/&�(��� �������� �
� ����(���� ���
��� 
��� ��� ������(�
 �
 (
����&
����� &�

�� ��
�� �� !��� 3����5 �
� ���& 
����� 	�����
��
�� 
��� ����� &�

�� �����



���� ��� ����� ,/A

������ 12� ��� ���	� 	��� �/��&
� ��
�� � 1%�������
��
 ��� 
��� 
� n = 9 .�
����
>$����? ����(�� �
 ��� &
����� �� ���(� ��� ����(� ������� 	�� ��� .�
��� ��� ��� 1%��&
��
τ1, . . . , τ90 ��� ��� ��� (�

� (
����&
�� �
 ��� &
����� ��� trace8�

�� ��+����� ���� ��������	� t �	��
 �� �����

= @	� ��� k(�� 
��� �
���	�" I	�
��	 ���� ���� �	� ������ ����� �	 ������� ���� �� O(logn)"
*�� �+������	� �
����6 )����� �� �
�
�� �++
��� �� ��� k(�� 
��� �
���	� �8���
�	
= ��� +��	���� �	 tracek6 �� ���� �+������	 ����� ���� O(d h1) = O(d logn)
��� �+����	� ����� +��	���� �	� ����
��
���	� ����� +�����
 ����" �
���� ����(
���� ����� O(d) �� ������ � 	�� 
��� �
���	� �	� �+���� ��� �D+����� 	�����
�� 2 +��	���� �	� +�����
 ����"

� �����"���	���
(
L = 〈τ1, . . . , τn〉, S, i

)
t← h1 O��� ������ �� LP�

k ← 1�

σ ← τ1,

�!

� t ≥ 0 ��1

σ�	�� ← +�����
 ��� ������ �� 
���
(t +��	��� �� τk2

τl ← ��+
� ��� 
���
(t +��	��� �� τk +��	�� ��7


� (τl = 	�
) �� (σi + σ�	��
i ≥ S) �!���

t← t− 1�

�
���

σ ← σ + σ�	����

k ← l��

������ 〈k, τk, σ〉��

*
�
����� ,�� ���
�� ��� ���	� 	��� �
�
����� ��&
������ ��� 
&�����
� 
����)�S, i��
C� ����(��� �� ��� ��� 
��� L �
� ��� ������
 k ���� σk

i ≥ S�

*�� ��+
���	�����	 �� �����
�S, i� ��7����� � �
����
= ��8���	� ������6 ���
0
������� AK '��	 �� ��

�� ��� +��	���� �� 
���
 t6 �� ��� �+ ��� +�����

���� �	 ��� +��	���� �� σ �� 
�	� �� σi < S" �� σi ���
� ������ ≥ S6 ���	 ��
�������� ��� 
���
 �= �	� �	� +������ ���� ��� +��	���� �� 
���
 t − 1" )�	��
���� ����� �	 ������� O(log n) ���+� �	� ���� ���+ ����� O(d) ����6 ��� ����

���� 	����� ��� �����
 �� O(d logn)"
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