6 Ré&umliche Kopplungen in elektrochemischen Systemen

Dieses Kapitel versucht, allgemeine Aussagen Uber die Modellierung der raumlichen
Kopplung in elektrochemischen Systeme unabhéngig von konkreten Systemen vorzustellen.
Wie in Kapitel 4 beschrieben wurde, ist die autokatalytische Variable in der Elektrochemie
normalerweise das Doppelschichtpotential. Aber auch in Systemen, in denen das
Elektrodenpotential nicht den Aktivator darstellt, spielt es bis auf wenige Ausnahmen

immer eine Rolle.

Ein allgemeines Grundmodell zur Beschreibung der raum-zeitlichen Dynamik an
eindimensionalen Ringelektroden wurde von G. Flatgen und K. Krischer [77, 123]
hergeleitet Dabei wird vorausgesetzt, daR die Elektrode wahrend der Reaktion unverandert
bleibt. Raumliche Muster an der Elektrode gehen einher mit Potentialmustern, welche
wiederum ein elektrisches Feld parallel zur Elektrode induzieren, das zu Migration von
lonen Anlal3 gibt: Der Hauptkopplungsmechanismus der verschiedenen Orte entlang der
Elektrode wird demnach durch Migration und nicht durch Diffusion erzeugt. Daneben
konnen aber auch in elektrochemischen Systemen Kopplungen vorkommen, die durch
differente Transportprozesse hervorgerufen werden. Ein Beispiel ist die Diffusion, oder
auch attraktive Wechselwirkungen durch Van-der-Waals-Kréfte. Allerdings sind die durch
solche Transportprozesse hervorgerufenen raumlichen Kopplungen in elektrochemischen
Systemen zusétzliche Kopplungen, da die Migration immer involviert ist. Weiterhin werden

wir zeigen, dal3 auch der &ul3ere Schaltkreis eine raumliche Kopplung induzieren kann.

6.1 Grundmodell fiir das rdumlich ausgedehnte System

Die Elektrode sei ringférmig und ihr Umfang im Vergleich zu ihrer Breite so grof3, daf die
Annahme eines eindimensionalen Systems eine gute Naherung darstellt. Ist die
Gegenelektrode ebenfalls ringférmig, so kann der Elektrolyt durch eine Zylinderflache
beschrieben werden, die von den Arbeits- und Gegenelektroden begrenzt wird. Die
Gegenelektrode stellt eine Aquipotentialflache dar. Die Referenzelektrode befinde sich auf
der HOhe der Gegenelelektrode. Die Doppelschicht kann durch infinitesimale

Grenzflachenschaltkreise (die aus der Parallelschaltung einer Faradayschen Impedanz und

?In [104] wird gezeigt, was an den Vorlaufermodellen [124] und [125] falsch ist.
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einer Kapazitat bestehen) beschrieben werden. Diese sind durch den Elektrolyten gekoppelt.

In Abb. 6. 1 ist der zu diesem Bild zugehorige Ersatzschaltkreis gezeigt.
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Abb. 6. 1 FErsatzschaltkreis eines rdumlich ausgedehnten Systems mit potentiostatischer
Kontrolle und externem Widerstand R. Die Richtung entlang der Arbeitselektrode wird mit
x und die Richtung in den Elektrolyten hinein wird mit z bezeichnet. Am Ort der
Arbeitselektrode ist z—-w und am Ort der Aquipotentialflciche ist z—0.

Die einzelnen Teile der Elektrode kommunizieren tber Migrationsstrome im Elektrolyten,
wie Flatgen und Krischer in [77, 123] gezeigt haben. Dies bedeutet, dal die
Potentialverteilung an der Arbeitselektrode von der Potentialverteilung im gesamten
Elektrolyten abhangt. Wir missen also ein zwei-dimensionales System betrachten, um die
Musterbildung in der Richtung parallel zur Elektrode, in der hier verwendeten Nomenklatur

die x-Richtung, zu untersuchen.

6.1.1 Laplace-Gleichung

Die Potentialverteilung im Elektrolyten wird wegen der Elektroneutralitat des Elektrolyten
durch die Laplace-Gleichung bestimmt. Zu diesem Punkt siehe [77, 123, 126]. Es gilt also
fur das Potentiap im Elektrolyten:
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0°p_ 9°@
_+_:O
ox? 022 (6.1)

Mit periodische Randbedingungen in x-Richtung

ox +L,zt)=0(x,z1) (6.2)

der Randbedingung an der Aquipotentialflache

o(x,z=0,t)=0: (6. 3)

sowie der Anfangsbedingung

([(X,Z:—WJ:O):(pO, (6 4)
kann die Laplace-Gleichung tber einen Produktansatz gelost werden; man erhalt fur die
Potentialverteilung im Elektrolyten folgende Fourier-Reihe:
<0 2nlg 0O . [Pl 00, T
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mit L dem Umfang der Elektrode und w dem Abstand zwischen Arbeitselektrode und
Aquipotentialflache.

Es ist gunstig, das Modell in dimensionslose Grol3en zu Uberfihren. Hierzu werden die

beiden Ortsrichtungen folgendermaf3en transformiert:

LS (6. 6)
z 6.7
undZ*W. (6. 7)

also ist das dimensionslos@[O, 21) und ZD[—lO].

Alle dimensionslosen Potentiale, so auch das Potential im Elektrafytengeben sich aus

dem dimensionsbehafteten durch den Ausdruck (4. 16).
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Dann transformiert sich die L aplace-Gleichung zu:

%9__p2 0% ©-9)
0z° P ox?

einem dimensionslosen Parameter, der proportional zu dem Quotienten aus der Entfernung
zwischen Arbeitselektrode und Aquipotentialfiache w und dem Umfang der

Arbeitselektrode L ist. Er beschreibt also die Geometrie der Zelle.

Die periodische Randbedingung ist nun gegeben durch

ox +2mz,t)=¢(x,z,1t). (6. 10)
die Randbdingung an der Aquipotentialflache durch

@x,z=0,t)=0 (6. 11)

und die Anfangsbedingung durch folgenden Ausdruck

ox,z=-1,t=0)=¢°. 6.12)

Die Losung der dimensionslosen Laplace-Gleichung lautet in dimensionslosen Grél3en:
olx,z,t)= Z{aﬂ,’ (t)mos[nx] + b‘r'f(t)E‘sin[nx]}E‘si nh(nB )+ ad(t)z (6.13)
n=1 '
Dabei ergibt sich die dimensionslose Wellenzahl n aus der dimensionsbehafteten q durch
n=2T" [y (6. 14)
L .
In Abb. 6. 2 (a-c) sind Potentialprofile bei funf &quidistanten Abstanden in den Elektrolyten

fur drei verschiedene Werte vofi gezeigt, wobei eine rechteckig-formige, n-mal

differenzierbare Stérung im Potential an der Arbeitselektrode vorgegeben wurde.
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Abb. 6. 2Potentialverteilung im Elektrolyten fiir fiinf Werte von z aufgetragen iiber den Ort

x entlang der Elektrode. Dabei ist z;=-1, -0.9, -0.8, -0.7 und -0.6. Es wurde eine rechteckig-
Jformige, n-mal differenzierbare Storung des Potential an der Elektrode (z=-1) vorgegeben.

(a) B=0.01, (b) B=1und (c) =10.

Fur grol3e3 (siehe Abb. 6. 2 (a)) ist die Potentialverteilung im Elektrolyten stark
“ausgeschmiert”, d.h. auch Orte, die weit entfernt von der Storung an der Elektrode sind,
werden durch sie beeinflul3t. Dies ist bei kleifiefsiehe Abb. 6. 2 (c)) nicht der Fall, hier
wirkt die Stérung lokalisiert, das Potential fallt linear in den Elektrolyten hinein ab. Man
kann sich leicht klar machen, woher dieses Verhalten ruhrt: Grof3e Wefiené&ifdt, dafd

die Ausdehnung des Elektrolyten in z-Richtung im Verhaltnis zum Elektrodenumfang grof3
ist, was eine starke Delokalisierung ermoglicht. Sehr ki@ineingegen bedeutet, dald

umgekehrt die Elektrolytausdehnung gemessen am Elektrodenumfang gering ist.

Die Delokalisierung einer Storung an der Arbeitselektrodef(aimgefahr Eins) bedingt,

dal3 die Annahme eines linearen Potentialabfalls in z nicht gerechtfertigt ist (wie in [125]
angenommen). Lediglich fur sehr kleiBe(kleiner als 0.1) werden durch diese Annahme
keine gravierenden qualitativen Verfalschungen hingenommen. Die hier nur qualitativ

diskutierten Eigenschaften der Potentialverteilung im Elektrolyten werden im nachsten
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Abschnitt im Zuge der Untersuchung des Einflusses der Potentialverteilung im Elektrolyten
auf die Potentialdynamik an der Elektrode auch quantitativ analysiert.

6.1.2 Dynamische Gleichung fur das Potential

In diesem Abschnitt wird die Modellgleichung fur die raum-zeitliche Dynamik des
Doppelschichtpotentials vorgestelit und diskutiert. Dies ist deshalb von fundamentaler
Bedeutung, da, wie schon erwdhnt, das Doppelschichtpotential in nahezu jedem
elektrochemischen System eine Variable ist. Natirlich kann mit dieser einen
Modellgleichung allein, bei geeignetem Reaktionsstrom, nur das Verhalten eines Systems
Im bistabilen Regime beschrieben werden. Wir werden zunachst den einfachsten Fall
betrachten, dal3 das System potentiostatischen Bedingungen unterliegt und der extern
zugeschaltete Widerstand R Null ist. Also gilt:

U=@p +¢,__ =const. (6. 15)

Die dynamische Gleichung fiur das Doppelschichtpotential bei rdumlich ausgedehntem
System ergibt sich, wie im homogenen Fall (siehe (4. 8)), aus der Strombilanz, die
allerdings fir jedes infinitesimale Element durchgefuhrt werden muf3 (fur eine ausfihrliche

Herleitung siehe [77, 123]). Durch ein Arbeitselektrodenelement an der Stelle x fliel3t ein
kapazitiver StromCp (pDBt(X’t) und eine Reaktionsstromed(@oL(x,t)). Durch ein

Elektrolytelement an der Stelle x flie3t ein Migrationsstrom in x-Richtung und in z-
Richtung. Die Bilanzierung erfordert die Integration tUber die gesamte Ausdehnung des
Elektrolyten bis zur Aquipotentialflache.

Mit der Annahme, dal3 die Leitfahigkeit nicht ortsabhangig ist, ergibt sich zunachst noch in

physikalischen Grof3en formuliert:
0 52
CpL Bmz—ireac((pm )-o of L . : (6. 16)
at “w aXZ aZ z=0

wobei iec bei einer Reduktionsreaktion lautet (siehe (4. 9)):

i reac (@o1 )=NF & K(@p, ). (6. 17)
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Diese Integro-Differentialgleichung gibt die  raum-zeitiche  Dynamik des

Doppelschichtpotentials beliebiger (einfacher) elektrochemischer Systeme wieder.
Ungewohnlich im Vergleich zu RD-Systemen ist das Integral tber die Entfernung zwischen
Arbeits- und Referenzelektrode (welches durch die Kopplung Utber den Elektrolyten
verursacht wird). Der zweite und dritte Term der (6. 16), die von den Migrationsstrémen im

System herriihren, werden im folgenden naher analysiert.

Mit (4. 16), (4. 17), (6. 6) und (6. 7), kann die Gleichung (6. 16) dimensionslos gemacht

werden:

0
DL =—k(goL)-0 %Bqudz éa‘;izpzog (6. 18)

Dabei wird der dimensionslose Paramei@urch

RT
n? [F% (€ [Cp, [k, (L

-0 (6. 19)

bestimmt und das dimensionslosed( durch (4. 20).

Zieht man nun die Argumentation aus dem vorangegangenen Abschnitt Uber die
Delokalisierung des Potentials im Elektrolyten bei groBeheran, sieht man, dal3 die
Kopplung Uber den Elektrolyten langreichweitig ist. Durch den Integralterm wird das
Potential an jedem Ort x von der Potentialverteilung im gesamten Elektrolyten beeinfluf3t:
Ist das Potential im Elektrolyten delokalisiert, wie in Abb. 6. 2 (a) und (b), so werden auch
Orte, die weit entfernt sind von X, eine Veranderung am Ort x spuren. Im vergangenen
Abschnitt wurde beschrieben, dal3 die Potentialverteilung im Elektrolyten nur dann
delokalisiert ist, wenn der geometrische Paramptgrol} ist. Fur kleing3-Werte ist die
Potentialverteilung linear in z (siehe Abb. 6. 2). Demzufolge ist die Natur der Kopplung
Uber den Elektrolyten abhangig vom Paramefgr also von der geometrischen
Konfiguration der Zelle: Fur kleine Werte vop erwarten wir, dal’ die Kopplung lokal ist,

fur groRe Werte voifs, dal? sie nicht-lokal ist. Dieses erste qualitative Ergebnis wird nun

durch genauere Analyse des Kopplungsterms weiter erhartet und erweitert.
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Mit der Laplace-Gleichung (6. 8) kann der Integralterm wesentlich vereinfacht werden, da
gilt:

%% Ia mdz+1[%£

Die dynamische Gleichung lautet demnach vereinfacht:

0PpL _ Y (6. 21)
P reac((PDL) B g{;l)‘z__l

(6. 20)

°B Ho
—OH B ng_(pdz d;_jz=05_ E%p

z=-1

Der raumliche Kopplungsterm ist im Vergleich zu Reaktions-Diffusions-Systemen
ungewohnlich: Die Kommunikation der verschiedenen Teile des Systems in x-Richtung
wird Uber die Ableitung in die z-Richtung vermittelt.

Vergegenwartigt man sich noch einmal die Gleichung fur die rein zeitliche Dynamik des

Doppelschichtpotentials (4. 8), so wird klar, daR der Teg_a )‘;’Z’t)
z

nicht die rein
z=-1

raumliche Kopplung darstellt, sondern noch einen linearen Term leinhaltet. Die
Migrationsstrome induzieren demzufolge einen homogenen und einen inhomogenen Anteil.
Wie in Kap. 2 und 5 erlautert wurde, ist dies bei der Diffusion nicht der Fall: Es wird durch
den Diffusionsprozeld nur ein inhomogener Anteil verursacht. Um die rein raumliche
Kopplung in elektrochemischen Systemen ohne jeden lokalen Anteil zu erhalten, mul? also
geschrieben werden:

rq+qF*E' (6. 22)

_OP?
o i,

Die dynamische Gleichung kann also durch einen Teil, der das homogene System

beschreibt, und einen, der die rein raumliche Kopplung beschreibt, ausgedriickt werden.
Letzterer verschwindet demnach, wenn die Potentialverteilung entlang der Elektrode
homogen ist. Man kann also schreiben:

0PpL _, _0 0o
ot =f ((PDL) B%*‘@%

(6. 23)

=-1
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mit
(0oL )=k(0pL )+o T, (6. 24)

wobei o :% ist. (6. 25)

Um die Wirkung der Parameter und 3 der rein raumlichen Kopplung auf die raum-
zeitliche Dynamik getrennt zu untersuchen, kann man kontrafaktisch annehmen, dal3 es
moglich ist,0. unabhéngig vow und zu variieren. Experimentell ist dies natirlich nicht
moglich, und es werden auch Simulationen gezeigt werden, die diese Abtrennuag von

und o. nicht voraussetzen.

Um mehr Uber den Kopplungsterm (6. 22) herauszufinden, ist es sinnvoll, sich die Tatsache
zunutze zu machen, dafl} ein analytischer Ausdruck fur die Potentialverteilung im
Elektrolyten im Fourrier-Raum existiert (ndmlich die Losung der Laplace-Gleichung (6.
13)).

6.2 Modenansatz

6.2.1 Modengleichungen

Setzt man die Losung der Laplace-Gleichung (6. 13) in den Term (6. 20) ein, erhalt man

opx,z,t)

0z

= 2 {a‘rf: (t) ceosnx] + b (t)E‘sin[nx]}m [Beosh(n(B)+a®(t) (6. 26)

z=-

Der Potentialabfall Gber die Doppelschicht wird in einer Fourier-Reihe entwickelt

(o]

OpL = Z{a‘:DL (t) ceognx] + b (t)E‘sin[nx]} (6. 27)
n=0 )
Mit (6. 13) und (6. 15) kdnnen die Fourier-Koeffizienten ¢er- und der@-1-Reihe

miteinander verknupft werden:

(6. 28)
—ag =U-a¥,
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—a} Enh[h]=a%: . (6. 29)

~by, GEnh[Bh]= b . (6. 30)

Eingesetzt in die dynamische Gleichung (6. 21) ergibt sich die zeitliche Entwicklung der
Fourier-Moden des Doppel schichtpotentials:

ador = (e po )+%[(u —a® ) i=0,1.2..., (6. 31)
a®. =p, [a® b® )0 hcoth@Em)@E:, n=1,2,3...., i=0,1,2..., (6. 32)
b =p, [a® b®* )0 th eoth@Em) b , n=1,2,3...,=0,1,2..., (6. 33)

wobei Rund R, die Projektion des Reaktionsteils der Gleichung (6. 21) in den Modenraum
darstellen. Die Gleichungen fir die Cosinus- und fir die Sinus-Koeffizienten sind
vollkommen analog, da keine ungeraden Ableitungen in x in der Gleichung vorkommen. Im

folgenden wird deshalb nur noch die Entwicklung der Cosinus-Moden aufgeschrieben.

Die hoheren Moden (siehe (6. 32) und (6. 33)) werden also, anders als bei diffusiver
Kopplung, nicht mit der Wellenzahl zum Quadrat gedampft, sondern mit einer komplexen
Funktion der Wellenzahl. Weiterhin fallt auf, dal3 die Dampfung von zwei Parantetern

und B—abhangig ist. Aufgrund des negativen Vorzeichens ist klar (der coth wird nie

negativ), daf3 wir es hier mit einer synchronisierenden Kopplung zu tun haben.

(6. 31)-(6. 33) sind allerdings die Modengleichungen, fur die PDE (6. 21), in der die
homogenen Migrationsstrome bei z=-1 nicht abgezogen wurden. Nehmen wir nun wieder
kontrafaktisch an, es sei mdoglich die Parameter des linearen der Modengleichungen
unabhangig von den Parametern der raumlichen Kopplung zu macheng.dkinne
unabhangig vom und 3 variiert werden. Wir setzen (6. 26)-(6. 30) also in (6. 23) ein und

erhalten:

al =t a? b® Jro du-al ) i=0,1,2... (6. 34)
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apn = f (ai“’m b )—oc @ -o EE’: [eoth(B m)—%@}ﬁm ,n=1,2,3....;i=0,1,2.. . (6. 35)

Aus (6. 34) und (6. 35) wird ersichtlich, dal’3 die Kopplungsfunktion im Modenraum k(n)
eine komplexe Funktion des geometrischen Param@tess Der Parameteo hingegen

geht linear in die Kopplungsfunktion ein. Er gewichtet die Stabilisierung der Moden durch
den raumlichen Term und spielt damit die Rolle der Starke der Kopplung.

6.2.2 Kopplungsfunktion im Modenraum

In Abb. 6. 3 ist die Kopplungsfunktion k(n)
k(n)=-nooth( m)+% (6. 36)

fur verschiedene Werte v@hgezeigt.

0.0

-0.2 |

_1.0 1 1 1
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Abb. 6. 3Kopplungsfunktion versus Wellenzahl fiir verschiedene Werte von P. Von links
nach rechts ist =100, =10, B=1, B=0.1 und 3=0.01.

Zwei Dinge fallen bei der Betrachtung von Abb. 6. 3 auf: Erstens wird die Kopplung mit
zunehmendenp starker, d.h., der Abfall der Kopplungsfunktion tber die Wellenzahl wird
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steiler. Zweitens weist die Kopplungsfunktion einen parabelfdrmigen Verlauf fur lfeine

auf, fur grol3¢3 aber ist sie andhernd linear.

Entwickelt man den coth fur kleirf(<0.1) so kann k(n) fur f8<mtin folgenden Ausdruck

uberfuhrt werdeh

3 5

k(”)z‘Eth Pt B e gy n*B<TU (6. 37)
3 45 945

Der dritte und vierte Term der Gl. (6. 36) kbnnen demnach fir klgirvernachlassigt

werden, und man erhalt:
K gits (n):_%mz : (6. 39)

Diese Form der n-Abhangigkeit ist die einer diffusiven Kopplung (siehe Abschnitt 4.1);
deshalb wollen wir auch diesen Fall défusive Limit nennen. Im diffusiven Limit geht
also der geometrische Fak{dm die Starke der Kopplung linear ein.

Die Entsprechung zur Diffusionskonstante, die Starke der Kopplung im diffusiven Limit

betragt also
5= % (6. 39)

In einem diffusionsgekoppelten System geht in die Starke der Kopplung in dimensionslosen
GrolR3en lediglich der Kehrwert der Lange zum Quadrat ein. Hier geht hingege dioeh

die Ausdehnung des Systems in z-Richtung ein.

In Abb. 6. 4 wird die diffusive Naherung der Kopplungsfunktion mit der Originalfunktion
verglichen. Es wird durch die Abbildung deutlich, daf3 die diffusive Naherung=fiu01

sehr gut ist fur kleine Moden (die Kurven liegen tbereinander), die gro3en Moden werden
allerdings durch k(n) weniger gedampft als durch k(n) (siehe Abb. 6. 4 (oben))BFiir

ist die Naherung durch eine quadratische Wellenzahlabhéngigkeit schon ab der flinften
Wellenzahl inadaquat (siehe Abb. 6. 4 (unten)).

* Also kann man fir 8=0.01 immerhin noch 100 Moden mitnehmen.



R&umliche Kopplungen

in elektrochemischen Systemen
0.0

-10.0

k(n)

-20.0 |
-30.0 |
-40.0 1 N 1 N 1 N 1
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0
n
00 T T T T
\
\
\
\
\
-200 |\ 1
\
\
\
\
\
-40.0 | \ .
— \
c \
o
= \\
-60.0 | ‘\ .
\
\
{
|
-80.0 \\ J
\
\
}
{
-100.0 L 1 L : 1
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0
n

100.0

fiir B=1 (unten).

AbDb. 6. 4Kopplungsfunktion versus Wellenzahl durch das diffusive Limit gencihertes kyz(n)
im Vergleich mit der Originalfunktion k(n) (durchgezogene Linie) fiir 3=0.01 (oben) und
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Abb. 6. 5 Vergleich der Kopplungsfunktion k(n) (durchgezogene Linie) und ihre Ncherung
kin) fiir den Fall langreichweitiger Kopplung (gestrichelte Kurve), =1 (oben) =10
(mitte) und 3=100 (unten).
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Da der coth fur Argumente gréRRer Eins sehr schnell gegen Eins konvergiert, kann die

Kopplungsfunktion k(n) fur 18<10 (langreichweitige Kopplung) durch:

6. 40
k,(n)=-n +% fir n>13 (6. 40

angenahert werden.

In Abb. 6. 5 wird die langreichweitige Naherung der Kopplungsfunktion mit der

Originalfunktion verglichen.

0.0

-1.0 | AN

k(n)

30} N

-5.0 s s s s
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

0.0

-1.0

-2.0
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-3.0

-4.0

5.0 s s s s
0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0

Abb. 6. 6 Vergleich der gendherten Kopplungsfunktion ky(n) (gestrichelte Linie) und
Originalfunktion k(n) (durchgezogene Linie) fiir das langreichweitige Limit fiir 3=10
(oben) und B=100 (unten).
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Abb. 6. 5 (oben) zeigt, dal3 die langreichweitige N&herung fur kleine Reichweiten die
Kopplung bei kleinen Wellenzahlen Uberschéatzt. B£t0 stimmt die Naherung schon ab

n=1 praktisch mit der Originalfunktion tberein, wie Abb. 6. 5 (mitte) dokumentiert und fur
=100 noch besser (siehe Abb. 6. 5 (unten)).

Far 3 ab 100 langreichweitiges Limit) kann man aber eine einfachere Naherung machen,

denn der zweite Term in Gl. (6. 40) kann vernachassigt werden und k(n) wird einfach linear
in n undp-unabhéngig:

k”(n):_n. (6 41)

In Abb. 6. 6 wird die langreichweitige Naherung der Kopplungsfunktion mit der
Originalfunktion verglichen.

Das langreichweitige Limit ist big <100 noch keine sehr gute Naherung (siehe Abb. 6. 6
(oben)), da die Kurven leicht verschoben sind. B£t00 aber ist die Kopplung durch —n

auszudricken, wie Abb. 6. 6 (unten) zeigt.

6.3 Nicht-lokale Kopplung iiber den Elektrolyten

Transformiert man den Kopplungsterm (6. 36) aus dem Modenraum zurick in den
Realraum flr eine rechteckige Potentialverteilung an der Elektrode, so kann man fir
verschiedene Werte vghdie Kopplungsfunktion Gber den Ort auftragen, wie in Abb. 6. 7
(a) gezeigt. Abb. 6. 7 (b) stelit einen Vergleich zwischen der langreichweitigen
Kopplungsfunktion und einer diffusiven Kopplungsfunktion dar.

Es ist in Abb. 6. 7 (a) deutlich zu sehen, dal3 die Reichweite der Kopplung mit
zunehmenderf wéachst. Be3=10 ist sogar die gesamte Elektrode von der Storung erfalit,
allerdings relativ schwach. Dies ist eine besondere Eigenschaft der elektrochemischen
nicht-lokalen Kopplung: Sie ist sehr langreichweitig, aber bei den grof3en Reichweiten nur
noch schwach und fallt relativ schnell ab. Aus einem Vergleich der elektrochemischen
Kopplung mit einer diffusiven Kopplung (siehe Abb. 6. 7 (b)) wird ebenfalls der
langreichweitige Charakter der elektrochemischen Kopplung sichtbar.
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Abb. 6. 7 Kopplungsfunktion iiber den Ort fiir verschiedene Werte von [3 fiir eine
rechteckige Potentialverteilung an der Arbeitselektrode: (a) 3=0.01 (punktierte Linie), 3=1
(gestrichelte Linie) und [B=10 (durchgezogene Linie). (b) Kopplungsfunktion einer
diffusiven Kopplung (-Dn’) (gestrichelte Linie) im Vergleich mit der elektrochemischen
Kopplungsfunktion k(n) iiber den Elektrolyten fiir 3=1 (durchgezogene Linie).

6.4 Kopplung iiber den Schaltkreis

Es ist im letzten Abschnitt gezeigt worden, dafd die raumliche Kopplung Uuber
Migrationsstrome im Elektrolyten langreichweitig ist und von der spezifischen Leitfahigkeit
des Elektrolyten sowie der geometrischen Konfiguration der Elektroden abhangt. In diesem
Abschnitt wird der Einflul3 der Versuchsfiihrung auf die Kopplung untersucht [127]. Erste
Hinweise darauf, dal3 die Musterbildung durch die Versuchsfuhrung beeinflu3t wird, sind in
[128] und [129] zu finden.

Um herauszufinden, welchen Einflu} der Schaltkreis hat, schalten wir einen Widerstand in
Reihe mit der elektrochemischen Zelle (siehe Abb. 6. 1). Der Vorteil dieser Anordnung ist,

dal fur Ry — o,U - o galvanostatische Versuchsbedingungen realisiert sind. Das
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Modell mit hinzugeschaltetem externen Widerstand erlaubt aso, zwischen

potentiostatischen (Rex=0) und galvanostatischen Bedingungen (R — o) kontinuierlich

ZU variieren.

Die Bedingung potentiostatischer Versuchsfihrung wird nun ausgedrickt durch

U=V+gp +¢,__ =const. (6. 42)

Dabei ist die Spannung Uber den externen Widerstand V gegeben durch den Widegstand R
multipliziert mit dem Gesamtstrom |. Dieser ergibt sich aus der Integration tber die Strome
an alle Orten entlang der Elektrode Uber die gesamte Elektrode:

2mn 2mn
4 Y 09
V=IR_,,=—-R BCED dx=- d
ext ext B .!af‘ o X 2_'_[ ) az - X (6- 43)

mit ¥ = 2MRgq % | (6. 44)

Also kann man wegeo/(2m 3)=1/Ry« den Parametearschreiben:

(6. 45)
Rext

Reek

Yy = 2R gy B%:

Demnach giby das Verhéltnis des externen Widerstands zum Elektrolytwiderstand wieder.

Dabei ergibt sich der dimensionslose externe Widerstang; FRus dem
dimensionsbhehafteten folgendermalen:

RT gt 1 (6. 46)

n2F2 DkrE[CDL w ReX’[ Rext

Mit der Reihendarstellung des Potentials kann die Ableitung nach z sowie die Integration in
(6. 43) durchgefuhrt werden. Das Potential Uber den externen Widerstand ist proportional
der homogenen Mode, da die Integration Uber harmonische Funktionen in einem
periodischen Gebiet Null ergibt. Die homogene Mode wiederum ist nichts anderes als der

Mittelwert des Potentials an der Stelle der Arbeitselektrode.
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21
__ Y 99 _ (6. 47)
=1 o= -
v 21 Oaz et y@ VEMZ- >

Dieser einfache Ausdruck Uberrascht nicht, denn es ist klar, dalR der externe Widerstand
eine globale Grolie ist.

Man kann die dynamische Gleichung fur das Doppelschichtpotential (6. 21) demnach
folgendermaf3en schreiben:

o G
ot o)+ 1 B 92y feen | (6. 48)

=k(p. )+%E(U ~@p. ~ )__ o +‘dz=—1E

az

6.4.1 Modenraum

Verwendet man erneut (6. 13), (6. 27) und (6. 42) sowie (6. 47) um die
Doppelschichtpotentialmoden in Abh&ngigkeit der Moden des Potentials im Elektrolyten
und des Potentials Uber den externen Widerstand zu ermitteln, erhalt man:

-@+y)mg =U-ad™, (6. 49)

—a; Enh[Bm]=a%: - (6. 50)

Nun kénnen (6. 49) und (6. 50) in die dynamische Gleichung (6. 48) eingesetzt werden, und
man erhalt die Entwicklunggleichungen fir die Koeffizienten:

ag =f (afpm b )+ E(U -ad™ ) i=0,1,2,.., (6. 51)

Br+y)

2% =f (3% p® )~ Cra® g eoth(@m)-+ Ha® , n=1,2,3....; i=0,1,2... . (6.52)
n n n B n B
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Die hoheren Moden werden also durch die Versuchsfiihrung nicht beeinflufdt (vergleiche (6.
34)-(6. 35)). Der zweite Term in Gl. (6. 51) kann auch mittels des Elektrolytwiderstandes
Rae UNd des externen Widerstandeg Beschrieben werden:

o 1 _ 1 (6. 53)
B v+l (Ras *Rext)

Diese Formulierung zeigt, daf® die Fixpunkte des Systems durch die Schnittpunkte des
Reaktionsstromes mit der Lastgerade gegeben sind, wobei die Steigung der Lastgeraden
1/(RaextRext) ist (siehe auch Abb. 4. 5).

Im galvanostatischen Fall wird aus dem linearen Term der GI. (6. 51):

Y, LIJIT ooé@[(!’%.pl)[(u (@0, >)E:icona , (6. 54)

d.h., die Modengleichung fir die homogene Mode lautet im galvanostatischen Fall:
a(é)DL :f (a(pDL ,prDL )+iconst ) i:011121" - (6 55)

Nun wenden wir uns der Untersuchung der Natur des veranderten linearen Termes in der

homogenen Modengleichung (6. 51) zu. Unter Verwendung von

I T (6. 56)
y+l  y+1
kann der Term{%” E(U - a‘:DL ) folgendermaRen umgeschrieben werden:

Y
- [(U -ag™ ) =R, T R (6. 57)
B B y+l B y+l

Dies bedeutet, dal’ der extern hinzugeschaltete Widerstand einen zusatzlichen linearen Term
in der homogenen Mode induziert. Die Modengleichungen kénnen also folgendermaf3en
geschrieben werden:

R R L () R R e ©.50
B B y+l B y+l
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a%oL =f (‘PDL b‘PDL) Ea"’DL - EEqm:oth(Bm)——g}"’DL n=1,2,3..... (6. 59)

Der dritte und vierte Term in der Gleichung fur die zeitliche Entwicklung der homogenen
Mode (6. 58) bildet den einzigen Unterschied zum potentiostatischen Fall ohne externen
Widerstand.

6.4.2 Positiv Globale Kopplung tiber den externen Widerstand

Wie im Kap. 5 erlautert, entspricht ein linearer Term in der Dynamik der homogenen Mode,
der nicht in die inhomogene Modendynamik eingeht, einer globalen Kopplung. Fir den
Fall, dal3 das Potential den Aktivator darstellt, wird also, da das Vorzeichen positiv ist, die
globale Kopplung die homogene Mode destabilisieren. Stellt aber das Potential den
Inhibitor dar, so kann die positive globale Kopplung bei geeignetem homogenem System

auf die homogene Mode stabilisierend wirken (siehe Kap. 5).

Die allgemeinste Formulierung der Modellgleichung zur Beschreibung der raum-zeitlichen

Dynamik des Doppelschichtpotentials lautet also:

9oL =k((PD|_ )+% [(U ~@pL )+%% [(<(pDL> - U)_% E%

o (6. 60)
ot Z|,-4 qz:‘lg'

Die Proportionalitdtskonstante des globalen Terms ist die Stéder globalen Kopplung.

=00

B y+1

(6. 61)

Es kann aus (6. 61) geschlossen werden, daf die globale Kopplung tberraschenderweise
eine lineare Funktion vono/3 ist. Sie ist also nicht unabh&angig von den
Elektrolyteigenschaften. Weiterhin ist die globale Kopplung nicht, wie man vielleicht

erwarten wuirde, eine lineare Funktion yn In Termini der Widerstdnde kann man

schreiben:
so=Retp 1 (6. 62)
Relek Rext + Relek
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Ein System mit externem Widerstand wird demnach tber den Elektrolyten ¢ halcl

oder nicht-lokal gekoppelt und Uber den externen Widerstand unabhéngig von der
Zellengeometrie global gekoppelt. In Abb. 6. 8 ist die gesamte Kopplungsfunktion tber
dem Ort fur verschiedene Werte \@mindy aufgetragen.

08 (bel. Einh.)
L

Raeumliche Kopplung

0 X 2m

Abb. 6. 8Kopplungsfunktion iiber dem Ort entlang der Elektrode fiir verschiedene Werte
von Y. Y=0 (durchgezogene Kurve), y=10 (gestrichelte Kurve), y=100 sowie y=100 000
(beide punktierte Kurve) und jeweils einem Wert fiir 3 (b) 3=0.01, (c) B=1 und (d) B=100.
Der Fall y=0 entspricht potentiostatischer Kontrolle und der Fall y =100 000 entspricht
galvanostatischer Kontrolle. Die angenommene Potentialverteilung an der Elektrode ist in

(a) gezeigt.

Es wird aus (6. 61) und aus Abb. 6. 8 deutlich, da’ die globale Kopplung jd3 rsadtn
unterschiedliche Wirkung zeigt. Fur kleirfle (Abb. 6. 8 (b)) ist die Wirkung grof3, die
gesamte Kurve der Kopplungsfunktion wird stark angehoben; fir ¢r¢Reb. 6. 8 (c) und
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vor allem (d)) hingegen verschwindet die Wirkung ganz. Weiterhin ist bemerkenswert, daf?
die Kurven fur allg3 beiy=100 undy=100 000 tbereinander liegen.

Um dieses Verhalten zu verstehen, kann man sich klar machen, dal3 die globale Kopplung

die gesamte Kurve um den Betra%)i]yTlanhebt. Dieser Betrag wird naturlich fur grge
Y

(bei festemo) klein. Aus der spezifischen Parameterabhangigkeit der globalen Kopplung
kann also erklart werden, warum im Fall groffeder externe Widerstand (bzw. die

galvanostatische Kontrolle) keine Auswirkung auf das System hat.

Es macht bei hinzugefligtem externen Widerstand keinen Sinn mehr anzunehmen, man
konnte a; und o/3 unabhangig voneinander variieren, anders als bei potentiostatischer
Kontrolle. Denn aufgrund deo/p-Abhangigkeit des durch den externen Widerstand
induzierten globalen Terms, blieben die homogenen Fixpunkte Funktionea uod [3,

auch wenn man die Abspaltung machen wirde (siehe (6. 58)). Man hat also zwei
Moglichkeiten, die Wirkung der globalen Kopplung auf die Systemdynamik zu
untersuchen: Entweder man variiert die Starke der globalen Kopplung bei festgehaltenem
o/, also nicht fur ein und denselben homogenen Fixpunkt. Oder man veranouhert/3
simultan, so daf® der homogene Fixpunkt erhalten bleibt, und variiert damit die Starke bzw.
die Reichweite der langreichweitigen Kopplung.

6.5 Vergleich der elektrochemischen mit anderen nicht-lokalen Kopplungen

Um die nicht-lokale Kopplung tber das Potential zu vergleichen mit Standard-nicht-lokalen
Kopplungen, wie sie in Kap. 5 beschrieben worden sind, sind in Abb. 6. 9 beide
Kopplungen, also (6. 36) und (5. 39), im Modenraum fur verschiedene Reichweiten

aufgetragen.

Fur kleine Reichweiten der langreichweitigen Kopplungen sind beide Kopplungen
parabelformig, kbnnen also durch eine diffusive Kopplung genédhert werden (siehe Abb. 6. 9
(oben)). Der einzige Unterschied b@+0.01 zwischen der elektrochemischen und der
Standard-nicht-lokalen Kopplung im Modenraum ist, dal3 letztere viel starker dampfend
wirkt. Sehr verschieden sind die beiden Kopplungen abgi+4ie(siehe Abb. 6. 9 (unten)).
Beide Kopplungen sind weiterhin bei kleinen Wellenzahlen parabelférmig. Fur grof3e
Wellenzahlen ist die elektrochemische Kopplung nahezu linear in n, wohingegen die
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Standard-nicht-lokale Kopplung ab der Wellenzahl Sechs konstant wird. Fir gréf3ere Werte

von [3 ist die Standard-nicht-lokale Kopplung fiir alle Wellenzahlen konstant, wohingegen

die elektrochemische Kopplung linear in n ist, wie in Kap. 6 demonstriert wurde

nicht-lokale Kopplungen

0.0

-10 \

-20 |

nicht-lokale Kopplung

-40

\

\

-5.0 L
0.0 2.0

s
. 8.0 10.0
n

Abb. 6. 9 Vergleich der nicht-lokalen Kopplung in der Elektrochemie (durchgezogene
Kurve) mit einer Standard-nicht-lokalen Kopplung, die durch eine Gauf-Funktion

beschrieben wird (gestrichelte Kurve) fiir verschiedene Werte der Reichweiten. (oben)
B=0.01 und (unten) B=1. Dabei wurde x,=[ und wy.=1 gesetzt.

Weitere Moglichkeiten der Beinflussung der Musterbildung wurden von Jan Christoph

untersucht, indem er unterschiedliche Geometrien der Elektroden betrachtete. Er fand
heraus, dal3 eine punktformige Referenzelektrode eine negativ globale Kopplung verursacht.

Weiterhin, dal3 die Kopplungsfunktion fur eindimensionale Arbeitselektroden, die nicht zu

einem Ring geformt sind, an den Randern sehr grof3 wird. Dies hat zur Folge, dal} eine
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Storung an einem Ort in der Mitte der Elektrode am Rand verstéarkt gespurt wird und so eine
Front vom Rand her auslosen kann: er nannte dies eine Fernziindung [130-132].

6.6 Resiimee

Wie in diesem Kapitel gezeigt wurde, ist die Kopplung tber den Elektrolyten nicht-lokal
und synchronisierend. Die Parameterabhéngigkeit der langreichweitigen Kopplung ist so,
dal3 sowohl die Starke als auch die ReichweitB der Kopplung experimentell leicht
variiert werden kdnnen. Dies ist ein fundamentaler Unterschied zu Reaktions-Diffusions-
Systemen, da dort die Kopplungstarke durch die Diffusionskonstante, also eine
Materialkonstante, vorgegeben ist. Allerdings ist es nicht moglich, den lokalen Antell
getrennt vom inhomogenen Anteil, die beide von den Migrationsstromen im Elektrolyten
herrihren, unabhangig voneinander zu variieren, wie Gl. (6. 23) nahelegt. Diese
theoretische Trennung diente lediglich der Klarung der Frage nach der
Parameterabhangigkeit der Starke und Reichweite der Kopplung. Dies bedeutet, dald man
nur beides zugleich @ndern kann: die Fixpunkte des Systems und die Parameter der

Kopplung.

Weiterhin wurde gezeigt, dal3 die Kopplung Uber den auf3eren Schaltkreis global ist und
destabilisierend auf die homogene Mode wirkt. Dies hat zur Folge, dal3 die Moden mit
hoheren Wellenzahlen starker gedampft werden als die homogene Mode (siehe Kap.5).
Deshalb ist die raumliche Musterbildung fir den Fall, dal3 das Doppelschichtpotential den
Aktivator darstellt, im potentiostatischen Regime mit externem Widerstand sowie im
galvanostatischen Regime auf einen Kkleineren Parameterausschnitt begrenzt als im

potentiostatischen Regime.






