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Teil 1

SINGULARE STORUNGSTHEORIE EINES
ATMOSPHARISCHEN WIRBELS






1 EINLEITUNG

Physikalische Vorgidnge in der Atmosphire sind von enormer Bedeu-
tung. Sie beeinflussen das Klima und sind damit von grofier gesell-
schaftliche Relevanz. Die Beschreibung dieser Vorgdnge in ihrer All-
gemeinheit scheint unmoglich. Es gibt jedoch verschiedene Moglich-
keiten, diese Vorgdnge ndherungsweise zu beschreiben.

In Kapitel 2 auf Seite 5 wird eine solche Moglichkeit vorgestellt.
Ziel ist es, einen transparenten Weg aufzuzeigen von den kompli-
zierten Navier-Stokes-Gleichungen zu vereinfachten asymptotischen
Néaherungen zu gelangen.

In Kapitel 3 auf Seite 17 wird dieses Vorgehen genutzt, um einen
konzentrierten, beinahe achsensymmetrischen, stark geneigten, baro-
klinen Wirbel im Gradient-Wind-Regime, der in eine quasigeostrophi-
sche Hintergrundstromung mit schwacher vertikaler Scherung einge-
bettet ist, zu analysieren.
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2.1 Einheitlicher Ansatz fiir meteorologische Phéno-
mene 5
2.2 Wahl des Gleichungssystems 6
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2.4 Gekoppelter Grenziibergang 10
2.5 Wie grofs ist €? 12
2.6 Asymptotische Ansatzfunktionen 14

In diesem Kapitel wird ein einheitlicher asymptotischer Ansatz vor-
gestellt, atmosphérische Stromung zu beschreiben. Im Wesentlichen
wird sich auf die Arbeiten Klein (2010, 2008) bezogen.

Ziel dieses Ansatzes ist es, ein einheitliches Geriist zur Herleitung
meteorologischer Modelle zu schaffen. Die Michtigkeit dieses An-
satzes wird besonders bei Mehrskalenproblemen deutlich. Bei Klein
(2010) wird dies fiir mehrere gingige Modelle gezeigt. Im néchsten
Kapitel wird dieser Ansatz genutzt, Bewegung und Struktur eines at-
mosphaérischen baroklinen trockenen Wirbels zu untersuchen (Pésch-
ke u.a., 2012).

2.1 EINHEITLICHER ANSATZ FUR METEOROLOGI-
SCHE PHANOMENE

Werden in der klassischen Meteorologie atmosphérische Phanomene
untersucht, startet man selten mit den vollen kompressiblen dreidi-
mensionalen Navier-Stokes-Gleichungen. Stattdessen werden Annah-
men getroffen und dazu passende einfachere Gleichungen gewaihlt.
Die Gleichungen werden mit zu den Phanomen passenden charakte-
ristischen Grofsen dimensionslos gemacht. Lassen sich nach der Entdi-
mensionalisierung kleine dimensionslose Grofien identifizieren, kon-
nen die Gleichungen mit den Methoden der Asymptotik analysiert
werden. Dieses Vorgehen wir fiir jedes einzelne Phanomen durchge-
fihrt.

Bei dem hier vorgestellten Ansatz (Klein, 2010) werden nicht einzel-
ne Phinomen betrachtet, sondern die Atmosphare als ganzes. Ausge-
gangen wird von den vollen kompressiblen dreidimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen. Zur Entdimensionalisierung dieser Gleichungen
werden allgemeine atmosphérische Referenzgrofien gewdhlt (Tabel-
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le 2.1 auf Seite 9). Man erhdlt ein dimensionsloses Gleichungssystem,
in dem drei kleine Parameter identifiziert werden konnen, die mit-
tels eines gekoppelten Grenziibergangs (distinguished limit) an einen
einzigen kleinen Parameter ¢ gekoppelt werden. Das daraus resultie-
rende asymptotische Gleichungssystem wird als Ausgangspunkt der
Analyse gewdhlt.

Ziel der Analyse ist, fiir bestimmte Regime das dominante Verhal-
ten aus den vollen kompressiblen dreidimensionalen Gleichungen zu
extrahieren. Durch Skalierung der Koordinaten und geeigneter An-
satzfunktionen lassen sich dann die in dem gewdhlten Regime gel-
tenden Kausalitdten in der Struktur und insbesondere die relevanten
Teilprozesse herausarbeiten.

Die Wahl der zu einem konkreten Problem gehorenden Skalierun-
gen basiert auf Beobachtungen und Erfahrungen. Ein Vorteil dieses
Ansatzes ist die Transparenz der getroffenen Annahmen.

Der Ansatz liefert keine rigorose Methode, zu beliebigen Anfangs-
und Randwerten asymptotische Ndherungen der Zustandsgroflen zu
finden. Er ist vielmehr als Generator fiir Vermutungen zu verstehen,
dies aber auf systematische Art und Weise. Es ist eine weitere, zum
Teil schwierige Aufgabe zu beweisen, dass die gefundenen Nihe-
rungslosungen tatsdchlich Naherungen des gestorten Problems sind.
In einer formalen Sprache heifdt das: Sei L = Ly + (1) ein Operator,
u eine Losung von Lx = 0 und up eine Losung von Lox = 0. Dann
muss fiir beliebige Anfangs- und Randwerte keinesfalls u = ug + o(1)
gelten.

Als Rechtfertigung fiir diesen Ansatz sei erwdhnt, dass sich alle
gangigen meteorologischen Modelle daraus ableiten lassen.

Im Folgenden wird das konkrete Vorgehen kurz beschrieben.

2.2 WAHL DES GLEICHUNGSSYSTEMS

Den Ausgangspunkt bilden die vollen kompressiblen, dreidimensio-
nalen Stromungsgleichungen fiir Masse, Impuls und potentielle Tem-
peratur (Energie), die von Klein (2010, S. 252) in der folgenden Form
gegeben werden:

g g o
?)itl +u- VH“JFW%Z +(2Q x V) + :)V|P =Qu (2.1b)
aa‘j:Jru-Verwa;:%—(ZQXV)LﬂL;?;=Qw—9 (2.1¢)
% +u- V,@—kw% = Qo. (2.1d)

Hierbei bezeichne p die Dichte, © die potentielle Temperatur und v
die Stromungsgeschwindigkeit mit der horizontalen und vertikalen
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Komponente u beziehungsweise w. Dies sind die unbekannten Funk-
tionen der horizontalen und vertikalen Koordinaten x = xi+yj und
z, und der Zeit t. Die Grofien p, © und p sind durch die Zustandsg]lei-
chung

y—1 1

9_ P PV
Ra p

(2.1€)

miteinander gekoppelt, wobei y fiir den Isentropenexponenten, Rq4
fiir die Gaskonstante von trockener Luft und p, fiir einen Referenz-
druck steht, siehe Tabelle 2.1 auf Seite 9. Die Erdbeschleunigung und
der Rotationsvektor der Erde sind durch g und Q dargestellt. Die Ter-
me Qy, Q. und Qg stehen fiir allgemeine Effekte von molekularem
und turbulentem Transport.

Ein beliebiger Vektor v wird in seinen horizontalen und vertikalen
Anteilu = v, = (1—k®k)vund w =v, = v-k aufgespalten, wobei
® das dyadische Produkt und k der vertikale Einheitsvektor ist. Die
Divergenz wird in einen horizontalen und einen vertikalen Anteil
V.v =Y, -.v,+ 0v-k/0z gespalten. Mit V1 = 0y/0x i+ 0/dy j
analog wird der Gradient in V1 = V3 + 01/0z k aufgeteilt.

2.3 DIMENSIONSANALYSE

Betrachtet man Gleichungen zur Modellierung physikalischer Proble-
me, dann sind die auftretenden Variablen und Parameter physikali-
sche Grofien, die sich aus unabhdngigen Basisgriffen zusammenset-
zen. Jede physikalische Grofie Q hat eine Dimension [Q] zum Aus-
driicken der qualitativen Eigenschaften, die sich aus Basisdimensionen
Li,...,L zusammensetzen,

T

[Ql=]]rLs, (2.2)

i=1

mit o; € Q. Es bedarf maximal sieben solcher Basisgrofien mit dazu-
gehorigen Basisdimensionen: Lange [L], Masse [M], Zeit [T], Strom-
starke [I], Temperatur [®], Stoffmenge [N] und Lichtstarke [J] (vgl.
z.B. Kuchling, 2007). Nach Wahl eines Einheitensystems entspricht je-
der Dimension eine Einheit, und jede physikalische Grofie kann durch
eine Zahl quantifiziert werden. Kennt man das Einheitensystem und
die Dimension einer physikalischen Grofle, ldsst sich aus dieser Zahl
wieder ein physikalischer Wert ermitteln. Fiir Gleichungen, die aus
realen Problemen hervorgehen, kann man stets davon ausgehen, dass
Losungen nicht von der Wahl des Einheitensystems abhdngen. Das
gangigste Einheitensystem ist das SI-System mit den Einheiten m,
kg, s, A, K, mol und cd fiir die sieben genannten Basisgrofien. Gro-
Ben, fiir die in der Darstellung (2.2) samtliche Exponenten o; ver-

7
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schwinden, heifsen dimensionslos. Dimensionslose Grofsen bekom-
men bei der Modellierung physikalischer Probleme eine besondere
Bedeutung, die in dem folgenden Satz begriindet ist.

Satz 2.1 (Buckingham’s Pi-theorem). Seien Q, Q1, ..., Qn unabhingige
physikalische GrofSen (Variablen und Parameter), die v unabhingige Basis-
dimensionen umfassen und fiir die ein funktionaler Zusammenhang

Q="f(Q1,...,Qn) (2:3)

besteht, fiir eine Funktion f. Dann lisst sich (2.3) durch dimensionslose Gro-
fSen ausdriicken. Genauer gibt es k 4+ 1 = n + 1 —r dimensionslose Grifien
IT,T14,..., Tk der Form

M=Q QP ---Qhn (2.42)
M= Q% ...Q%n, i=1,...,k (2.4b)

fiir gewisse i, 31 € Q und eine Funktion g mit

Mm=g(TTy,..., ). (2.5)
Insbesondere gilt:

Q=Q; " QuPrg(Mmy,..., M), (2.6)
bzw.

Q=g(M,...,Th) (2.7)
fiir dimensionsloses Q.
Beweis. Siehe Bluman und Kumei (1989, §1.2.3). O

Fiir den vorliegenden Fall besagt der Satz folgendes: Gibt es einen
funktionalen Zusammenhang

Y
Vv = f(a, Q; 9, prefl Trefl AT|;q’ Rd) (28)
C]

der abhédngigen Groflen p, v und © aus (2.1) und den ersten sieben
dimensionsbehafteten charakteristischen GrofSen aus Tabelle 2.1 mit
einer Funktion f, dann gibt es bei den vier auftretenden Basiseinhei-
ten m,s, kg und K drei dimensionslose Grofien 1Ty, TT, und TT3 und
eine Funktion g mit

V/ — 9(”1;ﬂ2/ﬂ3)/ (29)

fﬁr p/ = p/pref/ VI = v/LLref und @/ = G)/T-ref' Fur pref und Upet Siehe
Tabelle 2.2.



2.3 DIMENSIONSANALYSE \

Erdradius a~6x10°m
Rotationsrate der Erde Q~1x10"4s7!
Erdbeschleunigung g~98Tms2
Druck auf Meeresniveau Pret ~ 1 X 10° kg m s 2
Gefrierpunkt von Wasser Tt ~ 273K
Pot. Temperaturdiff. (Aquator-Pol) } AT

e " lr' ~40K
Vert. Temperaturdiff. i. d. Troposphére P
Gaskonstante der trockenen Luft Rq =287m?s 2K™!
Trockener Isentropenexponent y=14

Tabelle 2.1: Charakteristische Groien in der Atmosphire (Klein, 2010, Table
1)

Druck auf Meereshohe Oret = Prei/ (RaToet) ~ 1.25kgm =3
Druckskalenhdhe hee = VYPret/(gPret) ~ 1T km
Schallgeschwindigkeit Cret = \/YPret/ Pret ~ 330 M s !

eq
Geschwindigkeit innerer Wellen Cint = ghsc% ~110ms™!

;Qﬁilepq 1

Thermische Windgeschwindigkeit .= %% o T 12ms—

Tabelle 2.2: Abgeleitete Hilfsgrofien (Klein, 2010, Table 3)

Die Existenz solcher dimensionsloser Grofsen ermoglicht die Klas-
sifizierung samtlicher Losungen eines physikalischen Gleichungssys-
tems. Jedes Tupel von dimensionslosen Grofien TTy,...,TTy definiert
eine Klasse von Losungen, die sich nur durch eine Umskalierung der
Referenzgrofien unterscheidet. Die Wahl der dimensionslosen Para-
meter ist dabei nicht eindeutig und Teil des Modellierungprozesses.
Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung, insbesondere fiir Beispiele, sei
auf Barenblatt (1996), Bluman und Kumei (1989), Howison (2005) und
Klein, Botta u. a. (2001) verwiesen.

Die in Klein (2008) gewédhlten und aus den charakteristischen Gro-
en und Hilfsgrofsen aus den Tabellen 2.1 und 2.2 gebildeten dimen-
sionslosen Parameter sind durch

h,
M = a ~1.6x1073, (2.10a)
AT .
I, = ~15x107 ", (2.10b)
ref
I3 = gz ~4.7 x 107! (2.100)
gegeben.

Um eine kleine Inkonsistenz in Klein (2010) zu beheben, werden im
Folgeden fiir u,; und c, die Definitionen aus Klein (2008) verwendet,
namlich

ho AT[S?
o gNse |P und Crot = pref' (2'11)

Wt =
* Qa Tref pref

9
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Dadurch dndert sich an den Resultaten aber nichts. Als nichstes ent-
dimensionalisiert man das Gleichungssystem aus (2.1e) mit den Re-
ferenzgrofien h, fiir die rdumlichen Koordinaten, p., Ter, Prer fUr
die thermodynamischen Variablen, u, fiir die Geschwindigkeit und
ter = Moo/ W flir die Zeit (siehe Tabellen 2.1 und 2.2 und (2.11)). Es sei
also

/ X / \ !/ t
x' ==, v = t' = 2.12a
hsc Wef tref ( )
)P ;P ,_©
= = 0 =_—. 2.12b
p pref p pref Tref ( )
Man erhilt das dimensionslose Gleichungssystem
0p opw
ﬁ +V, - (pu) = = 0 (2.13a)
Ju Ju ]_H
ﬁ +u- V“U‘f’wafz + W(ZQ X V)H
1 1 o (2.13b)
+ ——-Vp=
(MoTT3)% P v :
ow ow T4
a +u-VHWJrWE+ ﬂzﬂ% (2Q x V)J_
(2.13¢)
1 10p 1
t 0%, oz T Qw
(TT2T13)" P 0z (TT2113)
00 00
a—i—u-%@%—wa—z = Qe. (2.13d)
Die dimensionslose Form der Zustandsgleichung lautet
1
¥
0=—. (2.13€)

p

Da nun nur noch die dimensionslosen Gleichungen betrachtet wer-
den, werden die dimensionsbehafteten Variablen aus (2.1) und die di-
mensionslosen Variablen aus (2.13) mit denselben Symbolen bezeich-
net, die Striche aus (2.12) wurden weggelassen. Dasselbe gilt fiir die
Quellterme.

Um im Folgenden eine asymptotische Analyse des Gleichungssys-
tems zu ermoglichen, miissen die drei kleinen dimensionslosen Pa-
rameter aus (2.10) an einen kleinen Parameter ¢ gekoppelt werden.
Das geschieht durch die Wahl eines gekoppelten Grenziibergangs im
nichsten Abschnitt.

2.4 GEKOPPELTER GRENZUBERGANG

Sei y eine Losung einer dimensionslosen Gleichung, die neben den
unabhédngigen Variablen x7,...,x, auch von k unabhédngigen dimen-
sionslosen , kleinen” Parametern abhingt, genauer

Yy=yx1,...,xn; T, ..., TT). (2.14)
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Es stellt sich die Frage, wie sich y fiir kleine Parameter verhalt. Ver-
tauscht man die Rolle von unabhédngigen Variablen und Parametern
und betrachtet y als Funktion der Parameter, ist man an dem Ver-
halten von y in einer Umgebung des Ursprungs im Parameterraum
interessiert, also in einer Umgebung von

Mm=---=Tx =0. (2.15)

Der erste naheliegende Ansatz ist eine Taylor-Entwicklung um den
Ursprung. Dies setzt aber die Fréchet-Differenzierbarkeit im Ursprung
voraus. Das ist eine starke Annahme. Schwécher ist die Annahme der
Gateaux-Differenzierbarkeit. Das entspricht der Anndherung des Ur-
sprungs entlang beliebiger Geraden. Noch allgemeiner ist die Anné-
herung entlang einer beliebigen Kurve. Sei also

v:[0;e0) = R®
€ — (ﬁ1(a),...,ﬁk(s)) (2.16a)

eine Kurve mit

lim y(e) = 0. (2.16b)
e—0
Die Kurve y bezeichnet man auch als gekoppelten Grenziibergang (dis-
tinguished limit). Man betrachte nun an Stelle von y die Komposition

~

Goy(e) =Glxi,...,xn; T (e),..., T (g)). (2.17)

Ist y oy in € = 0 differenzierbar, dann gilt

~

Yoy(e) =y(x1,...,x0;0) + e (Goy) (0)+oe). (2.18)

Man beachte, dass diese Anforderungen an y oy deutlich schwiacher
sind als die Voraussetzungen fiir die Existenz von Fréchet- bezie-
hungsweise Gateaux-Ableitungen von y. Die Wahl einer Kurve wie
in (2.16) ist wesentlicher Teil des Modellierungsprozesses. Ein klas-
sisches Beispiel, das zeigt, dass eine andere Wahl des gekoppelten
Grenziibergangs ganz andere Prozesse beschreibt, ist der harmoni-
sche Oszillator (siehe z.B. Kevorkian und Cole, 1981; Klein, Vater u. a.,
2011).

Konkret werden die dimensionslosen Parameter aus IT7, TT, und
T3 (2.10) in Klein (2010) an einen kleinen Parameter ¢ gekoppelt. Fiir
e — 0 sei

I = (9(53), (2.19a)
T, = O(e), (2.19b)
M3 = 0(Ve). (2.19¢)

1"
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Mit diesem gekoppelten Grenziibergang erhdlt man aus (2.13) die
Gleichungen

0p opw
ﬁ + VH . (pU) + TZ = 0 (2.20&1)
ou ou 11
E+U'V“U+Wafz+2€(ﬂXV)“—i‘gEV”p:Qu (Z.ZOb)
0 0
fw—l—wV”w—i—w—W—l—Ze(Q X V)|
ot 0z
1 ]ap 1 (2.20C)
HErY R
00 00
3t +u-V0O +wa—Z = Qo (2.20d)
und
1
3
e= % (2.20€)

2.5 WIE GROSS IST €7

In der Asymptotik ist man grundsitzlich an dem funktionalen Ver-
halten fiir ¢ — 0 interessiert. Dennoch ist es manchmal hilfreich fiir
asymptotische Grofien, eine Vorstellung zu haben, in welcher Grofien-
ordnung der numerische Wert liegt. Die Frage, die sich stellt, ist fiir
welchen Wert von ¢ die Gleichungen von (2.10) und (2.19) am besten
zusammen passen. Es ist hervorzuheben, dass die folgenden Betrach-
tungen unabhéngig von den betrachteten Gleichungen sind.

Gleichung (2.19) besagt, dass es von ¢ unabhédngige Konstanten
Cq,Cy und C3 mit

M =Cy- e3 (2.212)
M, =Cy-¢ (2.21b)
M3 =Cz-¢ (2.21¢)

gibt. Als Grofien der Ordnung O(1) sollen die Konstanten C;, C, und
C3 dabei ,moglichst nahe” bei 1 liegen. Eine naheliegende Moglich-
keit ist, die Funktion

C; 1
Cle)=|[Cz]—[1 (2.22)
Cs 1

zu minimieren. Fiir die p-Norm erhélt man beispielsweise

Cle) = </|£*3 M — 1P +le T — 1P + e /2113 — 1|7, (2.23)

Die Werte von ¢, fiir die das Minimum erreicht wird, lassen sich Ta-
belle 2.3 entnehmen.
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1/¢
7.598 27
7.68772
7.689 61
7.685 64
10 7.68146

Tabelle 2.3: Werte fiir ¢ beztiglich der p-Norm.

o N~ N(T

Abbildung 2.1: Grafische Darstellung der Abhénigkeit von ¢ und «. (Refe-
renzgrofien aus Klein (2008))

Ein anderer Ansatz beriicksichtigt die Struktur asymptotischer Ent-
wicklungen starker. Betrachtet werden fiir « € R die folgenden sechs
Ungleichungen:

80(

N

Ci<e™™, 1i=1,2,3. (2.24)

Gesucht ist nun dasjenige ¢, das bei kleinstmoglichem « alle sechs
Ungleichungen erfiillt. Zusammen mit (2.21) fiithrt das zu sechs Un-
gleichungen fiir «:

MM <e < YL (2.252)
T, <e < /T (2.25b)
VYT e < PR/, (2.250)

In Abbildung 2.1 ist die x-Abhdngigkeit von ¢ grafisch dargestellt.
Liegt ¢ zwischen allen drei Paaren von Kurven, sind alle sechs Un-
gleichungen erfiillt. Gesucht ist der minimale Wert von «, fiir den
das moglich ist. Der Abbildung entnimmt man, dass es sich genau
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um den Schnittpunkt der dunkelblauen und hellroten Kurve handelt.
Damit ist & durch
_ logTly; —3logTl>
~ logTT +logTl,

=0.184 (2.26)

bestimmt. Das entspricht den Werten
Ci =068 Cp=147, C3=1.32 (2.27)
und

e =1/8.00. (2.28)

2.6 ASYMPTOTISCHE ANSATZFUNKTIONEN

Mit dem asymptotischen Gleichungssystem aus (2.20) ist der Grund-
stein fiir eine asymptotische Analyse atmosphérischer Phinomene ge-
legt.

Findet man nun Funktionen p(x,z,t;¢), ©(x,z,t;¢), u(x, z, t; ¢)
und w(x, z, t; ¢), die das Gleichungssystem (2.20) 16sen, hat man ei-
ne Beschreibung der atmosphérischen Stromungen, fiir die die Refe-
renzgrofien aus Tabelle 2.2 auf Seite g charakteristische Werte sind. In
dieser Allgemeinheit wird das auf Grund der Komplexitdt der Glei-
chungen nicht moglich sein. Ein moglicher Ausweg ist es, Losungen
der degenerierten Gleichungen fiir ¢ — 0 zu suchen. Wie eingangs
schon erwidhnt, miissen diese Losungen fiir beliebige Anfangs- und
Randwerte keineswegs Approximationen der gestorten Gleichung sein.
Die Losungen liefern allenfalls eine Vermutung, wie eine Losung aus-
sehen konnte. Mathematisch muss das in einem rigorosen Beweis ge-
zeigt werden. Das ist jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Zum Finden mdglicher Losungen wird hdufig der Ansatz

x(x,z,t;¢) :Zcbm(e)ocm(x,z,t) (2.29)

gewihlt, wobei ¢ (t) eine asymptotische Folge ist, fiir ¢ — 0 gilt also

ol = o(e1V)). (2.30)

Die asymptotische Grofienordnung von « ist durch die asymptoti-
sche Grofienordnung von ¢ (0) gegeben. Betrachtet man zum Beispiel
fiir « = v das Geschwindigkeitsfeld und sei ¢ (0) = (1), dann wer-
den atmosphdrische Phanomene untersucht, deren charakteristische
Geschwindigkeit u,.; entspricht, denn als Referenzgrofle ist u,.; von
der Ordnung O(1). Ist man an anderen Groflenordnungen interes-
siert, wird ¢ (°) entsprechend gewahlt. Mochte man zudem Phéno-
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mene studieren, deren raumliche und zeitliche charakteristische Gro-
Ben nicht denen entsprechen, mit denen dimensionslos gemacht wur-
de, werden die Argumente in den o(*) entsprechend umskaliert. Ein
entsprechend erweiterter Ansatz ist

(x,z,t;¢) Zd) V(g% x, g%z, e t) (2.31)

mit geeigneten Werten fiir die «,, «, und o¢. Die Wahl der ¢ (V)
ergibt sich aus den Gleichungen. Passen die gewihlten ¢ (*) nicht zu
den Gleichungen, erhilt man keine Losungen fiir kleine e.

Als Beispiel betrachte man mit abweichender Notation Holmes (1995,

(1.20)):

oa? +2eax—1=0. (2.32)
Fiir o« nimmt man eine asymptotische Entwicklung der Form

o= o0y eP(M) ... (2.33)

an. Einsetzen von (2.33) in (2.32) ergibt

(CX(O)Y 4 2eBa0o(1) 4.

+2£<oc(o)+aﬁoc(”—l—~~)—1 =0 (2.34)

fir ¢ — 0 (ebd., (1.22)). Zunachst folgt unmittelbar ((x(o) ) SN
Nur fiir B = 1 bekommt man eine widerspruchsfreie asymptotische
Losung, die von 0 verschiedene Stérungen zu ldsst (vgl. ebd., Exercise
4, S. 24).

Um die spéter folgende asymptotische Analyse mit solchen Ansatz-
funktionen zu erleichtern, bietet es sich an, neue Koordinaten gemafs
der oy, o, und oy einzufithren und (2.20) entsprechend umzuschrei-
ben (siehe Klein, 2010, S. 253). Fiithrt man die umskalierten Koordina-
ten

T=¢%t und § = e%x (2-35)

ein, entspricht das dem Entdimensionalisieren mit der charakteris-
tischen Zeit T = t,.;/e*'t und der horizontalen charakteristischen
Lange L = h,./e%x.

Nutzt man A® /T, = O(¢) aus (siehe (2.19)), ldsst sich die poten-
tielle Temperatur © dhnlich wie in Klein (ebd., S. 253) umschreiben:

@(&,Z,T;s):1+5(®1(z;s)+é(£,z,1;£)), (2.36)

mit ©,0 = O(1).
Da in den meisten betrachteten Regimen das Verhiltnis von vertika-
ler Geschwindigkeit zu horizontaler Geschwindigkeit dem Verhéltnis

15
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von h,. zu L entspricht und demnach von der Ordnung O (e*~) ist,

fuhrt Klein (2010, S. 253) eine skalierte vertikale Geschwindigkeit w
mit

w(E,z,T) = e W(E, z,T) (2.37)

ein.
Aus (2.20) wird dann das umskalierte und zu Klein (ebd., (9)) dhn-
liche Gleichungssystem

e*t 0p dpw
NP + V- (pu) + 3z 0 (2.38a)
e*t du _du (2 X V)H
eXx 0t 0z £ Xx (2.38b)
11 e
+5735 P =0y
t 9w 0w 20
RO Yy 22XV,
eXx 0t 0z €4 %x (2.38¢)
1 10p 1 23
ST poz 3w T Qw
£ 00 ~ 030  _00;
EMﬁ+u-v“®+wal+w 32 = Qo (2.38d)
1
~ py
elO@+0) = —1. 2.38e
(8+01) =" (2.38¢)

Hierbei bezeichnen Qf, Q;, und Qg an die Umskalierung angepass-
te Quellterme.

Die volle Michtigkeit entfaltet der Ansatz bei Mehrskalenproble-
men. Dort haben die Ansédtze die Form

a(x,z,t;e) =

) . t
Zd)(l)(s)a(l)(...,8,t,et,...,§,x,ex,...,z> (2.39)
i

Bei dem hier vorgestellten Vorgehen stellt das Entdimensionalisie-
ren mit globalen Referenzgrofien keine Einschrankung beziiglich der
Vielfalt der zu untersuchenden Probleme dar. Ganz im Gegenteil er-
moglicht dieser Ansatz, ausgehend von einer einheitlichen Basis, ein
transparentes Vorgehen.

Die wesentliche Annahme ist der gekoppelte Grenziibergang (2.19).
Die Wahl der Ansatzfunktionen in (2.39) ist weniger eine Annahme
als vielmehr eine Konsequenz des betrachteten Regimes.
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Grundlage dieses Kapitels ist die Arbeit von Paschke u.a. (2012), in
der ein konzentrierter, beinahe achsensymmetrischer, stark geneigter,
barokliner Wirbel im Gradient-Wind-Regime betrachtet wird, der in
eine quasigeostrophische Hintergrundstrémung mit schwacher verti-
kaler Scherung eingebettet ist. Die Betrachtungen beschrianken sich
auf den Fall mit trockener Luft, wobei aber Effekte asymmetrischer
diabatischer Erwdarmung berticksichtigt werden.

Ein Ziel (ebd.) ist die Herleitung asymptotischer Gleichungen fiir
die achsensymmetrische Umfangsgeschwindigkeit des Wirbelkerns
in fithrender Ordnung und der Wirbelbewegung unter Berticksichti-
gung der Wirbelkernstruktur.

Es gibt eine Vielzahl an Arbeiten, die Wirbelbewegungen untersu-
chen, aber die Kernstruktur aufier Acht lassen. Ebenso gibt es vie-
le Arbeiten zur Modellierung der Wirbelkernstruktur, zur Beschrei-
bung der Evolution von achsensymmetrischen, aufrechten Wirbeln
im Gradient-Wind-Regime, ohne die Wirbelbewegung zu beriicksich-
tigen. Fiir den zweidimensionalen Fall gibt es auch Arbeiten, die so-
wohl die Wirbelkernstruktur, als auch den Einfluss der Hintergrund-
stromung und die Bewegung des Wirbelzentrums berticksichtigen.
Damit ldsst sich aber nicht die vertikale Struktur, insbesondere eine
Neigung der Wirbelachse beschreiben (siehe Referenzen in ebd.).

Die Herleitung basiert auf dem einheitlichen Mehrskalenansatz von
Klein (2010, 2008), der in Kapitel 2 auf Seite 5 vorgestellt wurde. Mo-
tiviert durch Callegari und Ting (1978) werden dazu Hintergrund-
stromung und Wirbelkernstruktur zundchst separat analysiert und
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dann mit der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklun-
gen (siehe Eckhaus, 1979; van Dyke, 1964) aneinander angepasst.

Die vorliegende Arbeit stellt Paschke u.a. (2012) zusammengefasst
dar, wobei der Schwerpunkt auf der mathematischen Beschreibung
und weniger auf dem meteorologischen Hintergrund liegt. Des wei-
teren wird auf einen kleinen Fehler in der Arbeit hingewiesen und
diskutiert, wie dieser zu beheben ist, auch wenn die Details nicht bis
zum Ende ausgearbeitet werden.

3.1 AUSGANGSPUNKT

3.1.1  Beschreibung der quasigeostrophischen Hintergrundstromung

Ausgangspunkt der asymptotischen Analyse in Paschke u.a. (ebd.,
(2.7)) ist das Gleichungssystem aus (2.38). Untersucht werden soll ein
konzentrierter Wirbel, der in eine quasigeostrophische Hintergrund-
stromung eingebettet ist. Das quasigeostrophische Modell folgt aus
(2.38) fiir die Wahl von ¢** = ¢%* = 2. Das entspricht dem syn-
optischen Regime (Klein, 2010, §2.2.2). Des Weiteren wird von der
-Ebenen-Approximation

(QXV)H =(fo+ePy)k xu (3.1a)
(Q x V)J_ = QH Xu (31b)

Gebrauch gemacht. Dabei wird von einer linearen Approximation des
Coriolis-Parameters f = fo + y bei einem Breitengrad ¢o = 30°N
ausgegangen. Es ist fo = f(¢po) und f = (df/dy)($o) und y steht fiir
die lokale meridionale Koordinate in einer Tangentialebene an die
Erdkugel bei dem Breitengrad ¢o. Mit den Annahmen Qg = Q¢, =0
und Qg = Da/e - Qe (Pdschke u.a., 2012, (2.7)) erhdlt man aus (2.38)
das Gleichungssystem

op opw
2t +V, - (pu) + 5. 0 (3.2a)
ou ou fo—i-sBy 11
a +u- V‘U‘i‘ a kXU—Q—gBVHp =0 (32b)
ow ow 20 Xu 119p 1
a‘t +u- V‘W-l-wafz—f—Tﬁ—;Bafz——; (3.2C)
00 00 _d®; Da
af—i—u V‘®+Wa +w TZ—TQ@ (32(31)
und
1
<@+@1) T (3.2¢)
p

Diese Beschreibung der quasigeostrophischen Hintergrundstromung
entspricht im Wesentlichen Paschke u.a. (ebd., (2.7)). Allerdings wur-
de dort der Coriolis-Term aus (3.2c) weggelassen. Das ist insofern
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vertretbar, als dass er fiir die betrachteten Ordnungen keinen Beitrag
liefert. Auch wurde dort w mit w bezeichnet.

3.1.2  Beschreibung des Wirbels

Betrachtet wird hier ein konzentrierter, beinahe achsensymmetrischer,
stark geneigter, barokliner Wirbel, der in eine quasigeostrophische
Hintergrundstrémung mit schwacher vertikaler Scherung eingebettet
ist (ebd., §1.2). Der Wirbelkern hat einen typischen Durchmesser von
Lmes ~ 150km. Da von einem konzentrierten Wirbel ausgegangen
wird, gilt fiir das Verhéltnis von Wirbeldurchmesser und synoptischer
Langenskala

6 = Lmes/Lsyn < 1« (3'3)

Dabei ist die e-Abhdngigkeit von 6 noch zu bestimmen. Die als stark
angenommene Neigung des Wirbels soll sich dadurch auszeichnen,
dass die horizontale Auslenkung des Wirbels in der Hohe z von der
Grofienordnung des Wirbeldurchmessers ist. Bei einer Hohe des Wir-
bels von h,. ~ 10 km sind so sehr starke Neigungen moglich.

Im Folgenden bezeichne X, die horizontale Position des Wirbels
auf der synoptischen Lingenskala Lgyn, das heifit Xo = O (Lsyn). Sto-
rungen von dieser Position in der Groflenordnung des Wirbelkerns
O(Lmes) werden mit X bezeichnet. Um unrealistisch starke Neigun-
gen des Wirbels zu vermeiden und damit der schwachen vertikalen
Scherung Rechnung zu tragen, wird Xy als z-unabhédngig angenom-
men. Damit ldsst sich die horizontale Position des Wirbelzentrums in
einer Hohe z auf der synoptischen Skala als

X(t,z) = X(t,2)i+ Y(t,2)j = Xo(t) + 5 XV (t,2) (3.4)

schreiben (ebd., (1.1)). Das entspricht einer Normalen zur x —y-Ebene,
die in der Hohe z eine horizontale Storung von der Grofienordnung
O(Lmes) erfahrt. Siehe Abbildung 3.1 auf der niachsten Seite.

Wegen (3.3) erscheint der Wirbel im synoptischen Regime als Lini-
enwirbel, das heifst die komplette Wirbelstarke ist auf einer Linie kon-
zentriert. Wie in Callegari und Ting (1978) beschrieben, erzeugt der
Linienwirbel ein Geschwindigkeitsfeld, das entlang des Wirbels sin-
guldr ist. Ziel ist es aber, diese Singularitit aufzulésen und das kom-
plette endliche Geschwindigkeitsfeld zu beschreiben. Um die Wirbel-
kernstruktur zu studieren, wird das Gradient-Wind-Regime betrach-
tet.

Im Gegensatz zum Quasigeostrophischen Regime wo eine Balan-
ce zwischen Druckgradient und Coriolis-Termen herrscht, zeichnet
sich das Gradient-Wind-Regime durch eine Balance des Druckgra-
dienten, der Zentrifugalbeschleunigung und der Coriolis-Terme aus.
Diese Balance liefert letztendlich auch die (asymptotische) Grofien-
ordnung von Lpes. Es ist also diejenige Umskalierung gesucht, die in
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LlIl(‘,S

Abbildung 3.1: Geneigter konzentrierter mesoskaliger Wirbel der charakte-
ristischen Hohe h,. mit einem typischen Kerndurchmesser
von Lmes, eingebettet in eine Umgebung auf der synopti-
schen Skala (Lsyn), mit hy. < Lmes < Lsyn. (Pdschke u.a.,
2012, FIGURE 1)

(3.2b) eine Balance des zweiten, vierten und fiinften Terms erzeugt.
Sei 6 = €% und Pmes = €YPrr- Um eine Balance zwischen den drei
Termen herzustellen, muss

3a=l4+a=34+a—y (3.5)

gelten. Es folgt « = 1/2 und y = 2 und damit Lyes = el/ 2Lsyn und
Pmes = O(Ezpref)-

Das Vorgehen der weiteren Analyse dhnelt stark dem von Callegari
und Ting (1978), denn mit Lpes / Lsyn = 0 = el/2 liegen wie in Cal-
legari und Ting (ebd.) zwei asymptotische Regime vor. Dort werden
schlanke Wirbel betrachtet, das heifst, das Verhiltnis von Wirbeldurch-
messer zu Wirbelldnge ist sehr klein. Im Gegensatz dazu folgt in dem
hier betrachteten Fall aus (3.3) und h,. = estyn fiir das Verhiltnis
von Wirbeldurchmesser zu Wirbelldnge

L
he 5 (36)

Mit Lines und Lsyn hat man zwei asymptotisch separierte Langenska-
len, die in den folgenden beiden Abschnitten zunéchst getrennt von
einander analysiert werden. In Abschnitt 3.4 auf Seite 25 werden die
gewonnenen Resultate dann mit einander in Beziehung gesetzt.
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3.2 QUASIGEOSTROPHISCHE HINTERGRUNDSTRO-
MUNG

Die asymptotische Analyse der quasigeostrophischen Hintergrund-
stromung besteht im Wesentlichen aus einer leicht modifizierten Her-
leitung nach Pedlosky (1987) (siehe Klein, 2008; Pdschke u.a., 2012).
In diese Hintergrundstromung wird ein geneigter, singuldrer baro-
kliner Linienwirbel eingebettet. In fithrender Ordnung herrscht in
der quasigeostrophischen Approximation geostrophisches Gleichge-
wicht, also ein Gleichgewicht zwischen Corioliskraft und Druckkraft.
In hoherer Ordnung werden aber auch Divergenzen der horizonta-
len Stromung beriicksichtigt. Wie in der Meteorologie iiblich, wird
zur Beschreibung des Stromungsfeldes nicht das Geschwindigkeits-
feld v verwendet, sondern die Wirbelstirke ¢ = k- (V x v) und eine
Stromfunktion . Fiir ein horizontales Geschwindigkeitsfeld u und
den horizontalen Gradienten V| gilt dann u = —k x V3. Die ,[.. ]
potentielle Vorticity [ist] eine Erhaltungsgrofle fiir adiabatische Vor-
giange” (Etling, 2008) und steht in direktem Zusammenhang zu der
Vorticity.

Wie in Paschke u. a. (2012, §3.1) werden asymptotische Ansatzfunk-
tionen fiir Druck, Dichte, potentielle Temperatur sowie horizontales
und vertikales Geschwindigkeitsfeld gewdhlt. Insbesondere sei

u=ul® 42172 4 eull) 4 3/24(3/2) —1—0(53/2) . (3.7)

Das horizontale Geschwindigkeitsfeld und die geostrophische Strom-
funktion in den ersten beiden Ordnungen werden durch

u=u 45ul17?), (3.8a)

1
_ (2) 4 §p(5/2)

¥ oofo (p +op ) (3.8b)
abgekiirzt. Die Groflen po, p(?) und p®/2) sind von der Ordnung
O(1) und aus den asymptotischen Ansdtzen von Péaschke u.a. (ebd.,
(3.1)). Aus (3.2b) kann man die beiden Gleichungen

Vi-u=0 und u=-kxVp (3.9)

gewinnen. Wie bei Klein (2008) lasst sich eine elliptische Gleichung
zur Beschreibung von 1 herleiten. Es gilt namlich

(VHZ + LZ)ll) = —Crels (3.10)
wobei V}? der horizontale Laplace-Operator,
fz 0 Po 0-
Ll]=2_— (202 .
=0z (@4 61) (3.11)

ein linearer Operator (siehe Pdschke u.a., 2012, (3.12)) und ¢y die re-
lative potentielle Vorticity ist. Da hier von einem Linienwirbel von
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endlicher Zirkulation ausgegangen wird, weist das induzierte Ge-
schwindigkeitsfeld entlang des Linienwirbels eine Singularitdt auf.
Diese Betrachtungen sind analog zu Callegari und Ting (1978) und
auch hier wird der Quellterm, die relative Vorticity, in einen regula-
ren ¢, und einen singuldren qs Anteil aufgespalten:

Jrel = Js + dr (3.12)

(Paschke u. a., 2012, (3.12)). Bezeichne r den horizontalen Abstand zur
Wirbelzentrumslinie und X(t, z) einen Punkt in der Nidhe der Wirbel-
zentrumslinie, dann ladsst sich jeder Punkt x = (x,y,z) in der Form

x—X(t,z) =re; =1(icos0+j sin0) (3.13)

darstellen (ebd., (3.17)). Das ist zumindest dann der Fall, wenn bei
gegebener Kriimmung der Abstand zur Zentrumslinie klein genug
ist, wovon hier immer ausgegangen wird. Der reguldre Anteil besitzt
fiir r — 0 dann einen endlichen Grenzwert. Der singuldre Anteil wird
in Form einer §-Distribution dargestellt:

qS(tl X, Z) - r(t/Z) 62(X _X(t/ Z)) (314)

(ebd., (3.14)). Hier bezeichnet 6y (-) die k-dimensionale Delta-Distri-
bution und

Mt z) =T t,z)+ 6T (t,2) + 0(8) (3.15)

die totale Wirbelzirkulation als Maf3 fiir die Wirbelstarke (ebd., (3.15a)).

Um 1V zu bestimmen, wird in Padschke u.a. (ebd., § 3.3.1) sukzes-
sive das dominante singuldre Verhalten eliminiert. Wie sich kiirzlich
herausstellte, ist dieses Vorgehen nicht ganz korrekt. Weiter unten
wird beschrieben, wie stattdessen vorzugehen ist. Eine genaue Ausar-
beitung ist in Arbeit und wird als Erganzung zu Paschke u.a. (ebd.)
veroffentlicht werden. Es soll nun kurz erlautert werden, wo das Pro-
blem in dem Vorgehen bei Paschke u.a. (ebd.) liegt.

Die Idee des sukzessiven Vorgehens, um das dominante singula-
re Verhalten zu eliminieren, geht nicht auf, da das betrachtete Ko-
ordinatensystem nicht orthogonal ist, insbesondere steht die vertika-
le Koordinate nicht senkrecht zu einem horizontalen Schnitt durch
den Wirbel. Das erzeugt in jedem Schritt einen singuldren Anteil der
Grofienordnung O(8). Fiir die vertikale Ableitung des horizontalen
Abstands r zur Wirbelzentrumslinie gilt dann nach (3.13) und (3.4)

§ ox(M)

0 0
St00y,2,8) = [l = X(62)]| = (x =XV (g,2)) 25—

(3-16)

Es entsteht also ein weiterer singuldrer Anteil. Ausweg wird wie bei
Callegari und Ting (1978) ein lokales orthogonales Koordinatensys-
tem sein.
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Es ist jedoch nicht zu erwarten, dass sich an dem Resultat Wesentli-
ches dndern wird. Fahrt man deshalb wie bei Paschke u. a. (2012) fort,
erhélt man nach einer aufwendigen Rechnung

I
b =—o—Inr+ Mor?(Inr — 1) +-5Myrinr = 8"Mz +3 - (3.17)

(ebd., (3.25)). Hierbei ist 13 ein reguldrer Anteil der Stromfunktion,
der in r = 0 insbesondere stetig ist. Die Grofien My (t,z), M1 (t,0,z) =
—M; - e; und M;(t, 6, z) sind wie in Paschke u.a. (ebd., (3.22)) durch

159 (podl
° 7 8mpo az<®q 0z )’ (3:18a)
29 [pol?ox
Mi = 4n%raz< e oz ) er=Mien G-180)
1
f3r ox17? ox(117?
W—%mq%'w}_k'm}' 5159

gegeben. Damit hat man eine explizite Darstellung der Singularitat
auf der Wirbelzentrumslinie. Auflerhalb der Wirbelzentrumslinie ist
(3.17) eine asymptotische Approximation der geostrophischen Strom-
funktion. Aus (3.9) und (3.17) ergibt sich fiir das horizontale Ge-
schwindigkeitsfeld u in synoptischen Koordinaten bis zu einer Ord-
nung O(9)

ENu=1u= <F—Mor(21nr—1)> ep
2nr

§(Intk x My + (M - er)eg) + Ureg, (3.19)

mit dem reguldren Geschwindigkeitsfeld

ureg = ul(‘é)g] +9 ulge]g/Z) =—kx V\Iwz (3'20)
Dabei bezeichnet E!') u die asymptotische Entwicklung von u bis zur
Ordnung O(3).

3.3 WIRBELKERNSTRUKTUR

Um das singuldre Verhalten genauer zu studieren, wird die Wirbel-
kernstruktur im Gradient-Wind-Regime betrachtet.

Fiir die Analyse wird ein mitbewegtes Koordinatensystem einge-
fiihrt, das es erlaubt, den mesoskaligen Bereich um die Wirbelzen-
trumslinie aufzultsen. Die Wirbelzentrumslinie aus (3.4) wird dabei
um einen Term der Grofienordnung des Wirbelkerndurchmessers ge-
stort,

x:X(t,z)+6§:Xo(t)+6<Xm(t,z)+§). (3.21)
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Um die Achsensymmetrien des Wirbels beschreiben zu kénnen, wird
X =X 1 +7 j umgeschrieben

cos 0, i=e,cos0—egsino, (3.22a)
sin 0, j =e;rsin® 4 egcosO, (3.22b)

(Paschke u.a., 2012, (4.3)) wobei e, und eg die Einheitsvektoren in
Polarkoordinaten sind. Zusammen mit (3.13) ergibt sich

T=r1/d. (3-23)

Fiir das Geschwindigkeitsfeld als zeitliche Anderung des Ortes erhalt
man aus (3.21) und (3.22) eine Zerlegung in die Wirbelbewegung und
eine relative Geschwindigkeit

0X
u=Utue = 7=+ (Urer +up eo) (3-24)

mit der Umfangsgeschwindigkeit ug und einer Geschwindigkeits-
komponenten in radialer Richtung w.. Dabei gilt fiir die horizontalen
Ableitungsoperatoren der synoptischen Skala V| und der Mesoskala
V die Transformationsformel
0 10 ~
_ a1 9 L -
V, =06 (era?+ee?ae> 7'V (3.25)

(siehe ebd., (4.6)). Fiir ug und u, werden die asymptotischen Ansatze

up(t,x, z;e) =6 u(eo)(t,?, z) + ug ) (t,7,2) (3.26a)
+ouy (t,7,0,2) + 0(5), (3.26b)
Wt xz;e) = 5w’ (,7,6,2) + 0(5), (3.260)

gewdhlt (siehe ebd., (4.12)). Der asymptotische Ansatz fiir ug erlaubt
hohe Umfangsgeschwindigkeiten und geht von einer Achsensymme-
trie, also einer Winkelunabhangigkeit der Umfangsgeschwindigkeit,
aus, die erst ab der Ordnung & durch eine Winkelabhédngigkeit ge-
stort wird. Nach einiger Rechnung gelangt man so zu einer Evoluti-
onsgleichung fiir die achsensymmetrische Umfangsgeschwindigkeit

in fithrender Ordnung u(eo),

(0) (0) (0) (0)
Oug (1) Oy (2) [ Oug Ug
= — 4 f
ot T Wo 0z + 00 or + T +o

(2) u(O)
= Ur,x % (3-27)

(siehe ebd., (4.21)). Hierbei bezeichnen ug,zo)o und w(()” die achsen-

symmetrischen Anteile der radialen und vertikalen Geschwindigkei-
ten, die direkt durch achsensymmetrische diabatische Erwdrmung in-
duziert werden. Der Quellterm auf der rechten Seite kommt durch
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nichtlineare Interaktion der Wirbelneigung mit asymmetrischer dia-
batischer Erwdrmung zustande. Die Grofse uﬁi} hédngt von der relati-
ven Ausrichtung der Wirbelneigung und der Asymmetrie der diaba-
tischen Erwdrmung ab und ist durch

(1 (1
I o s 62
gegeben (ebd., (1.3d)).

Bei der Wechselwirkung zwischen Wirbelbewegung und Wirbel-
kernstruktur spielen die asymmetrischen Anteile von u(ez) und u(?
eine entscheidende Rolle. Fiir eine genaue Herleitung der asymme-
trischen Anteile sei auf Paschke u.a. (ebd., §4) verwiesen. Allgemein

wird fiir winkelabhdngige Funktionen F die Fourierzerlegung in einen

25

symmetrischen (winkelunabhingigen) und einen asymmetrischen (win-

kelabhidngigen) Anteil
F(0) =Fo + Z (Fn1sin(n®) + Fn2 cos(no)) (3-29)

aufgeteilt. Fiir die asymmetrischen Anteile von uéz) und ugz), aus-

gedriickt in einem Geschwindigkeitspotential ¢(?) und einer Strom-
funktion (2), bedeutet das

2) 2) 1@11)(2) ad)(Z)

Ur =Wy = =55 + P (3.30a)
2 (@) _all)(ZJ 15(1)(2)
Up —Ugo =~ t= 20 (3.30b)

(siehe ebd., (4.28)). Fur die asymptotische Entwicklung des horizon-
talen Geschwindigkeitsfeldes bis zu einer Ordnung von O(9) ergibt
sich zusammen mit (3.24), (3.25) und (3.26)

~(1 dXo  ox(M 1
E”Tu:—dtoﬂs e+ 5 (u ouf !+ 87 ugy)

eo + éuirzo) er+ 6(6(})(2) —k x 61])(2)). (3.31)
Hierbei steht T fiir die Transformation in das mitbewegte mesoskalige
Koordinatensystem (3.21). Mit ug,zo)o und uE@ aus (3.27) gilt

(2) (2) (2)

ur,O = ur,OO + Ur,x - (332)

Damit hat man eine asymptotische Darstellung des horizontalen Ge-
schwindigkeitsfeldes auf der Mesoskala.

3.4 MATCHING

Mit (3.19) und (3.31) sind zwei Darstellungen fiir das horizontale
Geschwindigkeitsfeld u gegeben, einmal auf der synoptischen Skala
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und einmal auf der Mesoskala. Ziel ist es nun, daraus Bewegungs-
gleichungen fiir die Wirbelzentrumslinie unter Berticksichtigung der
Wirbelkernstruktur herzuleiten, die insbesondere die asymmetrische
diabatische Erwdarmung bertiicksichtigen. Die dazu verwendete Me-
thode geht auf die Matching-Prinzipien von van Dyke (1975) zurtick,
in einer Form wie sie in Eckhaus (1979) zu finden ist.

Loosely speaking, van Dyke’s matching principle requires
“the near-field behaviour of the outer solution to match
the farfield behavior of the inner solution” when both are
expressed in the inner coordinates. (Padschke u.a., 2012,

S. 17)

Dazu wird (3.19) in den mesoskaligen Koordinaten ausgedriickt
und bis zu der Ordnung O(6) entwickelt,

VTR 4 (333)
— u© +5(u(()1/2) Lx(. (V”u(o))o) (3-33b)
1T PO
+ <527r?_6M0 T2InT—1+1In 6)>ee (3-330)
+0 < [ln?—ln H k xM; + (M - er)ee) (333€)

(ebd., (5.6)). Dabei bezeichnet (/\) das mesoskalige Koordinatensystem
und das Superscript (_)(1) eine Entwicklung bis zur Ordnung O(9).
Der erste O(8)-Term resultiert aus einer Zwei-Term Taylorentwick-
lung des reguldren Geschwindigkeitsfeldes aus (3.20) unter Bertick-
sichtigung von (3.24).

Aufserdem driickt man (3.31) in den Koordinaten der synoptischen
Skala aus, entwickelt ebenfalls bis zu einer Genauigkeit von O(6) und
transformiert dann abermals in das mesoskalige Koordinatensystem
und entwickelt wieder bis zur Ordnung O(5)

EVTEOT E Tu (3.342)
dx, _ox)

_ 920 5 .34b

i 0 o (3-34b)

=) N VAT 1 2
+E TEDT 1[5( gusugu@zugg)}ee (3-34)

_gVTEM T sk x 97| (3.34d)
+3(InTk x My + (M; -e;)eg —k x ¥) (3-34€)

(ebd., (5.14)). Hierbei bezeichne T wieder die Transformation in das
mesoskalige Koordinatensystem und T~ bezeichne die inverse Trans-
formation in das synoptische Koordinatensystem. Weiter ist

B = 933 sin(26) + 92 cos(20) (335)
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(siehe 3.29) und 1 ein komplexer Ausdruck, der sowohl die Wirbel-
kernstruktur, als auch die asymmetrische Erwdarmung und die Wir-
belneigung beinhaltet (siehe ebd., (5.12)). Der Herleitung der letzten
Gleichung geht eine sehr komplexe Rechnung voraus (siehe ebd., §4.4,
§5.2.2).

Van Dykes Matching-Prinzip in der Form von Eckhaus (1979) pos-
tuliert die Gleichheit von (3.33e) und (3.34e). Ein Vergleich der einzel-
nen Terme in den jeweiligen Ordnungen ergibt insbesondere die Be-
wegungsgleichungen fiir die Wirbelzentrumslinie unter Berticksich-
tigung der Wirbelkernstruktur. Fiir Details und weitere Ergebnisse
aus dem Matching sei auf Paschke u.a. (2012, § 5.2.3) verwiesen. Die
Bewegungsgleichungen sind nach (3.33e) und (3.34¢) durch

% = u(()o) (3.36a)
a’;:) =ul"? XV (vul@), (3.36b)
— ln% (kxMq)+ (kxV¥) (3.36¢)
gegeben.

Aus den Bewegungsgleichungen fiir die Wirbelbewegung lassen
sich zwei Konsequenzen ableiten. Erstens kann ein Wirbel unter den
betrachteten Bedingungen einer zu starken Scherung der Hintergrund-
stromung nicht standhalten. Zweitens gibt es eine selbstinduzierte
Bewegung des geneigten baroklinen Wirbels, die Auslenkungen in
der Groflenordnung des Wirbelkerns induziert. Vergleichbar einem
Schwimmer, der sich aufgrund seiner Korperbewegung im Wasser
fortbewegen kann, unabhédngig von der Stromung des Gewéssers.

3.5 ALTERNATIVE BESTIMMUNG DER STROMFUNK-
TION

Wie weiter oben schon erwdhnt ist das Vorgehen sukzessive die do-
minanten singuldren Anteile der Stromfunktion zu eliminieren, nicht
ganz korrekt. Es wurde erldutert, dass das Problem auf ein nicht or-
thogonales Koordinatensystem zuriickzufiihren ist. Um das zu umge-
hen betrachtet man ein an die Wirbelzentrumslinie geheftetes lokales
Koordinatensystem, das im Detail von Callegari und Ting (1978, Ap-
pendix A) beschrieben wird.

3.5.1 Lokales mitbewegtes orthogonales Koordinatensystem

Sei C eine Kurve in dem orthogonalen Koordinatensystem auf der
synoptischen Skala mit den Basisvektoren i,j, k und dem Parameter
z zur Zeit t = 0. Dann kann C zu jeder Zeit t durch X(z, t) parametri-
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siert werden. Zu C gehoren dann der Tangentialvektor T, der Norma-
lenvektor n und der Binormalenvektor b, die durch die Serret-Frenet
Formeln gegeben sind.

oX _ To ot _ Kon (3:37a)
=~ 10, 5, = <on, 3.37
ob on
) =—Ton, 5, = (Tb—xTo, (3-37b)
mit
2z |loX 1] 07 —10b
“—az‘Haz' =5zl TTea™ 69

wobei Z(z,t) die Bogenldnge zur Zeit t gemessen von z = 0 ist.

Sei x = &1i+ &,j + zk der Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt
und bezeichne X wie in (3.4) einen Punkt auf der Wirbelzentrumslinie,
dann wird x in der Form

x=X(z,,t)+r.r, +2z k (339)

geschrieben, wobei r, ein Einheitsvektor in der nb-Ebene ist und z,
so gewdhlt ist, dass

IIX(z,,t) +z, k—x]| (3.40)

minimal ist. Sei ¢ der Winkel zwischennund r, dannsind (r,,0,,z,)
orthogonale Koordinaten, wenn 0, durch

0. =¢ —060(z., 1) (3.41)
mit

00y

%z ol (3.42)

definiert ist (Callegari und Ting, 1978, Appendix A).

3.5.2 Vorgehen zum Lésen der elliptischen Gleichung von 1

Der Trick zum Losen von (3.10) besteht aus zwei Schritten.
Der erste Schritt besteht aus einer Umskalierung der Vertikalkoor-
dinate gemafs der Transformation

1
dz = o7 dc. (3-43)

Mit Q(z) = fozp(o]/®1 '(z) wird dann aus (3.10) die Gleichung

Ve (DV D) = —(qrel (3-44)

wobei D = diag (1,1,Q(z)p!%)(z)) eine Diagonalmatrix ist.

Der zweite Schritt besteht darin die letzte Gleichung in den oben
eingefiihrten (r,,0,,z,)-Koordinaten zu schreiben und darin zu 16-
sen.

Eine genaue Ausarbeitung der Schritte wird als Ergédnzung zu Pasch-
ke u. a. (2012) veroffentlicht werden.
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EINLEITUNG

Eine Vielzahl mathematischer Modelle aus unterschiedlichen Berei-
chen, wie den Natur- oder Wirtschaftswissenschaften oder dem In-
genieurwesen, lassen sich durch Differentialgleichungen beschreiben.
Haufig ist man an zeitlichen Zustandsdnderungen interessiert, die
sich durch gewohnliche Differentialgleichungen beschreiben lassen.
Nur wenige dieser Gleichungen lassen sich analytisch losen. Ist dies
nicht moglich, versucht man qualitative Aussagen iiber das Losungs-
verhalten zu treffen oder man sucht Ndherungslosungen. Solche Na-
herungslosungen konnen durch numerische Verfahren oder auch ei-
ne asymptotische Analyse gewonnen werden. Zu den einfachsten nu-
merischen Verfahren gehoren die expliziten Verfahren, das einfachste
unter ihnen ist das explizite Euler-Verfahren. Anfang der 1950er Jahre
hat man spezielles Augenmerk auf gewthnliche Differentialgleichun-
gen gelegt, die nur mit besonders hohem Aufwand mit expliziten Ver-
fahren numerisch gendhert werden konnten. Sie wurden als steife Dif-
ferentialgleichungen bezeichnet. Der Name kommt daher, dass solche
Systeme auf Auslenkungen aus einer Ruhelage durch sehr starkes zu-
riickschnellen antworten, um ,,steif” in ihrer Ruhelage zu verharren.
Was dies genau bedeutet wird in den folgenden Kapiteln deutlich. Es
gibt auch noch einen anderen Typ von Gleichungen die numerisch an-
spruchsvoll sind, ndmlich solche, die zu oszillatorischen Problemen
gehoren. Derartige Probleme werden in dieser Arbeit aber nicht be-
trachtet.

Zur selben Zeit etablierte sich eine ganz andere Methode um Na-
herungslosungen zu finden, die Storungsrechnung bzw. die asympto-
tische Analyse — die Anfidnge der asymptotischen Analyse gehen auf
Poincaré und Lindstedt zuriick und sind &lter. Diese beiden Ansitze
sind vollkommen verschieden und wurden lange Zeit vollig getrennt
voneinander genutzt. Erst in den letzten Jahren wird versucht beide
Ansitze parallel zu nutzen um das Losungsverhalten von Differenti-
algleichungen besser beschreiben zu kénnen.

Es gibt Bemiihungen diese Ansétze zu verbinden, wie zum Beispiel
in der ,Computational Singular Perturbation”“-Methode (Lam und
Goussis, 1989). In dieser Arbeit wird aber ein anderer Weg gegangen.
Steifes Verhalten von Differentialgleichungen soll ausschliefslich an-
hand der Struktur der zugrunde liegenden Gleichungen beschrieben
werden, ohne Begriffe aus der Numerik zu verwenden, wie beispiels-
weise Diskretisierung, Anzahl von Rechenschritten oder dhnliches.

In Abschnitt 2 geht es zundchst um steife Differentialgleichungen
im klassischen Sinne, bevor der Bezug zur Asymptotik hergestellt
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wird. Abschnitt 3 liefert eine mathematische Definition fiir steife Lo-
sungen von Familien von Differentialgleichungen, die in Abschnitt 4

zusammen mit Arbeiten aus der einschldgigen Literatur diskutiert
wird.
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In Abschnitt 2.1 wird gekldart was man im klassischen Sinne un-
ter steifen Differentialgleichungen versteht. Dabei geht es zundchst
vor allem um die historisch erste Sichtweise aus dem Blickwinkel der
Numerik, die an Beispielen verdeutlicht wird. In Abschnitt 2.2 wird
durch die Parametrisierung von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen die Briicke zu einer asymptotischen Sichtweise geschlagen, in der
statt einzelner Differentialgleichungen ganze Familien von Differen-
tialgleichungen betrachtet werden. In Abschnitt 2.3 wird die Schwie-
rigkeit einer von der Numerik losgelosten mathematischen Formali-
sierung steifer Differentialgleichungen an einer Vielzahl von Zitaten
dargelegt.

2.1 STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN IM KLAS-
SISCHEN SINNE

Historisch geht der Begriff der steifen Differentialgleichung auf Cur-
tiss und Hirschfelder (1952) zurtick.

Sie [Curtiss und Hirschfelder] fithrten den Begriff der stei-
fen Differentialgleichungen (engl. stiff differential equati-
ons) fiir solche chemischen Reaktionen ein, bei denen sich
die schnell reagierenden Komponenten in sehr kurzer Zeit
einem Gleichgewichtszustand ndhern, wenn die langsam
verdnderlichen Komponenten eingefroren, d. h. ,steif” ge-
macht werden. (Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012,
S. 203).

Als Beispiel fiir solche chemischen Reaktionen wird das Reaktions-
modell nach Robertson (Hairer und Wanner, 2010, S. 3) betrachtet.

33
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Beispiel 2.1. Das Reaktionsmodell nach Robertson kann durch drei
Reaktionsgleichungen beschrieben werden.

0.04

A——B (langsam) (2.1)
B+B 21 Cc1B (sehr schnell) (2.2)
B+C % AtC (schnell). (2.3)

Die erste Reaktionsgleichung beschreibt die Stoffumwandlung eines
Stoffes A mit einer zeitlichen Rate von 0.04 in einen Stoff B. Dies be-
deutet genauer, dass Stoff A mit einer Rate von 0.04 abgebaut, wih-
rend mit der selben Rate Stoff B gewonnen wird. Aus der dritten
Reaktionsgleichung geht hervor, dass die Stoffe B und C mit der Rate
10% zu den Stoffen A und C umgewandelt werden. An der Bilanz von
Stoff C dndert sich durch diese Reaktion nichts. Die zweite Reaktions-
gleichung gibt an, dass zwei Anteile des Stoffes B in einen Anteil des
Stoffes C und einen Anteil des Stoffes B umgewandelt werden, und
das mit einer Rate von 3 -10”. Das Entscheidende an dieser Stelle
ist, dass hier drei Reaktionen mit sehr unterschiedlichen Reaktions-
geschwindigkeiten ablaufen. Mit entsprechenden Startwerten ergibt
sich das Anfangswertproblem

X1 = — 0.04%x7 +10* x2x3, x1(0) =1, (2.4)
X2 = 0.04x7 —10%xox3 —3-10"x3, x2(0) =0, (2.5)
X3 = 3.107%3, x3(0) = 0. (2.6)

Fiir eine formale Beschreibung wie man von einem System von Reak-
tionsgleichungen auf ein System von Differentialgleichungen gelangt,
sei auf Aiken (1985, S. 44) verwiesen.

Fiir simtliche in dieser Arbeit gerechneten Beispiele wurde das As-
simulo Framework (Andersson, Fiihrer und Akesson, 2014) unter Py-
thon verwendet. Ohne nédher auf die numerische Losung einzugehen
(siehe dazu auch Hairer und Wanner (2010, S. 3)), betrachte man die
zeitliche Entwicklung der drei Komponenten in den Abbildungen 2.1
bis 2.2 auf den Seiten 35—36. Abbildung 2.1 zeigt das Verhalten tiber
einen ,langen” Zeitraum bis zur Zeit t = 1. Alle drei Komponen-
ten verhalten sich nahezu linear. Die ersten beiden fallen, die dritte
wéchst. In Abbildung 2.2 ist der Verlauf bis zur Zeit t = 0.01 dar-
gestellt. Das Verhalten der ersten und dritten Komponente in Abbil-
dung 2.2 ist fast identisch zu dem Verhalten der jeweiligen Kompo-
nente in Abbildung 2.1. Ganz anders verhilt sich die zweite Kompo-
nente. In Abbildung 2.2 gibt es einen rapiden Anstieg in kurzer Zeit,
danach verlduft der Graph wieder so wie in Abbildung 2.1. Im Ge-
gensatz zu dem rapiden Anstieg der zweiten Komponente sind die
erste und dritte Komponente tiber die ganze Integrationszeit hinweg
,eingefroren” und dndern ihr nahezu lineares Verhalten nicht. Diese
Beobachtungen gelten als charakteristisch fiir steife Differentialglei-
chungen.
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Abbildung 2.1: Chemische Reaktion nach Robertson (langsame Dynamik).



36 | MOTIVATION

x10~% +9.996x 10!

4.0 —
35 : . : :
B0
25 SRl e
E T SIS (IS S
] s I RTINS
TO i e SRR e
] S R SO

OO E T R R R B
0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t x10—2

Abbildung 2.2: Chemische Reaktion nach Robertson (schnelle Dynamik).
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Um solches Verhalten bei gew6hnlichen Differentialgleichungen zu
beschreiben, gaben Curtiss und Hirschfelder (1952) die historisch ers-
te Definition fiir steife Differentialgleichungen.

Curtiss und Hirschfelder (ebd.) betrachten Differentialgleichungen
vom Typ

Yy~ Gx)l/alxy), (2:7)
wobei die rechte Seite fiir eine allgemeine Funktion von x und y steht,
die fiir jeden Wert von x die Nullstelle y = G(x) besitzt. Weiterhin soll
G(x) deutlich schwacher in x variieren als exp (x/a(x, G(x))). Was
genau das bedeuten soll wird nicht klar. Fiir eine vorgegebene ge-
wiinschte numerische Auflosung Ax von x nennen sie die Gleichung
steif, falls die folgende Bedingung erfiillt ist

a(x,y)
Ax

' <. (2.8)

Diese Definition hdangt also auch von einer vorgegebenen numeri-
schen Auflosung ab und nicht allein von der mathematischen Struk-
tur der Gleichung.

Um den Zusammenhang der historischen Definition nach Curtiss
und Hirschfelder (ebd.) und Beispiel 2.1 zu verstehen, werden zu-
néchst einfachere Beispiele betrachtet, die das wesentliche Verhalten
steifer Differentialgleichungen herausstellen.

Beispiel 2.2. Betrachtet wird ein einfacher Zerfallsprozess, bei dem
die Abnahme einer bestimmten Stoffmenge —% proportional zu der
Stoffmenge x selber ist. Dieser Zerfallsprozess gentigt dem Anfangs-
wertproblem

X = —%x, x(0) = xo, (2.9)

mit ¢ > 0. Diese Gleichung kann als Spezialfall von (2.7) angesehen
werden. Die exakte Losung

x(t) = xp exp (—i) (2.10)

fallt fiir xo # 0 exponentiell und zwar umso schneller, je kleiner ¢
ist. Der Punkt xo = 0 ist ein Fixpunkt. Abbildung 2.3 auf der néchs-
ten Seite zeigt fiir zwei Werte von ¢ Losungskurven fiir verschiedene
Startwerte. Selbst fiir kleine Startwerte schmiegen sich die Losungs-
kurven, anders als in Abbildung 2.5 auf Seite 39, rasch aneinander.

Wihlt man nun fiir eine numerische Ndherungslosung das expli-
zite Euler-Verfahren auf einem dquidistanten Gitter der Schrittweite
T > 0, berechnen sich die approximierten Werte an den Gitterpunkten
fiir xo = 1 durch

Xkl = (1 — %)k, k € Np. (2.11)
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Abbildung 2.3: x = —Ix.
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Abbildung 2.4: Explizites Euler-Verfahren fiir x = —2x.

Fiir T > ¢ spiegelt die Ndherung das monotone Fallen der exakten Lo-
sung nicht wider und xy oszilliert um 0. Die Oszillation ist umso stér-
ker, je kleiner ¢ ist. Fiir T > 2¢ oszilliert die Naherungslosung nicht
nur, sie explodiert auch, siehe Abbildung 2.4. Ubersetzt in die Nota-
tion von Curtiss und Hirschfelder (1952) bedeutet T >> ¢, dass (2.8)
erfiillt ist. Nach der Definition von Curtiss und Hirschfelder (ebd.) ist
(2.9) also steif.

Es ist iiberraschend, dass das numerische Verfahren bei einer ex-
akten Losung, die nach kurzer Zeit fast identisch der Nullfunktion
ist, solche Probleme hat. Das ist ein typisches Verhalten steifer Diffe-
rentialgleichungen und passt zu einer Charakterisierung von Simeon

(2003).

Ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist steif,
wenn explizite Verfahren aus Stabilitdtsgriinden extrem
kleine Schrittweiten verwenden, obwohl sich die Losung
kaum andert; implizite Verfahren dagegen grofie Schritt-
weiten einsetzen konnen. (ebd.)
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Abbildung 2.5: x = —1x2.

Fiir (2.10) ergibt sich aus der Definition der Exponentialfunktion
als Grenzwert einer Folge und der Anzahl der Iterationen j = t/t

j L
oo() i (1-5) m0-D" e

Diese Darstellung ldsst erkennen, dass eine gute Ndherung ein klei-
nes T erzwingt, das um so kleiner sein muss, je kleiner ¢ ist. Integriert
man in die andere Richtung und ist t < 0 ist der numerische Aufwand
zu erwarten, da sich die Losung in sehr kurzer Zeit stark dndert. Im
heute tiblichen Terminus wird die Gleichung im Falle t < 0 deshalb
nicht als steif bezeichnet. Curtiss und Hirschfelder (1952) haben noch
nicht zwischen Integration in positiver bzw. negativer Richtung un-
terschieden.

Beispiel 2.3. Als Verallgemeinerung von (2.9) betrachte man nun fiir
o > 1 und ¢ > 0 Anfangswertprobleme vom Typ

X = —Ex"‘, x(0) = xo, (2.13)
die durch
1
x(t) = , t>0, (2.14)

(Y (ax—1) +x(1)*"‘)ﬁ

gelost werden. Die Losung féllt monoton auf 0. Fiir festes o« > 1
fallt die Losung mit wachsendem t umso schwicher, je kleiner der
Startwert ist (siehe Abbildung 2.5 fiir 0 = 2). Legt man die Abbildun-
gen 2.3 und 2.5 {ibereinander wird der Unterschied zum exponentiel-
len Abfall bei o« = 1 deutlich (siehe Abbildung 2.6 auf der nédchsten
Seite). Selbst bei sehr kleinen Startwerten gibt es im Falle & = 1 noch
deutlich negative Steigungen, wihrend im Fall « = 2 die Losungskur-
ven beinahe parallel zur t-Achse verlaufen.
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Abbildung 2.6: x = —1x und x = —1x2.

Fiir einen festen Startwert fallen die Losungen um so starker ab,
je kleiner & — 1 ist. Bei & = 1 liegt eine Singularitdt vor. Die Losung
fallt dann exponentiell, so schnell wie fiir kein anderes o > 1, fiir die
die Losung schwécher fillt. Der Fall o« = 1 (siehe (2.10)) kann somit
als Grenzverhalten betrachtet werden. Warum das Verhalten beim ex-
pliziten Euler-Verfahren im Grenzfall einen solch anderen Charakter
vorweist ldsst sich im Folgenden leicht einsehen.

Nach dem expliziten Euler-Verfahren berechnet sich der (k 4 1)-te
Zeitschritt fiir das Anfangswertproblem aus (2.13) mit xo = 1 durch

T x—
Xk4+1 = (] — EX% ]>Xk. (2.15)

Aus dem monoton abfallenden Verhalten der exakten Losung geht
hervor, dass fiir eine brauchbare Naherungslosung der Faktor vor xi
im offenen Einheitsintervall (—1, 1) liegen muss. Die obere Schranke 1
wird wegen T, % > 0 und x(0) = 1 trivialer Weise eingehalten. Um die
untere Schranke einzuhalten, muss

2¢

x&~1

T<

(2.16)

gefordert werden. Zu Beginn ist xi ~ 1 und die Schrittweite T muss
umso kleiner sein, je kleiner ¢ ist. Ist o« > T und xy ~ 0 ist die Schritt-
weitenbeschrankung wesentlich schwécher. Bei o = 1 bleibt die For-
derung nach einer kleinen Schrittweite unabhéngig von dem Wert
von xi bestehen. Das macht die Sonderstellung fiir den Fall o« = 1
noch einmal deutlich und erkldart warum der numerische Aufwand
mit dem expliziten Euler-Verfahren so viel grofser ist als in dem Fall
o > 1. Abbildung 2.7 auf der ndchsten Seite vergleicht den Aufwand
(Anzahl der Zeitschritte) von einem expliziten und einem impliziten
numerischen Verfahren in Abhidngigkeit von ¢, einmal im Fall o« = 1
und einmal im Fall o = 2. Wahrend bei (2.9) das implizite Verfahren
deutlich weniger Rechenschritte bendtigt, ist bei (2.13) mit « = 2 das
explizite Verfahren die bessere Wahl. Die Unterschiede fallen umso
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Abbildung 2.7: Explizites Verfahren vs. implizites Verfahren.

deutlicher aus, je kleiner ¢ ist. Diese Beobachtungen werden bestatigt
von einer Auerung von Curtiss und Hirschfelder:

Stiff equations are equations where certain implicit meth-
ods, in particular BDF, perform better, usually tremen-
dously better, than explicit ones. (Hairer und Wanner,
2010, S. 1)

In diesem Sinne ist (2.13) fiir & = 2 nicht steif, wahrend (2.9) steif
ist. Dieses Phdnomen wird im Folgenden numerische Steifheit genannt.
Wenn im restlichen Teil dieses Kapitels von Steifheit die Rede ist, ist
damit immer numerische Steifheit gemeint.

Damit wurden die klassischen Eigenschaften steifer Differential-
gleichungen aus numerischer Sicht erldutert. Es sei noch einmal dar-
auf hingewiesen, dass hier der gewihlten Zeitschrittweite eine beson-
dere Bedeutung zukam. Fiir eine nicht-numerische, rein strukturelle
Beschreibung steifer Differentialgleichungen ist dies sicherlich nicht
wiinschenswert.

2.2 FAMILIEN VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Vereinfacht man die Aussage aus dem letzten Zitat, ist eine Gleichung
steif, falls explizite Verfahren nicht effizient sind. Ein explizites Ver-
fahren heife effizient, falls es fiir ein gegebenes Problem zu vorgege-
bener Genauigkeit und Rechenzeit eine Ndherungslosung findet. Die
Frage, ob ein explizites Verfahren fiir eine gegebene Gleichung effizi-
ent ist, hingt demnach stark von der verwendeten Hardware ab aber
noch stirker von der geforderten Genauigkeit und Rechenzeit. Mit
hinreichend hoher Rechenleistung wird ein explizites Verfahren fiir
jedes feste ¢ zu einer Losung kommen. Probleme, deren Losung vor
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ein paar Jahren mit einem expliziten Verfahren undenkbar war, weil
schlichtweg die Leistung fehlte, bereiten heutzutage moglicherweise
keine Schwierigkeiten mehr.

Fiir das explizite Euler-Verfahren kann man idealisiert die Effizienz
mit der Anzahl der moglichen Zeitschritte identifizieren, die in vor-
gegebener Rechenzeit und Genauigkeit durchlaufen werden. Je gro-
fer die Anzahl der moglichen Zeitschritte ist, desto besser ist die
Laufzeiteffizienz. Anders ausgedriickt ist die Effizienz umso grofser,
je kleiner die Zeitschrittweite T gewédhlt werden kann.

Fiir das Anfangswertproblem aus (2.9) wurde gezeigt, dass T hochs-
tens so grofs wie ¢ sein darf, um eine brauchbare, nicht oszillierende
Néaherungslosung zu erhalten. Ist T diejenige Schrittweite Wie lauf-
zeiteffizient das Verfahren auch sein mag und wie klein die damit
mogliche Zeitschrittweite T auch sein darf, es kann immer ein ¢ ge-
funden werden, so dass die Bedingung T < ¢ nicht erfiillt ist. Bei (2.13)
hiangt die Schrittweitenbeschrankung nach (2.16) zusétzlich davon ab,
wie klein x%~! ist. Fiir kleineres %~ ist die Schrittweitenbeschran-
kung bei festem e schwacher. Das ist ein wesentlicher Unterschied.

Durch diese Betrachtungsweise wird statt eines einzelnen Anfangs-
wertproblems eine ganze Klasse von Anfangswertproblemen studiert,
was aus mathematischer Sicht die interessantere Aufgabe ist. Betrach-
te man also statt eines einzelnen Anfangswertproblems eine durch ¢
parametrisierte Familie von Anfangswertproblemen. Gibt es ein ¢ > 0,
so dass die zu wahlende Zeitschrittweite eine hohere Effizienz als die
gegebene erzwingen wiirde, so kann die Familie von Anfangswert-
problemen als steif angesehen werden. Dies soll dazu dienen eine
Intuition fiir eine familienbasierte Definition steifer Differentialglei-
chungen zu bekommen.

Im Folgenden werden gewdthnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung der Form

x = f(t,x(t,¢),¢€) (2.17)
mit einer rechten Seite
f:RxDx(0;¢0] - R"™ (2.18)

betrachtet, wobei D C IR™ ein offenes Gebiet ist. Es wird davon aus-
gegangen, dass die Funktionen f(t,x, ) mit x € D auf dem Intervall
(0, €o] stetig sind. Durch den Parameter ¢ wird (2.17) zu einer Familie
von Differentialgleichungen:

Xe = fe(x, 1). (2.19)
Die Betrachtung von Differentialgleichungsfamilien ist in diesem

Kontext ungewdhnlich, hat aber einige Vorteile. Bei dem Studium von
Differentialgleichungen werden hédufig das Langzeitverhalten und das
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schnelle Relaxationsverhalten von Losungen analysiert. In der Nume-
rik nutzt man ersteres insbesondere um Stabilitdtsfragen zu beant-
worten. Beides spielt auch bei der Untersuchung steifer Differential-
gleichungen eine Rolle und lasst sich allgemeiner auch durch den
familienbasierten Ansatz beschreiben.

Zunichst wird auf das Langzeitverhalten eingegangen.

Definition 2.1 (Deuflhard und Bornemann, 2008, Definition 3.19.). Sei
(to,x0) € Q, so dass die Losung ®4tox, fiir alle t > to existiert.
Hierbei bezeichne Q) den Phasenraum und ®%t° den Phasenfluss. Die
Integralkurve durch (to,xo) heifit in

o Vorwirtsrichtung stabil (im Sinne von Ljapunov), falls zu jedem
e > 0 ein & > 0 existiert, so dass

QUtox € B (@%'ox) (2.20)

fur alle t > tp und fiir alle gestorten Anfangswerte x € Bs(xo)
gilt.

o Vorwirtsrichtung asymptotisch stabil, falls es zusatzlich ein 5y > 0
gibt, so dass

lim |@Y*oxo — @Ytox| =0 (2.21)
t—o0

fir alle gestorten Anfangswerte x € Bs, (xo) gilt.

Da in der Numerik nur {iber endliche Zeitintervalle integriert wird,
ist es nicht intuitiv, Losungen fiir t — oo zu betrachten. In dem man
parametrisierte Familien von gewdhnlichen Differentialgleichungen
betrachtet, kann dieses Langzeitverhalten anders interpretiert wer-
den.

Satz 2.1. Sei f : D — IR™ eine Lipschitz-stetige Funktion auf der offenen
Teilmenge D C R™ und (to, xo) € Q, so dass die Lisung ®**oxq von

d
d—: =f(t,x) (2.22)
fiir alle t > to existiert. Weiter sei die Familie y,(t) = x(t) mit T = ¢(e) t

und ¢ = o(1) gegeben. Aus Gleichung (2.22) erhilt man durch Koordina-
tentransformation eine Familie von Differentialgleichungen:

dy.
C;JT =o(e) fe(T,ye)- (2.23)

Die Integralkurve durch (xo, to) ist genau dann in Vorwirtsrichtung asym-
ptotisch stabil, wenn fiir ¢ — O der folgende Grenzwert verschwindet:

tim fy. (/6 (e);x0) = ye (T/d(e); )| = 0 (224)

Beweis. In Definition 2.1 substituiere man t durch t/d(¢). O
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Auf den ersten Blick mag der Nutzen dieses nahezu trivialen Zu-
sammenhangs nicht erkennbar sein. Das Langzeitverhalten ldsst sich
auf diese Weise auf das Grenzverhalten fiir ¢ — 0 fiir einen fest gehal-
tenen Zeitpunkt, im Sinne des Grenzverhaltens der Losungen einer
Familie von Differentialgleichungen, tibertragen. Um dies zu verdeut-
lichen, betrachte man die Differentialgleichung

dx

o=
Wird diese Gleichung auf dem Intervall [0, 1] integriert, werden die
diskutierten Probleme bei expliziten numerischen Verfahren nicht be-
obachtet, wohl aber wenn das Integrationsintervall grofs wird. Mit
zunehmender Intervallgrofie, muss auch T entsprechend gewédhlt wer-
den, damit das Verfahren ,zeitnah” terminiert. Fiir T > 2 explodiert
im expliziten Euler-Verfahren x; fiir wachsendes k, siehe (2.11). Die
Lange des Integrationsintervalls ist hier von entscheidender Bedeu-
tung, was durch ein Zitat von Aiken (1985) belegt wird.

—X. (2.25)

Here and later we say the Lipschitz constant is large as an
abbreviation for the statement that (b — a)L is large; the
reader should remember that the length of the interval is
also important. [Hier stehen a und b fiir die Intervallgren-
zen und L fiir die Lipschitzkonstante.] (ebd.)

Durch den Ubergang zu einer Familie von Problemen kann man sich
auf Zeitintervalle der Groflenordnung O(1) beschranken. Durch die
Transformation T = ¢t, ¢ > 0 wird das Intervall [0,1/¢) auf das In-
tervall [0, 1) abgebildet; das Intervall [0, co) wird von den Intervallen
[0,1/¢) tiberdeckt. Aus (2.25) erhdlt man damit

% = —%y. (2.26)
Dadurch kann das steife Verhalten von (2.25), das fiir hinreichend
grofle Zeiten auftritt, durch den Faktor 1/¢ direkt in Gleichung (2.26)
,sichtbar” gemacht werden, insbesondere auf einem e-unabhingigen
endlichen Intervall. Diese Flexibilitdt ist gerade bei Mehrskalenpro-
blemen nicht zu unterschitzen, in denen mehrere Zeitskalen mittels
eines distinguished limit an einen kleinen Parameter ¢ gekoppelt sind.
An dieser Stelle sei auf Teil i verwiesen, wo genau das gemacht wur-
de. Durch Umskalierung in ¢ auf die Integrationsldnge erhélt man
die zu studierende Familie von Gleichungen.

Als néachstes wird darauf eingegangen was schnelles Relaxations-
verhalten fiir Differentialgleichungsfamilien bedeutet.

Gleichung (2.9) kann als Prototyp fiir steife Differentialgleichungen
betrachtet werden und wird nach dem schwedischen Mathematiker
Germund Dahlquist (1925 - 2005) als dahlquistsches Testproblem be-
nannt. Wesentlich ist das Auftreten einer exponentiell abklingenden
und einer langsamen Dynamik in der Losung. Beides wird von dem
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Abbildung 2.8: x = L (x — %), x(0) =1.

dahlquistschen Testproblem erfiillt, auch wenn die langsame Dyna-
mik trivial ist.

Redet man von schneller und langsamer Dynamik, so ist das ein
Indiz fiir Mehrskalenprobleme. Die langsame Dynamik beschreibt
das Verhalten der Losung iiber einen langen Zeitraum, wihrend die
schnelle Dynamik Anderungen beschreibt, die in kurzer Zeit ablau-
fen. Diese Betrachtungsweise kann genutzt werden, um das wesent-
liche Verhalten von Losungen steifer Differentialgleichungen hervor
zuheben, namlich die Uberlagerung von exponentiell abklingender
und langsamer Dynamik.

Man betrachte eine Familie von Funktionen x der Form

x(t) = g(t) +exp(—t/e) h(t), h # 0. (2.27)

Je kleiner ¢ ist, desto friiher fillt der zweite Term unter einen bestim-
men Schwellwert. Der zweite Term beschreibt die schnelle, der ers-
te Term die langsame Dynamik. Losungsfamilien dieser Gestalt sind
klassischerweise steif — wie bereits gesehen bereitet dieses schnelle
exponentielle Abklingen bei expliziten numerischen Verfahren Pro-
bleme.

Als Beispiel betrachte man ein modifiziertes Problem aus Curtiss
und Hirschfelder (1952).

Beispiel 2.4. Fiir ¢ = 1/5 nennen Curtiss und Hirschfelder (ebd.)

X = % (x — tz) (2.28)
eine typische steife Gleichung. In Abbildung 2.8 sieht man die Anzahl
der benotigten Rechenschritte in Abhangigkeit von ¢ fiir ein explizites
und ein implizites Verfahren. Beide brauchen quasi gleichermafsen
viele Rechenschritte. Nach dem Zitat am Ende von Abschnitt 2.1 ist
das kein Zeichen fiir steifes Verhalten. Modifiziert man (2.28) und
betrachtet statt dessen die Familie

k= (x—1) (2.29)
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Abbildung 2.9: x = — L (x —t?), x(0) =1.

B
mit den Losungen

x(t) = Cexp (—t/e) + t2 — 2et + 2¢2, CeR, (2.30)

erkennt man einerseits, dass die Losungen der Form aus (2.27) ent-
sprechen, andererseits erkennt man an Abbildung 2.9 auch aus nu-
merischer Sicht das steife Verhalten.

Bei dem Versuch solche Probleme mit einem typischen asympto-
tischen Einskalenansatz zu analysieren stofit man schnell an Gren-
zen. Betrachtet man nur die Zeitkoordinate t erhilt man lediglich das
Verhalten der langsamen Dynamik, g(t) in (2.27) bzw. t* (fithrende
Ordnung) in (2.30). Das entspricht dem klassischen Langzeitverhal-
ten. Betrachtet man stattdessen ein transformiertes Problem mit der
Zeitkoordinate T = t/e (hier wird 7 als feste Koordinate interpretiert),
verliert man die nicht-triviale langsame Dynamik und erkennt nur
das schnelle Verhalten. Um dies zu verdeutlichen folgt ein Beispiel.

Beispiel 2.5. Betrachtet wird die Familie von zweidimensionalen An-
fangswertproblemen

X = ((1) _01) X, x(0) = (1,17 (2.31)
mit den Losungen
B exp (t)
x(t) = (exp (—t/s)) . (2.32)

Die zweite Komponente ist gerade das steife dahlquistsche Testpro-
blem. Fiir t — oo existiert keine Losung, denn die erste Komponente
explodiert. Betrachtet man die Losung nun fiir festes t, existiert der
Grenzwert der Losung fiir ¢ — 0. An der exakten Losung ist zu er-
kennen, dass die exponentiell schnelle Dynamik sich fiir ¢ — 0 ei-
ner nichttrivialen langsamen Dynamik anndhert. Die zweite Losungs-
komponente x; verschwindet exponentiell. Ubrig bleibt das ,Lang-
zeitverhalten”, dass nur durch die erste Komponente gegeben ist.
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Abbildung 2.10: Numerisches Verhalten von (2.31)

Die Losung fiir ¢ — 0 lebt gerade in dem Eigenraum des asympto-
tisch kleineren Eigenwerts. Betrachtet man lediglich das Verhalten fiir
t — oo, lasst sich diese Struktur so nicht identifizieren.

Aus numerischer Sicht ist das System steif, siehe Abbildung 2.10.
Asymptotisch stabil ist das Problem nicht, da die Spektralabszisse
positiv ist (siehe Deuflhard und Bornemann, 2008, Satz 3.23.).

Ein klassischer asymptotischer Einskalenansatz

x(te) = xO (1) + exV(t) + o(e) (2.33)
liefert
x(t) = <ex%(t)> +0o(1). (2-34)

Die Anfangsbedingung ist hier nicht erfiillt. Der gewidhlte Ansatz ist
also ungeeignet.

Fiihrt man stattdessen eine ,,schnelle” Zeitkoordinate T = t/¢ ein
und betrachtet das transformierte Problem

% _ (g _°1> x  x(0)=(1,07. (2.35)

so fiihrt ein analoger Einskalenansatz wie eben zu

x(T) = <exp](—1’)> +o(1). (2.36)

Diesmal wird zwar das asymptotische Abklingen der zweiten Kom-
ponenten richtig abgebildet, nicht jedoch das Verhalten in der ers-
ten Komponente. Durch klassische Einskalenansétze lassen sich also
nicht beide Prozesse beschreiben.

Mit einem Multiskalenansatz

x(t;e) = x(©) <z,t) + ex(M) <z,t> + 0(¢) (2.37a)

=xO (1, t) + exV (1, 1) + 0(e) (2.37b)
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Abbildung 2.11: Nichtlinearer Strudel (x(0) = (2, 2)).

erhélt man hingegen

x(T,t) = (exg(t)) +exp (—7) (?) . (2.38)

Das entspricht nicht nur der exakten Losung, sondern ist auch von
der Gestalt wie die Funktion in (2.27). Das Langzeitverhalten der Lo-
sung wird alleine durch die erste Komponente beschrieben, die zwei-
te Komponente dagegen beschreibt das exponentielle Abklingen am
Anfang. Durch den Mehrskalenansatz kann die Anfangsbedingung
vollstandig erfiillt werden.

Das nédchste Beispiel zeigt einerseits, dass die Form der Losung aus
(2.27) keine notwendige Bedingung fiir steifes Verhalten ist, und ande-
rerseits, dass steifes Verhalten nicht invariant unter nichtlinearen Ko-
ordinatentransformationen ist. In den folgenden Kapiteln wird noch
haufiger darauf zuriick gegriffen.

Beispiel 2.6 (Nichtlinearer Strudel). Fiur « € {1,1/¢} betrachte man
die Familie nichtlinearer Systeme gewdthnlicher Differentialgleichun-
gen, die durch

e (0 N g (239

gegeben ist. Der erste Term auf der rechten Seite kontrolliert den Ab-
stand zum Einheitskreis, der zweite Term beschreibt eine Drehung
um den Ursprung. Das Phasenportrait ist in Abbildung 2.11 zu se-
hen. Fiir « = 1 ist die Bewegung in Umfangsrichtung langsamer als
das radiale Relaxieren auf den Einheitskreis. Fiir « = 1/¢ ist die Be-
wegung in beiden Richtungen gleich schnell. Abbildung 2.12 auf der
ndchsten Seite zeigt das numerische Verhalten bei einem Anfangs-
wert von xo = (2,2). Fiir « = 1 ist das typische steife Verhalten zu
beobachten, fiir x = 1/¢ hingegen nicht.
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Abbildung 2.13: Nichtlinearer Strudel ((u, ¢)-Koordinaten).

Um die Symmetrieeigenschaften des Systems voll ausnutzen zu
konnen, betrachte man das System fiir x # 0 in einem den Polar-
koordinaten dhnlichen Koordinatensystem (vgl. Schmitt, 2012, S. 39),
in dem r der Radius und ¢ der Winkel in Polarkoordinaten sowie
u=r2=(xx) gegeben sei. Fiir x = (x1,%x2)7, x1 # 0 wird nun das
transformierte System

2
u=2(x,x%x) = - (T—uwu (2.40a)
) X2 X1X2 —X1X2
¢ = arctan (x1 ) o4 x% n x% o (2.40Db)

studiert. Abbildung 2.13 zeigt das steife Verhalten des Strudels in
dem (¢, u)-Koordinatensystem, unabhéngig von der Wahl von «. Das
ist ein bedeutsamer und hervorzuhebender Unterschied zu Abbil-
dung 2.12, in der das Verhalten in kartesischen Koordinaten darge-
stellt ist.

Fiir ein tieferes analytisches Verstindnis wird eine asymptotische
Zweiskalenlosung in fithrender Ordnung fiir die Zeitskalen t und
T = t/e gesucht. Die Umfangsgeschwindigkeit ist nach der letzten
Gleichung ¢ = «. Fiir a = 1 ist die Umfangsbewegung Teil der lang-
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samen Dynamik auf der langsamen Zeitskala t, fiir & = 1/¢ ist die
Drehung Teil der schnellen Dynamik auf der schnellen Zeitskala .
Um die radiale Bewegung zu verstehen, ist mehr Arbeit nétig. Aus-
gangspunkt ist ein Zweizeitskalenansatz:

x(t; e) = x©) (Z,t) + ex) (Z,t) + o(e) (2.41a)
=xO (1, t) + exV (7, t) + 0(e). (2.41b)

Nach diesem Ansatz ergeben sich

dx 10x9) ox(0)  ax(M)
e ( T aT>

dt ¢ ot
ax1) ax(2) ,
—|—£< 50 T o >—|—O(e ), (2.42)

und
2
w= X[ = (x,x) = HX(O)H +2e(x©) x(My ¢ O(sz) , (2-43)

fir die zeitliche Anderung und die Norm. Wertet man die Gleichun-
gen in den einzelnen e-Potenzen aus erhélt man:

1 oul®)
0. (11,0 4, (0)
(‘)<€>. = 2(1 u )u (2.44)
0) _ exp (27)
wi(m) Co(t) +exp(21)’
oull oul®
. — — 90}, (1) _
o) = 2(1 2u )u - (2.45)

Daraus folgt

Ch(t) exp (27) N Ci(t) exp (27)
(Co(t) +exp(21))*  (Colt) +exp(21))

ul(t) =1 5 (2.46)

Zusammengesetzt ergibt das

u(t,t) = ul® (1, 1) + eu (1, 1) + 0(e2) (2.47a)
N co(f)x i (ez><2(2’r) (2.47b)

e ( (Cocft()tjre:fp((zzz)) )2 ) (2.47¢)

i < (Cfgt()tle:fp(éz)) )2 ) (2.47d)

+0(e?). (2.47¢)

Der zweite Term ist sekuldr, da er mit et = t nicht asymptotisch klei-
ner als der erste ist. Es folgt C{(t) = 0 (Sub-linear-growth-condition)
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und daraus Cy(t) = Co, wobei Cy eine Konstante ist, die durch die
Anfangsbedingung 1(0) = [|x(0)||* gegeben ist. In fithrender Ord-
nung gilt

ul® (7, t) = = ] =1- ef(p(_zﬂ , (2.48a)
1+ Co exp(—2T) 1+ Coexp(—21)
- _1-x(0)?
Co=——"5—. (2.48b)
Ix(0)]|?

In dem Koordinatensystem (¢, u) lautet die Losung fiihrender Ord-
nung:

o\ 1 0 0
(u(°)> - <O> i <1> ey <1+c1p(2r)> (249

Fir o« = 1 ist der Ausdruck von der Form wie in (2.27), nicht so
fir o« = 1/¢. Nach Abbildung 2.13 zeigt sich aber unabhéangig von «
steifes Verhalten. Damit ist die Struktur aus (2.27) kein notwendiges
Kriterium fiir Steifheit. Spater wird genauer darauf eingegangen von
welcher Art die (T = t/¢)-Abhédngigkeit von g in (2.27) sein darf.

Das Beispiel des nichtlinearen Strudels zeigt auch, dass steifes Ver-
halten nicht invariant unter Koordinatenwechsel sein muss. Man ver-
gleiche dazu nochmals die Abbildungen 2.12 und 2.13. Eine Beob-
achtung, die in dieser Form in der Literatur so nicht zu finden ist.
Bewusst ist man sich dariiber, dass die Implementierung eines ma-
thematischen Problems von Bedeutung ist, wie das folgende Zitat
belegt.

Furthermore, whether a given code exhibits stiffness de-
pends on the particular formula, how it is implemented,
and how it relates to the particular mathematical problem.
(Aiken, 1985)

Fiir Familien linearer Gleichungen wird spéter, in Abschnitt 3.4.1,
gezeigt, dass steife Familien von Losungen invariant unter orthogo-
nalen Transformationen sind. Fiir nichtlineare Transformationen trifft
dies im Allgemeinen nicht zu. Neben dem nichtlinearen Strudel sieht
man das an dem folgenden einfachen Beispiel.

Beispiel 2.7. Gegeben sei die Familie von Anfangswertproblemen
X =—), x(0) =0, (2.50)

mit der Losung x(t) = —t/e. Hier liegt offensichtlich kein steifes Ver-
halten vor, da das wesentliche exponentielle Abklingen fehlt. Mittels
der Transformation x = Iny gelangt man zu dem Problem

1
y= Y y(0) =1. (2.51)
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Das ist das dahlquistsche Testproblem, zeigt also steifes Verhalten.
Gerade fiir numerische Berechnungen bedeutet das, dass die Wahl
des Koordinatensystems von entscheidender Bedeutung sein kann.

Es ist sicherlich nicht immer so einfach moglich die Losung, sei
es in exakter Form oder als asymptotische Naherung, zu finden. In
so einem Fall ldsst sich nattirlich die Gestalt aus (2.27) auch nicht
erkennen und als Indiz fiir steifes Verhalten verwenden. AufSerdem
muss selbst eine steife Losung nicht immer von dieser Gestalt sein,
(siehe Beispiel 3.25 auf Seite 92).

Ein klassisches Beispiel, in dem die Gestalt aus (2.27) nicht so ein-
fach wie in den vorangegangenen Beispielen gefunden werden kann,
ist der Van-der-Pol-Oszillator:

Die van der Pol Gleichung ist eines der am haufigsten ver-
wendeten Testbeispiele fiir steife Differentialgleichungen,
da sie fiir p > 1 sehr steif wird und sich in der Losung
Intervalle, in denen die Losung sich nur langsam &dndert,
mit Intervallen abwechseln, in denen eine sehr starke An-
derung der Losung vonstattengeht.  (Strehmel, Weiner
und Podhaisky, 2012, S. 13)

Beispiel 2.8. Der Van-der-Pol-Oszillator ist ein schwingendes System
mit nichtlinearer Dampfung:

ex = (1—x*)x+ex =0. (2.52)

Der Parameter u aus dem Zitat entspricht dem Faktor 1/¢. Im Folgen-
den wird der Fall betrachtet, in dem Dampfung und Riickstellkraft
von gleicher asymptotischer Grofienordnung sind:

ex = (1—x%)x+x=0. (2.53)

In Liénhard Koordinaten ldsst sich (2.53) als zweidimensionales Sys-
tem schreiben (x = (x1,%2)):

X1 = —x2, (2.54a)
1 1
Xy = - <x1 — gxg —i—xz) . (2.54b)

Abbildung 2.14 auf der nidchsten Seite zeigt, dass es sich um ein
steifes Problem im klassischen Sinne handelt. In Abbildung 2.15 auf
der niachsten Seite sieht man, dass fiir kleinere Werte von ¢ die Lo-
sungskurven im Ort-Zeit-Diagramm ,zackiger” werden. In den leicht
gerundeten Bereiche des griinen Graphen ist die Losung steif. Das
Phasenportrait in Abbildung 2.16 auf Seite 54 ermdoglicht weitere Ein-
blicke. Die rote Linie ist die Nullkline der zweiten Komponente, ent-
lang dieser gilt X, = 0. Die x;-Komponente ist durch den Faktor 1/¢
in Gleichung (2.54b) fiir die grofien Geschwindigkeiten verantwort-
lich. Die rote Nullkline ist eine Art Ruhelage, aufserhalb der roten
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Abbildung 2.15: Ort-Zeit-Diagramm des Van-der-Pol-Oszillators.
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Abbildung 2.16: Phasenportrait des Van-der-Pol-Oszillators.
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Linie treten wesentlich grofiere Geschwindigkeiten auf. Je kleiner ¢
ist, desto dichter schmiegt sich das Phasenportrait in gewissen Berei-
chen (blaue Linie) an die rote Linie an. Fiir ¢ = 0.001 ist deutlich zu
erkennen, dass das Vektorfeld quasi parallel zur x;-Achse verlduft. In
dem Bereich, in dem sich blaue und rote Linie nahezu schneiden, ist
auflerdem ein abrupter Geschwindigkeitswechsel, in Form eines Rich-
tungswechsels zu sehen. All dies sind typische Eigenschaften steifer
Probleme, denn dort knallt die Losung exponentiell auf eine Art Ru-
helage und dieser Geschwindigkeitswechsel ldsst sich mit expliziten
Verfahren nur schwer auflosen.

Eine asymptotische Multiskalenanalyse, dhnlich dem Beispiel des
nichtlinearen Strudels, ist bei dem Van-der-Pol-Oszillator nicht so ein-
fach moglich. Das liegt im Wesentlichen an der Struktur der Nichtli-
nearitdt. Kevorkian und Cole (1996) fithren eine aufwendige Analy-
se des Van-der-Pol-Oszillators mit der Methode der Matched Asym-
ptotic Expansions durch. Ein entsprechender Multiskalenansatz wére
noch aufwendiger. Werden die Probleme noch schwieriger ist es nicht
zu erwarten, dass sich die Frage nach Steiftheit immer durch einen
Multiskalenansatz beantworten lésst.

2.3 FORMALISIERUNG STEIFER DIFFERENTIALGLEI-
CHUNGEN

In den beiden vorangegangen Abschnitten wurden die wesentlichen
Eigenschaften steifer Differentialgleichungen diskutiert. Allen voran
gehort das numerische Verhalten expliziter Verfahren, aber auch das
Mehrskalenverhalten mit langsamer und exponentiell schnell abklin-
gender Dynamik der Losung dazu. Der Begriff der steifen Differenti-
algleichung wurde dabei stets im klassischen Sinne verwendet. Eine
exakte Definition anhand der mathematischen Struktur und unabhén-
gig von der numerischen Auflosung gab es nicht. Die Suche in der
Literatur nach einer solchen, die ganze Komplexitét erfassenden De-
finition dieses Begriffs bleibt ergebnislos. Haufig werden nur Beispie-
le gegeben, um die charakteristischen Eigenschaften herauszustellen
oder es werden ,, Definitionsversuche” (Simeon, 2003, S. 89) unternom-
men. Dieser Zustand wird allgemein als unbefriedigend empfunden.
Versuche, eine solche Definition zu finden, werden seit langem als
schwierig oder teilweise sogar als unmoglich angesehen. So schreibt
zum Beispiel Aiken (1985)

Many authors have sought a definition of stiffness involv-
ing only the mathematical problem. Unfortunately the

situation is far more complex than that. (ebd., S. 1)

oder Strehmel, Weiner und Podhaisky (2012)
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Es gibt keine zufriedenstellende Definition fiir den Begriff
,Steifheit einer Differentialgleichung”, da das Problem der
Steitheit sehr vielschichtig sein kann. (Strehmel, Weiner
und Podhaisky, 2012)

oder Quarteroni, Sacco und Saleri (2002)

[...] verschiedene Autoren [...] stimmen aber andererseits
der Tatsache zu, dass es nicht moglich ist, exakt zu be-
schreiben, was mit einem steifen Problem gemeint ist. (ebd.,
S. 204)

Es geht sogar so weit den Sinn eines Terminus fiir solche Probleme
in Frage zu stellen. Auf die Frage

QUESTION 1: Should the term stiff be reserved for the initial-
value ODE problem with sharp initial transients or could it
be used in a wider sense (differential-algebraic, discontinuous,
large sets, highly oscillatory, TPBVPs, PDE/BVPs with sharp
transients, etc.)? Should another general term be defined? Should
a number of terms, one for each specific type of difficulty, be de-
fined? How important is terminology? (Aiken, 1985, S. 360),

die auf der International Conference on Stiff Computation vom 12.-14.
April 1982, in Park City, Utah, USA, gestellt wurde, antwortet Cellier

Cellier: ... What do you need the terminology for? I am
rather pragmatic. I feel that the term should help peo-
ple in solving their problems. Therefore, if I use the term
freely to denote almost any integration problem which is
numerically difficult to solve, the only thing a potential
user can know is the fact that he has a difficult problem to
solve and may be forced to consult a specialist. This may
be useful information, but it may then be more straight-
forward to call this term “difficult problem” rather than
“stiff problem”. ... (ebd., S. 361).

Es gibt aber auch Beftirworter einer solchen Terminologie:

Shampine: I believe it is important to develop a reason-
able terminology. (ebd., S. 363)

Die Idee der Steifheit ist nach Higham und Trefethen (1993) aber
einfach

It is generally agreed that the essence of stiffness is a sim-
ple idea,
Stability is more of a constraint than accuracy,

with its familiar consequence as expressed in the words of
Hairer and Wanner [5, p. 2],
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Stiff equations are problems for which explicit methods don’t
work.

As soon as one tries to turn these ideas into a mathemat-
ical criterion for stiffness, however, disagreements set in.
What makes a stiff problem stiff? No single answer seems
right for all problems. In the face of this confusion some
authors propose multiple criteria for stiffness, and others,
none at all. (ebd., S. 1).

In den folgenden Abschnitten wird detailliert darauf eingegangen
welche Bedeutung die Eigenwerte linearer Probleme bei der Beschrei-
bung steifen Verhaltens haben. Haufig wird ndmlich versucht steifes
Verhalten linearer Probleme durch deren Eigenwerte zu erkldren, aber
auch das ist nicht ohne Einschrankung moglich:

It is argued that even for a linear system of ODEs with con-
stant coefficients, stiffness cannot properly be character-
ized in terms of the eigenvalues of the Jacobian, because
stiffness is a transient phenomenon whereas the signifi-
cance of eigenvalues is asymptotic. (ebd., S. 1)

All diese Zitate belegen einerseits die Schwierigkeiten steife Proble-
me mathematisch zu fassen, zeigen aber anderseits auch das enorme
Interesse daran.

In dem folgenden Kapitel wird ein neuer Blickwinkel auf steife Dif-
ferentialgleichungen geschaffen. Grundlegend dafiir ist die Betrach-
tung von Familien von Differentialgleichungen, die in Abschnitt 2.2
motiviert und eingefiihrt wurde.
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In diesem Abschnitt wird ein familienbasierter, asymptotischer An-
satz zur Beschreibung der mathematischen Struktur steifen Verhal-
tens von Losungen von Differentialgleichungen entwickelt. Wie in
Kapitel 2 schon gesehen, ist ein wesentliches Merkmal steifer Lo-
sungen das schnelle Relaxationsverhalten. In Abschnitt 3.1 werden
durch die langsamen Mannigfaltigkeiten diejenigen Punkte des Pha-
senraum identifiziert, in denen keine exponentiell schnelle Bewegung
stattfindet. Vielmehr relaxieren steife Losungen auf die langsamen
Mannigfaltigkeiten. In Abschnitt 3.2 wird das Relaxationsverhalten
von Losungsfamilien studiert. Dazu werden asymptotisch exponenti-
ell anziehende Mengen betrachtet. Insbesondere wird auf Unterschie-
de zu dem Langzeitverhalten aus der Theorie der dynamischen Sys-
teme eingegangen. In Abschnitt 3.3 werden die Konzepte aus den
ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels verwendet, um zu defi-
nieren was in dieser Arbeit unter einer steifen Familie von Losun-
gen verstanden wird. Konkret wird eine Losungsfamilie steif heifSen,
wenn es eine exponentiell anziehende langsame Mannigfaltigkeit gibt.
Fiir lineare Probleme werden die Implikationen der Definition in Ab-
schnitt 3.4 diskutiert. Schon im linearen Fall wird die mathematische
Struktur steifer Losungen deutlich. In Abschnitt 3.4.4 wird gezeigt,
dass fiir steife Losungsfamilien linearer Probleme im Sinne dieser
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Arbeit explizite Runge-Kutta-Verfahren tatsdchlich ungeeignet sind
numerische Ndherungslosungen zu finden. Der nichtlineare Fall, der
in Abschnitt 3.5 behandelt wird, erweist sich als deutlich schwieriger,
was unter anderem daran liegt, dass die langsamen Mannigfaltigkei-
ten in diesem Fall zeitabhédngig sein konnen. In Abschnitt 3.5.2 wird
auf linear inhomogene Probleme eingegangen, welche einen wichti-
gen Spezialfall nichtlinearer Probleme darstellen. Fiir den allgemei-
nen nichtlinearen Fall wird in Abschnitt 3.5.3 eine Vermutung gedu-
ert, wie sich steifes Verhalten vom linearen Fall {ibertragt.

3.1 LANGSAME MANNIGFALTIGKEITEN

Bei der Analyse dynamischer Systeme spielen Fixpunkte eine beson-
dere Rolle; sie beschreiben die Ruhelagen des Systems. Fiir das Sys-
tem x = f(x) sind die Fixpunkte gerade die Nullstellen von f. Ruhe-
lagen in diesem Sinne sind also jene Punkte, in denen das Geschwin-
digkeitsfeld verschwindet. Auch ohne Kenntnis der exakten Losung
kann eine Analyse der Fixpunkte zu qualitativen Aussagen des Lo-
sungsverhaltens fiihren.

Wie schon in Abschnitt 2 diskutiert, bereitet das exponentielle Ab-
klingen aus numerischer Sicht bei expliziten Verfahren Probleme. Da-
bei sind Punkte des Phasenraums, in denen die Geschwindigkeit
nicht asymptotisch exponentiell ist, unproblematisch.

In den langsamen Mannigfaltigkeiten sollen nun gerade diejenigen
Punkte des Phasenraums liegen, in denen die Geschwindigkeit auf
eine gewisse Weise langsam, ndmlich nicht exponentiell ist. Die Be-
tonung liegt dabei ausdriicklich auf ,gewisse Weise”. Die langsamen
Mannigfaltigkeiten verallgemeinern damit den Begriff der Ruhelage.
Sie werden sich als wesentlich fiir die strukturelle Beschreibung stei-
fen Verhaltens erweisen.

Zundchst werden langsame Mannigfaltigkeiten fiir Familien linearer
autonomer Systeme definiert (Abschnitt 3.1.1). Im nichtlinearen Fall
(Abschnitt 3.1.2) wird die langsame Mannigfaltikeit durch die langsa-
men Mannigfaltigkeiten der Ableitungen lokal approximiert.

3.1.1  Langsame Mannigfaltigkeit linearer Probleme

Zu Beginn des Abschnittes soll an die O-Notation erinnert werden.

Definition 3.1 (Eckhaus (1979, S. 5-6)). Seien f, g zwei reelle stetige
Funktionen auf einem halboffenem Intervall (0, ¢o]. Dann sei

(i) f=0(g) fur ¢ — 0, falls positive Zahlen k und C existieren mit
If(e)] < klg(e)| fur 0 < e < C.

(ii) f=o0(g) fur ¢ — 0, falls lim o f(e)/g(e) = 0.
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(i) f< g f=0(g).

(iv) f<ge f=o0(g).

(v) frge f<gund g <f.

(vi) f=0s (g) < f=0O(g) und f # o(g).

Im Folgenden wird der Begriff der langsamen Mannigfaltigkeit fiir
Familien von autonomen linearen Differentialgleichungen definiert.
Betrachtet wird eine Familie A, € Mat(n,R) von Endomorphismen
des R™ und die dadurch gegebene Familie autonomer, linearer, ho-
mogener gewohnlicher Differentialgleichungen

Xe(t) = Ae x(1). (3.1)

Definition 3.2. Die Familie von Systemen (3.1) heifst in dem Punkt
xo € R™

(i) asymptotisch langsam, falls
[Aex0[l = O(1) (3-2)
(ii) und asymptotisch schnell, falls

[Aexoloo = Os (1/€). (3-3)

Bemerkung 3.1. Streng genommen ist asymptotisch gesehen eine Ge-
schwindigkeit der Ordnung Os (1) nicht langsam, sondern ,normal”
schnell. Dennoch soll an diesem Terminus festgehalten werden.

Fiir das Spektrum o(A,) von A betrachte man die Zerlegung

0(Ae) = 01(Ae) U0y e(Ae) (3.4a)

mit
o1(Ae) = {)\EG(AE) ‘ Re)\:(f)(l)} (3.4b)

und
01/e(Ae) ={A € 0(A¢) |1 =0(ReA)}. (3-4¢)

Dabei konnen die Eigenwerte A von ¢ abhdngen. In fast allen nach-
folgenden Beispielen sind die Eigenwerte aus o7 ,.(A¢) von der Ord-

nung Os (1/¢).
Definition 3.3. Der Eigenwert A € o(A¢) heifst
e klein oder langsam, falls A € o1(A¢) gilt und

o grof$ oder schnell, falls A € o7/, (A,) gilt.

61



62

| STEIFE LOSUNGSFAMILIEN

Fiir den Phasenraum wird eine Zerlegung in langsame und schnelle
Hauptraume betrachtet. Dabei bezieht sich langsam und schnell auf
die die Hauptraume definierenden Eigenwerte. Es sei

R™ = Hau; (A:) © Hauy /¢ (Ae) (3-5a)
mit
Haui(A)= P Hau(Ag;A) (3.5b)
A€G1(A5)
und
Hauy/e(Ae)= @D  Hau(AgM). (350)
A€0q /e (Ae)

Zur Erinnerung: Fiir einen Eigenwert A € o(A.) mit algebraischer
Vielfachheit r ist der Hauptraum zu A durch

Hau(A,A\) ={veR"| (A —A)'v=0} (3.6)

gegeben. Damit ldsst sich fiir den linearen Fall die langsamen Mannig-
faltigkeit definieren.

Definition 3.4. Gegeben sei das lineare autonome System aus (3.1).
Dann heifst

He = He(Ae) = Haug (Ag) (3-7)

die zu A, gehorende Familie langsamer Mannigfaltigkeiten, oder abkiir-
zend die zu A, gehorende langsame Mannigfaltigkeit. Hangt pe nicht
von ¢ ab, wird einfach u geschrieben.

Die Basisvektoren des Hauptraums, werden dabei so gewihlt, dass
die einzelnen Komponenten von der Ordnung O(1) sind. Zum Bei-
spiel wahle man (1, €) anstatt (1/¢, 1 )T

Bemerkung 3.2. Als direkte Summe von Hauptrdumen ist p, invari-
ant unter A..

Der Begriff der langsamen Mannigfaltigkeit soll an einigen Beispie-
len verdeutlicht werden.

Beispiel 3.1. Das einfachste Beispiel ist wieder das dahlquistsche Test-
problem

X =Ax = —%x. (3.8)
Da der einzige Eigenwert von A, von der Ordnung Os (1/¢) ist, gilt

fiir die langsame Mannigfaltigkeit u = {0}.



Beispiel 3.2. Fiir das Problem

- <—01 _01> . (39)

fat

ist die langsame Mannigfaltigkeit durch p = span (e1) gegeben, wo-
bei e; den ersten Einheitsvektor bezeichne. Das System ist auf p asym-
ptotisch langsam.

Bemerkung 3.3. Nach dem Satz tiber die Hauptraumzerlegung lasst
sich jeder Vektorraum V {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kor-
per stets in die Hauptrdume eines Endomorphismus iiber V zerlegen.
Ist der Endomorphismus diagonalisierbar, zerfillt V sogar in dessen
Eigenrdume. Ist A, fiir alle ¢ > 0 diagonalisierbar, dann ist die Fa-
milie langsamer Mannigfaltigkeiten also gerade direkte Summe der
Eigenrdume zu den Eigenwerten mit Realteilen der Ordnung O(1).
Das System ist dann auf der langsamen Mannigfaltigkeit asympto-
tisch langsam.

Ist die Familie der Endomorphismen nicht fiir alle ¢ > 0 diago-
nalisierbar, kann es Punkte der langsamen Mannigfaltigkeit geben,
in denen das System asymptotisch schnell ist. Das wird durch das
néchste Beispiel gezeigt.

Beispiel 3.3. Fiir das System

1 1o
XxX=Ax=1[10 1 0 |x (3.10)
o0 —1

ist die langsame Mannigfaltigkeit durch u = span (e, e2) gegeben. In
Xo € span (0,1,0)" ist das System asymptotisch schnell.

Wie sich spiter zeigen wird, ist dies fiir steifes Verhalten aber irre-
levant. Entscheidend fiir steifes Verhalten ist nur, dass das System in
Richtung der langsamen Eigenvektoren asymptotisch langsam ist.

Die Eigenwerte diirfen asymptotisch grofie Imaginarteile haben;
das ,langsam” in langsame Mannigfaltigkeit bezieht sich lediglich
auf die Groflenordnung der Realteile der Eigenwerte, wie das néchs-
te Beispiel deutlich macht.

Beispiel 3.4. In rein oszillatorischen Problemen verschwinden die Re-
alteile der Eigenwerte ganzlich. Zum Beispiel ist das Spektrum des
Systems

X =Ax = (135 _10/5) X (3.11)

durch o(A¢) = {i/e, —i/¢} gegeben. Die langsame Mannigfaltigkeit ist
dann gerade der ganze Raum p = R?.
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Die Kernidee bei der Definition der langsamen Mannigfaltigkeit ist
den Teil des Phasenraumes zu identifizieren, in dem die Losung des
Systems fiir ¢ — 0 keine exponentiell schnelle reelle Geschwindig-
keitskomponente hat. Fiir Startwerte aufserhalb der langsamen Man-
nigfaltigkeit kann es zu einem exponentiellen Abklingen von Losungs-
komponenten und zu steifem Verhalten kommen. Dies wird spéter
noch ausfiihrlich diskutiert.

3.1.2  Langsame Mannigfaltigkeiten nichtlinearer Probleme

Als Verallgemeinerung zu dem linearen System aus (3.1) wird nun
der nichtlineare Fall

X(t) = fe(x(t) (3.12)

betrachtet. Es wird davon ausgegangen, dass die rechte Seite hin-
reichend glatt ist. Fiir einen beliebigen Punkt des Phasenraums xg
sei dfe (xo) die Ableitung in xo. Langsame Mannigfaltigkeiten wer-
den jetzt durch die langsamen Mannigfaltigkeiten der Ableitungen
u(dfe (xo)) lokal approximiert. Im Folgenden werden nur solche Pro-
bleme betrachtet, fiir die nachfolgende Definition sinnvoll ist.

Definition 3.5. Die Mannigfaltigkeit M ist eine langsame Mannigfaltig-
keit von f, falls fiir alle xo € M folgendes gilt:

TxoM = pe(dfe (x0)), fiir e — 0. (3.13)

Hierbei bezeichne T,M den geometrischen Tangentialraum an M im
Punkt xg.

Die folgenden Beispiele sollen die Definition verdeutlichen.
Beispiel 3.5. Fiir das Beispiel 2.3 auf Seite 39 mit « = 2

1
% =fe(x) = ——x?

. (3.14)

ist jede diskrete Teilmenge M C R\ {0} eine langsame Mannigfaltig-
keit. Fiir alle xo # 0 ist pu(df, (xo)) = {0}. Die Untermannigfaltigkeiten
von R sind entweder offene oder diskrete Teilmengen. Jede diskrete
Teilmenge M hat fiir alle xo € M den Tangentialraum Tx,M = {0}.
Also ist jede diskrete Teilmenge M C R\ {0} eine langsame Mannig-
faltigkeit. Weitere langsame Mannigfaltigkeiten gibt es nicht: Fiir jede
offene Menge N C R und alle xo € N ist T, ;N = R.

Nachfolgend wird das Beispiel des nichtlinearen Strudels (Beispiel
2.6 auf Seite 48) aufgegriffen und in einer allgemeineren Form be-
trachtet.
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Beispiel 3.6. Als Verallgemeinerung zu (2.39) werden die Differenti-
algleichungen

x=f.(x) = B<1 —Hx||2)x—|—oc<? _0]> X, (3.15a)
mit
B e {il}, ae{l,B}, e>0 (3.15b)

betrachtet. In Abbildung 2.11 auf Seite 48 ist der Phasenraum fiir
3 = 1/ graphisch dargestellt.

Es sollen nun alle langsamen Mannigfaltigkeiten gefunden werden.
Zundchst werden dazu die langsamen Mannigfaltigkeiten der Ablei-
tungen bestimmt. In xo = (x7,x;) ist die Ableitungen von f, durch

B(1 —3x%—x%) —a—2Bx1%2 ) (3.16)

a—2Bx1x2  B(1—xF—3x3)

dfe (XO) = (

mit den dazugehorigen Eigenwerten

2
A2 =B (1 2P \/ Ieoll* — (g) ) (3.17)

und den entsprechenden Eigenvektoren

2
Vi = ([5 (x% —X% T \/||x0]4 - (g) ), oc2[3x1x2) . (3.18)

gegeben.

Fir o« = 3 hat der Ausdruck auf der rechten Seite von (3.17) keine
reellen Nullstellen in ||xo|| . Das bedeutet, dass die Realteile der Eigen-
werten in jedem Punkt hochstens von der Groflenordnung Os (1) sind.
Die langsame Mannigfaltigkeit ist immer der Nullraum p, = {0}.

Fiir « = 1 sind die Eigenwerte aus (3.17) nach asymptotischer Ent-
wicklung durch

Mz =B (x> 2F 1) =1) +0e) (3-19)

gegeben.

Fiir ||xol| ¢ {1,1/+/3} gibt es wieder keinen Eigenwert mit asympto-
tisch kleinem Realteil und die langsame Mannigfaltigkeit ist wieder-
um der Nullraum p = {0}.

Ist ||xo|| € {1,1/V/3} verschwindet fiir jeweils einen Eigenwert der
asymptotisch grofie Realteil. Nach (3.18) ist die langsame Mannigfal-
tigkeit fiir ||xo|| = 1 durch p = span((x2, —x1)T) und fir ||xo|| = 1/V/3
durch p = span((1/3 — x%,m x2)T) gegeben.
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Damit sind die langsamen Mannigfaltigkeiten der Ableitungen in
allen Punkten des Phasenraums bestimmt. Es werden nun die langsa-
men Mannigfaltigkeiten im nichtlinearen Falle diskutiert.

Fiir o« = {3 sind genau die diskreten Teilmengen des R? langsame
Mannigfaltigkeiten, denn die diskreten Teilmengen sind die einzigen,
die als Tangentialraum den Nullraum haben.

Fiir « = 1 ist die S' langsame Mannigfaltigkeit: Fiir xo =€ S' mit
xo0 = (x7,%x2) ist TXOS‘ = span((xz,—x1)T) = u(dfe (xo)) filr e — 0.
Damit sind auch alle eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten der
S' langsame Mannigfaltigkeiten.

Es sei bemerkt, dass fiir p > 0 die S' eine attraktive w-Limesmenge
ist. Fiir p < 0 ist dies nicht der Fall, dennoch ist die S' auch dann eine
langsame Mannigfaltigkeit.

Ebenso sind alle nulldimensionalen Mannigfaltigkeiten, die weder
auf der S' noch auf dem Kreis mit Radius 1/v/3 liegen, langsame
Mannigfaltigkeiten.

Die Vermutung liegt nahe, dass analog zur S' auch der Kreis mit
Radius 1/v/3 eine langsame Mannigfaltigkeit liefert das ist allerdings
nicht der Fall, denn in allen Punkten auf diesem Kreis ist Bedingung
(3.13) verletzt.

Als letztes Beispiel zu den langsamen Mannigfaltigkeiten nichtli-
nearer Probleme wird der Van-der-Pol-Oszillator betrachtet.

Beispiel 3.7. In diesem Beispiel soll lediglich verifiziert werden, dass
die Menge

M= {XZ (x1,%2)

1
x1—3x§+x2:O,x%>1} (3.20)
eine langsame Mannigfaltigkeit des Van-der-Pol-Oszillators aus Bei-
spiel 2.8 auf Seite 52 ist. Der Van-der-Pol-Oszillator ist zur Erinnerung
durch die Gleichung

. —X2
= f p— .
X S(X) (1/6 (X] —;X%-ﬁ-Xz)) (3 21)
gegeben. Wie man leicht sieht, gilt fiir xo = (x1,x2) € M
Tx,M = span ((X% —1, 1)T). (3.22)
Die Ableitung von f, in xo = (x1,x2) ist durch
0 -1
de (XO) - <]/£ (] —X%)/€> (323)

gegeben. Diese hat die Eigenwerte
N U K (3 —1) —4e
1/2 = 76 (3.24a)
_ () Epg -]
- 2e TR

+0O(e) (3.24b)
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und die Eigenvektoren

] T
Vi = (Z(X%—1i‘x%—1 ),1) +0(e). (3.25)
Fuar X% > Tist Ay = (1 —X%)*] + o(1) langsamer Eigenwert mit

dazugehorigem Eigenvektor vi = (x3 —1,1)T + o(1). Damit gilt fiir
allexp e M

ToM = u(dfe (xo)) (3.26)

fir ¢ — 0. Das zeigt, dass M eine langsame Mannigfaltigkeit des
Van-der-Pol-Oszillators ist.

3.2 EXPONENTIELL ANZIEHENDE MENGEN

Im klassischen Sinn zeichnen sich steife Differentialgleichungen da-
durch aus, dass sie schnell abklingende Losungskomponenten be-
sitzen. In den Beispielen des dahlquistschen Testproblems und der
Verallgemeinerung mit « > 1 (Beispiel 2.2 auf Seite 37 und 2.3 auf
Seite 39) wurde gezeigt, dass fiir steifes Verhalten exponentielles Ab-
klingen notig ist und dass einfaches Abklingen nicht ausreicht.

In diesem Kapitel wird geklért, was in dieser Arbeit unter schneller
Relaxation verstanden wird. Das fiithrt zu dem Begriff der (asympto-
tisch) exponentiell anziehenden Menge. Es wird einige Parallelen zu
Attraktoren geben, wie man sie aus der Theorie der dynamischen
Systeme kennt, aber auch entscheidende Unterschiede.

In Beispiel 3.1 auf Seite 62 wurde die langsame Mannigfaltigkeit
des dahlquistschen Testproblems mit p(f.) = {0} bestimmt. An der ex-
akten Losung (2.10) erkennt man, dass die Losungskurven fiir xo # 0
exponentiell auf den einzigen Punkt der linearen Mannigfaltigkeit
x = 0 abklingen.

Allgemeiner formuliert wird der Abstand der Losung ®@ixo zu
u(fe) fir hinreichend kleines ¢ durch eine abklingende Exponenti-
alfunktion dominiert

dist(DLxo, e ) < dist(xo, pe) exp (—1‘[) . (3.27)

Fiir t = 0 ist diese Abschédtzung scharf. Fiir die weiteren Betrach-
tungen ist nur das asymptotische Verhalten fiir ¢ — 0 bei positiven
Zeiten t > 0 relevant. Das fithrt zu der niachsten Definition.

Definition 3.6. Sei M eine Teilmenge des Phasenraums der Differen-
tialgleichung

x(t) = fe(x(t)) (3.28)
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und x(0) = xo ¢ M ein Anfangswert. Die Menge M heifst (asym-
ptotisch) exponentiell anziehend, falls fiir den Phasenfluss des Anfangs-
wertproblems ®! mit xo aus einer hinreichend kleinen Umgebung
um M zu jedem fest gewidhlten Zeitpunkt t > 0

0 # dist(®ixo, M) = O (exp (—?)) fire -0 (3.29)

gilt. Dabei ist C eine problemabhidngige von ¢ unabhdngige Konstan-
te. M heifst (asymptotisch) anziehend, falls zu jedem fest gewdhlten
t>0

0 # dist(®Lxg, M) = o(1) fire — 0 (3.30)
gilt.

Bemerkung 3.4. In (3.28) wurde der Einfachheit halber das exponen-
tielle Abklingen durch die Grofenordnung O (exp(—1)) beschrieben.
In allen in dieser Arbeit betrachteten Beispielen ist das auch ausrei-
chend. Allgemeiner wiirde man statt 1/¢ diejenige Ordnungsfunkti-
on wihlen, die in (3.4b) die Groflenordnung von ReA, A € 07/, (A¢)
beschreibt. Damit ist aber auch klar, dass die Realteile der Eigenwer-
te in 07 /¢ (A¢) nicht nur von der Ordnung Os (In(1/¢)) sein diirfen.
Andernfalls gdbe es in (3.28) kein exponentielles Abklingen. In Defi-

nition 3.4 auf Seite 62 wurde das stillschweigend vorausgesetzt.

In Definition 3.6 auf der vorherigen Seite muss das Existenzin-
tervall der Losung genauer betrachtet werden. Wiahrend bei linea-
ren Problemen das Existenzintervall unbeschrankt ist, muss dies bei
nichtlinearen Problemen im Allgemeinen nicht der Fall sein. Bedin-
gung (3.29) ergibt also nur auf dem e-abhidngigen Existenzintervall
Sinn und genau so ist sie auch zu verstehen.

Ist M ein linearer Raum und 7, die orthogonale Projektion auf
das orthogonale Komplement von M, ldsst sich (3.29) in der Form

(|7t @Exol| = O(exp (—?)) (3.31)

schreiben. Da hier nur das asymptotische Verhalten von Interesse
ist und auf endlichdimensionalen Vektorraumen alle Normen dqui-
valent sind, ist (3.31) unabhéngig von der Wahl einer Norm.

Der Vollstandigkeit halber seien hier nochmals die Beispiele 2.2
und 2.3 aufgefiihrt.

Beispiel 3.8. Die Losung des dahlquistschen Testproblems

o
k=—-x x(0)=x0, (3-32)

ist durch x(t) = xpexp (—1/et) gegeben. Fiir alle x( ist die Menge
M = {0} asymptotisch exponentiell anziehend. Fiir alle t < 0 gilt

dist(®xg, M) = O<exp <—C£t)> (3-33)
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Beispiel 3.9. Die Losung von

X = =X x(0) =xo (3-34)
ist durch
X0
xX(t) = (3-35)
241

gegeben. Die Losung klingt fiir xo,t > 0 und ¢ — 0 ab, also ist die
Menge M = {0} asymptotisch anziehend, aber offensichtlich nicht
exponentiell. Weiter muss jede anziehende Menge von (3.34) notwen-
digerweise die 0 enthalten.

Beispiel 3.10. Fiir den nichtlinearen Strudel aus den Beispielen 2.6
auf Seite 48 und 3.6 auf Seite 65,

X = [3(1 — Hx|]2> + o (? _01> X, (3.36a)

£

B e {11}, x e{1,B}, (3.36b)

werden die Mengen My = {0} und M; = S! betrachtet. Wie in Bei-
spiel 2.6 auf Seite 48 wird die Abstandsfunktion u = 2 = (x,x) be-
trachtet. Die analytische Losung mit dem Anfangswert u(0) = up =
[xo|3 > 0 ist berechenbar und durch

. ]—uo
uo(exp (2pt) —1) +1

u(t) =1 (3:37)
gegeben. Hieran ist zu erkennen, dass fiir § = 1/¢ die Menge M ex-
ponentiell anziehend ist. Fiir 3 = —1/¢ ist die Menge M exponentiell
anziehend.

Betrachtet man fiir einen Startwert uy > 1 die Integralkurve fiir
ein festes ¢ > 0 und B < 0, ldsst sich leicht {iberpriifen, dass das
Existenzintervall [0, tong) mit

tendzbgg[gio)>0

endlich ist. Fiir t — tengq gilt dann u(t) — oco. Asymptotisch gese-
hen verschwindet die Lange des Existenzintervalls fiir [3| — oo bzw.
¢ — 0 unabhidngig von up > 0. Bedingung (3.29) ergibt hier also kei-
nen Sinn.

Man beachte, dass in den Beispielen Wissen tiber das Losungsver-
halten verwendet wurde, um zu entscheiden, ob eine Menge (expo-
nentiell) anziehend ist.
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Auf den ersten Blick mag es nicht einleuchten, warum ein besonde-
res Augenmerk auf die exponentiell anziehenden Mengen geworfen
wird. Der Begriff der exponentiell anziehenden Menge dhnelt dem
Begriff des Attraktors oder w-Limesmenge aus der Theorie der dy-
namischen Systeme. Dort betrachtet man allerdings das Verhalten fiir
t — oo (bzw. t — tenq). Wie sich spiter zeigen wird, fithren diese Be-
griffe bei der Untersuchung auf steifes Verhalten von Mehrskalenpro-
blemen aber nicht weiter. Bei Mehrskalenproblemen kann das einen
entscheidenden und fiir steifes Verhalten wichtigen Unterschied ma-
chen.

Beispiel 3.11. Man betrachte das autonome homogene lineare Pro-
blem X = Ax der Dimension n = 2. In der Theorie der dynamischen
Systeme ldsst sich das Losungsverhalten fiir t — oo vollstindig an-
hand der Eigenwerte klassifizieren. Dazu betrachtet man wie z.B. in
Schmitt (2012, S. 25) das charakteristische Polynom von A

detA—A)=A2—0A+5, o=tr(A), & =det(A). (3.38)

Mit der Diskriminante A = 02 — 46 sind die Eigenwerte durch

2
A]/zzé(di\@)zgi %—6 (3.39)
gegeben. Es werden dann die Félle A # 0 und A = 0 bei den verschie-
denen Vorzeichen der Realteile der Eigenwerte betrachtet.

Ist A # 0 gibt es zwei verschiedene Eigenwerte A; und A, mit
zwei dazugehorigen linear unabhédngigen Eigenvektoren vi und v,.
Schmitt (ebd., S. 26) gibt in diesem Fall fiir die beiden Konstanten c1
und c; die allgemeine Losung mit

x(t) = cr1eMtvy + ety (3.40)

an. In Beispiel 3.2 auf Seite 63 sind die beiden Eigenwerte A} = —1
und A; = —1/e. Fiir ¢ > 0 ist x = 0 anziehender Attraktor des Sys-
tems. Die Menge M = {0} ist aber nicht asymptotisch anziehend.
Asymptotisch gesehen relaxiert das System auf den Eigenraum zum
Eigenwert A;. Dieser erzeugt in Beispiel 3.2 die langsame Mannig-
faltigkeit des Problems. In der Losung x(t) = (exp(—t), exp(—t/ e’
erkennt man deutlich die beiden Zeitskalen t und t/e. Bei solchen
Mehrskalenproblemen ist es also nicht ausreichend nur das Verhal-
ten fiir t — oo zu untersuchen.

Fir A = 0 ist Ay = A2 = A mit dem Eigenvektor v; und einem
Hauptvektor v;. Die Losung wird in diesem Fall mit

x(t) = eM((cy + cat)vy +cov2) (3-41)

angegeben. Im Kontext der dynamischen Systeme ist der Fixpunkt
x = 0 fir A < 0 attraktiv, da dann die Losung fiir t — oo auf den
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Nullpunkt fallt. Fiir A = —1, ist die Menge M = {0} aber nicht asym-
ptotisch anziehend. An der Losung erkennt man, dass es sich um
ein Einskalenproblem handelt. Fiir A = —1/¢ spielt es deshalb keine
Rolle, ob man den Grenzwert fiir ¢ — 0 bei festem t oder aber den
Grenzwert t — oo bei festem ¢ > 0 betrachtet.

Untersucht man ein System auf Attraktoren, betrachtet man das
Langzeitverhalten fiir eine Zeitskala t — oco. Betrachtet man hinge-
gen Familien von Systemen und stellt die Frage nach exponentiell an-
ziehenden Mengen, betrachtet man das Grenzverhalten fiir ¢ — O bei
festem t. Wie man an (3.40) und (3.41) sieht steckt die e-Abhédngigkeit
in den Eigenwerten und damit in der Familie von Problemen. Eben-
falls an (3.40) und (3.41) erkennt man, dass die Eigenwerte zusammen
mit der Zeit auftreten. In (3.41) spielt es keine Rolle ob A — oo oder
t — oo betrachtet. In (3.40) ist das anders, da spielt es nur dann keine
Rolle, wenn sich A1 und A, asymptotisch gleich verhalten. Das ist ein
wesentlicher Unterschied. Einmal hat man es mit einem Einskalen-
das andere Mal mit einem Zweiskalenproblem zu tun.

3.3 STEIFE FAMILIEN VON LOSUNGEN

Mit Hilfe der Begriffe der langsamen Mannigfaltigkeiten und der ex-
ponentiell anziehenden Mengen lassen sich nun steife Losungen defi-
nieren.

Definition 3.7. Gegeben sei eine Familie von Anfangswertproblemen,
zu einem ¢-unabhédngigen Startwert.

x(t) =fe(x(t)),  x(0) =xo. (3-42)

Die Losungsfamilie durch x heifit steif, falls es eine langsame Man-
nigfaltigkeit M von f¢ gibt, die exponentiell anziehend ist:

Ct
0 # dist(®ixg, M) = O (exp <—€>> . (3-43)
Hierbei ist C wieder eine problemabhéngige, e-unabhidngige Konstan-
te.

Die Menge aller Anfangswerte xo mit steifer Losungsfamilie be-
kommt einen eigenen Namen.

Definition 3.8. Gegeben sei die Differentialgleichung
X = fe(x) (3-44)

und bezeichne ®tx die zu dem Anfangswert xo = x(0) gehorende
Losung. Dann heifit die Menge

S(fe) = {xo ) Olxg ist steif.} (3.45)

die Steifheitsmenge der Differentialgleichung.

71



72

| STEIFE LOSUNGSFAMILIEN

Nicht selten ist es {iblich, allgemein von steifen Differentialglei-
chungen zu sprechen. Die letzten beiden Definitionen machen aber
deutlich, dass es vielmehr Losungen zu konkreten Anfangswerten
sind, die steif sind. Das passt zu einer Aussage von C. W. Gear im
Jahre 1982:

Although it is common to talk about “stiff differential
equations,” an equation per se is not stiff, a particular ini-
tial value problem for that equation may be stiff, in some
regions, but the sizes of these regions depend on the ini-
tial values and the error tolerance. (Hairer und Wanner,
2010)

Beispiel 3.12. In Beispiel 3.1 auf Seite 62 wurde gezeigt, dass die
langsame Mannigfaltigkeit des dahlquistschen Testproblems durch
i = {0} gegeben ist. In Beispiel 3.8 auf Seite 68 konnte man sehen,
dass diese langsame Mannigfaltigkeit fiir alle Startwerte xo # 0 ex-
ponentiell anziehend ist. Die Steifheitsmenge S des dahlquistschen
Testproblems ist demnach durch S = R\ {0} gegeben.

Beispiel 3.13. Fiir das Problem x = — 1/¢ x? aus den Beispielen 3.5
auf Seite 64 und 3.9 auf Seite 69 existieren keine steifen Losungen. Es
wurde gezeigt, dass jede diskrete Teilmenge M C R\ {0} eine langsa-
me Mannigfaltigkeit ist und dass es keine exponentiell anziehenden
Mengen gibt. Deshalb existierten keine steifen Losungen, die Steif-
heitsmenge ist leer. Das passt zu Abbildung 2.5 auf Seite 39, in der
deutlich zu erkennen war, dass fiir ¢ — 0 die Losungskurven im-
mer flacher verlaufen und in einer Umgebung um 0 damit fast keine
Bewegung mehr in dem Sinne statt findet, dass die rechte Seite fast
verschwindet.

Beispiel 3.14. Fiir den nichtlinearen Strudel aus den Beispielen 3.6
auf Seite 65 und 3.10 auf Seite 69 kann auch ohne Kenntnis der exak-
ten Losung die Steifheitsmenge angegeben werden.

Fiir « = 3 sind nach Beispiel 3.6 nur die diskreten Teilmengen des
R? langsame Mannigfaltigkeiten.

Fiir « = 1 sind alle nulldimensionalen Mannigfaltigkeiten, die nicht
auf einem der Kreise mit Radius r = 1 oder r = 1/1/3 liegen, langsam,
insbesondere der Nullpunkt.

Ist B > 0, so ist die S! nach Beispiel 3.10 fiir alle Startwerte xp mit
0 < uo = ||xo|* # 1 eine exponentiell anziehende Menge. Alle Losun-
gen laufen in Spiralen zum Einheitskreis, insbesondere ist das Exis-
tenzintervall unbeschrénkt. Fiir ug = ||xo]* = 1 erhilt man periodi-
sche Losungen und die S! ist nicht exponentiell anziehend.

Ist B < 0, so ist die Menge My = {0} exponentiell anziehend fiir
Startwerte mit 0 < 1o = ||xo||* < 1. Fiir up = |[xo||* = 1 erhilt man
wieder periodische nicht steife Losungsfamilien. Fiir ug = Ixol|? > 1
verschwindet das Existenzintervall fiir ¢ — 0, siehe Beispiel 3.10. Ins-
besondere ist M nicht exponentiell anziehend.
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Bezeichne By: \ {0} den offenen Einheitsball des IR? erhilt man zu-
sammenfassend fiir die Steifheitsmenge:

‘ axa=1p a=1
>0 S=10 S={xecR*:||x]| #0,1}
B<0|S=Br2\{0} S = Bg2 \ {0}

Wie man in der Tabelle sieht ist fiir x = 3 > 0 die Steifheitsmenge
leer. Die Bewegung auf dem Einheitskreis ist asymptotisch schnell, es
findet kein abruptes ,abbremsen” statt und die Losungen sind nicht
steif.

Der Van-der-Pol-Oszillator aus Beispiel 3.7 auf Seite 66 ist weitaus
schwieriger zu analysieren, insbesondere die exponentiell anziehen-
den Mengen gestalten sich kompliziert, was im Wesentlichen daran
liegt, dass sich fiir den Van-der-Pol-Oszillator keine geschlossene ana-
lytische Losung angeben ldsst. Auf das steife Verhalten des Van-der-
Pol-Oszillators wird deshalb erst spiter eingegangen.

3.4 STEIFE LOSUNGSFAMILIEN LINEARER PROBLE-
ME

Der Fall autonomer linearer Anfangswertprobleme bietet einen tie-
fen Einblick in die mathematische Struktur steifer Losungen. Jedes
nichtautonome System ist zwar dquivalent zu einem autonomen Sys-
tem, das aber im Allgemeinen nichtlinear ist. Der nichtlineare Fall ist
deutlich schwerer zu behandeln und wird in dieser Arbeit auch nicht
vollstandig diskutiert. Der autonome lineare Fall verdient deshalb be-
sonderes Augenmerk.
Fur A. € Mat(n, R) betrachte man

x=A¢X, xo = x(0). (3.46)

Es gibt genau eine langsame Mannigfaltigkeit i = p und diese ist ein
linearer Raum. Der Phasenfluss des linearen Problems ist bekanntlich
durch @ = exp(tA.) gegeben. Ist 7t 1 die orthogonale Projektion auf
das orthogonale Komplement von , lasst sich Bedingung (3.43) aus
Definition 3.7 auf Seite 71 in der Form

0 # || Dexo| = ||, exp (tA) xo|| = O(exp (—St)) (3.47)

wie in (3.31) schreiben. An der orthogonalen Projektion 7,1 wird
deutlich, dass nur das exponentielle Abklingen gewisser Losungs-
komponenten Relevanz hat.

In (3.47) wird explizit gefordert, dass die Norm positiv ist. Da p
nach Bemerkung 3.2 als Summe von Hauptrdumen invariant unter
A ist, ist es auch invariant unter exp(tA). Insbesondere gilt

X0 € 1= |71 Dixol| = ||, 2 exp (tAL) xo|| = 0. (3.48)
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Das bedeutet, dass die Losung zu dem Anfangswert xo € u komplett
in p liegt. Es findet keine Relaxation auf p statt. Hier ist es wichtig
zu bemerken, dass eine numerische Losung aufgrund von Rundungs-
fehlern die langsame Mannigfaltigkeit sehr wohl verlassen kann. In
fithrender Ordnung (¢ = 0) tritt dieses Phdnomen analytisch nicht
auf, da verldsst die Losung die langsame Mannigfaltigkeit nicht. Nur
in hoheren Ordnungen kann es zu Abweichungen kommen.

In dem sehr einfachen Fall, dass das lineare System gerade durch
eine Diagonalmatrix gegeben ist, ldsst sich auch der Phasenfluss sehr
einfach bestimmen. Das liegt daran, dass die Matrixexponentielle ei-
ner Diagonalmatrix wieder diagonal ist, wobei die Diagonaleintrdge
der urspriinglichen Matrix als Exponenten der Exponentialfunktion
auftreten. Im Allgemeinen ist die Berechnung der Matrixexponentiel-
len jedoch nicht so einfach moglich.

Im Allgemeinen Fall wird die Matrixexponentielle iiblicherweise
tiber die Jordansche Normalform berechnet. Das ist hier jedoch keine
geeignete Option, wie sich spater zeigen wird. Es ist deshalb beson-
ders wichtig, das Transformationsverhalten steifer Losungen linearer
Probleme zu verstehen.

Es folgen zwei Beispiele, die die Diskussion zu der Theorie dynami-
scher Systeme in Beispiel 3.11 auf Seite 70 am Ende von Abschnitt 3.2
noch einmal untermauern.

Beispiel 3.15. Fiir das System

. 10
x:Agx:<O _1> X, (3-49)

€

ist ue = span(e7). In diesem einfachen Fall einer Diagonalmatrix er-
gibt sich fiir 0 # xo = (x1,%2)

dist(DLxg, te) = T[HEL(DEX()H (3.50a)
= ||t exp (tAe) xo H (3.50b)

t
= ||x2exp <—€> H (3.50¢)

=0 <exp <—Z> ) , (3.50d)

wobei dist(®ixp, ) # 0 genau dann gilt, wenn xo ¢ w. Fiir die
Steifheitsmenge heifit das S = { (x1,x2) € R? |[x, #0}.

Damit erhdlt man auch gleich ein Beispiel fiir ein Problem, dass
steife Losungen besitzt jedoch nicht asymptotisch stabil ist im Sin-
ne dynamischer Systeme, da die Spektralabszisse von f, positiv ist
(Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, S. 192).

Beispiel 3.16. Modifiziert man Beispiel 3.15 dahingehend, dass auch
die erste Komponente der rechten Seite asymptotisch grofs ist

10
X = AQX - <6 ]> X, (351)

€
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dann gilt p, ={0}, T = Id und

dist(@{xo, u) = ||7t, DExo| (3.52a)
= HTEML exp (tAg) XoH (3.52b)
(e ]
= € . .52¢C
[benie 6529
Die Steitheitsmenge ist demnach durch
S={0#x0 = (x1,x2) € R* | x; =0} (353)

gegeben.

Zur Veranschaulichung der letzten beiden Beispiele betrachte man
in Abbildung 3.1 auf der nidchsten Seite die Phasenportraits. Die rote
Gerade in Abbildung 3.1(a) kennzeichnet die langsame Mannigfaltig-
keit aus Beispiel 3.15. Fiir ¢ = 1 verlduft das Phasenportrait in einer
Umgebung um x; = 0 nahezu parallel zur roten Linie. Fiir ¢ = 0.001
hingegen ist es fast orthogonal und der Relaxationsprozefs auf p ist
deutlich erkennbar.

In Beispiel 3.16 ist die langsame Mannigfaltigkeit durch p, = {0}
gegeben. Die beiden Phasenportraits fiir ¢ = 1 und ¢ = 0.001 in Ab-
bildung 3.1(b) sehen beinahe identisch aus. Es ist zu erkennen, dass
quasi nur fiir x; = 0 eine schnelle Relaxation auf u stattfindet. Diese
Beobachtung passt zu der Steifheitsmenge.

3.4.1 Invarianz unitdrer Transformationen

Die Darstellung einer linearen Abbildung als Matrix hdngt von der
Wahl einer Basis ab. Eine geeignete Basis kann damit die Betrachtung
eines linearen Problems erheblich erleichtern. Aus diesem Grund wird
im Folgenden auf das Transformationsverhalten steifer Losungen ein-
gegangen. Die Definition 3.7 steifer Losungsfamilien ist invariant un-
ter der Gruppe der unitdren Transformationen:

Sei S, € U(n) fiir alle ¢ > 0 eine unitdre Matrix. Zur besseren Un-
terscheidung werden wie in Deuflhard und Bornemann (2008) Bild
und Urbildraum verschieden bezeichnet. Es wird deshalb S; als Fa-
milie von Abbildungen zwischen zwei zu R™ isomorphen Rdumen
angesehen,

Se:X— X (3.54)
Die Abbildung transformiert die Familie von Phasenfliissen ®! zu
dtr =S . dLS'R, (3.55)

einer Familie von Abbildungen auf dem transformierten Phasenraum

O ={Sx|xeQ). (3-56)
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Der folgende Satz wird niitzlich dafiir sein, einen geeigneten Repra-
sentanten des linearen Problems fiir die Analyse auf steifes Verhalten
zu finden.

Satz 3.1. Sei S, € U(n) eine unitire Familie von Abbildungen. Die Losung
in Q durch xo ist genau dann steif, wenn es ihr Bild in O durch %o = Sexo
ist.

Beweis. Sei die durch xo gehende Losung steif und S € U(n) eine
unitdre Transformation. Ist p die zu A gehorige langsame Mannig-
faltigkeit, dann ist wegen der Invarianz der Hauptraume unter Trans-
formation i = S.p die zu dem transformierten Problem gehorige
langsame Mannigfaltigkeit. Da S, unitér ist, gilt weiter

At = (Sew)t =Scut. (3-57)

Damit ist die durch g1 = Semp . S.! definierte Abbildung genau
dann die orthogonale Projektion auf i, wenn 7,1 die orthogonale
Projektion auf put ist. Da die Lésung durch x, steif ist, gilt

dist(Dxo, ) = || A DERo|| (3.58a)
= [[Sem @ exo (3.58b)
= || @exo| (3-580)

=0 <exp <—St) ) . (3.58d)

Damit ist die durch %o = S¢xo gehende Losung des transformierten
Problems % = S¢A.S; % steif. Die Umkehrung folgt da mit S, auch
S. ! unitar ist. O

3.4.2 Steife Lésungen von Schurformen

Satz 3.1 rechtfertigt, die Untersuchung steifer Losungen im linearen
Fall auf spezielle Matrizen zu beschrianken. Jede Matrix ist unter einer
unitdren Transformation dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix. Da
steife Losungskurven invariant unter unitdren Transformationen sind,
geniigt es, sich auf die Klasse dieser Matrizen zu beschranken.

Damit ist auch klar, dass die Jordansche Normalform bei der Un-
tersuchung steifer Losungen linearer Probleme im Allgemeinen kein
geeigneter Représentant ist. Die Jordansche Normalform ist zwar ein
Reprasentant der Aquivalenzklasse der dhnlichen Matrizen, nicht je-
doch der unitar-dhnlichen Matrizen.

Beispiel 3.17. Betrachte man die beiden Matrizen

1/e  1/¢ 1/¢ 1
Ae = ( 0 _1/£> und B: = < 0 _]/£> (3-59)

und die dazugehorigen linearen Anfangswertprobleme

x=Ax, x(0) =xp, und y=B:y, y(0)=vyo. (3.60)
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Da A¢ und B, die gleichen Eigenwerte haben, liegen sie in der selben
Ahnlichkeitsklasse. Wegen tr(A.A.*) # tr(B.B.*) sind sie aber nicht
unitdr-dhnlich, dabei bezeichne tr(A.) die Spur von A, und A} die
Adjungierte zu A,. Mit nicht unitdrem

1 2—-1/2
Sz(o e/ 1 /> (3.61)

gilt
Ac =S:B.S. . (3.62)

Seixp = (1,—2)" und . = {0} die langsame Mannigfaltigkeit von A,
dann erhilt man

Hﬂué_ exp (tA¢) xo H =0 <exp <—z>> (3.63)

und somit eine steife Losung. Der zu xo gehorige Anfangswert des
transformierten Problems ist yo = (&, —2)". Dieser ist nicht unabhan-
gig von ¢ und das transformierte Problem liefert nur fiir Anfangswer-
te yo = (0,y2) mit y, # O steife Losungen.

Nichtunitdre Transformationen sind also ungeeignet dafiir, Famili-
en von Anfangswertproblemen mit e-unabhidngigem Anfangswert zu
studieren.

Es ist demnach nétig, einen Reprasentanten der Aquivalenzklas-
sen fiir unitdr-dhnliche Matrizen zu bestimmen. Hierfiir bietet sich
die Schurform oder Schur-Zerlegung an. Uber einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper gibt es zu jeder Matrix A eine unitdre Matrix
U mit der zu U adjungierten Matrix U*, so dass

R = U*AU (3.64)

eine obere Dreiecksmatrix der Form R = D + N ist. Hierbei ist D
eine Diagonalmatrix, die bis auf die Reihenfolge der Eintrdge eindeu-
tig ist, und N ist nilpotent. Im Allgemeinen ist N nur beziiglich der
Frobeniusnorm eindeutig.

Zur Wahl eines geeigneten Reprdsentanten werden nun Schurzerle-
gungen betrachtet, in denen die Eigenwerte auf der Diagonalen nach
asymptotischer Grofsenordnung und Vorzeichen sortiert sind.

Satz 3.2. Sei A eine Schurform der Gestalt

(U N . _[uf B
AE_(O US> mit Us—<o u_). (3.65)

S

Dabei seien Uy, € Mat(C;r), Us € Mat(C;t), U € Mat(C; q) und
U, € Mat(C; t — q) obere Dreiecksmatrizen und N und B nilpotente An-
teile. Die Eigenwerte von Uy seien aus o1(A), die von Us aus o7, (Ac),
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wobei U Eigenwerte mit positiven und Ug mit negativen Realteilen habe.
Die zu A passende Basis sei

B = (11, oo ley Seq1, 00 Sq ST q s st). (3.66)
Dann gilt
pe =span (ly,..., 1) (3.67a)
und
Me =@ (3.67b)
= span (Sy41,...Sr4qsSrtqtls---St), (3.67¢)
mit
He " =span (s;41,...Sriq) (3.67d)
und
He~ =span (Sy4q41,---St)- (3.67€)

Beweis. Sei A € 01(A¢) und v € Hau(A¢;A), dann gibt es nach Defi-
nition 3.4 von . ein k mit (A —A)*v = 0. In der Basis B kann v in
der Form v = (vi,vs) " geschrieben werden, wobei vy fiir die ersten r
Komponenten, also die Koeffizienten der Basisvektoren 1; ..., 1, und
v fiir die restlichen Komponenten steht. Dann ist

k
0= (A, —N*v= (u‘ o A uSN— A) (Xl) (3.68a)

(U =)k x w
_< . (US—A)“> <V> (3.68b)

Insbesondere ist (Us —A)¥v, = 0. Einerseits ist A € o71(A.), anderer-
seits gilt wenn A ein Eigenwert von Uy ist A € 07 (A¢). Damit sind
Us —A und (Ug —A)¥ reguldr und es folgt v =0. Da A € o71(A¢)
beliebig gewidhlt war und . direkte Summe der Hauptraume dieser
Eigenwerte ist, ergibt das p. C span(ly,...,1;). Mit dim p, = r gilt
sogar Gleichheit. O

Korollar 3.1. Nach der Konstruktion der Schurzerlegung aus Satz 3.2 gilt
fiir die orthogonale Projektion auf y-

o (L(;l L]I‘S> =(0 Uy). (3.69)

Es werden im Folgenden nur noch Représentanten der Aquivalenz-
klassen der unitiar-dhnlichen Matrizen betrachtet, die von der Gestalt
(3.65) sind.
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Ein wesentlicher Schritt beim Finden steifer Losungsfamilien ist
die Auswertung von |7, exp(tA¢)xol|. Zur Berechnung der Ma-
trixexponentiellen einer Matrix A betrachtet man {iblicherweise die
Jordansche Normalform von A.. Wie bereits erwdhnt ist diese aber
fiir die Untersuchung auf steifes Verhalten ungeeignet, da sie im All-
gemeinen nicht durch einen unitdren Basiswechsel erreicht werden
kann. Der folgende Satz hilft weiter.

Satz 3.3 (Davis (1973, S. 5)). Sei

ai b2 -+ bin
0 a :
A= 2 (3-70)
0 0 . bn—1,n
0 0 e an
und f ein Polynom, dann ist
fla1) c¢12 -+ cin
0 f(a :
f(A) = (02) (3.71)
0 0 Cn—1n
0 0 - flan)
mit
Cij = Z M (@, .., i, ) Dok Bk, - - by, 1kms (3.72)

fiir T < i1 < j < n, wobei die Summe iiber alle verschiedenen Tupel
(ko, ..., km) gebildet wird, die

i=ko<ki<-<km=j 1<m<j—1i (3-73)

erfiillen. Hierbei sind die geteilten Differenzen f'™ fiir Polynome nach Da-
vis (ebd.) wie folgt definiert. Fiir ein Polynom f in s Unbestimmten ist f!!
ein Polynom in s + 1 Unbestimmten, das fiir mqy # m, durch

(N, A1, my, my)

o f()\1l"'/)\s—]/m1)_f()\1/"'/)\8—1lm2)

= e — (3.74)

gegeben ist. Fiir ein Polynom in einer Unbestimmten ist £'° = f und induk-
tip flsl — (f[sfﬂ)[”'
Fiir my = m, ist nach Higham (2008)

fUA, A, my,my) = (A, Ay, my), (3.75)
wobei f' die Ableitung von f nach m; ist.

Bemerkung 3.5. Anschaulich gesprochen sagt Bedingung (3.73), dass
zur Berechnung von cy; nur jene Eintrdge aus der Matrix A herange-
zogen werden, die in dem Dreieck (ai, ci—1j—1, a;) liegen.
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Zu bemerken ist, das Satz 3.3 nur fiir Polynome formuliert ist. Die
Aussage ldsst sich aber auf die Matrixexponentielle {ibertragen:

[...] and f a function. For well-known reasons, we may
assume (as long as only finitely many matrices are in con-
sideration as arguments at once) that each function f con-
sidered is a polynomial. (Davis, 1973, S. 1).

Dabei steht ,,function” fiir eine Funktion, die durch eine Potenzreihe
entwickelbar ist. Die folgende Argumentation ist Higham (2008, Re-
mark 1.8) entnommen. Betrachtet wird zu einer (n x n)-Matrix A das
dazugehorige charakteristische Polynom q(t) = det(tI—A). Nach
dem Satz von Cayley-Hamilton ist q(A) = 0. Damit kann jede Potenz
AX mit x > n als Linearkombination von I, A, AZ,..., A"} geschrie-
ben werden. Jede Potenzreihe in A kann also zu einem Polynom in
A von hochstens Grad n — 1 reduziert werden. Es gibt somit ein Po-
lynom P mit exp(tA) = P(tA). Das rechtfertigt die Annahme, dass f
ein Polynom ist und Satz 3.3 gilt auch fiir f = exp. In diesem Fall
haben nur die Diagonalelemente a; einen exponentiellen Einfluss auf
die Koeffizienten von exp(A) wie das nidchste Korollar zeigt.

Korollar 3.2. Sind in Satz 3.3 die a; und bj rationale Funktionen in € und
ist weiter f = exp dann sind die ci; von der Form

m
Cij :Zexp(akl)rl/ 1 <1<J n, lgklg]’ (376)
1=0

fiir in € rationale Funktionen ry.

Beweis. Fiir den Beweis wird die Struktur von f™! betrachtet. Mittels
Induktion tiber m wird gezeigt, dass fiir in € rationale Funktionen
T

m

exp[m} (Akg,-.o, Ok, ) = Z exp (ax,)F1,, (3.77)
1=0

gilt. Es wird nur der Fall fiir my # m; aus (3.74) betrachtet, der Fall
m; = m; aus (3.75) folgt analog.
Fiir m = 1 ist die Behauptung mit

exp'" (ay,, ak,)

1 1
= eX a — — €&X a —_— .78
P( kO)akO*a]q p( k1)ak0*ak1 (37 )
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richtig. Nach der induktiven Definition von f (411 — (¢m)) 0 und
der Induktionsvorausetzung gilt

exp™ M (aky, .., k1) Gk Gk y ) (3-792)
= akmjakmﬂ exp™ (aky, .-+, Qkyys k) (3.79b)
— Clkm—]akm] exp™ (aky, .-, Qiyy) Gkpysy) (3-79¢)
1
= ni exp (a, )1, ;- (3-79d)
1=0

Berticksichtigt man, dass sich die 1| aus (3.76) und die ¥{,, aus (3.77)
durch geeignete Produkte der b; nach der Definition der ci; aus (3.72)
unterscheiden, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.6. Satz 3.3 gilt noch etwas allgemeiner, siehe Davis
(1973, Theorem 2). Etwas verkiirzt dargestellt sagt das Theorem fol-
gendes. Sei A eine Blockdiagonalmatrix

Aq *
A=10 . (3.80)
0 0 An

mit Untermatrizen Ay, ..., A, und f wie in Satz 3.3, dann gilt

f(A7) --- %
f(A) = 0o . : . (3.81)
0 0 f(An)

Die Sterne in A und f(A) stehen dabei fiir verschiedene Eintréage.

Lemma 3.1. Sei f eine auf dem Ring der Matrizen definierte Funktion, A
wie in Satz 3.2 und a; und cy; wie in Satz 3.3, dann gilt fiir die 1-Norm

Hﬂulf(tAg)XOH] (3.82a)
= Hf(tus)ﬂ J_XOH] (3.82b)

S
= Z (tai)(xo)rsi + Z Cij XO)T‘+] . (3.82¢)

j=1i+1
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Beweis. Nach Korollar 3.1, Satz 3.3 und Bemerkung 3.6 gilt:

Hnulf(tAs)XOH] (3-83a)
(o )
= Lflt (3.83b)
‘TEH ( <O U, X0 : 3-63
f(tu *
= ‘ “w( (o ! f(tus)>X° : (859
=[I(0 f(tUs)) x|, (3.83d)
= Hf(tUS) T[uiXOH1 (3-83e)
t
= ‘(f(tus) TCHLXO) . ei+r‘ (3-83f)
i=1
t |t
= Z (f(tUs)) 5 (x0)r+j (3.838)
i=1j=t
t t
= Z f(tai)(xo)r+i Z cij (X0)r4j|- (3-83h)
=1 j=i+1
OJ

Damit sind die Vorbereitungen getroffen, um steife Losungsfamili-
en zu identifizieren.

Satz 3.4. Sei A wie in Satz 3.2 mit B = 0 und die a; und cy; wie in
Satz 3.3, dann ist die Steifheitsmenge durch S = span(pU p—) \ 1 gege-
ben. Insbesondere sind die Losungsfamilien fiir jedes xo ¢ W steif, wenn
ntt = {0} qilt. Anders ausgedriickt ist die Losungsfamilie durch xo ¢ p
steif, falls A, Eigenwerte mit asymptotisch groffen Realteilen hat, die alle
negativ sind.

Beweis. Sei A von der geforderten Gestalt. Nach Lemma 3.1 gilt
dann

Hnul exp (tA¢) xo H1 (3.84a)
t t
= > lexpl(tay) (xo)i+ D cij(xo)j (3.84b)
i=1+1 j=i+1
T+q
= ) |exp(tai) (xo)s (3-840)
i=r+1
Tq t
+ Z cij (x0)j + Z cij (x0)j
j=it+1 j=T+q+1
r+t r+t
+ Z exp(tai) xo,i + Z cij (xo)j |- (3.84d)
i=r+q+1 j=i+1

83



84

| STEIFE LOSUNGSFAMILIEN

Wegen B =0istcy; =Ofiiraller+1 <i<r+qundr+q+1<j<t.
Ist xo € S, dann ist 71,1+ %o = 0 und damit ist auch (xo); = 0 fiir al-
le r+1 < i< 1+ q. Die Zeile (3.84¢) verschwindet deshalb komplett.
Nach Konstruktion in (3.65) ist Rea; < O furaller+q+1<i<r+t.
Firr+q+1<i<r+tundi<j<r+thidngen die ci; nach Ko-
rollar 3.2 von denjenigen ay ab, fiir die i < k <j gilt. Fiir diese cyj
gilt nach Korollar 3.2 ci; = O(exp(—t/¢)). Zudem ist mit 7, 1xo # 0
Gleichung (3.84b) von 0 verschieden. Insgesamt ergibt das:

|71 exp (tAe) xo|| = O <exp <—Z>) . (3.85)

Damit ist die Losungsfamilie durch xg steif.

Sei andersherum x € R™ mit x ¢ pe und x ¢ S, dann gibt es einen
Index i, r+1 <1< g, mit (x0); # 0. Sei k der grofite solche Index,
dann sorgt der Summand exp(tax) (xo)x in (3.84b) fiir asymptotisch
exponentielles Wachstum und die Losungsfamilie durch x¢ ist nicht
steif. O

Satz 3.4 liefert ein hinreichendes Kriterium fiir steife Losungsfami-
lien durch xo. Notwendig ist dieses Kriterium aber nicht, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.18. Gegeben sei das Anfangswertproblem

1
X:Agxz 0
0

Fiir die Matrixexponentielle gilt dann

0

O m= O

)x, xo =x(0)=(1,1,1)". (3.86)

o |=—itn [N

et 0 0
exp (tAe) = | 0 e/t —e Ve(—14e2Ve) |, (3.87)
0o 0 e t/e

Fiir die langsame Mannigfaltigkeit ergibt das nach Satz 3.2
He = span (e1), ue = span (e2, e3), (3.88a)
ul ™ = span (e3), i~ = span (e3). (3.88b)

Einerseits ist nun 7 1+xo = 1 # 0. Andererseits ist die Losungsfa-
milie durch x steif, denn es gilt

0+# Hﬂué_ exp (tAg) on =0 <exp <—z>> . (3-89)

Grund hierfiir ist eine Ausloschung der exponentiell groflen Anteile
in der 1-Norm der zweiten Komponenten von 7,1 exp (tA¢)xo. Die-
se Ausloschung tritt genau dann auf, wenn fiir xog = (x1,x2,X3)T
die Gleichheit x, = x3 gilt. Die Steifheitsmenge ist demnach durch
S ={(x1,x2,x3)" ¢ 1l x2 =x3} gegeben.
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Im Allgemeinen gibt es im Fall pt* = {0} keine steifen Losungsfa-
milien. Unter gewissen Bedingungen an den nilpotenten Anteil exisi-
tieren solche steifen Losungsfamilien dennoch.

Bemerkung 3.7. Sei U aus Satz 3.2 von der Gestalt

DI B
Us = ( 0 D;) (3.90)
mit Diagonalmatrizen D} # 0 und Dy mit den positiven bzw. nega-
tiven Eigenwerten und einem nilpotenten Anteil B = (by;). Sei weiter

bi; = Os (1/¢) fiir alle 1, j, dann gibt es steife Losungsfamilien.

Beweis. Der Beweis folgt, wie der Beweis von Satz 3.4, wieder durch
genaues Auswerten der bij nach Satz 3.3. O

Zum Abschluss wird noch zu einigen bereits bekannten Beispielen
die Steifheitsmenge angegeben. Die Aussage folgt jeweils aus Satz 3.4.

Beispiel 3.19. Die Steifheitsmenge des Problems aus Beispiel 3.3 auf
Seite 63 ist durch S = { (x1,%2,%x3) € R3 | x3 # 0} gegeben.

Es sei nochmals betont, dass fiir steifes Verhalten nur das exponen-
tielle Abklingen auf die langsame Mannigfaltigkeit von Bedeutung
ist. Die komplette Losung kann sehr wohl explodieren, solange das
Explodieren nicht exponentiell ist. Die exakte Losung des Problems
aus Beispiel 3.3 ist durch

exp (t)x1 +t/eexp (1) x2
x(t) = exp (t) x2 (3.91)
exp (—t/e) x3

gegeben. Fiir x3 # 0 erkennt man sofort das exponentielle Abklingen
fiir ¢ — 0, das wesentlich fiir das steife Verhalten ist. Ist zudem x; # 0
explodiert die Losung fiir ¢ — 0, jedoch nicht exponentiell.

An diesem Beispiel zeigt sich der mathematische Charakter steifer
Losungsfamilien besonders deutlich.

Beispiel 3.20. Fiir die Differentialgleichung aus Beispiel 3.16 auf Sei-
te 74 ist die Steifheitsmenge durch S = {(x1,x2) € R3 | xo # 0}
gegeben.

Beispiel 3.21. Mit p = IR? ist die Steifheitsmenge des oszillatorischen
Problems aus Beispiel 3.4 auf Seite 63 leer.

3.4.3 Normale und diagonale Probleme

In der Literatur werden nicht selten nur Diagonalmatrizen betrach-
tet, um steifes Verhalten zu untersuchen, deshalb legen Higham und
Trefethen (1993) ein groles Augenmerk auf den Ubergang von einem
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linear konstanten Problem zu skalaren Problemen durch Diagonali-
sierung. Haufig wird allerdings stillschweigend davon ausgegangen,
dass es ausreichend ist, sich auf Diagonalmatrizen und somit auf ska-
lare Probleme vom Typ des dahlquistschen Testproblems zu beschran-
ken, und dass die grofste Herausforderung bei den nichtlinearen Pro-
blemen liegt. Dem ist aber nicht so, wie das nédchste Zitat unterstrei-
chen soll.

We wish to argue that the diagonalizations [...] is also
a process that may change the nature of an ODE signifi-
cantly, and in fact, that some effects which are customar-
ily attributed to linearization or freezing of coefficients can
with greater justice be blamed on diagonalization. (Hig-
ham und Trefethen, 1993, S. 287)

Normale Matrizen lassen sich unitdr diagonalisieren und da nach
Satz 3.1 steifes Verhalten invariant unter unitdren Transformationen
ist, gentigt es tatsachlich Diagonalmatrizen zu betrachten. Fiir nicht-
normale Matrizen gilt das aber im Allgemeinen nicht, sie miissen sich
nicht einmal unitdr in Jordansche Normalform bringen lassen.

Wie in Abschnitt 3.4.2 gesehen, muss steifes Verhalten von Losun-
gen zu einem fest gewdhlten Anfangswert fiir nichtunitdre Transfor-
mationen nicht erhalten bleiben. Deshalb wurden in Satz 3.2 Schur-
formen der Gestalt

(W N _(uf B
= (BN, we (% D), os0

S

mit oberen Dreiecksmatrizen Uy, U, UJ und Uy und nilpotenten An-
teilen N und B betrachtet. Solche Schurformen sind Reprasentanten
der Klasse der unitdr-dhnlichen Matrizen. Die Realteile der Eigenwer-
te von Uy sind dabei von der Gréfienordnung O(1), wiahrend die von
U, asymptotisch grofs sind und positives respektive negatives Vorzei-
chen haben. Fiir normale Matrizen sind U; und U ebenfalls diagonal
und N und B verschwinden.

Schreibt man den Startwert xo in der zu (3.92) gehorigen Basis in
der Form xg = (xl,xj,xs_)T, ist die Losungskurve durch xo nach
Satz 3.4 fiir Matrizen mit B = 0, insbesondere also auch fiir normale
Matrizen, genau dann steif, falls x; = 0 und x; # 0 gelten. Wahrend
die Untermatrix N keinen Einfluss auf steifes Verhalten von Losungs-
kurven hat, konnen selbst fiir B # 0 steife Losungskurven existieren,
fur die x& # 0 gilt (Beispiel 3.18 auf Seite 84). Damit kann man einen
Schritt weiter gehen als Higham und Trefethen (ebd.) und genau sa-
gen, welcher nichtnormale Anteil fiir ,,Uberraschungen” (ebd., S. 286)
sorgen kann.



3.4 STEIFE LOSUNGSFAMILIEN LINEARER PROBLEME |

3.4.4 Steife Losungsfamilien linearer Probleme und explizite nume-
rische Verfahren

Im klassischen Sinne gelten Differentialgleichungen als steif, wenn
explizite Verfahren eine kleine Schrittweite erfordern damit das Ver-
fahren tiberhaupt stabil ist, wahrend implizite Verfahren damit keine
Schwierigkeiten haben (siehe Abschnitt 2).

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Schrittweite eines expliziten
Runge-Kutta-Verfahrens bei der Approximation steifer Losungsfami-
lien fiir ¢ — 0 verschwinden muss. Damit sind explizite Runge-Kutta-
Verfahren zur Approximation steifer Losungsfamilien linearer Proble-
me ungeeignet.

Satz 3.5. Sei A wie in Satz 3.2 auf Seite 78 und die Losungsfamilie des
durch
X =AcX, x(0) = xo, (3.93)

gegebenen Anfangswertproblems steif. Weiter sei WTx die diskrete Approxi-
mation durch ein explizites Runge-Kutta-Verfahren mit Zeitschrittweite T.
Fordert man fiir den diskreten Phasenfluss WTxo

0 # dist(Wixo, ue) = (1), (3.94)

dann gilt fiir die Zeitschrittweite T

T=o0(1). (3-95)

Insbesondere sind somit explizite Runge-Kutta-Verfahren zur numerischen
Niiherung steifer Losungen ungeeignet.

Beweis. Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren ist der diskrete Phasen-
fluss fiir lineare Differentialgleichungen durch ein Polynom P gege-
ben, YT = P(TA,) (siehe z.B. Deuflhard und Bornemann, 2008, Lem-
ma 4.15). Nach Lemma 3.1 ist mit den Bezeichnungen aus Satz 3.2

dist(Wixo, te) = HT[ué_P(TAE) XoH] (3.96a)

t

t
= ) [Plrad(xo)i+ ) cij(xo)j|-  (3.96b)

i=r+1 j=i+1

Sei v+ 1 < m < t der grofite Index mit (xo)m # 0. Da die Losungs-
familie nach Voraussetzung steif ist, gilt xo & p und es gibt einen
solchen Index. Es folgt

dist(VExo, be) = |, PTA) Xo || > IP(xam) (xo)ml:  (3:97)

Fiir am € 07/.(A¢) ist 1 = 0(Rean,). Da Polynome am Rand explo-
dieren, also |P(z)| — oo fiir |z| — oo gilt, muss nach Voraussetzung
(3.94) somit fiir einen stabilen Zeitschritt T = (1) gelten. O
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Explizite Verfahren fordern also bei der Approximation steifer Lo-
sungen Schrittweiten, die asymptotisch verschwinden. Das stimmt
mit der klassischen Vorstellung steifer Probleme iiberein.

Bemerkung 3.8. Bedingung (3.94) stellt sicherlich eine sinnvolle Be-
dingung an die Naherungslosung dar, die, wie gesehen, bei expliziten
Verfahren aber zwingend eine asymptotisch kleine Zeitschrittweite
erfordert. Fiir implizite Verfahren muss das nicht zutreffen, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.22. Betrachtet wird wieder das dahlquistsche Testproblem,
diesmal mit dem impliziten Euler-Verfahren. Der diskrete Phasen-
fluss beziiglich des impliziten Euler-Verfahrens ist durch

WEX() = X9 (] + g)_1, (3-98)

gegeben. Wie in Beispiel 3.1 auf Seite 62 gesehen, ist . = {0} die zu
dem dahlquistschen Testproblem gehorende langsame Mannigfaltig-
keit. Betrachtet man nun dist(W7xo,0), lasst sich leicht erkennen, dass
(3.94) fir jedes T mit T = O(1) erfiillt ist.

3.5 STEIFE LOSUNGSFAMILIEN NICHTLINEARER PRO-
BLEME

Fiir nichtlineare Probleme ist die Charakterisierung steifer Losungs-
familien deutlich schwieriger als im linearen oder sogar skalaren Fall
des dahlquistschen Testproblems. Zum einen kann das Finden der Lo-
sungsstruktur und damit auch der exponentiell anziehenden Mengen
nichtlinearer Probleme sehr viel komplexer sein, zum anderen lassen
sich langsame Mannigfaltigkeiten nicht so einfach wie im linearen
Fall bestimmen.

Higham und Trefethen (1993, Fig. 1.) beschreiben den klassischen
Weg um von einem allgemeinen Problem y’ = f(t,y) zu einem ent-
koppelten linearen System 1’ = Au, der dahlquistschen Testgleichung,
zu kommen, dies ist in Abbildung 3.2 auf der nédchsten Seite darge-
stellt. Darin bezeichne u die Stérung einer speziellen Losung yo von
y’ = f(t,y) mit y(t) = yo(t) + u(t). Die Hoffnung dabei ist, dass es
ausreicht die einfach zu analysierenden Gleichung (3.99d) zu studie-
ren und dann auf die Ausgangsgleichung (3.99a) zuriick zu schliefien.
Dem ist im Allgemeinen nicht so.

Auf die Schwierigkeiten, die beim Ubergang von (3.99¢) nach (3.99d)
auftreten konnen wurde bereits in Abschnitt 3.4.3 eingegangen. Die
Probleme beim Einfrieren von Koeffizienten, dem Schritt von (3.99c)
nach (3.99d), werden in Abschnitt 3.5.1 anhand eines Beispiels disku-
tiert.
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y' =f(ty) (3-992)
1 Linearisierung

u' = Athu (3-99b)
}  Einfrieren von Koeffizienten

u’ =Au (3.99¢)

| Diagonalisierung
!/

u’ =Au (3.99d)

Abbildung 3.2: Higham und Trefethen (1993, Fig. 1.)

In dieser Arbeit werden in erster Linie autonome und lineare Pro-
bleme betrachtet. Mit den Problemen vom Typ (2.13), dem nichtlinea-
ren Strudel und dem Van-der-Pol-Oszillator wurden aber auch schon
typische nichtlineare, aber autonome, Probleme diskutiert. Die Be-
schrankung auf autonome Probleme ist, zumindest aus theoretischer
Sicht, gerechtfertigt, da jedes nichtautonome Problem zu einem au-
tonomen Problem hoherer Dimension dquivalent ist. Allerdings wird
aus einem zeitabhangigen linearen Problem durch Autonomisierung
ein nichtlineares Problem.

Ein Spezialfall der nichtlinearen Probleme sind diejenigen Proble-
me, die durch Autonomisierung aus inhomogenen linearen Proble-
men der Gestalt x = A x + g¢(t) entstehen. Fiir diese lasst sich in Ab-
schnitt 3.5.2 etwas mehr sagen als im allgemeinen nichtlinearen Fall,
wie er in Abschnitt 3.5.3 betrachtet wird. Dort wird eine Vermutung
fiir ein hinreichendes Kriterium fiir steife Losungsfamilien formuliert.
Da dieses Kriterium in dieser Arbeit als Vermutung offen bleibt, wird
auf die Effekte, die durch Linearisierung verloren gehen kénnen und
auf die Higham und Trefethen (ebd.) hinweisen, an dieser Stelle nicht
ndher eingegangen. Es ist jedoch eine spannende Aufgabe diese Frage
zu beantworten.

3.5.1  Probleme beim Einfrieren von Koeffizienten

Zum Einfrieren von Koeffizienten bemerken Higham und Trefethen
(ebd., S. 288): ,freezing coefficients may change the behavior of an
ODE significantly”. Dies wird an einem Beispiel gezeigt, das auf
Kreiss (1978) zuriickgeht (Higham und Trefethen, 1993, S. 299).

Beispiel 3.23. Gegeben sei die Differentialgleichung

v =e w1 uut = Ay Gaoo)
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mit der zeitabhdngigen unitdren Matrix

Ut) = cosat —sinat (3.101)
~ \sinat cosat)’ 3

Das Beispiel ist akademisch, denn das Problem ist nur scheinbar zeit-
abhédngig. Es ermoglicht aber eine umfassende Analyse, die zeigt,
dass das Einfrieren von Koeffizienten Einfluss auf das steife Verhalten
von Losungen hat.

Der einzige Eigenwert des Systems aus (3.100) ist —¢~!. Die Trans-
formation v(t) = U(t)y(t) ist fur alle t normerhaltend und mit (3.100)
bekommt man

vi=Uy+ Uy’ (3.102a)
0 —« —e 1 e
= (oc 0 > v+ < 0 _£_1> v (3.102b)
= —el meT o v (3.102¢)
O\ @ —e ! ' 3

Eine Besonderheit die hervorzuheben ist, ist dass das transformierte
Problem zeitunabhéngig ist. Die Eigenwerte der Matrix auf der rech-
ten Seite geben Higham und Trefethen (1993, S. 299) mit —e (1 +

oce(n — oce)) an. Da fiir alle t die langsame Mannigfaltigkeit inva-
riant unter U(t) und U(t) orthogonal fiir alle t ist, bleiben steife Lo-
sungen nach Satz 3.1 durch die Transformation erhalten. Ob alle von
der Nullldsung verschiedenen Losungen steif sind, hingt von den
Vorzeichen der beiden asymptotisch grofien Eigenwerte und damit
von 1 ab. Da Eigenwerte fiir n = 2/(«e) unterschiedliches Vorzeichen
haben existieren nichtsteife Losungskurven. Fiir ,kleine” 1 sind bei-
de Eigenwerte negativ und alle von der Nullldsung verschiedenen
Losungen sind steif.

Friert man dagegen A(t) in (3.100) fiir ein t¢ ein, ist die orthogo-
nale Matrix U(tp) zeitlich konstant und die Ableitung U’ in (3.102a)
verschwindet. Die Eigenwerte bleiben unter der zeitlich konstanten
Transformation v(t) = U(tp)y(t) dann erhalten. Insbesondere sind bei-
de Eigenwerte negativ und alle von der Nullldsung verschiedenen
Losungen sind steif. Orthogonale, bzw. unitire Transformationen an-
dern steifes Verhalten nicht. Es spielt demnach keine Rolle ob man
(3.100) oder (3.102a) auf steifes Verhalten untersucht. Friert man aber
A(t) fir ein to ein, verschwindet U’ in (3.102a) und wie gesehen un-
terscheiden sich die Gleichungen v/ = U’y + Uy’ und v/ = Uy’ in
Bezug auf steifes Verhalten.

Higham und Trefethen (ebd.) schreiben, dass fiir kleine Werte von
n die Matrix A(t) fast normal ist und fiir festes o die Eigenwerte deut-
lich von den Eigenwerten von A(t) abweichen. Nach einer konkreten
Wahl von ¢ und 1 schreiben sie:
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Thus we may regard the variable coefficient problem as
nearly 5/3 times as stiff as the constant coefficient problem
for this particular computation. (ebd., S. 300).

Aus asymptotischer Sicht ist ein Faktor von 5/3 nicht sonderlich grofs.
Auch die Aussage ,[...] 5/3 times as stiff as [...]” passt nicht zu der
Auffassung steifer Losungen wie sie hier vertreten wird.
Ubereinstimmend lisst sich aber festhalten, dass das Einfrieren von
Koeffizienten Einfluss darauf hat, welche Losungen steif sind.

3.5.2 Inhomogene lineare Probleme

Zu Beginn dieses Abschnitts werden zwei Beispiele fiir inhomogene
lineare Probleme betrachtet, die in Satz 3.7 eine Verallgemeinerung
finden.

Beispiel 3.24. Aus Gleichung (2.29) sei die inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung

X = —%(x — tz), x(0) =xo (3.103)

mit der Losungsfamilie
x(t) = (xo —2¢?) exp (—t/e) + t2 —2et+2¢2 (3.104)

gegeben. Die Losungsfamilie ndhert sich fiir ¢ — 0 exponentiell der
zeitabhdngigen Menge

pt:{xeRlx:t2—2£t+2£2} (3.105)

an. Fiir das Problem aus (3.103) ist ¢ also eine exponentiell anzie-
hende Menge. Ob p; auch eine langsame Mannigfaltigkeit im Sinne
von Definition 3.5 auf Seite 64 ist, ldsst sich erst einmal nicht sagen,
da (3.103) nicht autonom ist. Gleichung (3.103) ist aber dquivalent zu
dem zweidimensionalen autonomen System

X = —%(x—tz), (3.106a)

t=1. (3.106b)

Damit kann p als Teilmenge des Phasenraums dieses zweidimensio-
nalen Systems aufgefasst werden. Es sei

M, ={(x,t) e R? | x = t* — 2et +2¢° L. (3.107)

Es stellt sich nun die Frage, ob M, im Sinne von Definition 3.5 eine
langsame Mannigfaltigkeit ist. Dazu muss der Tangentialraum von
M fiir ¢ — 0 mit der Ableitung der rechten Seite von (3.106) fiir alle
Punkte von M, iibereinstimmen.
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Fiir den Tangentialraum von M, im Punkt x( gilt
Tx,M¢ = span ((2 (t—e),1 )T). (3.108)

Bezeichne f. die rechte Seite von (3.106). Die langsame Mannigfal-
tigkeit der Ableitung im Punkt xo = (x, t), die durch

12
attol = (5 ) (5.109)

gegeben ist, wird durch einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 0 er-
zeugt. Es gilt

pe(dfe (x0)) = span ((26,1)7). (3.110)
Damit gilt fiir alle xo € M,
Tx,Me = pe(dfe (x0)) flire — 0 (3.111)

und M. ist nach Definition 3.5 auf Seite 64 tatsdchlich eine langsame
Mannigfaltigkeit von f.

Die Losungsfamilien durch xo ¢ M, ndhern sich p. fiir alle t > 0
exponentiell an, denn es gilt

0 # dist(x(t), ut) = innl\ljl Ix(t)—q|l =0 (exp (—Z)) . (3.112)

€

In diesem Sinne sind diese Losungsfamilien steif.
Das néichste Beispiel ist zweidimensional.

Beispiel 3.25. Betrachtet werden zwei zu den Anfangswertproblemen
aus Strehmel, Weiner und Podhaisky (2012, Beispiel 7.4.1) dhnliche
Probleme, die fiir ¢ = 1/2 iibereinstimmen:

(=2 1 2sin(t)
v= ( ] —z) X1+ (z (cos(t) —sin(t))) / (3-1139)

y(0) = (;) , (3.113b)

Y e 2sin(t)
Yy = (1_1 _1) x(t)+(1 (cos(t)—sin(t)))’ (3.114a)

y(0) = @) : (3.114b)

Nach Strehmel, Weiner und Podhaisky (ebd., S. 203) haben beide die
gleiche exakte, e-unabhéingige Losung

x(t) = 2exp(—t) (:) + <sin(t)> . (3.115)

cos(t)



3.5 STEIFE LOSUNGSFAMILIEN NICHTLINEARER PROBLEME |

Dennoch beobachten sie im Fall ¢ = 1/999 steifes Verhalten beim
numerischen Losen.

Um die bisher entwickelte Theorie anwenden zu koénnen, wird der
homogene Anteil mit der orthogonalen Transformationsmatrix

u= \]ﬁ (_1] 1) (3.116)

in Schurform gebracht

-1 21
X = < 0 _1+£€>x (3-117a)
1 2sin(t) + %(COS(’E) —sin(t))
+ \ﬁ (—2 sin(t) + %(COS(’[) - sin(t))) ! (3.117b)
1 (5
x(0) = 7 (1) . (3.117¢)
Die Losung lautet dann
B 1 1 (cos(t) +sin(t)
x(t) = Z\fZexp(—t) <O> + ﬁ (Cos(t) B sin(t)) . (3.118)
Fiir den Anfangswert xo = (x1,x2) ist die allgemeine Losung durch
x(t) = <x1 —x2 + 2¢ <xz — \}2>> exp(—t) ((1)) (3.119a)

o e (L) () o

n 1 [cos(t) +sin(t)
/2 \cos(t) —sin(t)
gegeben. Fiir xo # 1/v/2 relaxiert die Losung exponentiell auf die

zeitabhdngige Mannigfaltigkeit

Uy = (x1 — X2 + 2¢ (xz — \2)) exp(—t) (é) (3.120)
1 <cos(t) + sin(t))

V2 \cos(t) —sin(t)

V2

Satz 3.6 wird zeigen, dass p bei richtiger Interpretation tatsachlich
eine langsame Mannigfaltigkeit ist.

Fiir den Anfangswert aus (3.117c¢) ist mit Blick auf den mittleren
Term der Losung (3.119b) kein steifes Verhalten zu erwarten, denn
fir x = 1/1/2 gibt es kein asymptotisch exponentielles Abklingen
fir ¢ — 0. Dennoch beobachten Strehmel, Weiner und Podhaisky
(ebd.) fiir die dazu gehorende Losung des transformierten Problems
steifes Verhalten. Das bedeutet, dass die numerische Lésung nach
einer gewissen Anzahl von Schritten einen Punkt erreicht, fiir den
x2 # 1/v/2 gilt. Fiir solche Punkte tritt asymptotisch exponentielles
Abklingen fiir ¢ — 0 auf.

(3.119¢)
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Im Folgenden werden nun allgemeine inhomogene Anfangswert-
probleme der Form

X(t) = Aex(t) +9e(t),  x(0) =xo (3.121)

betrachtet, wobei A, wieder von der Form wie in Satz 3.2 auf Seite 78
istund 7,1 ge € C*°(R). Bezeichne p, die langsame Mannigfaltigkeit
von A¢, dann betrachtet man fiir jedes t > 0 den affinen Raum

he = e (Ad) + (hg"(t)> (3.1220)
mit
he(t) = —Ug 'm0 e () (3.122b)

t
+J U.;1 exp ((t—z)Us) nuégé(z) dz
0

und t € R als Teilmenge des Phasenraums Q. Die Definition von h,
ergibt Sinn, da U reguldr und damit invertierbar ist. Betrachtet man
nun den um die Zeitkoordinate erweiterten Phasenraum Q x {t} und
die zu p; korrespondierende Menge

Me ={(xt) [ x € pe} (3.123a)
={(xt) [ x—he(t) =0} (3.123b)
= H'{0}, (3.1230)

wobei H mit s = dim(ug) wie folgt definiert ist:
H:R" xR — R® (3.124a)
(x,t) — T x —he (t). (3.124b)

H ist differenzierbar und fiir die Ableitung im Punkt (xo, to) gilt

dH(xp,to) = (”ué —hg(to)> ) (3.125)

Damit ist M als Urbild einer differenzierbaren Abbildung eine Man-
nigfaltigkeit.

Satz 3.6. Gegeben sei das zu (3.121) dquivalente autonome, nichtlineare
System

(-0
(5 9)-(1)
F(

0
y) (3-126¢)
mity = (x,t)7 € R, Wenn

t

_ d _
Um0l () - L Uy Texp (t—2)Ug) mugl(z)dz (3.127)

gilt, dann ist M ¢ aus (3.123) nach Definition 3.5 auf Seite 64 eine langsame
Mannigfaltigkeit des autonomen, nichtlinearen Systems aus (3.126a).
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Beweis. Fiir yo € M, ist zu zeigen, dass fiir ¢ — 0

te ((dF)(yo)) = Ty,Me (3.128)

gilt.
Einerseits ist der Tangentialraum von M, im Punkt yo = (xo,to)
durch

Ty,M, = ker (dH(xo, to)) (3.129a)
={ (¢ t) [ rex =h((to)t} (3.129b)

gegeben und hat die Dimension dim(T,M¢) = dim(u(A¢)) + 1. Fiir
die Ableitung von F an der Stelle yo = (xo, to) gilt andererseits

As 92(t0)> )

@nwe = (7 (3-130)

Ist A invertierbar, dann ist A = 0 Eigenwert mit algebraischer und
geometrischer Vielfachheit 1 und fiir die langsame Mannigfaltigkeit
der Ableitung gilt

e@Pto)) = (5! @ Eigliar)yo)io (-1312)
= (") erertanivo. 3.131b)

Es ist dim(p ((dF)(yo))) = dim(pe (Ac)) +1.

Ist A, singuldr, muss statt des Eigenraums zum Eigenwert 0 der
entsprechende Hauptraum betrachtet werden. Der Einfachheit halber
wird aber davon ausgegangen, dass A, reguldr ist.

Es bleibt Ty,M, = p.((dF)(yo)) zu zeigen. Da beide Rdume von
der gleichen Dimension sind, geniigt es p.((dF)(yo)) € Ty,M fiir
¢ — 0 zu zeigen.

Sei (x,t) € pe ((dF)(yo)), dann kann (x, t) als Summe von Basisvek-
toren der direkten Summanden aus (3.131a) geschrieben werden und
es geniigt die Summanden einzeln zu betrachten.

Sei zunédchst (x,t) € (te(A¢),0), dann ist t = 0 und (3.129b) ist
erfiillt. Damit ist (x,t) € Ty, Me.

Fir (x,t) € ker((dF)(yo)) folgt aus t = 0 auch x = 0, da A, als
invertierbar angenommen wurde. Der Nullvektor liegt aber schon im
ersten direkten Summanden. Sei also 0.B.d.A. t # 0 und dartiber
hinaus so gewdhlt, dass

—uj”ug ge(To) t=0s (1) (3.132)
gilt. Da (x,t) € ker((dF)(yo)) ist, gilt fiir x

x=—A;"gl(To)t. (3.133)
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Mit (3.127) und (3.132) gilt fiir h, aus (3.122b)
hy(to) t = —Ug gl (to)t+o(1) (3.134)

und es folgt

T X = —7Tu£¢A_1 gl(to)t (3.135a)
= —U;]ﬂué gL(to)t (3.135b)
=h/(to)t+o(1). (3-135¢)

Mit (3.129b) ist damit (x,t) € Ty,M, fiir ¢ — 0 gezeigt.

Insgesamt gilt fiir ¢ — 0 wegen der Gleichheit der Dimensionen
von W ((dF)(yo)) und Ty,M, damit . ((dF)(yo)) = Ty,Me. Nach
Definition 3.5 auf Seite 64 ist M also tatsachlich eine langsame Man-
nigfaltigkeit von (3.126a). O

Bemerkung 3.9. Die Bedingung (3.127) ist fiir alle in dieser Arbeit be-
trachteten Funktionen von vorne herein erfiillt und stellt keine wirk-
lich Bedingung dar. Auf die Suche nach Funktionen, welche diese
Bedingung nicht erfiillen, soll hier verzichtet werden.

Der Satz rechtfertigt die folgenden beiden Definitionen.

Definition 3.9. Gegeben sei das inhomogene Anfangswertproblem
aus (3.121). Dann ist der affine Unterraum p fiir jedes t € R eine
langsame Mannigfaltigkeit des Problems, falls das zu p; korrespon-
dierende M, eine langsame Mannigfaltigkeit des zu (3.121) dquiva-
lenten autonomen Problems (3.126a) ist.

Definition 3.10. Eine Losung x(t) des inhomogenen Anfangswertpro-
blems aus (3.121) heif$t steif, falls 1 im Sinne von Definition 3.6 ex-
ponentiell anziehend ist.

Wie der folgende Satz zeigt, gibt es tatsdchlich solche steifen Lo-
sungen.

Satz 3.7. Gegeben sei das inhomogene lineare Anfangswertproblem
X(t) = Aex(t) +ge(t),  x(0) =xo. (3.136)

Dabei sei A von der Gestalt wie in Satz 3.2 auf Seite 78 mit Uf = 0
und p, die langsame Mannigfaltigkeit des homogenen Anteils A¢. Der in-
homogene Anteil g¢ hinge nur rational von € ab. Sei xo & Wo, dann ist die
Losungsfamilie durch x¢ steif und es gilt

0 # dist (Oxo, 1e) = Olexp(—t/e)). (3-137)

Beweis. Fiir die Losungsfamilie der inhomogenen Gleichung erhalt
man durch Variation der Konstanten

t
x(t) = exp(tAe) xo + Jo exp ((t—2z)Ag)ge(z)dz. (3.138)
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Fiir die schnellen Komponenten 7 X erhélt man nach partieller Inte-

W
gration
ﬂué_x(t) = exp (tus)nuéxo (3.139a)
+U; " exp(tUs) 7, g(0) (3.139b)
t
+J ug'! exp ((t—2z)Us) 7,1 g'(z) dz (3.139¢)
0
—UsTmg(t) (3-139d)
= exp (tUs) <7THELX0 +uy! Tl L 9(0)) (3.139¢)
+he(t) (3-139f)
= exp (tUs) (nuéxo —h, (O)) + he(t). (3.1398)

Diese Gleichung ergibt Sinn, da Us reguldr und damit invertierbar
ist. Aulerdem wurde die Identitdt exp(A)A = Aexp(A) verwendet.
O.B.d.A. sei Us = Os (1/¢). Da mit g, auch h¢(0) nach Definition nur
rational von ¢ abhdngt, ist p fiir alle t > 0 exponentiell anziehend,
denn nach Voraussetzung ist xo & o und damit auch T0LLX0 % h.(0)
und mit (3.139g) gilt

dist (x(t), ) = dist (x(t), ke (A) + (0, he (1)) (3-1400)
= dist (x(t) = (0, he (1), uc(A)) (3.140b)

= s (x0 = @ een)T) | (3.1400)

— Hnuéx(t) — ha(t)] (3.140d)

- Hexp (tUs) (nu 1X0 —hg(O)) H (3.140€)

= O(exp(—t/e)). (3-140f)

OJ

Damit kann Satz 3.7 auf die Beispiele 3.24 und 3.25 angewendet
werden. Wie man tiberpriifen kann ist (3.127) erfiillt. Satz 3.7 kann
fiir Uf = 0 als Verallgemeinerung von Satz 3.4 auf Seite 83 angesehen
werden.

3.5.3 Allgemeine nichtlineare Probleme

In den Beispielen 2.8 auf Seite 52 und 3.7 auf Seite 66 wurde der
Van-der-Pol-Oszillator diskutiert. Es wurde gezeigt, dass die Menge

M = {X = (x1,%2)

1
X1 — gxg—i-xz =0, x3>1 } (3.141)

eine langsame Mannigfaltigkeit ist. Auf die exponentiell anziehenden
Mengen des Van-der-Pol-Oszillators wurde noch nicht eingegangen.
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Das Finden exponentiell anziehender Mengen erweist sich im nicht-
linearen Fall hdufig als schwierig oder gar unméglich, da dazu sehr
genaues Wissen {iber die Losung notig ist. Es ldsst sich keine geschlos-
sene analytische Losung angeben und auch eine asymptotische Nédhe-
rungslosung ist nicht einfach zu finden. Weiter fehlen dem Van-der-
Pol-Oszillator Symmetrieeigenschaften wie sie der nichtlineare Stru-
del in den Beispielen 3.6 auf Seite 65, 3.10 auf Seite 69 und 3.14 auf
Seite 72 hatte, die die Analyse deutlich vereinfacht haben.

Betrachte man in (3.23) die Ableitung des Van-der-Pol-Oszillators,
dann sind die Eigenwerte in jedem Punkt x € M durch

1—x32 1
A2 = 252(1i])i1

2 +0(e) (3.142)
2

gegeben. Insbesondere gibt es einen schnellen und einen langsamen
Eigenwert. Der asymptotisch schnelle Eigenwert ist negativ und nach
Satz 3.4 sind die Losungen des durch die Ableitungen in den Punk-
ten xo € u(dfe (xo)) = span((x% —1,1)7") induzierten Probleme steif.
Betrachtet man nochmals Abbildung 2.16 auf Seite 54. Die langsame
Mannigfaltigkeit M ist fiir ¢ — 0 genau die Schnittmenge von blauer
und roter Linie. In Abbildung 2.15 auf Seite 53 ist das dort, wo die
Geschwindigkeit der zweiten Komponenten (griine Linie) fiir ¢ — 0
nicht explodiert, also asymptotisch kleiner ist als aufserhalb.

Das Beispiel des Van-der-Pol-Oszillators motiviert die folgende Ver-
mutung.

Vermutung 3.1. Gegeben sei eine langsame Mannigfaltigkeit M der auto-
nomen nichtlinearen Differentialgleichung x = f.(x) derart, dass

ptt(dfe (x)) =0 (3-143)

fiir alle x € M gilt. Dann ist fiir einen Startwert xo ¢ M aus einer hin-
reichend kleinen Umgebung von M die Losungsfamilie (sofern sie existiert)
steif.

Die Situation erinnert an das Stabilitdtsverhalten von Losungskur-
ven nichtlinearer Probleme. Dort ldsst sich das Problem abschliefiend
nur fiir Fixpunkte l9sen. Ist x¢ ein Fixpunkt, so ist f(x¢) = 0. Damit ist
es moglich, Terme hoherer Ordnung abzuschédtzen und sich auf den
linearen Fall zuriickzuziehen. Hier kann man etwas &hnliches versu-
chen. Statt Fixpunkten miissen jedoch langsame Mannigfaltigkeiten
betrachtet werden. Wie genau das zu tun ist, kann in dieser Arbeit
nicht geklart werden. Hierzu ist weitere Forschungsarbeit notig.

Bemerkung 3.10. Man beachte, dass Vermutung 3.1 lediglich ein hin-
reichendes Kriterium fiir steife Losungsfamilien gibt. Eine vollstandi-
ge Beschreibung der Steitheitsmenge ist damit nicht moglich.

Beispiel 3.26. Fiir die Fille ||xo]| = 0,1 und o = 1 wird der nichtli-
neare Strudel ein weiteres Mal betrachtet. In Beispiel 3.6 auf Seite 65
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wurden M = {0} und M = S! als langsame Mannigfaltigkeiten iden-
tifiziert. Im ersten Fall ist u" (df. (xo)) = O fiir alle xo € {0} genau
dann, wenn 3 € {£ 1/¢} negativ ist. Im zweiten Fall ist diese Bedin-
gung fiir alle xo € S! genau dann erfiillt, wenn (3 positiv ist, siehe
Beispiel 3.6 auf Seite 65. Nach Vermutung 3.1 existieren in hinrei-
chend kleinen Umgebungen um die langsamen Mannigfaltigkeiten
also Anfangswerte, so dass die dazugehorigen Losungen steif sind.
In Beispiel 3.14 auf Seite 72 wurde das ausfiihrlich diskutiert und die
Steifheitsmengen wurden angegeben.
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In diesem Kapitel werden einige klassischen Aspekte steifen Verhal-
tens wie man sie in der Literatur findet aufgegriffen und diskutiert.
Es wird versucht Ahnlichkeiten und Unterschiede zu der familienba-
sierten Sichtweise aus dieser Arbeit herauszuarbeiten. Das ist nicht
immer ganz einfach, da die verfolgte Intention oft weit auseinander
liegt. Ziel dieser Arbeit ist es eine von der Numerik losgeloste ma-
thematische Charakterisierung steifer Losungen zu geben, wiahrend
der Fokus in der Literatur fast ausschliefllich auf die Numerik ge-
richtet ist und damit auf das konkrete Lésen von Problemen. Durch
den familienbasierten Ansatz wird eine ganze Familie von Probleme
betrachtet und es wird studiert, wie sich diese Probleme fiir ¢ — 0 ver-
halten. Klassischerweise betrachtet man ein Problem und analysiert
das Relaxations- bzw. das Langzeitverhalten. Fiir Einskalenprobleme
gibt es da eine direkte Korrespondenz, siehe Satz 2.1.

In der Literatur finden sich verschiedene Herangehensweisen stei-
fe Losungen von Differentialgleichungen zu charakterisieren. Bei al-
len Ansdtzen werden zwei Groflen in Bezug gesetzt, wovon die eine
,grofs” und die andere , klein” ist. Bei keinem der Ansdtze wird da-
bei ndher spezifiziert wann etwas , grofs” und wann , klein” ist. So
schreiben beispielsweise Deuflhard und Bornemann (2008):

Die Definition mufl notwendigerweise vage bleiben, da Ein-
schdtzungen wie zu klein nur pragmatisch erfolgen kon-
nen [...] (ebd.).

Durch die Betrachtung des Grenzverhaltens von Familien umgeht
man diese ,vage Einschdtzung”, da der Begriff ,klein” nun nicht
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mehr , pragmatisch”, sondern prézise im Sinne der Asymptotik zu
verstehen ist.

Im Wesentlich gibt es vier Ansitze steife Differentialgleichungen
im klassischen Sinne zu studieren. Dazu gehoren die lineare, die
nichtlineare und die intermedidre Theorie, die in Abschnitt 4.1 be-
trachtet werden. In Abschnitt 4.2 wird der vierte Ansatz beschrieben,
der steife Differentialgleichungen iiber die diskrete Kondition cha-
rakterisiert. Zum Schluss dieses Kapitels werden in Abschnitt 4.3 sin-
guldr gestorte Probleme betrachtet, da solche Probleme héufig mit
steifem Verhalten in Verbindung gebracht werden.

4.1 LINEARE, NICHTLINEARE UND INTERMEDIARE-
THEORIE

Die beiden geldufigsten Ansdtze zur Beschreibung steifer Losungen
von Differentialgleichungen der Form y’ = f(t,y) bezeichnen Hig-
ham und Trefethen (1993) als ,lineare und nichtlineare Theorie” (Ab-
schnitt 4.1.1 und Abschnitt 4.1.2). Sie fithren eine dritte Theorie ein,
die ,intermedidre Theorie”, die in Abschnitt 4.1.3 diskutiert wird.

4.1.1  Lineare Theorie

In der linearen Theorie erfolgt die Klassifizierung tiber das Spektrum
einer konstanten Jacobi-Matrix A von f.

Es ist eine tibliche Sichtweise steife lineare Probleme nach den Ei-
genwerten von A zu charakterisieren. Higham und Trefethen (ebd.)
schreiben dazu bei steifen Losungen: “A has a large spectral radius
but a small spectral abscissa”. Formal bedeutet das fiir den Spek-
tralradius p(A) = maxyecq(a) Al von A und fiir die Spektralabszisse
V(A) = maxjeqs(a) ReA von A

V(A) < p(A). (4.1)
Gleich im Anschluss kritisieren sie diese verbreitete Sichtweisen,

[...] the proper definition of stiffness involves a compari-
son with the time scale of the exact solution [...].

Hierzu sind zwei Punkte zu bemerken. Erstens ist die Kritik von Hig-
ham und Trefethen (ebd.) daran, dass die Zeitskala nicht in die Defi-
nition eingeht, im Finklang mit den Betrachtungen in dieser Arbeit.
Hier hat die relevante Zeitskala immer die Ordnung Os (1); , klein”
(O(e)) und ,,gros” (Os (1/¢)) beziehen sich auf diese Zeitskala. Zwei-
tens wird bei dieser Charakterisierung nicht auf eine Losung und
damit nicht auf einen bestimmten Anfangswert eingegangen. Wie an
mehreren Beispielen gesehen wurde, ist das jedoch wesentlich dafiir,
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ob steifes Verhalten tatsdchlich zu beobachten ist. Steifheit ist keine
Eigenschaft der Differentialgleichung, sondern der Losung zu einem
Anfangswert.

Fiir reelle Matrizen in Schurform bedeutet ein asymptotisch grofier
Spektralradius ut # {0}. Eine kleine Spektralabszisse ist nur moglich,
wenn die grofien Realteile der Eigenwerte negativ sind. Fiir entspre-
chende Anfangswerte fiihrt das zu steifen Losungskurven. Wie Bei-
spiel 3.18 auf Seite 84 zeigt, kann aber auch ein Anfangswertproblem
mit grofier Spektralabszisse steife Losungskurven haben.

Eine weitere Charakterisierung im Sinne der linearen Theorie geht
auf Quarteroni, Sacco und Saleri (2002, S. 204) zurtick. Sie definieren
den Steifheitsquotienten t einer linearen Differentialgleichung x = Ax
durch

t(A) = max |[ReA|/ min |ReA|
AEG(A) A€c(A)

und nennen die Gleichung steif, wenn alle Eigenwerte von A negativ

sind und der Steifheitsquotient t(A) grof ist. Es wird jedoch bemerkt,

dass

verschiedene Autoren die vorangegangene Definition ei-
nes steifen Problems ungeeignet (ebd.)

finden. Warum das so ist, wird an dem Problem

X =— <(1) S) X. (4-2)

unmittelbar klar. Das System hat zwar einen grofien Steifheitsquoti-
enten, t(A) = 1/¢, und negative Eigenwerte, ist jedoch fiir keinen
Anfangswert steif. Die erste Komponente ist auf der Zeitskala des
Problems, der Referenzzeitskala, die zweite Komponente ist im Ver-
gleich dazu langsam.

4.1.2  Nichtlineare Theorie

In der nichtlinearen Theorie wird f selbst studiert. Hier spielen nach
Higham und Trefethen (1993) Ideen von Liapunov und der Begriff
der Kontraktivitdt eine wesentliche Rolle.

Definition 4.1 (Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, Definition 7.2.1).
Sei (-, -) ein Skalarprodukt im R™ und |ly|| = +/(y,y) die dadurch in-
duzierte Norm. Die Funktion f : [0,00) x R™ — R™ gentigt einer
einseitigen Lipschitz-Bedingung, falls es ein L € R gibt, derart, dass

(f(t,y) — f(t,v),y —v) < Lljy —v|? (43)

fur alle t > 0 und alle y,v € R™ gilt. L € R heifst dann einseitige
Lipschitz-Konstante.
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Definition 4.2 (Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, Definition 7.2.2).
Erfiillt die Differentialgleichung y’(t) = f(t,y(t)) die einseitige Lip-
schitz-Bedingung (4.3) mit L < 0 (L < 0), so heifdt die Differentialglei-
chung exponentiell kontraktiv (schwach kontraktiv, dissipativ).

Higham und Trefethen (1993) und bemerken, dass bei Stabilitéts-
und Steifheitsbetrachtungen der Kontraktivitit eine besondere Bedeu-
tung beigemessen wird, was aber hdufig zu Bedingungen fiihrt, die
zwar hinreichend aber nicht notwendig fiir Stabilitét sind.

[...] because of the emphasis on contractivity, most of the
results involve rather stringent conditions that are suffi-
cient but not always necessary for stability or convergence
[...] and thus the nonlinear theory is too conservative to
provide a sharp characterization of the phenomenon of
stiffness [...] (ebd.)

Aus dem Blickwinkel dieser Arbeit ist Kontraktivitat weder ein not-
wendiges noch hinreichendes Kriterium fiir steife Losungen.
Wie man sieht, erfiillt die Differentialgleichung

X =fe(x) =—x (4-4)

fiir L = —1 die einseitige Lipschitz-Bedingung. Fiir keinen Anfangs-
wert xg = x(0) # 0 ist die dazugehorige Losung steif im Sinne von
Definition 3.7 auf Seite 71, es gibt nicht einmal eine schnelle Dy-
namik. Andersherum ist in Beispiel 3.15 auf Seite 74 jede Losung
zu einem Anfangswert xo = (x1,x2) mit x2 # 0 steif, kontraktiv ist
diese Gleichung fiir ¢ — 0 jedoch nicht. Seien namlich y = (y1,y2) ",
v =(vy,v2)T € R%, dann gilt fiir f = A:
(f(t,y) —f(t,v),y—v)  (y1—vi1)?e—(y2 —v2)?

Iy —v||? ~ellyr =vi)? + (y2 —v2)?)

(4.5)

Fiir hinreichend kleines ¢ erfiillt jedes negative L die Bedingung einer
einseitigen Lipschitz-Konstante aus (4.3). Nach Definition 4.2 ist die
Differentialgleichung aus Beispiel 3.15 auf Seite 74 demnach kontrak-
tiv.

Kontraktivitdt ist demnach kein geeignetes Kriterium fiir die Cha-
rakterisierung steifen Verhaltens. Wendet man die nichtlineare Theo-
rie auf lineare Probleme mit konstanten Koeffizienten an, spielt der
Begriff der logarithmischen Norm eine zentrale Rolle.

Definition 4.3 (Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, Definition 7.2.3).

Sei ||| eine beliebige Vektornorm im R™. Fiir die zugeordnete Ma-
trixnorm heifst der Grenzwert
. IT+3A| =1
Al = lim ——FXF— .
HIA] 5—1{20 1) (46)

die zugeordnete logarithmische Norm der Matrix A.
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Aus Schmitt (2012, S. 25) und Strém (1975, Corollary 1) ldsst sich
der folgende Zusammenhang zwischen logarithmischer Norm und
Spektralabszisse ableiten.

Satz 4.1. Fiir die Spektralabszisse eines Endomorphismus A gilt

V(A) = i‘ﬂ‘fu[/\], (4.7)
wobei w[A] die zur Vektornorm ||-|| gehorige logarithmische Norm bezeichne.
Ist A normal, wird das Infimum mit ||-|| = ||-||, angenommen.

Konkret werden im folgenden Satz zu einigen Matrixnormen die
dazugehorigen logarithmischen Normen angegeben.

Satz 4.2 (Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, Satz 7.2.4). Die den
Matrixnormen |-, filr p = 1,2, 00 zugeordneten logarithmischen Ma-
trixnormen w,[-] sind fiir eine Matrix A € R™™ gegeben durch

n

n
, wlAl=max | a5+ Jay| | 48)
1

n
n
IAll; =max Y |ay; )
=117 j=1

=1
i#j

n
, uoo[A]zrpEtf ai+ ) |ag|| 49
j=1

n
n
|Alloo =max}_[as;
i=1

=l
J#

1AL = /A ATA), uz[A]:Amax(;(ATJrA)), (4.10)

wobei Amax () den maximalen Eigenwert der Matrix bezeichnet.

In der nichtlinearen Theorie fassen Higham und Trefethen (1993)
die Bedingung fiir steifes Verhalten dhnlich zur linearen Theorie wie
folgt zusammen: “A has a large norm but a small logarithmic norm”.
Formal nicht ganz prézise lasst sich das durch

HIA] < [|A]] (4.11)

ausdriicken. Auch hier steht A wieder fiir eine ,eingefrorene”, kon-
stante Jacobi-Matrix von f. Wie in der linearen Theorie kritisieren sie
allerdings den fehlenden Bezug zu der Zeitskala. Den stellen Streh-
mel, Weiner und Podhaisky (2012) in ihrer Charakterisierung steifer
Differentialgleichungen her. Allerdings verzichten sie darauf, diese
Charakterisierung Definition zu nennen. Wie oben schon zitiert, fin-
den sie ,das Problem der Steifheit sehr vielschichtig” und kennen
,keine zufriedenstellende Definition fiir den Begriff ,Steifheit einer
Differentialgleichung’”.

Ein Anfangswertproblem y’ = f(t,y), y(to) = yo ist auf

dem Intervall [to, te] steif, wenn eine logarithmische Ma-
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trixnorm existiert, so dass fiir v € R™ aus einer Umgebung
der exakten Losung y(t) gilt

(te —to) sup [|fy(t,v)|>1 und (4.12a)
Ho = sup ulfy(t,v)] < sup||fy(t,v)|. (4.12b)
(Strehmel, Weiner und Podhaisky, 2012, S. 208)
Sie stellen zwei Eigenschaften steifer Systeme heraus:

(i) Ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist
steif, wenn gewisse Komponenten der Losung sehr
viel schneller abklingen als andere.

(ii) Ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist
steif, wenn explizite Verfahren aus Stabilitdtsgriinden
sehr kleine Schrittweiten verwenden, obwohl sich die
Losung kaum édndert, implizite Verfahren dagegen
grofie Schrittweiten zulassen. Das heift, die Schritt-
weite wird durch die Stabilitiat des Verfahrens und
nicht durch Genauigkeitsanforderungen bestimmt.

(ebd., S. 207)

Auf beide Eigenschaften wurde schon eingegangen, Definition 3.7
und Satz 3.5.

Es gibt aber Félle in denen sich die Charakterisierung aus (4.12)
und die beiden FEigenschaften (i) und (ii) widersprechen.

Das System im nachfolgenden Beispiel 4.1 erfiillt (4.12), nicht aber
die beiden Eigenschaften (i) und (ii). Dartiber hinaus ist es auch nach
Definition 3.7 nicht steif.

Fiir autonome lineare Gleichungen mit f(t,y) = Ay reduzieren sich
(4.12) nach Strehmel, Weiner und Podhaisky (ebd.) zu

IA] > (te —to) ™", (4.13a)

HIA] < [JA]]. (4.13b)
Fiir solche Systeme ist die Charakterisierung demnach unabhéngig
vom Anfangswert. In zahlreichen der betrachteten Beispiele konnte

man jedoch sehen, dass dem i. A. nicht so ist, nicht nur nach Definiti-
on 3.7, sondern auch aus numerischer Sicht.

Beispiel 4.1. Betrachtet wird auf dem Einheitsintervall das oszillato-
rische System

1
XxX=Ax= (—?/s é€> X (4.14)

zusammen mit der euklidischen Matrixnorm ||-||, und der davon in-
duzierten logarithmischen Matrixnorm p,[-]. Mit o(A) = {i/e, —i/¢}
hat A zwei rein imagindre Eigenwerte und es gilt

[All, =1/, (4.15a)
u2[A] =0. (4.15b)
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Abbildung 4.1: Numerisches Verhalten von (4.14).

Fiir ¢ — 0 ist (4.13) erfiillt. Dennoch hat das System nach Definiti-
on 3.7 keine steifen Losungen, denn die langsame Mannigfaltigkeit
e (A) hat volle Dimension. In Abbildung 4.1 erkennt man, dass so-
wohl das explizite, als auch das implizite Verfahren gleichermaflen
aufwendig sind. Das Problem hat also keine steifen Losungen. Trotz-
dem ist das Problem auf Grund der hohen oszillatorischen Frequenz
numerisch aufwendig.

Strehmel, Weiner und Podhaisky (ebd.) verwenden die logarithmi-
sche Matrixnorm als Mafs fiir das Relaxationsverhalten. Die logarith-
mische Matrixnorm ist aber nicht invariant unter Ahnlichkeit, hangt
also von der Wahl einer Basis ab. In den Beispielen 2.6 und 2.7 wurde
gezeigt, dass steifes Verhalten im Allgemeinen nicht invariant unter
Koordinatentransformationen ist. Fiir orthogonale lineare Transfor-
mationen jedoch bleibt steifes Verhalten nach Satz 3.1 jedoch erhalten.
Dariiber hinaus ist ,[. . .] die Bestimmung einer geeigneten logarithmi-
schen Matrixnorm fiir nichtlineare Probleme kompliziert [...]” (ebd.).
Damit ist die logarithmische Matrixnorm nur bedingt zur Charakte-
risierung steifer Losungen geeignet.

4.1.3 Intermediare Theorie

Fir Higham und Trefethen (1993) ist Steifheit ein , vorriibergehendes
Phanomen”:

The idea here is that instability and stiffness are funda-
mentally transient phenomena, which may appear near
some times top and not others. (ebd., S. 287)

Sie betrachten fiir das linear konstante Problem
u’ = Au, u(0) = up (4.16)

mit der exakten Losung

u(t) =exp (tA)uo (4.17)
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die Rekursionsgleichung fiir ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der
Ordnung m

v = p(AAL) V(O (4.18)

mit einem Polynom P der Ordnung 4 und der konstanten Zeitschritt-
weite At als diskretes Analogon zu (4.17). Um die Giite der Approxi-
mation zu messen, betrachten Higham und Trefethen (1993) mit Blick
auf (4.18) die GroBe ||[P(AAt)™||, fir die die Abschidtzung

p(P(AAL))™ < [[P(AAY)™ < [[P(AAY)" (4-19)

gilt (ebd., (3.1)). Hierbei bezeichne p(A) den Spektralradius der Ma-
trix A. Dieser lidsst sich als Grenzwert einer durch eine Vektornorm
induzierten Matrixnorm schreiben:

lim [[P(AAL)™ ™ = p(P(AAL). (4.20)

Fir grofle n verhdlt sich |[P(AAt)"| ungefihr wie die n-te Potenz
des Spektralradius von P(AAt). Fiir t — oo gilt bei konstanter Zeit-
schrittweite t/At = n — oo. In diesem Sinne wird das Verhalten von
IP(AAt)™|| fir t — oo durch das Spektrum von P(AAt) bzw. AAt
bestimmt.

Weiter gilt die Identitat

lpraay]
111’1’1 —_—

so dass das Verhalten von ||P(AAt)™|| fir t = Atn — 0 durch die
Norm von P(AAt) bestimmt wird.

Higham und Trefethen (ebd.) weisen darauf hin, dass fiir nicht-
normle Matrizen die Abstdnde der Grofien aus (4.19) weit auseinan-
der liegen kénnen und die beiden Schranken aus numerischer Sicht
ungeeignet sind etwas tiber Stabilitit oder Steifheit zu sagen (vgl.
ebd., Fig. 2). Als dritte Theorie fiihren sie deshalb die intermedidre
Theorie ein, die dhnlich zur linearen Theorie ist, wobei aber das Spek-
trum durch das Pseudospektrum ersetzt wird:

A problem is stiff for t ~ t¢ if the pseudospectra of this
linear approximation extend far into the left half-plane as
compared with the time scale of the solution for t ~ to.
(ebd.)

Das Pseudospektrum ist dabei wie folgt gegeben.

Definition 4.4 (Trefethen und Embree (2005, S. 13)). Sei A € M(n,C)
und & > 0. Das d-Pseudospektrum o5(A) von A ist die Menge der
A € C mit

H(?\—A)_]H > 5. (4.22)
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Fiir normale Matrizen stimmen Spektrum und Pseudospektrum
tiberein.

Satz 4.3 (Trefethen und Embree (ebd., Theorem 2.3) (Bauer-Fike Theo-
rem)). Sei A € M(n,C). Ist A = ADA™! diagonalisierbar mit einer Dia-
gonalmatrix D und einer Matrix A\ aus Eigenvektoren von A und bezeichne
K(A) = ||All 5|A7" , die Kondition von A und Bg den Einheitsball mit
Radius o, dann gilt fiir jedes & > 0 und ||-|| = ||| 5:

o(A) +Bs C 05(A) € 0(A) + Bse(a)- (4.23)

Fiir normales A kann A unitdr gewdhlt werden; damit ist k(A) = 1.
Da die Inklusionskette fiir beliebiges o gilt, féllt die intermedidre
Theorie von Higham und Trefethen (1993) in diesem Fall mit der li-
nearen und damit auch mit der nichtlinearen Theorie zusammen.

Steifes Verhalten von Losungen als voriibergehendes Phdnomen zu
betrachten passt nicht unmittelbar zu der Sichtweise in dieser Arbeit.
Das liegt im Wesentlichen an dem Familienansatz, der hier betrach-
tet wird. Dennoch kann man eine Analogie finden. In dieser Arbeit
hat die Integrationszeitskala stets die Ordnung Os (1) wahrend die
schnelle Relaxation auf der Zeitskala O(1) (in den Beispielen immer
O(e)) ablauft. Betrachtet man die Integrationszeitskala inmitten einer
Kaskade von asymptotischen Zeitskalen, ist auch die Os (1)-Zeitskala
,voriibergehend”.

4.1.4 Zusammenhang der drei Theorien

Ist A normal, dann gilt fiir den Spektralradius und jede von dem zu-
gehorigen Skalarprodukt induzierte Norm p(A) = ||A||. Nach Satz 4.1
ist v(A) = pl[A]. Zusammen mit Satz 4.3 folgt, dass im Falle normaler,
linear konstanter Probleme alle drei Theorien aus Abschnitt 4.1 zu-
sammen fallen. Im Allgemeinen muss das nicht gelten. Higham und
Trefethen (ebd.) schreiben dazu:

[...] the “nonlinear” theory differs from the “linear” the-
ory even for linear problems with constant coefficients,
where it amounts to analysis of (2.3) [(3.99c)] by means
of such quantities as the one-sided Lipschitz constant of f,
the logarithmic norm of A, and the norm of the discrete
solution operator associated with A. (ebd.)

Ein einfaches Beispiel dafiir ist durch

- L. (/¢ 1
x =Ax, mit A = ( 0 _1/£> (4.24)

gegeben. Fiir dieses Problem gelten

p(A) =1/¢, HAH1 =1/e+1, (425&)
V(A) =—1/¢, w (Al =—1/e+1. (4.25b)
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Asymptotisch gesehen konnen lineare und nichtlineare Theorie also
auch fiir nichtnormale Matrizen zusammen fallen

p(A) =~ ||All; = 1/, V(A) = Al = —1/e. (4.26)

Angenommen fiir die n x n Schurform A gelte dim(p}) = n, dann
sind die Realteile aller Eigenwerte asymptotisch grofs. Sind weiter alle
Koeffizienten von A von der Groflenordnung O(1/¢) und ist zudem
p(A) =0Os (1/¢), dann gilt

IA[l =~ p(A). (4-27)
Diese Aussage folgt unmittelbar aus
Os (1/¢) = p(A) < [|AIl < Cmax|ay;| = 05 (1/¢), (4.28)

fiir eine von der Norm abhingige Konstante C.

Ob logarithmische Norm und Spektralabszisse asymptotisch zu-
sammen fallen, ldsst sich im Allgemeinen nicht sagen. Dennoch sieht
man einmal mehr, dass es wesentlich ist, das Teilproblem der schnel-
len Dynamik zu studieren. Es gentigt nicht, sich auf das Verhalten fiir
t — oo zu beschréanken.

4.2 STEIFES VERHALTEN UND KONDITION

4.2.1  Charakterisierung steifer Losungen durch die Kondition

Eine weitere Moglichkeit der Charakterisierung steifer Anfangswert-
probleme geht auf Deuflhard und Bornemann (2008) zurtick. Sie ver-
gleichen die Kondition und die diskrete Kondition eines Problems. Hier-
bei spielt die gewihlte Diskretisierung eine essentielle Rolle.

Definition 4.5 (ebd., Abschnitt 3.1.2). Gegeben sei das Anfangswert-
problem x = f(x,t), x(to) = xp mit der Losung x(t), dann beschreibt
x(t) + 0x(t) einen von x(t) gestorten Punkt im Phasenraum. Die Sto-
rung des Zustandes zum Zeitpunkt t wird dx(t) bezeichnet. Dann ist
die intervallweise Kondition k[tg,t] die kleinste Zahl, fiir die

max_[5x(s)] < klto, 1] - [5xol (4.29)
s€[to,t]

gilt.

Mit tg <t; <---<t, =T sei das Gitter A = {to,t1,---,tn} auf
[to, T] gegeben. Die Schrittweite zwischen zwei Gitterpunkten wird
mit 15 = tj41 —1t5,j =0,...,n—1 bezeichnet und 1A = maxo<j<n Tj
heifst die maximale Schrittweite. Weiter sei xo : A — R™ eine Gitter-

funktion, die die exakte Losung x eines Anfangswertproblems an den
Gitterpunkten approximiert:

xa(t) = x(t) firallet € A. (4.30)
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Definition 4.6 (ebd., Abschnitt 4.1.3). Sei Xo ein gestorter Anfangs-
wert und xa die dazugehorige Gitterfunktion, die das gewéhlte nu-
merische Verfahren erzeugt. Die diskrete Kondition k ist die kleinste
Zahl fur

max xa(t) —xa(t)] < kalxo —%o| fiir Xo — xo. (4.31)

gilt.

Stellen die beiden Gitterfunktionen xa und X fiir kleine Stérungen
Ixo —Xo| verniinftige Approximationen der kontinuierlichen Losun-
gen x und X dar, dann erwartet man nach Deuflhard und Bornemann

(ebd., (4.5))
KA ~ K[tg, T]. (4-32)

Das entspricht einer numerischen Abweichung, die vergleichbar ist
mit der exakten Abweichung. Weiter argumentieren sie, dass fiir kon-
vergente Verfahren

Ka — K[tg, T] fiirta — 0 (4-33)

gilt. Die intervallweise Kondition hdngt nur vom Problem, die diskre-
te Kondition zusatzlich vom gewdhlten Verfahren ab. Ist ko > k[to, T],
so ist die Zeitschrittweite T zu grofs. Um (4.32) zu erreichen, muss
eine kleinere Zeitschrittweite T gewdhlt werden. Darauf basiert die
Definition steifer Anfangswertprobleme nach Deuflhard und Borne-
mann (ebd.):

Es gibt nun Anfangswertprobleme, fiir welche die im vor-
liegenden Kapitel vorgestellten expliziten Einschrittverfah-
ren ,zu kleine” 1o und damit ,,zu grofSen” Aufwand beno-
tigen, um dieser Forderung zu gentigen. Solche Anfangs-
wertprobleme werden in der Literatur steif genannt, al-
le anderen Anfangswertprobleme heifSen nichtsteif. (ebd.,
S. 13)

Durch diese Definition werden Probleme, deren Losung mit explizi-
ten Verfahren nur mit groffem Aufwand moglich ist, nicht aufgrund
der mathematischen Struktur klassifiziert, vielmehr ist es genau an-
dersherum (vgl. Kapitel 2).

Hier fiihrt also nicht eine Problemklasse zur Wahl von Ver-
fahren, sondern eine Verfahrensklasse klassifiziert die Pro-
bleme! (ebd., S. 138)

Wie zu Beginn des Abschnittes schon erwadhnt, muss die Definition
nach Deuflhard und Bornemann (ebd.) [...]
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[...] notwendigerweise vage bleiben, da Einschitzungen
wie zu klein nur pragmatisch erfolgen konnen, indem der
Rechenaufwand bewertet wird und sodann eine Entschei-
dung fiir oder wider die Verfahrensklasse getroffen wird.
(Deuflhard und Bornemann, 2008)

Hieran wird die Stiarke einer asymptotischen Betrachtungsweise, die
eine genaue Einteilung von Groffenordnungen ermoglicht, deutlich.

Beispiel 4.2. Als Beispiel betrachten Deuflhard und Bornemann (ebd.)
das dahlquistsche Testproblem

=M,  x(0)=1 (4-34)

auf einem dquidistanten Gitter (t; = T fiirj =0,...,n—1) mit dem
expliziten Euler-Verfahren. Fiir die beiden Félle A > 0 und A < 0
berechnen sie die intervallweise bzw. die diskrete Kondition:

A>0: k[0, T] = T, kp < e, (4.352)
A<O0: Tl =1, = T —TaAlAlR. 35b
0 k[0, T] KA 1r<nka<xn| A (4.35b)

Fiir A > 0 ist das Anfangswertproblem nicht steif, da die Fehlerver-
starkung durch die Diskretisierung k stets durch die intervallweise
Kondition beschrankt ist. Fiir A < 0 hingegen ist die diskrete Konditi-
on nur fiir tTao < 2/|A| durch die intervallweise Kondition beschrankt.
Je groSer [A| ist, desto schérfer ist die Schrittweitenbeschrankung. Fiir
TA > 2/[N ist die Verstirkung des Eingabefehlers durch die Diskre-
tisierung deutlich grofier als in dem Fall der exakten Losung

Ka 2 [T —7Taldl > 1=«[0,T]. (4.36)

Um die vertraute Notation mit Bezug auf eine Familie von Problemen
zu erhalten, setzt man A = 1/¢.

Die Definition nach Deuflhard und Bornemann (ebd.) ist aber im
Allgemeinen kaum anwendbar. Die Schwierigkeit liegt in der Bestim-
mung der diskreten Kondition.

Betrachte man das explizite Euler-Verfahren und das durch

X =——x2, x(0) =1 (4-37)

gegebene Anfangswertproblem. Uber die Propagationsmatrix (ebd.,
S. 90)

W(t,s) = diq)t'sag:qysrtoxo (4-38)

lasst sich die intervallweise Kondition einfach berechnen

k[0, T] = max] [W(s,0)|| = max

s€l0,T s€[0,T] (g—i—sxo)z

|=1 (4-39)
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Analog berechnet sich fiir den diskreten Phasenfluss ¥, der fiir ein
dquidistantes Gitter A durch
xa(tjz1) =¥xaltj), j=0,...,n—1 (4-40)
gegeben ist, die diskrete Kondition
— Ti
Ka = max |[de W™ Ele —x, |- (4-41)

Hierzu ist aber die Rekursion (4.40) zu l6sen, was sich schon fiir die-
ses einfache Beispiel als aufierordentlich schwierig erweist. Fiir das
explizite Euler-Verfahren ist die Rekursion

. . T .
xali+1) =xa() (1= Sxali) (4.42)
13
zu losen. Eine Substitution ya = —1/exa ergibt
Yje1 =i (1 +y;)- (4-43)

Das ist ein Spezialfall der logistischen Gleichung fiir die keine Losung
bekannt ist (http://mathworld.wolfram.com/LogisticMap.html).

4.2.2 Kondition steifer Probleme

Nennt man ein Problem (eine Familie von Problemen) steif, wenn
steife Losungskurven (Familien von Losungskurven) existieren, gel-
ten steife Probleme im Allgemeinen als gut konditioniert. Hier ist
Vorsicht geboten, wie Beispiel 4.2 zeigt.

Satz 4.4. Gegeben sei die autonome Familie von Differentialgleichungen

Xe(t) = fe(xe (1)) (4-44)

mit einer Familie von langsamen Mannigfaltigkeiten y.. Die Losung x (t)
zu dem Anfangswert x¢(0) = xo sei steif. Sei weiter X¢(t) die gestirte
Losung zu dem gestorten Anfangswert X.(0) = Xo. Die Projektionen auf
die langsame Mannigfaltigkeit werden wie folgt abgekiirzt:

Ye =Ty, Xe, Yo =Tp. X0, Te =7u.Xe, Yo =7u Ko (445)

Ist die gestorte Losung X¢ ebenfalls steif, dann gilt bei hinreichend kleinem
€ fiir alle t

[xe —Xell < Kike,,, (X0 —X0]- (4-46)

Hierbei bezeichne x| die Kondition des auf die langsame Mannigfaltigkeit
projizierten Problems und «n, die Kondition der Projektion auf die lang-
same Mannigfaltigkeit w.. Die Kondition des gesamten Problems « ist also
durch KiKy,, nach oben beschrinkt.
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Beweis. Gelten die Voraussetzungen aus dem Satz, dann folgt die Be-
hauptung fiir ¢ — 0 aus der folgenden Kette von Ungleichungen:

Ixe =Xl = [[(Ye —Ye) + (xe —Ye) + (Je —Xe)|| (4.472)
< lye — Gell + dist(xe, pe) + dist(Ke, pe) (4-47b)
< Killyo — yol[ + Olexp(—t/e)) (4-470)
< KiKp,,, [xo —Xol| + O(exp(—t/e)). (4-47d)

Nach Addition einer ,geschickten” Null entspricht die erste Unglei-
chung der Dreiecksungleichung. Da die beiden Losungen steif sind,
sind die Abstdnde zur langsamen Mannigfaltigkeit von der Groflen-
ordnung O(exp(—t/e)). O

Bemerkung 4.1. Ist das Anfangswertproblem aus Satz 4.4 linear und
ist in der Notation von Satz 3.2 auf Seite 78 zudem U} = 0, dann ist
nach Satz 3.4 auf Seite 83 die Vereinigung der Steifheitsmenge und
der langsamen Mannigfaltigkeit der gesamte Raum. In diesem Fall
ist jede gestorte Losung X einer steifen Losung x steif. Andernfalls
muss das nicht gelten.

Ist die langsame Mannigfaltigkeit ein linearer Raum, was fiir li-
neare Probleme immer der Fall ist, gilt fiir die Kondition Ky, der
Orthogonalprojektion 7, gerade Ky, = O(1).

Wie man zum Beispiel mit der Zeilensummennorm einsieht, sind
steife Probleme dann gut konditioniert, wenn das langsame Teilpro-
blem (x = Uyx, siehe (3.92)) keine schnellen Komponenten aufweist.

Dass die Kondition ki des ,langsamen” Teilproblems keinesfalls
asymptotisch klein sein muss, zeigt das nédchste Beispiel. Grund dafiir
ist die erlaubte schnelle Dynamik in der langsamen Mannigfaltigkeit.

Beispiel 4.3. Fiir die Kondition des langsamen Teilproblems aus Bei-
spiel 3.3 auf Seite 63 gilt:

t t
w4

Das gesamte Problem ist nach Satz 4.4 also schlecht konditioniert
obwohl samtliche Losungskurven mit Startwert aufierhalb der lang-
samen Mannigfaltigkeit steif sind.

] — 5 (1/c). (449)
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4.3 SINGULAR GESTORTE PROBLEME

4.3.1  Charakterisierung steifen Verhaltens durch sinqular gestorte
Probleme

In der Literatur (siehe z.B. Deuflhard und Bornemann, 2008; Strehmel,
Weiner und Podhaisky, 2012) werden Probleme vom Typ

x1 =f1(x1,%x2) (4.492)
ex2 = fa(x1,%2) (4.49b)

oft als singulédr gestort bezeichnet. Zu diesem Problemtyp gehoren
z.B. das dahlquistsche Testproblem, der Van-der-Pol-Oszillator, das
Problem

X = <_O1 (1)> X. (4.50)

und Probleme vom Typ wie in (2.13).

Aus numerischer Sicht konnen die ersten drei genannten Proble-
me Schwierigkeiten bereiten, aber ihr Charakter unterscheidet sich
grundlegend. Wie bereits gesehen weisen sowohl das dahlquistsche
Testproblem als auch der Van-der-Pol-Oszillator steifes Verhalten auf.
Beide sind vom Grenzschichttyp, ebenso wie die Probleme aus (2.13),
deren Losungen aber nie steif sind. Die Realteile der Eigenwerte des
Systems aus (4.50) verschwinden géanzlich. Das System ist rein oszil-
latorisch, hat damit eine leere Steifheitsmenge und relaxiert nicht.

Wihrend oszillatorisch gestorte Probleme kein steifes Verhalten
aufweisen, konnen singuldre Grenzschichtprobleme steife Losungen
haben, miissen es aber nicht. Es ist deshalb angebracht, strikt zwi-
schen steifen und oszillatorischen Systemen zu unterscheiden, was
man auch als Antwort auf ,,QUESTION 1“ aus Abschnitt 2.3 verste-
hen kann.

Schliefit man die oszillatorischen Probleme aus, gelten singuldr ge-
storte Probleme haufig als , Klasse steifer Probleme” (siehe z.B. Streh-
mel, Weiner und Podhaisky, 2012, S. 209). Strehmel, Weiner und Pod-
haisky (ebd.) schlieflen oszillatorische Probleme implizit aus:

Je kleiner ¢, umso grofier wird die Norm der Jacobi-Matrix
1/€ gy [hier: 1/¢ 0f;/0x; ] und damit die Steifheit. (ebd.).

Diese Aussage stimmt nur, wenn 0f;/0x; # 0 ist und auch dann
konnen Losungskomponeten noch explodieren anstatt schnell abzu-
klingen.

Deuflhard und Bornemann (2008) nutzen singulédr gestorte Proble-
me nicht zur Charakterisierung steifen Verhaltens. Vielmehr unter-
suchen sie in Deuflhard und Bornemann (ebd., § 6.4.3) fiir solche
singuldr gestorten Probleme die , dynamische Elimination schneller
Freiheitsgrade” mit linear semi-impliziten Einschrittverfahren, also
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das Langzeitverhalten nach Abklingen der schnellen Dynamik. Da-
bei verwenden sie teilweise dhnliche Begriffe wie in dieser Arbeit. Sie
gehen einen Schritt weiter als Strehmel, Weiner und Podhaisky (2012)
und fordern in (4.49) mit abweichender Notation y = x1, z = X2,
f = f; und g = f, fiir ,lokale Eigenwerte [A(g.)] der Ableitungs-
matrix g.”, dass ReA(g,) < 0 gilt. Hierbei gilt ¢ = f; und z = x,.
,[Dlie Komponenten [...] [miinden] dann ,rasch’ in die Mannigfaltig-
keit M = {(y,z) € Qo : g(y,z) = 0}, [...] worin wir den Phasenraum
mit Qg bezeichnet haben.” (Deuflhard und Bornemann, 2008, S. 66).
Die Mannigfaltig M nach Deuflhard und Bornemann (ebd.) hat gewis-
se Ahnlichkeiten mit der langsamen Mannigfaltigkeit . aus Definiti-
on 3.4. Im Unterschied zu p. darf in M aber keine schnelle Dynamik
auftreten, so wie z.B. in Beispiel 3.18 auf Seite 84.

4.3.2 Wahl des Storungsparameters

Es wurde stets davon ausgegangen, dass die zu betrachtenden Proble-
me als Familie mit einem Parameter ¢ vorliegen. Startet man mit ei-
nem physikalischen Problem ist die Wahl eines geeigneten gekoppelten
Grenziibergangs (distinguished limit) und damit eines Storungsparame-
ters ¢ keinesfalls klar. Man denke z.B. an den harmonischen Oszilla-
tor, bei dem je nach Kopplung der beteiligten Parameter unterschied-
liches physikalisches Verhalten beobachtet werden kann. Vielmehr ist
es Aufgabe des Modellierungsprozesses, einen solchen geeigneten Pa-
rameter zu finden. Dies ist nicht immer einfach, wie Deuflhard und
Bornemann (ebd.) bemerken:

Singuldre Storungsmethoden sind sowohl fiir das Verstand-
nis als auch fiir die analytische Untersuchung dynami-
scher Systeme schon und oft niitzlich. In einem prakti-
schen Problem kann es allerdings recht schwierig sein,
schnelle und langsame Freiheitsgrade lediglich auf der
Basis von Einsicht in das gestellte natur- oder ingenieur-
wissenschaftliche Problem zu identifizieren und algorith-
misch wirksam zu separieren. Damit steht und fallt natir-
lich auch die Frage nach einem brauchbaren Stérungspa-
rameter. Nicht umsonst spricht man in Fachkreisen vom
,goldenen” ¢, das es im konkreten Beispiel immer erst zu
finden gilt. (ebd., §2.5)

Der familienbasierten Ansatz erfordert also Zusatzwissen um das
,goldenen ¢” zu finden und die mathematische Struktur steifen Ver-
haltens auf die hier vorgestellte Weise zu analysieren. Woher man das
im konkreten Fall bekommt kann hier nicht beantwortet werden.
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Der neue Ansatz, Familien von Differentialgleichungen zu betrach-
ten, ermoglicht es, die mathematische Struktur steifen Verhaltens zu
analysieren. Man verldsst damit den Standpunkt, einzelne konkrete
Differentialgleichungen zu analysieren. Das jedoch ermoglicht eine
qualitative Klassifizierung steifer Losungsfamilien. In Abschnitt 2.2
wurde diskutiert, dass das Betrachten einer einzelnen Gleichung ei-
ner quantitativen Analyse gleich kommt, die eng mit der zur Ver-
fiigung stehenden Rechenleistung verbunden ist und die zugrunde
liegende mathematische Struktur nur unzureichend berticksichtigt.

Der Familienparameter ¢ entspricht einem distinguished limit, der
durch die Kopplung der beteiligten Zeitskalen entsteht. Die auftre-
tenden Zeitskalen sind deutlich sichtbar. Ist fiir ein lineares Problem
A ein schneller Eigenwert mit ReA = —1/¢ gegeben, dann ist die Rela-
xationszeitskala T = t/¢. Bei geeignetem Anfangswert gibt es eine Lo-
sungskomponente, die einen Anteil der Form exp(—t/¢) hat. Die Inte-
grationszeitskala ist von der asymptotischen Groflenordnung Os (1).

Steifes Verhalten ist dann zu beobachten, wenn gewisse Losungs-
komponenten fiir ¢ — 0 exponentiell abklingen. Diese Erkenntnis
ist nicht neu. Auch in der Literatur wird steifes Verhalten mit dem
Abklingen gewisser Losungskomponenten in Verbindung gebracht.
Dort wird Steifheit nicht selten als Eigenschaft eines Problems be-
zeichnet. Sowohl nach den hier durchgefiihrten Betrachtungen, als
auch nach numerischen Beobachtungen ist das unzureichend. Wich-
tig ist vor allem, dass Losungskomponenten exponentiell abklingen.
Man konnte dann eine Familie von Differentialgleichungen steif nen-
nen, falls es eine steife Losungsfamilie gibt. Doch auch das wiirde der
mathematischen Struktur nicht gerecht werden. Neu ist die Betonung
darauf, dass es sehr wohl asymptotisch unbeschréankte Losungskom-
ponenten geben darf, so lange diese nicht exponentiell unbeschrankt
sind (Beispiel 3.19 auf Seite 85).

Nach Definition 3.7 wird eine Losungsfamilie steif genannt, wenn
der Abstand der Losungsfamilie zu einer langsamen Mannigfaltigkeit
fiir ¢ — 0 exponentiell verschwindet. Dabei dient die langsame Man-
nigfaltigkeit zur strikten Trennung von (exponentiell) schneller und
langsamer Dynamik. In der Notation von Satz 3.2 sind die schnellen
und langsamen Teilprobleme durch Us bzw. U; gegeben. Die langsa-
me Mannigfaltigkeit ist im Allgemeinen kein Fixpunkt des Problems,
sondern reprasentiert nur den Teil des Phasenraums, in dem keine ex-
ponentiell schnelle Dynamik stattfindet. Die Schnelle Dynamik wie in
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Beispiel 3.19 ist erlaubt und mag wegen des in t exponentiell wach-
senden Terms tiberraschen. Das steht in engem Zusammenhang mit
der , Vielschichtigkeit”, die ein steifes Problem nach Strehmel, Weiner
und Podhaisky (2012) haben kann und die die Charakterisierung so
,schwierig” macht. Durch den asymptotischen Familienansatz ldsst
sich diese ,, Vielschichtigkeit” strukturell besser verstehen. Es ist mog-
lich, die relevanten exponentiell schnellen Losungskomponenten zu
identifizieren. Durch die blofSe Betrachtung des Langzeitverhaltens
geht das nicht.

Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf autonomen linearen Pro-
blemen. Hier lassen sich Charakteristika steifen Verhaltens zeigen,
die bisher noch nicht beschrieben wurden oder aber nicht prazise
von einer Definition abgeleitet werden konnten. Es wird sehr deut-
lich, dass der Begriff der steifen Differentialgleichung unzureichend
ist, steifes Verhalten genau zu beschreiben. Vielmehr ist steifes Ver-
halten Eigenschaft einer Losung, oder genauer, eine Eigenschaft ei-
ner Losungsfamilie von einer Familie von Differentialgleichungen zu
einem Anfangswert. Aus numerischer Sicht war schon immer klar,
dass die Wahl eines Anfangswerts dariiber entscheidet, ob die typi-
schen numerischen Schwierigkeiten ,steifer Differentialgleichungen”
auftreten.

Aus mathematischer Sicht ist steifes Verhalten von Losungen eine
Eigenschaft, die eng mit dem asymptotischen Verhalten der Matrix-
exponentiellen verbunden ist. Durch genaues Studium vom exp(tA;)
(nach Davis, 1973) lassen sich die Koeffizienten von A, identifizie-
ren, die zu einer exponentiellen Relaxation auf die langsame Man-
nigfaltigkeit fiihren, oder diese verhindern. Moglich ist das durch
eine geschickte Basiswahl und Sortierung der Basisvektoren, die zu
einer Schurform fiihrt. Schurformen sind deshalb eine gute Wahl, da
sie durch unitdren Basiswechsel erreicht werden konnen und sich
die Eigenschaft steifen Verhaltens unter unitdren Basiswechsel erhilt.
Schurformen wurden in diesem Kontext bisher so noch nicht betrach-
tet. Higham und Trefethen (1993) betonen schon, dass Diagonalisie-
rung die ,Natur einer Differentialgleichung” signifikant verandern
kann. Neu ist aber das explizite Herausarbeiten, dass steifes Verhalten
invariant unter unitiren Transformationen ist. Fiir allgemeine Trans-
formationen trifft dies nicht zu (Beispiel 2.7 und 2.6), weshalb es auch
nicht ausreicht, sich bei der Untersuchung von steifem Verhalten auf
Diagonalmatrizen oder jordansche Normalformen zu beschranken.

Eine Verallgemeinerung von Definition 3.7 auf nichtlineare System
bleibt in Vermutung 3.1 offen. Hier ist weitere Forschungsarbeit no-
tig, um den nichtlinearen Einfluss auf steifes Verhalten zu verstehen.
Nach Higham und Trefethen (ebd.) gibt es einen solchen. Die Vermu-
tung liegt nahe, dass auch hier die Mehrskalenasymptotik weiterhel-
fen kann. Fiir spezielle nichtlineare Probleme, ndmlich die inhomo-
genen linearen Probleme mit Konstanten Koeffizienten, konnte das
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exponentielle Relaxationsverhalten auf eine langsame Mannigfaltig-
keit herausgearbeitet werden.

Aus theoretischer Sicht ist es auch interessant, ob Definition 3.7 ge-
eignet ist, Mehrskalenprobleme mit mehr als zwei Zeitskalen sinnvoll
auf steifes Verhalten zu untersuchen. Moglicherweise miissen dazu
manche Begriffe etwas weiter gefasst werden.

Offen ist aufSerdem die Frage, ob Definition 3.7 irgendwelche Ar-
tefakte versteckt, also Eigenschaften, die nichts mit steifem Verhalten
zu tun haben, bzw. die man bisher nicht mit steifem Verhalten in Ver-
bindung gebracht hat. Hierbei stellt sich natiirlich die Frage, was man
als Referenz fiir steifes Verhalten ansieht.

Die Erkenntnisse aus dieser Arbeit sind vorwiegend von theoreti-
schem Interesse. Inwiefern der Familienansatz dazu beitragen kann,
neue numerische Verfahren fiir Differentialgleichungen mit steifen
Losungen zu finden, ldsst sich zum jetzigen Zeitpunkt nicht sagen.
Auch die Frage nach einen eventuellen Zusammenhang zwischen
dem Familienparameter ¢ und Begriffen wie Fehlertoleranz, Genau-
igkeit oder Rechenleistung muss vorerst unbeantwortet bleiben.
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Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen, die unabhéngig von-
einander gelesen werden konnen. Beide Teile beschéftigen sich mit
asymptotisch schnellen Ubergingen. Einmal wird das Geschwindig-
keitsfeld eines konzentrierten atmosphéarischen Wirbels, das auf der
synoptischen Langenskala in der Ndhe der Wirbelzentrumslinie eine
Singularitdt aufweist, betrachtet und analysiert. Das andere Mal wird
das exponentielle Abklingen von Losungen gewohnlicher Differenti-
algleichungen untersucht und eine neue Sichtweise vorgestellt, um
steifes Losungsverhalten zu betrachten.

In Teil i wird eine Moglichkeit dargestellt, die komplexen und sehr
schwierig zu analysierenden atmosphdrischen Vorgédnge einheitlich
zu vereinfachen. Ziel ist es, reduzierte Gleichungen fiir unterschied-
liche Regime in der Atmosphére aus den Navier-Stokes-Gleichungen
abzuleiten. Dieses Vorgehen wird dann auf einen konzentrierten, bei-
nahe achsensymmetrischen, stark geneigten, baroklinen Wirbel im
Gradient-Wind-Regime, der in eine quasigeostrophische Hintergrund-
stromung mit schwacher vertikaler Scherung eingebettet ist, ange-
wandt.

In Teil ii werden gewohnliche Differentialgleichungen betrachtet.
Motiviert durch die Mehrskalenasymptotik, die es durch einen Grenz-
prozess ermoglicht, Prozesse auf unterschiedlichen Zeitskalen zu er-
kennen und im Rahmen einer asymptotischen Analyse zu beschrei-
ben, werden nicht einzelne Differentialgleichungen, sondern durch
¢ parametrisierte Familien von Differentialgleichungen studiert. Dies
erdffnet eine neue Sichtweise auf die mathematische Struktur steifen
Verhaltens, und zwar unabhédngig von numerischen Verfahren oder
Diskretisierungen. Steifes Verhalten liegt dann vor, wenn gewisse Lo-
sungskomponenten fiir ¢ — 0 exponentiell abklingen. Es wird gezeigt
von welcher Gestalt diejenigen Mannigfaltigkeiten sind, auf die die
Losungskomponenten relaxieren, und wie diese Komponenten aus-
sehen.
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