3 Robuste Mehrgittermethoden

Bevor wir in diesem Kapitel eine Diskretisierung mit Finiten Elementen vorstellen
und ein robustes Mehrgitterverfahren zur approximativen Losung des kontinuierlichen
Randwertproblems zur Modellierung der Stromung in dquidimensionalen Kluft-Matrix—
Systemen entwickeln, fiihren wir zundchst ein Modellproblem und einige Bezeichnungen
ein (Abschnitt 3.1). Wir werden das Rechengebiet mit isotropen Dreiecken und anisotropen
Vierecken vernetzen und darauf mit Finiten Elementen 1. Ordnung diskretisieren (siehe
Abschnitt 3.2). Um den besonderen Gegebenheiten in gekliiftet porosen Medien wie
grofse Skalenunterschiede zwischen Kluft und Matrix und Koeffizientenspriingen am
Kluft-Matrix-Ubergang Rechnung zu tragen, werden wir zur Lésung des entstehenden
Finite-Elemente-Gleichungssystems eine hierarchische Gebietszerlegung durchfiihren (siehe
Abschnitte 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3). Fiir den Beweis der Stabilitdt dieser Zerlegung benutzen wir
die Transformationsregeln fiir isoparametrische Finite Elemente (siehe Abschnitt 3.2.2). Auf
der hierarchischen Zerlegung werden wir ein Verfahren konstruieren, das in die Klasse der
Teilraumkorrekturmethoden (siehe Abschnitt 3.4.1, 3.4.2) gehort. Anschliefiend zeigen wir die
robuste Konvergenz dieses Verfahrens fiir Kluft-Matrix-Systeme (siehe Abschnitt 3.4.2).

3.1 Modellproblem und Bezeichnungen

Wie in Abschnitt 2.4 gehen wir davon aus, dafy das Gebiet Q polygonal berandet und der Rand
0Q hinreichend glatt ist. Zusétzlich unterteilen wir das Rechengebiet in die Teilgebiete Kluft
und Matrix. Dabei besteht jede der im Rechengebiet verlaufenden nr Einzelkliifte QL i =
1,...,np, aus den Punkten des IR?, die innerhalb des Gesamtgebietes liegen und sich darstellen
lassen als Linearkombination aus einem Stiitzpunkt bt € R?, der Kluftrichtung t, [t = 1 und
der Normalen auf den Kluftrand N, [Ni| = 1 (siehe Abbildung 3.1):

iF:O.ﬂ{XEIRZ‘x: iF—I—stiF—l—tNi,sER,te(O,e})}. (3.1)

Dabei bezeichnen wir mit siF die Kluftweite der i-ten Kluft. Wir nehmen an dieser Stelle an,
daf} keine der nf Kliifte im Gebiet endet. Der Index F steht fiir das englische Wort fiir Kliifte:
Fractures.

Fiir eine oder mehrere Kliifte fassen wir das gesamte Kluftnetzwerk zu dem Teilgebiet Qf

zusammen:
Mg

or=|Jok

i=1

Schneiden sich zwei Kliifte, so bezeichnen wir die Schnittmenge (Kreuzung) mit

0
Qi =oinal
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Abbildung 3.1: Einzelkluft

Annahme 1: Wir nehmen an, daf8 die Kreuzung von zwei Kliiften entweder ganz in Q liegt
oder die Kliifte sich nicht in QO schneiden:

QVcO  oder QY=0¢.

Annahme 2: Wir gehen in dieser Arbeit davon aus, dafi eine Kluftkreuzung von nicht mehr als
zwei Kliiften gebildet wird, es gelte

Q?k = % N Q%E NOK=0 Wi,jk=1,....,nf paarweise verschieden.

Die Behandlung von Kreuzungen aus mehr als zwei Kliiften ist mit unserem Ansatz denkbar
und stellt ebenso wie die Behandlung von Kluftenden eine mogliche Fortfiihrung dieser Arbeit
dar (siehe Kapitel 7). In Abbildung 3.2 ist ein Beispiel-Kluftnetzwerk zu sehen.

Entsprechend den Kliiften Q}E bezeichnen wir die Gesteinsmatrix ohne die Kliifte mit Qpg:

QOm = O\QF.

Wir werden den Kluft-Matrix-Ubergang gesondert betrachten und bezeichnen daher die
Kluftrander zwischen der Gesteinsmatrix und den Kliiften (das Interface) mit

Qr=0mNQF.
Damit haben wir das Rechengebiet () in die Anteile Qf, Oz und Qj zerlegt:
Q=0MUQFUQ.
In Abbildung 3.3 ist ein Modellnetzwerk mit ng = 2 Kliiften, die sich in der Kluftkreuzung

Q. = Q}? ¢ Q im Gebiet schneiden, zu sehen. Die beiden Kliifte haben dieselbe Kluftweite

el = e =: e und es soll gelten [t} - t& < 1.

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen nehmen wir an, daf8 der Koeffizient der hydraulischen
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Leitfdhigkeit K =
gleich grof ist:

%E 0 der Variationsformulierung (2.21) in der Matrix eins und in allen Kliiften

K(x) = { ko> 1, XEEF, (3.2)

1, sonst.

Im allgemeinen wird in Kluft-Matrix-Systemen ko > 1 (bzw. insbesondere K(xp) < K(x) fiir

L Om
[]

QF

7 Q o

Abbildung 3.2: Kluftnetzwerk

xm € Om und xf € Qf) gelten. Innnerhalb der Gesteinsmatrixblocke bleibt die hydraulische
Leitfahigkeit konstant.
Wir betrachten nun also das Modellproblem

ueH: a(u,v) =1{(v) Yv eH

mit homogenen Dirichletrandbedingungen H = {v € H'(Q) | v|r, = 0}, der Bilinearform

alv,w) = J K(x)VvVw dx
Q

und der rechten Seite £ € H'.
Im folgenden bezeichnet || - || die Energienorm:

V]| = a(v,v)z.

3.2 Finite—Elemente Diskretisierung

Fiir die hierarchische Gebietszerlegung (siehe Abschnitt 3.4.2) bendtigen wir ein Gitter mit
einer speziellen Struktur. Bevor wir die Finite-Elemente Diskretisierung vorstellen, werden
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\ i
P

Abbildung 3.3: Kluftkreuzung

wir daher zunédchst das Grobgitter und die Gitterverfeinerung, die die besondere Struktur des
Gitters erhilt, vorstellen . Wir werden den hierarchischen Gebietszerlegungsalgorithmus auf
einer Vernetzung mit isoparametrischen Viereckselementen innerhalb der Kliifte aufbauen. Wir
geben daher die Transformationsregeln von einem Referenzelement zu einem Finiten Element
fiir diesen Elementtyp an (siehe Abschnitt 3.2.2). Die Diskretisierung mit Finiten Elementen
fithren wir dann in Abschnitt 3.2.3 durch.

3.2.1 Gitterverfeinerung

Zur Konstruktion der endlich-dimensionalen Teilrdume Sjc des Losungsraums H (siehe
Abschnitt 3.2.3) unterteilen wir das Rechengebiet () in eine Menge einfacherer Gebiete
(Elemente). Fiir unser 2D-Problem zerlegen wir die Gesteinsmatrix Qn4 in Dreiecke, diese
bilden die Triangulierung 7y von Qp:

Om = U T, T Dreieck VT € 7.
TeTy

Dazu konnen wenn nétig innere Knoten innerhalb der Gesteinsmatrix einfiigt werden (siehe
Abbildung 3.4). Das Kluftsystem Qf unterteilen wir so in Trapeze oder wenn moglich in
Parallelogramme, daf} die Trapeze eine Zerlegung Q, von QF bilden:

Qr= [J Q  QTrapez VQe€ Q.
Qe

Die Gesamtzerlegung 7o U Qo (siehe z.B. Abbildung 3.4) des Gesamtrechengebietes () mufs
dabei die folgenden Eigenschaften erfiillen:

R1) 79 U Qy ist konform, d.h. der Schnitt T N T’ von zwei Elementen T, T’ ist entweder eine
Kante, ein Knoten oder er ist leer fiiralle T, T € ToU Qo, T # T’ .
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R2) Die Gesamtzerlegung 7o U Qo 16st den Dirichletrand auf, d.h. fiir jede Kante E eines
Elementes T € 7o U Qo gilt entweder E C T'poderENTp = 0.

R3) Alle vier Eckpunkte eines Trapezes Q € Qo liegen in Q.

Folgerung: Aus R3) folgt Q. := Q. € Q,.

Abbildung 3.4: Ausgangszerlegung 7o U Qg

Auf der Ausgangszerlegung 7o U Qg betrachten wir die folgenden Gruppen von Kanten von
Elementen der Zerlegung 7o U Qo, dabei bezeichnet £y die Menge aller Kanten von Elementen
von 7o U Qp:

Definition 2 Die Kanten auf 7o U Qo:

Die Kanten der Kluftelemente: ES = {E| E Kante von Q € Qo}
Die Kanten am Kluft-Matrix-Ubergang: £ = {E € & | E € Q1}
Die inneren Kluftkanten: £§ = gg\é’é

Die inneren Matrixkanten: EJN = SO\EE

Die Kanten der Kluftkreuzung: £. ={E € ?S ‘ E ={p1,p2}, P1,p2 Eckknoten von Q.}

Aus der Zerlegung 7oU Q, erhalten wir feinere Zerlegungen des Rechengebietes, indem wir die
Elemente von 7pUQ verfeinern. Wir verfolgen dabei hier eine spezielle Verfeinerungsstrategie,
die uns auch auf den feineren Zerlegungen eine eindeutige Unterteilung in Trapeze innerhalb
des Kluftsystems QO und Dreiecke innerhalb der Gesteinsmatrix Qp liefert:

a) Verfeinerung von Q;
Wir halbieren alle Kanten E ¢ Sg, das sind gerade die Kanten, die nicht parallel
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zur Kluftrichtung verlaufen, und verbinden die neuen Knoten. Das entspricht einer
anisotropen Verfeinerung parallel zur Kluftrichtung (siehe Abbildung 3.6 rechts). Die so
aus Qo entstehende Zerlegung des Kluftsystems Q) bezeichnen wir mit Qp.

Eine k-malige Halbierung der Kanten, die quer zur Kluftrichtung verlaufen, liefert die
Zerlegung Qox des Kluftsystems Qf. In Abbildung 3.5 ist die Zerlegung 7o U Qo2 nach
zweimaliger anisotroper Verfeinerung des Kluftsystems Qf dargestellt. Diese Art der
Verfeinerung des Kluftsystems liefert keine neuen Kanten oder Knoten am Kluft-Matrix—
Ubergang: fiir alle neuen Kanten E gilt EN Qpm = 0.

Abbildung 3.5: Gitter nach zweimaliger anisotroper Verfeinerung in der Kluft 7o U Qg

b) Uniforme Verfeinerung von 7; mit anisotropem Abschluf in Qj,
Ausgehend von der Zerlegung 7y der Gesteinsmatrix Qp und einer Zerlegung Qo des
Kluftsystems Qr liefert die Halbierung aller Kanten E aus EQA und die Verbindung der
neuen Knoten die Zerlegung des Gesamtgebietes 77U Q1. Dabei werden die Dreiecke der
Zerlegung 7, der Gesteinsmatrix rot in jeweils vier kleinere Dreiecke (siehe Abbildung
3.7) und die Vierecke der Zerlegung Qo des Kluftsystems Qf quer zur Kluftrichtung
(siehe Abb. 3.6 links) in zwei kleinere Vierecke zerlegt.

Eine j-malige Anwendung dieser Verfeinerung liefert die Zerlegung 7; U Qjc des
Gesamtgebietes (). In Abbildung 3.9 ist die Zerlegung 77 U Q1, dargestellt.

Eine Zerlegung 7; kann in analoger Weise adaptiv verfeinert werden (siehe Abbildung
3.10). Dazu werden iiber geeignet geschitzte lokale Elementfehler einzelne Elemente
von 7; zur Verfeinerung ausgewdhlt und rot verfeinert. Anschliefend werden die an
verfeinerten Elementen anliegenden nicht verfeinerten Elemente T € 7j griin verfeinert (siehe
Abbildung 3.8), um hdngende Knoten zu vermeiden. Falls das rot verfeinerte Element an
einer Kluft anliegt, wird die auf der anderen Seite der Kluft gegeniiberliegende Kluftrandseite
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Abbildung 3.6: Anisotrope Verfeinerung eines Vierecks

ebenfalls geteilt, die neuen Knoten auf gegeniiberliegenden Kluftrdndern verbunden und
so quer zur Kluftrichtung alle Elemente tiber die Kluft verfeinert. Anschlieffend wird das
gegeniiberliegende Matrixelement griin abgeschlossen (siehe Abb. 3.10). Auch fiir die
Viereckselemente sind griine Abschliisse moglich, wir verwenden sie in der vorliegenden
Arbeit nicht, um die vorgegebene Struktur der Zerlegungen 7; U Qj mit Dreiecken in der
Matrix und Vierecken in der Kluft zu erhalten. Wie die lokalen Elementfehler auf den einzelnen
Elementen geschitzt werden wird in Kapitel 4 erldutert. Dort werden geeignete Fehlerschétzer
fir die isotropen Dreieckselemente der Gesteinsmatrix und die anisotropen Elemente der
Kluft vorgestellt.

Innerhalb der Kluft entspricht eine anisotrope Verfeinerung parallel zur Kluftrichtung und

Abbildung 3.7: Rote Verfeinerung eines Dreiecks (links) und eines Vierecks (rechts)

eine anisotrope Verfeinerung quer zur Kluftrichtung einer uniformen Verfeinerung. Die
Zerlegung Q17 entspricht also der uniformen Verfeinerung von Qo.

Bemerkung: Die Reihenfolge der Verfeinerungsschritte a) und b) kann vertauscht werden.

Entsprechend den Mengen von Kanten auf der Ausgangszerlegung 7o U Q¢ betrachten wir auf
den feineren Zerlegungen 7; U Q;i von Q) die folgenden Mengen von Kanten:

Definition 3 Die Kanten auf 7; U Qjy:
Die Gesamtmenge der Kanten einer Zerlegung: E = {E | E Kante von T € T; U Qj}
Die Kanten des Kluftsystems: ?;Ek = {E € & | E Kantevon Q € Qji}

Die inneren Kluftrandkanten &), = ?;k\gjl
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Abbildung 3.8: Griine Verfeinerung eines Dreiecks

Die Kanten am Kluft-Matrix-Ubergang: &} = {E € &y | E C Qr}

Die Kanten der Gesteinsmatrix: EM = 5]-k\éfk und E;\A =eMuel

Abbildung 3.9: Gitter nach zweimaliger anisotroper Verfeinerung in der Kluft und einmaliger
uniformer Verfeinerung in der Matrix 77 U Q1

Ebenso wie bei den Kanten unterteilen wir die Menge der Knoten einer Zerlegung 7; U Qji in
die folgenden Gruppen:

Definition 4 Fiir die Knoten auf T; U Qjy setzen wir:
Die Gesamtmenge der Knoten: Ny, = {p | p Eckpunkt von T € T,U Qj,p ¢ Tp}
Die Menge der Matrixknoten: /\/]-’vl =Nk N Qm
Die Menge der Kluftknoten: N, = Ny N Qf

Die Menge der Interfaceknoten: Ni' = Ny N Qg

Die Menge der Matrixknoten und der Kluft-Matrix-Ubergangsknoten: N\M = NM U N
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Abbildung 3.10: Adaptive Verfeinerung am Kluft-Matrix-Ubergang, ein markiertes Matrix—
Element

Bemerkung: Die Bezeichnungsweise wird dadurch gerechtfertigt, dafs die Menge der
Gesteinsmatrixknoten Njx N Qpq und der Interfaceknoten Aj N Q1 nicht von k abhidngen.
Die Mengen NM, M und V| sind paarweise disjunkt und es gilt

N = MM UAT U,

3.2.2 Transformationsregeln

Wir werden die Kliifte mit Vierecken vernetzen (sieche Abschnitt 3.2.3). Diese werden bei
Kluft-Matrix-Systemen im allgemeinen anisotrop sein. Die in den Kliiften verwendeten
anisotropen Elemente sind Parallelogramme oder allgemeiner Trapeze. Die Trapeze gehoren
in die Klasse der isoparametrischen Finiten Elemente. Die Transformation eines anisotropen
Trapezes auf ein Referenzviereck, in diesem Fall ein Rechteck (Qo, siehe Abb. 3.11
links), ist zentraler Bestandteil des Konvergenzbeweises des in den folgenden Abschnitten
vorgestellten hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens. Wir geben daher im folgenden die
Transformationsregeln von einem Referenzrechteck zu einem isoparametrischen in unserem
Fall anisotropen Trapez an (siehe dazu auch Braess [15][S.111ff] und Ciarlet [19][S.229f]).

Wir skalieren zunéchst das Referenzrechteck Qo mit den Kantenldngen 1 und ¢p mit 1 > ¢o

Qo = Q1

Abbildung 3.11: Skalierung

auf ein Rechteck mit der Kantenldnge hg und ¢. Es gilt hq > ¢. Wire dies nicht der Fall, so

il
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wiirde in den Kliiften die Anisotropie quer zur Kluftrichtung auftreten. Fiir diesen Fall ist das
in Abschnitt 3.4.2 konstruierte Verfahren nicht geeignet. Die dabei auftreten Schwierigkeiten
werden in Abschnitt 3.3 erldutert.

Mit der Abbildung
hg O
By =
( 0w )
gilt
B1Qo = Q1,
dh. Qi ={(&7) | 3(&n) € Qo mit B(g,n)" = (&,7) ). Offenbar ist
€
Bl = max{no. =1,
€0
_ _1 €0
1B, ' = max{hg', ),
detB; = ho—,
€0
-1 —1€0
detP)] = hQ ?
Bemerkung: Es gilt:
12 € €0 €0 & -1 2
|detB]| HB] || :max{%,hQ?} = maxX {hQ?, gth} = |detB] | HB]H .
Fiir die Transformation des Rechtecks Q7 auf ein Trapez Q, mit der Grundseite hg, dem
n Y
soh
€ € QTR
Q1 %} QZ
Y
hQ E O(QE HQ
xQ =cotyg

Abbildung 3.12: Bilineare Transformation eines Referenzrechtecks auf ein Trapez

Winkel yq und der zu hq parallelen Seite sohqg (siehe Abbildung 3.12) betrachten wir die
Abbildung

BZ(E)ﬁ) = (X,U) BZ(Q]) = QZ

mit dem bilinearen Ansatz

) = af+ba+cén
) = a&+ bn+cén.

ol
3 3
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Damit erhalten wir mit den Bildern der Eckpunkte von Q1:

]’LQ = ahQ—I—O:ahQ:>a:1
0 = ﬁhQ~|—O:ahQ:>a:O,

(0»5) — (“QE)E)
xQ¢ = a0+be+cO=be=b=0uq
e = a0+be+Cc0=be=b=1

und

(hg,e) — (xqge+sqhq,e)

—1
xQe +sohg = hQ—l—che—I—chQs:>c:SQ8
€ = e+chge=c=0
die Transformation
- _ - _ so—1—_
x(&M) = &+ aqQn+t QE &n
y(E,n) = 7
Setzt man nun fiir bilineare Funktionen v auf Q>
9(E,M) = v(x,y)
dannist 9 = B; ' o v und es gilt
Ve = v+ 0
T = Vxxgt vy =vk(l+ . ) +vy
SQ—1—
V5 = Vaxg+vyyng = vxlaxg + : &) +vyl.

Zusammen folgt

v@moT = A(E,[q)Vv'
mit der Matrix so1_
A(E,7) = ( ' e ° )
xQ+ —=—¢& 1
Aus
Ixlloo < 1%l < V2 [[X[loo
folgt

JAE,)]2 < V2JAET)]|oo-
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Die Beschrinktheit von [|A(&,7)|2 folgt also aus der Beschrinktheit der Koeffizienten von

A(E,7):

£

' SQ-] ‘ S ]+1—SQ£

g+ 201E] < lagl+ (1-50)"2

Die in den Anwendungen auftretenden Trapeze sind immer fast Parallelogramme, d.h. sie
weichen nur wenig von der Parallelogrammstruktur ab. Wir werden spéter sehen (siehe Kapitel
6), daf3 diese Voraussetzung entscheidend fiir die Konvergenz des hierarchischen Verfahrens
aus Abschnitt 3.4.2 ist. Wir setzen daher fiir die Trapeze im folgenden zwei Form—Regularitdten
und eine Stabilitdtsbedingung voraus.

Die Form-Regularitit I beschriankt den Winkel yq des Trapezes Q; von 0 und 7 weg;:

O<y<vyo<s¥y<m
Daraus folgt, dafs auch o beschrankt ist:

|xql < max {| coty|, coty} = c(v,7).

Die Stabilititsbedingung beschrédnkt die Differenz der Langen der parallelen Kanten von Q3
in Abhdngigkeit von e:

1 S <s
Q — 1 h .
Dies Imp]_IZIQrt

h
(1-sq)=* <s1.

Insgesamt erhélt man
A < cly,,s1)

und die Inverse

TE - b
VT et A@m) \ —(aoE) 1+ 21y

- —1
det A(E,7) = 1+ 22—
Es gilt offenbar

sq < detA(E,M) < 1.

Dabei gibt die Form-Regularitit II an, dafd die Lange der zu hq parallelen Seite von der Null
weg beschrankt ist:

Wir erhalten so insgesamt
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und die Determinaten

|det A(E

|detA™ (&

)l

I <

IN

)
7

o | — —

Vom Trapez Q; zum Finiten Element Q kommen wir nun mit einer Drehung und Verschiebung

<

sQhqQ

Q2 =

hQ X

Abbildung 3.13: Vom Trapez zum Finiten Element

(siehe Abbildung 3.13). Offenbar gilt mit b3 € IR? und B3 € IR*? unitar
B3l = B3] =1
detB; = detB;'=1.

Dabei ist B3 eindeutig bestimmt. Wir setzen nun die Ergebnisse der vorangegangenen
Uberlegungen zusammen und erhalten so die bilineare Transformation vom Referenzrechteck
auf ein Finites Element:

Fole.m) = s+ BB (81 ( £ ). 63)
Fiir diese bilineare Transformation gilt:
Satz 3 Die in (3.3) definierte Abbildung Fq : R? — R? ist bijektiv und affin bilinear. Weiter gilt
Fo(Qo) = Q.
Beweis:

B; ist Diagonalmatrix und B; ist bilinear. Daher ist B;(B4) bilinear. B3 ist linear. Daher ist
B3B2(B1) bilinear. Der Rest der Aussage des Satzes folgt nach Konstruktion.
O

Satz 4 Es sei
Aq(&,n) = DFg(&,m).

Dann gilt
_ _ £ £0hQ
d tA A ] 2 < C ) y = )
[detAql[Agllz < (zv§81)maX{€OhQ - }
_ _ thQ £
detAZ'|||Aol3 < L
| e Q | H QHZ = C(X>Y>§)S1) max{ c EOhQ}

x|
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Beweis:

Es gilt nach der Kettenregel

A = B3AB;
und daher
|detAg| = |detBs||detA||detBy| < hQEiO
—1 —1€o0
detAg! < (hg'
sowie
— £
[Aglz2 < ||Ba\z||AHzHB1H2§1C(X,Y,Sl)max{hQ>€—o}
_ - — — — -1 €0
1A < 1By 2lA 2B 12 < T ey, ¥, s1)max {ng', 2 |

Daraus ergibt sich das folgende Korollar:
Korollar1  a) Im Falle ey =1 gilt:
h
|detAo|[ASIZ < cmax i, Q <sy
Q Q 2
—1 2 Q
[detAq|[[Aqll; < cmax {T’ hQ} <s2

falls
1
—hg < ¢ < s7hqg.
s2

b) ImFalle eg = eq = % gilt

[detAgl |AG' 13
[detAG'|Aql3

A IA
JERER
I= IR
= =
1%} 1%
© g

Achtung: Es gilt auch:
€Q <s) — e < Sth.

3.2.3 Diskretisierung und Fehlerabsch  &atzung

Nachdem wir in Kapitel 2 eine lineare partielle Differentialgleichung zur Beschreibung
der stationdren Stromung in gekliiftet pordsen Medien gefunden haben, wollen wir nun
daran gehen, das kontinuierliche Problem in der Variationsformulierung (2.20) durch diskrete
Probleme zu approximieren. Dieser Abschnitt dient der Vorstellung der verwendeten Finite
Elemente Diskretisierung.



3.2 FINITE-ELEMENTE DISKRETISIERUNG 39

Das allgemeine Galerkin—Verfahren approximiert die Losung des Variationsproblems (2.20) in
einem endlich dimensionalen Teilraum S; von H

pES:  alp;v) =1Lv) W ES; (3.4)

Mit der Bilinearform a(-,-) und dem Funktional { aus (2.21) liefern wieder das Lemma von
Lax-Milgram (Lemma 1) und der daraus folgende Satz 2 die Existenz und die Eindeutigkeit
der Losung des diskreten Problems (3.4). Da es sich in unserem Fall um eine symmetrische
Bilinearform handelt, wird das Verfahren auch als Ritz—Galerkin—Verfahren bezeichnet. Die
Matrix des dabei entstehenden Gleichungssystems ist im allgemeinen voll besetzt. Die Idee der
Finiten Elemente ist es, eine spezielle Basis des endlich dimensionalen Teilraums zu wihlen, so
daf} die Matrix moglichst schwach besetzt ist.

Generell betrachten wir nicht nur eine Galerkinapproximation der kontinuierlichen Losung,
sondern wir betrachten eine Folge (S;) jeNo endlich dimensionaler Unterrdume S; C H mit

s
j=0

Der Abschluf ist beziiglich der Sobolev—Norm || - || ;1 () zu verstehen, mit der Eigenschaft, daf3
die Losung p; der diskreten Probleme (3.4) fiir j — oo gegen die kontinuierliche Losung p des
kontinuierlichen Variationsproblems (2.20) konvergiert.

Die Rdume S; werden von linear unabhédngigen Funktionen )\jq € H aufgespannt

S; = span{\, | q € N},

wobei q € Nj und A eine geeignete Indexmenge mit n) = #\; < co Elementen ist.

Weiterhin nehmen wir an, daf$ die Basisfunktionen ?\];1 beschrankt sind und einen kompakten
Trager haben.

Wir wihlen nun fiir die lokalen Ansatzfunktionen auf dem Referenzdreieck fiir Elemente aus
7; lineare bzw. auf dem Referenzelement fiir Elemente aus Qj bilineare Funktionen.

Definition 5 (lokale Ansatzfunktionen)
Essei Qo = (0,1) x (0, e0) und Tyy = {p | p(&,n) = a& + bn + c&n; a,b, ¢ € R} der lineare Raum
der bilinearen Funktionen auf Qo, Q € Qj und Fq : R* — R? die affin bilineare, bijektive Abbildung

mit Fo(Qo) = Q.
Dann sei

M(Q) = {9:Q = R| 9 =v(F'() € M(Qo) }

und
T4 Z{VZIRZ%IR‘V(X,U) = ax + by; a,be]R}.

So erhalten wir fiir jede Zerlegung 7; U Qj den Ansatzraum:

Definition 6 (Ansatzraum)
Gegeben sei die Zerlegung T; U Qj von Q. Wir setzen

S]'k = {V € C(ﬁ) ‘ vlT eIl VT € ']; R V|Q S n]](Q) VQ S ij , V|rD = 0}. (3.5)
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Mit diesen Finite-Elemente-Ansatzraumen haben wir nun fiir die Zerlegung 7; U Qji das
diskrete Problem
Pik € Sjk - a(pjk,v) = Lv) W € Sj. (3.6)

zu 16sen.

Wir bezeichnen mit der Knotenbasisfunktion )\jqk gerade die Funktion, die im Knoten q € Njx
den Wert 1 hat und an allen anderen Kno_ten aus /\/jk verschwindet. Es sei n'k = #/\/jk die
Anzahl der Knoten von Sji. Mit der Basis )\]ik von Sjy fiihrt der Ansatz

pj= Y PINf (3.7)
qeNjK

auf das zu losende Gleichungssystem

> aAgMPF=t(\), 1=1,2,...,n% (3.8)
qeNjK

das wir mit A4 := a(Aq, A1) und bg := £ (Ag) in Matrix — Vektor — Form
AP =D (3.9)

mit der Steifigkeitsmatrix A und der rechten Seite b schreiben kénnen.
Die Finite Elemente Losung pjy ist beziiglich der Energienorm die Bestapproximation in dem
Finite Elemente Raum Sjy:

Lemma 2 (Céa-Lemma) Die Bilinearform a sei V—elliptisch. Ferner seien p bzw. pjx die Losungen
der Variationsaufgabe in H bzw. S C H. Dann ist

r.

1P = Pikllni ) < Y Vgé]fk P —vllw ()
Fiir den Beweis verweisen wir auf Braess [15][S.53] oder Brenner und Scott [18][S.62].
Das Céa-Lemma besagt, dafs der Diskretisierungsfehler |[[p — pjl[1y(q) durch den
Approximationsfehler abgeschitzt werden kann. Nach diesem Lemma ist die Genauigkeit
der Losung wesentlich von der Wahl der Funktionenrdume Sj. abhédngig. Wie gut eine
Approximation der Losung mit Polynomen mdoglich ist, hingt wiederum davon ab, wie glatt
die kontinuierliche Losung ist.
Wir definieren

Ijk :H— Sjk Ijk\l S Sjk : IjkV(Xq) = V(Xq) Vq € ./\/jk

als Interpolationsoperator auf H.

Bei voller Regularitdt der Losung, also H = H%(Q) N H(])(aQ) und einer Zerlegung des
Gebietes QOpy in Dreiecke in der Matrix erhalten wir durch Abschdtzung auf dem Referenz-
Element, mit der entsprechenden Transformationsformel und Summation iiber die Dreiecke
die Abschédtzung

[P — Lixp || (Om) S Ch|p|H2(QM)
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(siehe z.B. Braess [15][S.72ff]). Fiir isoparametrische anisotrope Viereckselemente zeigt Apel [5]
unter Regularitdtsvoraussetzungen an die Elemente (z.B. anisotrope Rechteckselemente) fiir
p e H3 Q)N H(])(E)O_) die Abschédtzung

P = Lupla o < ¢ (hIaxplif o) + MEIRupliFu (o)) (3.10)

mit der speziellen H'-Halbnorm |v|? := ZM:] IQ ID*v|2dx.

Fiir isoparametrische anisotrope Trapeze erwarten wir nach den Transformationssdtzen aus
Abschnitt 3.2.2 eine Abhédngigkeit der Konstanten in (3.10) von der Kluftbreite bzw. der Grofie
der Abweichung der Trapeze von Parallelogrammen ¢ = c(v,7¥, s1,s). Weichen die Elemente
innerhalb der Kliifte stark von der Parallelogrammstruktur ab, so kann eventuell eine feinere
Vernetzung innerhalb der Kliifte erforderlich sein.

Wegen der Unstetigkeit im Koeffizienten der hydraulischen Leitfdhigkeit K konnen wir nicht
die optimale Regularitit p < H2(Q) N Hé(aQ) voraussetzen (siehe z.B. Petzold [53]). Fiir
stiickweise konstante Koeffizienten K erhalten wir p € H'*/4(Q). Nach Petzold [53][Theorem
2.12] ist dies auch die maximal zu erwartende Regularitdt unabhéngig von Beschrankungen
von K.

Wir erwarten daher in den Fehlerabschdtzungen einen Faktor h!/4 (siehe Grisvard [32]).
Da dieser Regularitdtsverlust durch stiickweise konstante Koeffizienten im Kluft-Matrix—
Ubergangsbereich auftritt, wird dies zu einer feineren Vernetzung am Interface bei adaptiver
Verfeinerung fiihren (siehe auch Abschnitt 6.2).

3.3 Hierarchische Gebietszerlegung

Zur Losung des diskreten Problems (3.6) konstruieren wir ein hierarchisches
Gebietszerlegungsverfahren. Dazu werden wir das diskrete Problem zundchst in die
Teilprobleme Kluft, Interface und Matrix zerlegen. In den folgenden Abschnitten 3.3.1 und
3.3.2 spalten wir sukzessive Kluft- und Interfaceraum ab und zerlegen das verbleibende
Matrixproblem hierarchisch in kleinere Teilprobleme 3.3.3.

3.3.1 Abspaltung des Kluftraums — Hierarchische Gebietsze  rlegung

Wir werden zundchst einen Losungsraum fiir das Kluftproblem konstruieren. Das
Kluftproblem soll keine Unbekannten aufserhalb der Kluft haben, die Losung des
Kluftproblems soll also nur auf Elementen aus Qji leben und an allen Knoten der
Gesteinsmatrix ./\/'jm verschwinden. Dann kénnen wir das Teilproblem auf dem Kluftraum
direkt 16sen, wenn das Kluftproblem klein genug ist. Sollte das Kluftproblem immer
noch zu viele Unbekannte fiir eine direkte Losung haben, so konnen wir im Kluftraum
ein Losungsverfahren einsetzen, das die besonderen Gegebenheiten in der Kluft wie die
ausgepragte Stromung in Richtung der Kluftachse berticksichtigt, z.B. ein Mehrgitterverfahren
mit Linienglédtter (sieche Bramble, Zhang [16]).

Fiir die Abspaltung des Kluftraums fithren wir eine hierarchische Gebietszerlegung durch.
Wir betrachten als Kluftraum den Raum der Funktionen aus Sj, die aufierhalb der Kliifte
verschwinden:
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Definition 7 (Kluftraum) Wir setzen
Sh={v e Si|vla) =0 va e MM}
Damit haben wir den Losungsraum direkt in einen Kluft- und einen Matrixraum zerlegt (siehe
Abb. 3.15).
Bemerkung
a) Esgilt S = S]-m @ S mit
Sjm ={v e S| vig eM(Q)VQ € Qjo}.
Wir bezeichnen im folgenden Q; := Qjo.

b) Mit dem Interpolationsoperator
I]]\]il : S)’k — SjM

definiert durch

V(@) =v(a)  VaeAM
gilt (vergleiche Abbildungen 3.14 und 3.15)

(3.11)

Abbildung 3.14: Makroelemente Q € Qjo und Q. € Qjo

Wir wollen nun die Stabilitdt der hierarchischen Zerlegung in Kluft- und Matrixrauzm
zeigen, dafiir ist die Stabilitdt des Interpolationsoperators Ig entscheidend. Wir fiihren die
folgenden Uberlegungen zundchst auf den entsprechenden Referenzelementen durch und
tibertragen die Stabilitdt des Interpolationsoperators anschlieffend mit Hilfe der Ergebnisse
des Abschnittes (Abschnitt 3.2.2) tiber Transformation eines Referenzrechtecks auf Trapeze auf
den allgemeinen Interpolationsoperator I]E. Als direkte Folgerung erhalten wir daraus dann
die Stabilitdt der hierarchischen Zerlegung in Kluft— und Matrixraum.
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Absch atzungen auf Referenzelementen Die einzelnen Kliifte sind, abgesehen von den
Kreuzungen, mit anisotropen Trapezen vernetzt. In der Regel bestehen die Kluftkreuzungen
bei in etwa gleich weiten Kliiften aus isotropen Parallelogrammen. Wir betrachten also das
Referenzrechteck Qo = (0,1) x (0,¢9), €0 > 0, und den Vektorraum TT11(Qq) der bilinearen
Funktionen auf Q. Dann untersuchen wir den Interpolationsoperator

Teo : Ve = Thi(Qo), Ve, € C(Qo),
der durch Interpolation an den vier Eckpunkten definiert ist. Dabei ist

Ve, ={veC(Qy) | V(&) absolutstetig, v(£,0) =v(&,e0) =0, 0 <E<T,
v(-,n) linear 0 <1 < ¢g} (3.12)

der Raum der Funktionen, die linear in Richtung der lingeren Kante des Referenzrechteckes
Qo sind.

Fiir den Beweis des zentralen Lemmas dieses Abschnittes (Lemma 4) werden wir die folgende
aus den binomischen Formeln abgeleitete Ungleichung verwenden:

Lemma 3 Fiiralle a,b € IR gilt
(a—1b)? < 4(a®+ ab + b?). (3.13)

Insbesondere ist der Faktor 4 optimal.

Beweis:

(a—1b)% < 4(a?+ ab + b?)

a? —2ab + b? < 4a? + 4ab + 4b?
0 < 3a? + 6ab + 3b?
0<3(a+b)

T TT

Fiir b = —a folgt

(a—b)? = 4ad?
a’4+ab+b? = d

(]
Damit koénnen wir die fir die Stabilitit des Interpolationsoperators 1., auf dem
Referenzelement Qo entscheidende Abschatzung fiir Funktionen, die linear in einer Richtung
auf dem Referenzelement Qg sind, zeigen:

Lemma 4 Es sei Ve, wiein (3.12) und v € V¢,. Dann gilt

HVVHLZ(QO) < \/1 + 128% HVTIHLZ(QO)‘
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I VF-I—VmES)-Fk@SjIVL

™M

Matrix IZluft ' Matrix

Abbildung 3.15: Hierarchische Gebietszerlegung

Beweis:

Esseif: [0, o] — R stetig differenzierbar mit f(0) = 0. Dann gilt:

& € y 2 €|y 2
lf(y)ldy = Jf(O)er[f(t)dt dy:J; l1-f(t)dt dy

0
& /Y Y & /€0 €0

12dt> ( f’(t)zdt) dy < ( 12dt> ( f’(t)zdt) dy (3.14)
[ ()] e\

€0 €0
= & | Frde= i [ 1R dy.
0 0

IA
—

Esseih:[0,1] — R linear. Dann folgt aus

1
JIh(x)zdx =
0

Ih(1)x 4+ h(0)(1 — x)* dx

{hm 12x2 4 2h(0)h(1)x(1 = x) + h(0)2(1 — x)z} dx

_ O — . O %—m

N P S 102
= 3R(1)2+ 3ROK(T) + 3h(0)

mit der Abschitzung (3.13) aus Lemma 3 die Abschidtzung

:
(h(1) —h(0))? < 12J|h(x)|2dx. (3.15)
0
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Des weiteren gilt wegen x — v(x,y) linear und den Abschitzungen (3.14) und(3.15)

fat

o

1 1
JJ % (x,y) dxdy = JJW v(0 y)\zdxdy
00 00
N 5 (3.14) 1o 2
Jvm W vO,wPdy < & J 5o M1y o)l dy
0 0
315, f 1 ov 2 T av 2

< séJ 12”(@)@ y)| dxpdy = 1255”‘ —y (x,y)| dxdy.

0 00

Nun folgt die Stabilitit des Interpolationsoperators T, fiir das Referenzrechteck Qo:

Lemma 5 Es gilt
IV =TV 1200y < /1 + 1263 [ VV[12(qq)-

Im Gegensatz zu den Einzelkliiften sind die Kluftkreuzungen nicht mit anisotropen Elementen
vernetzt. Die Kluftkreuzungen stellen isotrope Parallelogramme dar, wenn die Kluftweiten
der sich schneidenden Kliifte sich nicht um Groflenordnungen unterscheiden. Sollten die
Kluftweiten von zwei sich schneidenden Kliiften stark voneinander abweichen, dann kann
das entstehende Element wieder auf das Referenzrechteck Qo zuriickgefiihrt werden. Uns
fehlt daher noch die entsprechende Abschitzung fiir das Referenzelement der Kreuzungen
von Kliiften gleicher Kluftweite. Dazu sei Qn = (0, 1)? das Einheitsquadrat und Qy die durch
k—fache Halbierung der Kanten entstandene Zerlegung von Qu. Es sei

= {ve C(Qu) | vlg € M1(Q) VQ € Qjk, v(p) =0 Vp Eckpunkt von Qo}

und
/1\1 Vi = T (3.16)

der durch Interpolation an den vier Eckpunkten definierte Interpolationsoperator.
Lemma 6 Es sei 17 die Interpolation von Vi nach Tlyy aus (3.16). Dann gilt
IVTvlIE2 (g < ¢ +K) VY] 2 (o -

Beweis:

Der Beweis folgt dem entsprechenden Beweis fiir isotrope Dreieckselemente (siehe
z.B. Yserentant [70]).
O

Wir wollen nun die Abschdtzungen mit Hilfe der Transformationsformeln aus Abschnitt 3.2.2
auf die Trapeze der Zerlegung Q; iibertragen. Zu jedem Q € Qj sei hq die lingere der beiden
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parallelen Kanten und sqg der Faktor um den sich die beiden parallelen Kanten in der Lange
unterscheiden:

hqg = lemax|, sQ = Emin € (0,1]
€max
wobei emax, emin die Lingen der beiden parallelen Kanten von Q seien (siehe Abbildung 3.13).
Wir setzen
0. = 1 4+ max £ ) 14+ max(1—s )hQ (3.17)
= —_—, 1 = — —. .
¢ Qe9; hqg ¢ Qe9; Qe

Bemerkungen:
1. Beschranktheit von o, bedeutet:

¢ < consthy, hj = max,c¢1 |e], d.h. starke Anisotropie von Q; normal zur Kluftrichtung
ist nicht erlaubt.

2. Beschranktheit von 0.1 bedeutet:
stark anisotrope Elemente Q € Q; miissen fast Parallelogramme sein.

Wir konnen einzelne Kliifte oder Kliifte, die von mehreren parallelen Kliiften geschnitten
werden, mit reinen Parallelogrammen vernetzen, nur Kreuzungen einer Kluft mit mehreren
nicht parallelen Kliiften und das Auftreffen der Kliifte auf den Gebietsrand erfordern
einen Ausgleich durch Trapeze zwischen den Kreuzungen (siehe Abbildung 3.4). Fiir
eine Anisotropie normal zur Kluftrichtung ist unser Verfahren nicht gedacht. Sollten die
Gegebenheiten in der Gesteinsmatrix eine so starke Verfeinerung fordern, dafs die Anisotropie
normal zur Kluft auftritt, so muf$ ein anderes Verfahren eingesetzt werden.

Wir formulieren nun das zentrale Ergebnis dieses Abschnittes, die Stabilitdt des
Interpolationsoperators Ijmk aus der Transformation eines Referenzrechtecks auf ein Finites

Element (siehe Abschnitt 3.2.2) und der Stabilitit fiir den Interpolationsoperator 1; bzw. T, :
Satz 5 Mit dem Interpolationsoperator I]-Y aus (3.11) und o, und o1 aus (3.17) gilt

IV < coca® (T + KA V)2 W e S (3.18)
wobei ¢ nur von der Elliptizitit von a(-,-) und der Ausgangszerlequng in der Kluft Qo abhingt.

Beweis:

Offenbar gilt

I(id — T[> < c[[koV(id — iV o, < cko Y [IV(Ed — I¥WVIIE2 - (3.19)
Q€950

Sei Q € Qj0,Q # Qc, und sei Qo = (0,1) x (0, ¢€p) miteg = h% Sei weiter Fq die affin bilineare,
bijektive Abbildung mit Fo(Qo) = Q und

V(&) =v(Fal&m)), v € TIn(Q).

Dann gilt nach Satz 4 aus dem Transformationsabschnitt (Abschnitt 3.2.2)

IV(id = )vlif ) < ¢ (1, ¥,8)(1+ (1= s0) =) | V(id — )0l
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wobei v,¥, s nur von Qo abhidngen.
Dann folgt aus Lemma 5
IV(id = T2 ) < (1 4+ 12€0)10]1 T2, ) < €0e02 1 [VIE2
Im Falle Q = Q. gilt mit Fo,(Qo) = Q¢
Hv(id—I%)VH%Z(QC) < cly,y,8)[IVid - OH%Z(
< cfl+k HVOHLZ (Qo)
< (1 +K)VOlEz g
Einsetzen in (3.19) liefert
Id — ]2 < coeol (14K Y Kol WVIIfa g
QEQ]O
< coeod (14 K)v]?
und aus
IV < (V] + v = T
folgt dann die Behauptung.
U
Korollar 2 Fiir jedes v € Sjy existieren vy; € Sjm und vg € S].Fk mit V7 + Vi = v und
vrall? + IVell? < coeotr (14K [Iv]|? (3.20)
mit ¢ = c(Qp)
Beweis:
Wir setzen L
vm=Iv,  vi=v—vg
und erhalten aus Satz 5 und der Dreiecksungleichung
lonll? + Ivell? < [1+ 2e00t 1 (1410 IV
O

Bemerkung: Im Falle sq = 1VQ € Qp (Parallelogrammzerlegung des Kluftnetzwerkes) ist die

Stabilitat (3.20) wegen Bemerkung 1. S.44 robust fiir ¢ — 0.

Wir gehen davon aus, dafs das Kluftproblem im Vergleich zum Gesamtproblem (3.9) klein
ist. Eine direkte Losung des Kluftproblems liegt daher fiir nicht zu grofie Probleme nahe.
Fir kompliziertere Kluftnetzwerke bietet sich zur Losung des Kluftproblems wegen der
ausgepragten Stromung in Richtung der Kluft ein Mehrgitterverfahren mit Linienglétter an.
Fiir dieses Verfahren folgt die gitterunabhingige Konvergenz aus Lemma 4 oder aus Bramble,

Zhang [16].
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3.3.2 Abspaltung des Interfaceraums

Nach erfolgreicher Abspaltung des Kluftraums Sji besteht die Hauptschwierigkeit bei der

Losung des verbleibenden Problems in Sjm in der Berechnung der Losung am Kluft-Matrix—
Ubergang. Am Interface treten durch die grofen Unterschiede in den Schrittweiten in Kluft
und Matrix einseitig sehr steile Basisfunktionen auf. Fiir so geartete Probleme versagen
klassische Mehrgitterverfahren. Wir werden daher den Teilraum S]-m noch weiter aufteilen.
Dazu spalten wir ein Interface-Problem am Kluft-Matrix-Ubergang ab, das die einseitig steilen
Basisfunktionen enthalt und das wir direkt 16sen werden.

Vi+VMm € S]-I +SjM

Matrix Kluft ' Matrix

Abbildung 3.16: Abspaltung des Interfaceraums

Definition 8 (Interface—Raum)
Wir setzen

s
I

I = fesMva=0 a¢nf} (3.21)
sM = {veSjm’v(p):v(q)Ve:(p,q) esfo}. (3.22)
Dabei bedeutet e = (p, q), daf$ e die Eckpunkte p, q hat.

Der Interfaceraum S]-I besteht also aus den Funktionen aus Sjm, die nur auf den Knoten
auf dem Kluft-Matrix-Ubergang leben und an allen anderen Knoten verschwinden. Fiir den
verbleibenden Matrixraum SjM wihlen wir gerade die Funktionen ‘S’)-m auf dem Gebiet Q, die
konstant entlang der Kanten von SjFO sind, also konstant tiber die Kluft. Daraus folgt, daf$ diese
Funktionen auch konstant iiber eine gesamte Kluftkreuzung sind.

Bemerkung: Es gilt B

Dabei ist die Summe hier nicht direkt wie bei der hierarchischen Abspaltung des Kluftraums.
Funktionen aus S].I leben auch auf Knoten aus SjM und umgekehrt (siehe Abb. 3.16).
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Die Interpolation von Sjm nach S]-M ist fiir alle Knoten der Gesteinsmatrix /\/jM durch die Werte
an den Knoten gegeben. Fiir die Knoten auf dem Interface betrachten wir Kanten aus E]-FO und
Kluftkreuzungen Q. € Q. getrennt.

Definition 9 (Interpolationsoperator I]M)

Zu jeder Kante e = (p§,pS) € SjFO\EC withlen wir p¢ € {p{, S} beliebig aber fest.
Zu Q¢ = (p§, 5, ps, pg) withlen wir p© € {p§, ps, s, P4} beliebig aber fest.
Dann ist I : S].m — SM definiert durch

vip) , peNM
IMv(p) ={ v(p®) , pepspsh e=(p5ps) € ENE
v(p©) , p eSSy

n
P2 P3
€0
Qo
P1 1pa &

Abbildung 3.17: Referenzrechteck

Absch atzungen auf Referenzelementen  Fiir die anisotropen Vierecke im Bereich der
Kluft betrachten wir wieder zunichst das Referenzrechteck Qo und nutzen anschliefSend
die Transformationsregeln zur Ubertragung der Ergebnisse auf die Trapeze innerhalb der
Kluft. Innerhalb der Gesteinsmatrix besteht die Zerlegung aus isotropen Dreiecken, die
Transformationsregeln fiir diese Dreiecke sind z.B. in Braess [15], Ciarlet [19] oder Brenner
und Scott [18] nachzulesen.

Fiir das Referenzrechteck Qg (siehe Abb. 3.17) gilt:

Lemma 7 Es sei Qo = (0,1) x (0,¢&0), €0 > O und v € T111(Qo). Dann gilt mit vi = v(pi), i =
1,...,4:

IVt 0, = % ((V4 —v1)7+ (v3—v2)? + (va —vi) (v — Vz))
+ %851 ((Vz—v1)2+(\’3—v4)2+ (Vz—v1)(V3—V4)) :
Beweis:
Es gilt
ve = & ((va—vi)(eo—n)+ (v3—v2)n)

v o= gy (v2—v1)(1 = &)+ (v3—V4)E).
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€0

]
ijédédn = Jvédn
00

£
— ¢ ij—v] 12(e0— )2+ (v3 — v2)n% + 2(e0 — )N (va — vi)(v3 — v2)dn

™
o

o

Wl —

0
= 80(V4—V1 3—V2)2+(V4—V1)(V3—V2))
1

o2
o

videdn = e [(vam (1= £+ (v —wa)e)? de
0

= 3 o1<("2*"1) +(V3*V4)2+(Vz*v1)(\)3—v4))

VIt gy = % {80 ((V4—V1)2+ (v3 —v2)? + (V4—V1)(V3—V4))

+ g <(V2—V1)2+ (v3—va)? + (vz—V1)(V3—V4)>} :

O
Fiir die isotropen Dreiecke in der Gesteinsmatrix erhalten wir auf dem Einheitsdreieck (siehe
Abb. 3.18) folgendes Lemma:
Lemma 8 Es sei Ty das Einheitsdreieck und v € T11(Ty). Dann gilt mit vi =v(pi),i=1,...,3:
!
2

IVt = ((Vz —v1)%+ (v3 —V1)2) :

Beweis:

Vg =V3 —Vq, Vn =V2—Vq

1-&

[viaen = || va-viande
T 0

(1—&)(vz—v1)?dg

|
N| = OF—— . N =2 O—— . O—y

= S(vz—w1)?
1-¢
[viaem = | [ wamvitande
T 0
= ~(va—w)?
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:
V2 = 7 ((Vs —v1)?+ (v2 —W)z) :

T

P1 Tps &

Abbildung 3.18: Referenzdreieck

Fir die Abschdtzungen der Interpolation mit I]M bendtigen wir wieder eine aus den
binomischen Formeln abgeleitete Ungleichung:

Lemma 9 Es gilt

a? < (a2 + b2t ab) Va,b € R (3.23)

Beweis:

Wir kénnen die Ungleichung (3.23) auch in der Form

1 2 2
< sa’+-b?+-ab
0 3(1 3b 3a
bzw.

0 < a®+(2b)*+2a(2b) = (a +2b)?
schreiben. Gleichheit gilt, falls a = —2b.

Folgerung: Es gilt:
2
2(a? +1%) < (a2 4 b2+ ab) < 2(a + b7,
Aus Lemma 9 folgt ndmlich b < %(az +b? + ab) Va,b € R und Summation liefert die linke
Abschidtzung. Die rechte Abschétzung folgt aus

ab < =(a? + b?).

N —

Die Interpolation I;\A bildet die bilinearen Funktionen auf Qg auf lineare ab. Damit kéonnen wir
die Interpolation mit T fiir das Referenzrechteck Q abschitzen:
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Lemma 10 Es sei

ey

™ TT111(Qo) — TT1(Qo)

definiert durch
a)
N v = N
My(p) :{ (p1) P=PP2
v(pa) P =p3,pa
oder
b)
M, :{ v(p2) P=v1,p2
®) v(p3) P =73,pa
Dann gilt:
4
HV/I\MV”%Z(QO) < 30 HVVH%Z(QO)'
Beweis:

Wir betrachten 0.B.d.A. Fall a). Nach Lemma 7 und Lemma 9 ist dann

IVIMV[[12(q,) = €olva—v1)?

4

< Jeo((va—vi) 4 (w3 —v2)? + (va —v1)(v3 —v2))
4

< el Wil g

|
Lemma 11 Es gilt fiir alle v € TT11(Qo):
4£0HV\)H%2(QO) > max {(vz —v1)2, (vy —V4)2} .
Beweis:
Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 7 und Lemma 9.
|

Fiir die isotropen Dreieckselemente in der Gesteinsmatrix erhalten wir die folgende
Abschétzung:

Lemma 12 Es gilt fiir v,v € TI1(Tq):
V90122 1,y < VYT ) +4 ((w —V1)2 4 (v2—V2)? + (v3 —\73)2)

wobei v(pi) = vi, V(pi) =Vi, 1 =1,2,3 gesetzt ist.
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Beweis:
Es gilt
_ LemmaS 1 _
HVVH%Z(TI) 5 ( 2_V1 3_"1)2)
1
= E ( V2 —Vv1+Vy—Vvy+Vvy —V])z—l- (v3 —Vvi+V3—v3+ Vv —V])z)
1 _ _ _
< 3 ( v2 —vp)? VS_Vl)Z) +4<(V1 —v)*+ (Vz—V2J2+(V3—V3)2>
unter Verwendung von (a + b)2 < 2(a?+b2).

O

Lokale Absch atzungen Wir leiten nun die Stabilitdt des Interpolationsoperators I;\A fiir die
isoparametrischen Trapeze innerhalb der Kluft her. Als Folge daraus erhalten wir die Stabilitat
der Zerlegung von Sjm in S].M und S].I. Dafiir nutzen wir die Ergebnisse der vorangegangenen
Uberlegungen und die Transformationsregeln aus dem Abschnitt {iber die Transformation
eines Referenzrechtecks auf Trapeze (Abschnitt 3.2.2) auf Elemente Q € Qjo.

Da die Kluftkreuzung ein isotropes Viereckselement darstellt, betrachten wir die
Kluftkreuzungen Q. € Q. gesondert. Fiir die Kanten aus SjF ohne die Kanten an der
Kluftkreuzung gilt folgende Abschitzung;:

Lemma 13 Esseie = (p1,p2) € SjF\SC Kante von Q € Qj;. Dann gilt fiir allev € TT11(Q):
(v(p1) = v(p2))? < coeo? 1 [[VV]|i2(g)

wobei ¢ = c(Q).

Beweis:

Nach Satz 4 gilt mit ¥ € TT17(Qo)

h
[VOlli2(q,) < € <1 (1—-s0) > [VV][12(q)

wobei ¢ =¢(Qop), Qo =1(0,1) x (0,¢0), €0 = Q n-und 9 = v(Fg(-)).
Aus Lemma 11 folgt weiter

2 3
(v(p1) —v(p2))* < 4h—Q||V0||L2(Q0)
und daraus die Behauptung.
Fiir die Kanten an der Kluftkreuzung erhalten wir entsprechend die Abschétzung:
Lemma 14 Es gilt fiir alle v € TT11(Qc) und psi, p; € {p§, PS5, S, Py

(vps) = v(F))? < e VVIE g,

wobei ¢ = ¢(Qp).
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Beweis:

Nach Satz 4 gilt mit ¢ = c(Qp)
V92 (Qa) < €l VVIE2 o)

Aus Lemma 7 folgt mit g = 1

[V9izgy = 5 ((va =12+ (v3 = v2) 4 (vg =) (w3 = v2))
+ % ((Vz —v1)?+ (v3—va)? + (v2 —vi)(v3 — V4))
> 1 (max((va —wi)?, (v —va)?, (v2 )% [vs — va)?)
wegen Lemma 9. Schliefilich ist fiir alle iiel,...,4

(vi—vy)? < 4max{(va —v1)2, (v3 = v2)%, (va = v1)?, (v3 —va)2).

O
Lemma 15 Sei Q € Qj, Q # Qc. Dann gilt
VIR g < oot 1 [PVl
Beweis:
Aus Lemma 10 ergibt sich mit den Transformationsregeln und Qo = (0,1) x (0, &o), €0 = %
HVI,MVH%Z(Q) < CO‘EJ HV/I\JMOH%Z(QO)
< co? e V9 gy
< coe0t ||V )
O

Damit kénnen wir nun die Stabilitédt des Interpolationsoperators I;\A auf S).m in der Energienorm
zeigen.

Satz 6 Es gilt -
ITV)? < cocal i fv]| YvesM

wobei ¢ = c(Qp).
Beweis:

Es gilt
IMVIZ = 3 VIR 0+ 3 kel VMY g

TeT; QeY;



3.3 HIERARCHISCHE GEBIETSZERLEGUNG 55

Essei T € 75 und I;\Av = V. Dann gilt nach Lemma 12

3
HVIJNLVH%Z(T) < HVVH%Z(T) +4Z (v(ps) —¥(p)?.
i

Ist v(pi) — V(pi) # 0, so ist entweder

i) pi €{q1, g2}, wobei e = (g1, q2) € €jF\€C Kante von einem Q € Q;
oder
ii) pi € {p, P53, PS, P4} Eckpunkt von Qe.
Bezeichnet
QM;={Qe ;| QNT#0}
so gilt nach Lemma 13 und Lemma 14 wegen ko > 1

3
Y pd) —vp))? < cocoty Y kol VIR o
i=1 QeQ;(T)

Da aufgrund der Verfeinerungsregeln

I_Pe%zdej(T)‘ < ¢(Qo)

gilt, folgt

M., |12 2 2 2
D IVENIEm S IVVlIEm +eoeot s 3 [koVVIiE q-
TeT; QEQ;

Der Fall Q = Q. ist wegen VIJMV\QC = 0 trivial, sei also Q # Q.. Mit Lemma 15 folgt dann
insgesamt

4 2
D IkoVEVlea(q) < coeol s 3 IIkoVVIiEa g
QeQ; QeY;

O

Bemerkung: Damit ist unser Verfahren nach Konstruktion robust gegentiber
Koeffizientenspriingen. Der Koeffizientensprung zwischen Kluft und Matrix hat also keinen
Einfluf$ auf die in Abschnitt 3.4.2 angegebenen Konvergenzraten.

Wir erhalten nun als Folgerung aus Satz 6 die Stabilitit der Zerlegung von Sjm in SjM und S]-I:

Korollar 3 Fiir jedes v € SjM existieren vy € SM und vy € 8] mit vy +vi = v und

[vamll? + [vill? < coeo i [Iv]%,
wobei ¢ = c(Qp).
Beweis:

Setze vpm = IJMv und verwende Satz 6 und die Dreiecksungleichung.
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3.3.3 Zerlegung des Matrixproblems
Wir betrachten das Matrixproblem
w%vl € S]-M a(wM,v) =r(v) Yv € S]-M (3.24)

mitr € (S]-M)/.

Wir haben die einseitig steilen Basisfunktionen am Kluft-Matrix-Ubergang in das
Interfaceproblem abgespalten. Das verbleibende Matrixproblem fithren wir daher auf das
Problem ohne Kluft (¢ = 0) zurtick. Nach Abspaltung von Kluft- und Interfaceraum betrachten
wir im Matrixproblem Funktionen, die konstant entlang der Kanten von EjFO\E]-I sind. Fiir
die Konvergenzanalyse des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens (siehe Abschnitt 3.4.2)
fiihren wir nun auf dem Matrixraum SjM eine hierarchische Zerlegung durch. Dazu betrachten
wir die geschachtelte Folge von Matrixrdumen:

StcsMtc..csM

Es seien V;, 1 = 1,2,...j die Teilrdume von S{Vl, die von den Finite Elemente
Funktionen gebildet werden, die in den Knoten von Level i — 1 verschwinden. Mit den
Interpolationsoperatoren I : S]-M — SM mit

v= Y v@Ay, i=0,...,j, (3.25)
qeNM
die eine stetige Funktion v in den Knoten des Matrixproblems auf Level i interpoliert, 1df3t sich
jede Funktion v von S)-M darstellen als

j
v = Io\) + Z(Ii — L'__] )V.
i=1

Damit haben wir Funktionen v aus S]-M in auf den verschiedenen Verfeinerungsstufen schnell
oszillierende Funktionen zerlegt und SjM ist die direkte Summe der Teilrdume Vi;:

SM=VoaVie---aV (3.26)
mit
Vo=8" und  Vi=(Li—Ii)SM (3.27)
Fiir die isotropen Dreieckselemente der Gesteinsmatrix T € 7j erhalten wir die Stabilitdt aus
der Stabilitdt auf dem Referenzdreieck Ty:

Lemma 16 Es sei 77" durch | uniforme Verfeinerungen des Einheitsdreiecks Ty entstanden: Ty =
UTE’T]t T, v € C(Ty) sei linear auf den einzelnen Dreiecken T € T]l und 1 sei die lineare Interpolation
von v auf Ty. Dann gilt

IVIVIEa 7, < CO+ VYV, -

Fiir den Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf die Arbeit von H. Yserentant [70].
Fiir die Viereckselemente innerhalb der Kliifte Q € Q;o folgt die Stabilitidt der Interpolation aus
der Stabilitdt der Interpolation auf linearen 1-D-Elementen:
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Lemma 17 Esseiv € C(Qq) mit

v(-,y): [0,1] — IRabsolut stetig fiir y € [0, €¢] fest
v(x,-):[0,e] — IR konstant fiir x € [0, 1] fest. (3.28)

und v — 1v sei die lineare Interpolation auf Qo. Dann gilt
IVIVI[12(0y) < IVVII12(0y)-
Beweis:

Mit der Greenschen Formel folgt

(Vid —Dv, VIV)12(q,) = J V(id —I)vwWivdx =
Qo
— J (id — I)vAIvdx + J V(id—I)wwivNde = 0.
Qo 9Qo
Dabei verschwindet das Integral iiber den Rand von Qo, da Iv N = 0 fiir N Normale in Richtung

y und (id — I)v = 0 auf allen Geraden in Richtung y also auch der entsprechenden Kante.
Mit dem Satz des Pythagoras erhalten wir daraus:

HVVH%Z(QO) = ||VIV||12_2(QO) +[[V(id - I)VH%_Z(QO) 2 HVIV”%Z(QO)'

Daraus folgt die Stabilitdt der Interpolation I;:

Korollar 4 Fiir die Interpolation 1; aus (3.25) gilt
HVIivH%z(Q] <c(1 —I—i)HVvH%Z(Q) v e S]-M.
Beweis:

Es gilt
||VIiV||%2(Q) = Z ||VI1V||%2(T) + Z HVIi\)H%Z(Q)'
TeT; Qe Q;x
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 16 und Lemma 17 und den Transformationsregeln fiir
isotrope Dreieckselemente (siehe H. Yserentant in [70][Lemma 2.5]).
O
Damit erhalten wir fiir die hierarchische Zerlegung des Matrixraums die Stabilitit der
Interpolation:

Satz 7 Es seien Vi, i = 0,...j wie in (3.27). Jede Funktion v € S]-M liafst sich darstellen als v =

J_oVi, V1 € Vi und es gilt

j
S vill? < 1 +5)3v]?
1=0

mit C = C(7p).
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Beweis:

Die Behauptung folt aus Korollar 4 (siehe H. Yserentant [70][Lemma 2.5]).

3.4 Robuste L dsung des diskreten Problems

Wir werden nun auf der Zerlegung in Kluft-, Interface- und Matrixproblem ein
hierarchisches Gebietszerlegungsverfahren konstruieren. Dazu nutzen wir die Idee der
Teilraumkorrekturmethoden (siehe Abschnitt 3.4.1). Das Verfahren selbst wird in Abschnitt
3.4.2 vorgestellt und die robuste Konvergenz unabhéngig von Kluftweite und Spriingen in den
Koeffizienten K(x) in Kluft und Matrix fiir eine Parallelogrammzerlegung der Kliifte gezeigt.

3.4.1 Teilraumkorrekturmethoden

Wir haben das diskrete Problem (3.6) hierarchisch in die Teilprobleme Kluft, Matrix und
Interface zerlegt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, daf8 so in den Teilproblemen Verfahren
eingesetzt werden konnen, die den unterschiedlichen Gegebenheiten der verschiedenen
Bereiche Kluft und Matrix des Gesamtproblems angepafit sind. Aufbauend auf die in
den vorangegangen Abschnitten durchgefiihrte Zerlegung des Losungsraums werden wir
nun ein Gebietszerlegungsverfahren konstruieren. Das Verfahren gehort in die Klasse der
Teilraumkorrekturverfahren. Diese bauen auf einer Zerlegung des Losungsraums Sjy in eine
Anzahl von Teilrdumen V; C Sy (1 <1 <) auf, so dafs gilt

J
Sjk: E Vi.
i=1

Zujedemv € Sji existieren also v; € Vi(1 <i<J),sodafiv = 2{21 Vi.
Dann konnen wir auf jedem Teilraum V; ein Problem der Form

Pi € Vi a(pi,v) =1v) Yv e V; (3.29)

l6sen. Fiir grofie Teilrdiume V; kann die Losung der Teilraumprobleme (3.29) noch zu
aufwendig sein, daher werden die Teilprobleme (3.29) meist approximativ gelost. Dazu
ersetzen wir in den Teilproblemen (3.29) die Bilinearform a(-,-) durch einen Glatter b;(-,-).
Die Operatordarstellung von b;(-, -) bezeichnen wir mit Bj.

Die Teilraumkorrekturmethode geht von einer gegebenen Niaherungslosung p 't des diskreten
Problems (3.6) aus. Mit dem Residuum

Tpate (V) = L(v) — a(pt v)

und
ecSp  ale,v) =rLu(v)  YweSi

erhalten wir die Losung des diskreten Problems (3.6) als p = p“'* + e. Stattdessen 16sen wir das
auf den Teilraum V; eingeschrankte Problem

eieV; alei,v) = Tpatt (v) Y e V;
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approximativ fiir alle 1.

Statt die Teilraumkorrektur quasi simultan auf allen V; durchzufiihren, betrachten wir die
sequentielle Teilraumkorrekturmethode, bei der in einem Teilraum immer die aktuellste
Approximation von p eingeht, d.h. nach jeder Teilraumkorrektur ein Update des Residuums
durchgefiihrt wird.

Algorithmus 1 (Sequentielle Teilraumkorrekturmethode)

gegeben: Iterierte p* = w_q € Sy
fiiri=0,...,] berechne

{
vi € V;: bi(vi,v) = 1w, (V) Y eV;
Wi =Wi1+Vi

}

neue Iterierte: p¥+1 = wj

Fiir den Spezialfall V; = span{Ai} und by(-,-) = af(-,-) erhalten wir gerade das Gaufs-Seidel-
Verfahren.

Konvergenzanalysen fiir Teilraumkorrekturmethoden basieren im allgemeinen auf den
folgenden drei Bedingungen:

VO0) Es gilt mit wy >0
a(v,v) < wpbi(v,v) WweVy,i=0,...,]. (3.30)

V1) Fiirjedes v € Sj gibt es eine Zerlegung v = Y ™ v mit der Eigenschaft

m
Z bi(v) V) < K1 a(V, V).
i=0

V2) Es seien v,w € Sjx. Dann sei ¢;; die kleinste Zahl mit

ST

a(Tov, Tw) < woena(Tiv,v)Za(Tv,v)?.
Dann setzen wir Ky = woAmax (&) mit ¢ = (su){ =0

Dabei setzen wir T; = B TAPL Sjk — Vi mit der Ritz-Projektion Py : IR™M* — Vi,
der Operatordarstellung A; der Bilinearform a(:,-) auf dem i-ten Teilraum V; und der
Operatordarstellung B; des Teilraumldsers b;i(-, -) auf dem i-ten Teilraum.

Die drei Bedinungen haben die folgenden Bedeutungen: V0) beschreibt die Qualitit des
Teilraumlosers. Die Bedingung besagt, daff der Vorkonditionierer bj(-,-) fiir hochfrequente
Funktionen v € V; eine gute Ndherung von a(v,v) liefert, sie wird daher auch als
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Glattungseigenschaft bezeichnet. V1) beschreibt im wesentlichen die Stabilitdt der Zerlegung
fiir gegebene Teilraumloser. Die verschérfte Cauchy-Schwarz-Ungleichung V2) beschreibt die
Interaktion der Teilrdume unter Berticksichtigung der Teilraumlser.

Sind die Bedingungen VO0)-V2) erfiillt, so gilt fiir die Konvergenz der
Teilraumkorrekturmethode mit den Konstanten wg, K7 und Kj:

Satz 8 Unter den Voraussetzungen V0)-V2) mit wy < 2 gilt

By 2— wWo
o= 12 < (1= s ) o ol

Beweis:

siehe z.B. Xu [69][Theorem 4.4], Yserentant [71].

3.4.2 Hierarchisches Gebietszerlegungsverfahren

Wir nutzen nun die in den Abschnitten 3.3.1, 3.3.2 und 3.3.3 vorgestellte Zerlegung
des Losungsraumes in die Teilrdume Kluft, Interface und Matrix zur Konstruktion einer
Teilraumkorrekturmethode (siehe Abschnitt 3.4.1) fiir Kluft-Matrix-Systeme als hierarchisches
Gebietszerlegungsverfahren. Die Abspaltung des Kluft- und des Interfaceraums und die
Zerlegung des verbleibenden Matrixraums liefern uns die Zerlegung des Losungsraums Sji
in die Teilrdume S].Fk, SjI und ZLO SIM und es gilt mit Vo = S].Fk, Vi = S].I und Vi) = S{\A fur
1=0,...5

j j+2
Sk=8k+S+) SM'=) Vi (3.31)
1=0 i=0

Das Kluft- und das Interfaceproblem werden im allgemeinen klein sein im Vergleich
zum Gesamtproblem. Hier bietet sich also eine direkte Losung der Teilprobleme an. Das
Matrixproblem haben wir noch einmal in kleinere Teilprobleme unterteilt, auf jedem der
Teilrdaume SM fithren wir eine Gau-Seidel-Glattung durch.

Mit dieser Zerlegung erhalten wir aus der sequientiellen Teilraumkorrekturmethode
(Algorithmus 1) das folgende hierarchische Gebietszerlegungsverfahren:

Algorithmus 2 (Hierarchische Gebietszerlegung)

gegeben: Iterierte p3y € Sjk

lose:
ijk € Sij : G(Vij,V) =L(v) —a(pji,v) W€ Sij (3.32)
lose:
v]-Ik € S]-I : a(v]-I,v) =L(v) —alps + ijk,v) Vv € S]-I (3.33)
fiirl=0,...,]J lose:
-1
vﬁ € Slm: a(vﬁ,v) ={(v)— a(p;’k —l—v]-Fk + Zvﬁ,\;) Yv € S].m (3.34)

i=0
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neue Iterierte: ™" = p3j + Vi + y ! WM

Wir wollen nun fiir die auf der Zerlegung (3.31) aufbauende Teilraumkorrekturmethode
(Algorithmus 2) robuste Konvergenz zeigen. Dazu miissen wir die Bedingungen V0)-V2) aus
Abschnitt 3.4.1 untersuchen.
Fiir direkte Losung der Teilprobleme, also bi(v,w) = a(v,w) Vv,w € V;, ist V0) mit wo = 1
erfiillt. Insbesondere gilt also fiir das Kluftproblem mit V, = Sij und das Interfaceproblem mit
Vi =8

a(v,v) = bi(v,v) YwevV, 1i=0,1.

Fiir die Teilraumlosung in den Teilproblemen des Matrixproblems gilt:

Lemma 18 Es sei A eine symmetrisch positiv definite Matrix A = L + D + LT mit der unteren
Dreiecksmatrix L, der Diagonalmatrix D und der oberen Dreiecksmatrix LY. Der Glitter B sei das
symmetrische Gaufi-Seidel-Verfahren mit B = (L + D) 'D~1(D + L). Dann gilt:

max (x, Ax)
x#0 (x, Bx)

Beweis:

Die Matrixdarstellung des Glétters 1afst sich wie folgt umschreiben:

B = (L+D)'D'(D+L)=(LT+D)D(L+ D)
= L+D+L"+L'™D'"L=A+F

mit F = LTD~'L. Daraus folgt

(v,Av) (v, Av) < WAY) 1
(v,Bv)  (v,Av)+ (v,Fv) = (v,Av)

Bleibt noch zu zeigen, daf$ ein Vektor v* mit Fv* = 0 existiert. Fiir den letzten Spaltenvektor der
Einheitsmatrix v* = (0,...,0,1)T gilt Lv* = 0 und damit auch Fv* = 0.

|
Aus Lemma 18 folgt wy = 1 in der Bedingung V0 (3.30) fiir den symmetrischen Gaufs—Seidel-
Glétter in den Teilproblemen des Matrixproblems.

Aus der Stabilitdt der Zerlegungen (Korollar 2, Korollar 3 und Satz 7) erhalten wir fiir V1) mit
e S v =vE vl 4 YIS WM mitvF e Sjo Ve S,y e VM

j+2
VEI 4 VT2 4 Y IV < Cle+ DG+ 1)2(Iv]1%
1=2

Dabei hidngt die Konstante C = C(0¢,0,-1) mit o¢,0.-1 aus (3.17) davon ab, dafs keine
Anisotropie in den Kliiften normal zur Kluftrichtung auftritt und wie stark die Elemente in
den Kliiften von Parallelogrammen abweichen. Damit ist V1) mit Ky = C(k + 1)(j + 1 )2 erfiillt.
Die Konstante K; ist nach der Chauchy-Schwarz-Ungleichung und dem Satz von Gerschgorin
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(siehe z.B. Stoer, Bulirsch [60][Satz 6.9.4]) beschrinkt durch die Anzahl der Teilrdume:
Ky <wo(G+2+1).

Daraus folgt nun mit Satz 8 die Konvergenz des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens:

Satz 9 Das hierarchische Gebietszerlequngsverfahren (Algorithmus 1 mit der Teilraumzerlegung
(3.31)) konvergiert mit der Konvergenzrate

C

(T4+K)(1+35)2(G +4)? (3.35)

p=1-

mit einer Konstanten C, die nur von der Ausgangszerlegung 7o U Qo, der Abweichung des anisotropen
Trapeznetzes in den Kliiften von Parallelogrammen und einer Bedingung an j, daf e = O(277) klein ist,
abhiingt.

3.5 Variante: Zwellevel-Verfahren

In diesem Abschnitt stellen wir eine Variante des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens
aus Abschnitt 3.4.2 vor, bei der wir ohne direkte Losung auf dem Kluft-Matrix—Interface
auskommen. Die Grundidee des hier vorgestellten hierarchischen Zweilevel-Verfahrens
gleicht dabei der des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens aus Abschnitt 3.4.2.

Wir nehmen zunéchst eine hierarchische Zerlegung in ein Matrix— und ein Kluftproblem vor.
In den daraus resultierenden Einzelproblemen verwenden wir spezielle problemangepafite
Glatter.

Wir betrachten wieder die zu den Zerlegungen 7; U Qj gehdrenden Finite-Elemente—
Ansatzraume Sj aus (3.5). Wir fassen die Zerlegung 7; U Q;i mit dem Finite-Elemente—-Raum
Sjk als Verfeinerung von 7; U Q;o mit dem Finite-Elemente-Raum Sjp auf. Dann erhalten wir
fiir festes j und k die hierarchische Basis A wie folgt (siehe z.B. Bank, Dupont, Yserentant [8]):

1. Die hierarchischen Basisfunktionen ﬁik auf Sjo stimmen mit den Knotenbasisfunktionen
7\1k iiberein:
NEe=NK e N
2. Fir k = 1,2,... besteht die hierarchische Basis von Sjx aus den hierarchischen
Basisfunktionen

/)\\10, i€ ./\/jo
von Sjo und den nodalen Basisfunktionen

NO=NK e MW

Wir erhalten die hierarchische Basis von Sjx also aus der Basis von Sjp durch Hinzunahme
der nodalen Basisfunktionen von Level jk zu den Knoten, die nicht auch Knoten von Sjg sind.
Daraus ergibt sich eine natiirliche Zerlegung des Finite-Elemente—Ansatzraums Sj:

Sjk =VE® VMm (3.36)
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mit

Vi o= S
Ym = spam{?\i)k ‘ P € Nj\Wjo vk > 11

Fiir den uniform verfeinerten 1D-Fall ist die hierarchische Basis in Abbildung 3.19 dargestellt.
Mit Vo = Vr und V7 = VM ergibt sich so auf natiirliche Weise eine Teilraumkorrekturmethode
(siehe Algorithmus 1). Auf die Wahl der Glitter b; kommen wir spéter zuriick. Wir erinnern an
dieser Stelle daran, daf es wie bei der Teilraumkorrekturmethode aus Abschnitt 3.4.1 moglich
ist, unterschiedliche Glitter in den einzelnen Teilrdumen einzusetzen.

Die hierarchische Zerlegung in einen Matrixraum und einen Kluftraum ist mit V¢ = S)-Fk und

Vm = Sjm dieselbe, die wir schon bei der Abspaltung des Kluftraums bei der hierarchischen
Gebietszerlegung in Abschnitt 3.3.1 vorgestellt haben:

Sk = SM & Sk

Dabei wird der Matrixraum gS’j’\_/l von den Knotenbasisfunktionen zum Matrixgitter J\/jM =
Nij\xi}, xi Kluftknoten, und der Kluftraum Sij von den Knotenbasisfunktionen zu den
Knoten im Inneren der Kluft aufgespannt (siehe Abbildung 3.19). Unser Ziel ist es, das

1

‘.' . L L .
X_3 X_2 X1 X0 X1 X2 X3

— Kluftbasisfunktion -+ Matrixbasisfunktionen

Abbildung 3.19: Hierarchische Zerlegung

Gleichungssystem (3.9) zu dem Randwertproblem (2.17) mit dem diskreten Losungsraum Sji
in der nodalen Basis A’* zu losen. Dazu gehen wir nun mit Py = Y i PhAy zu der
hierarchische Basen Formulierung

AP =5 (3.37)

tiber. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix A des hierarchischen Gleichungssystems (3.37), die sich aus
allen Knotenbasisfunktionen aus den Matrix— und den Kluftknoten ergibt, stellt sich dann bei
geeigneter Numerierung wie folgt dar:

A < /§MM /E\MK )
Axm  Axkk

Dabei werden, dhnlich wie schon bei dem hierarchischen Gebietszerlegungsverfahren,
die Diagonalanteile Amm und Ak jeweils nur von Matrixbasisfunktionen bzw.
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Kluftbasisfunktionen erzeugt. Die Kopplungen zwischen Matrix- und Kluftknoten
stehen in den Nebendiagonal-Eintragen Amx und Agpm. Dann fithrt die sequentielle
Teilraumkorrekturmethode (Abschnitt 3.4.1, Algorithmus 1) auf eine entsprechende Zerlegung
des Ausgangsproblems in zwei Teilprobleme und damit auf das folgende iterative Zweilevel-
Verfahren.

Algorithmus 3 (Zweilevel-Verfahren)

(??geben: Pik € Sik
dse:
v]M cSM. a(v]M,v) ={(v) — a(p;’k,v) Yv € S]-M (3.38)

lose:
v]-Fk € S]-Fk : a(ijk,v) =L(v) —alps + V]M,v) Vv e S]-Fk (3.39)

neue Iterierte: p]?’k“ =pji + VMV

Fir die Konvergenz dieses Zweilevel-Verfahrens ist die Losung der Teilprobleme
entscheidend. Ist die Anzahl der Freiheitsgrade in den Teilproblemen zu grofl, kommt
eine exakte Losung von Kluft- und Matrixproblem nicht in Frage. Das Kluftproblem ist
dasselbe wie in dem hierarchischen Gebietszerlegungsverfahren aus Abschnitt 3.4.2. Wir
konnen das Kluftproblem also wieder direkt 16sen oder ein Mehrgitterverfahren mit einem
speziellen (Linien-) Gléatter fiir anisotrope Probleme (z.B. Bramble, Zhang [16]) einsetzen.
Der entscheidende Unterschied zu dem hierarchischen Gebietszerlegungsverfahren aus
Abschnitt 3.4.2 liegt im Matrixproblem. Die Basisfunktionen des Matrixproblems der
hierarchischen Gebietszerlegung aus Abschnitt 3.4.2 am Kluftrand treten hier nicht auf. Das
Matrixproblem wird am Kluftrand von den Interface-Basisfunktionen aufgespannt. Dadurch
sind die Basisfunktionen des Matrixproblems am Kluftrand einseitig sehr steil. Klassische
Mehrgitterverfahren versagen fiir diese Art von Problemen. In Abschnitt 3.3.3 haben wir
daher die einseitig steilen Basisfunktionen in ein Interfaceproblem abgespaltet, welches wir
direkt gelost haben. Die tiber die Kluftbreite konstanten Basisfunktionen des Matrixproblems
des hierarchischen Gebietszerlegungsverfahrens (Abschnitt 3.4.2) benutzen wir in dem hier
betrachteten hierarchischen Zweilevel-Verfahren als Grundlage fiir geometrieangepafite
Glattungsschritte am Kluft-Matrix-Ubergang im Matrixproblem. Diese werden im folgenden
vorgestellt.

Robuste GauBR-Seidel-Gl atter fir das Matrixproblem Mit der hierarchischen
Zerlegung in Kluft- und Matrixproblem haben wir zwar erméglicht, in Kluft und Matrix
unterschiedliche Losungsverfahren zu verwenden, die angesprochenen Probleme durch
sehr unterschiedliche Elementgrofen am Kluft-Matrix-Ubergang und dadurch bedingte
einseitig steile Basisfunktionen haben wir aber noch nicht beseitigt. Zur iterativen Losung des
Matrixproblems soll nun ein geeignetes Mehrgitterverfahren bereitgestellt werden. Grundlage
ist die Gitterhierarchie

N cNM - c Y,
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und die entsprechende Hierarchie von Finite-Elemente-Rdaumen

Stcstc.csM
(vergleiche Abb. 3.19).
Um die Abhéngigkeit des Problems von der Kluftweite ¢ zu verdeutlichen, bezeichnen wir im
folgenden den Finite-Elemente-Raum mit Sj; = Sjk und die dazugehorige Menge der Knoten
mit j?c = Mk.
Wir betrachten zundchst das (klassische) Mehrgitterverfahren mit kanonischer Restriktion und
Prolongation sowie Gau-Seidel-Glétter. Als Grobgitterkorrektur im Knoten x_; = —§ € AM
(linker Kluftrand) auf Level i erhédlt man

A ) —alw, A )
Z 14

— 3.40
’ a(A_1i,A-14) (3.40)

Dabei ist A_1; € SiM die Knotenbasisfunktion zu x_; auf Level i und w € S)M eine beliebige
Zwischeniterierte. Im Falle ¢ — 0 gilt

IA 14l =aA g ,A 1) = o0

und daher z_;; — 0. Mit verschwindender Kluftweite ¢ verschwinden also auch die
Grobgitterkorrekturen am Kluftrand und die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt dramatisch
ab. Diese Eigenschaft ist typisch fiir klassische Mehrgitterverfahren.

|
X_1 =X1

Abbildung 3.20: Grobgittersuchrichtung / zusétzlicher Glattungsschritt

Um auch fiir ¢ — 0 ein robustes Konvergenzverhalten zu erreichen, wird am Kluftrand eine
zusétzliche, Geometrie-angepafite Korrektur

Lo _ f(95:) — alw, b5,
ot a(Poy, b§;)

(3.41)

in Richtung
$Poi=A1it A4
durchgefiihrt. Ersetzt man in Algorithmus 3 die exakte Losung des Matrixproblems durch

eine Mehrgitteriteration mit Zusatzgliattung (3.41) am Kluftrand, so erhdlt man ein neues
Mehrgitterverfahren fiir Kluftprobleme.



66 ROBUSTE MEHRGITTERMETHODEN

Beachte, daf8 ¢§; fiir ¢ — 0 gegen die Grobgitterknotenbasisfunktion ¢8¢ fiir das reduzierte
Gitter N = N \ {x_1,x1} konvergiert (vgl. Abb. 3.20). Die 18,1 sind damit gerade die
lokalen Gaufi-Seidel-Korrekturen des klassischen Mehrgitterverfahrens mit Gaufi-Seidel-
Glatter angewandt auf das reduzierte Problem

p)Q € S)-O : ao(pj,v) ={(v) Yv € 850. (3.42)

Das reduzierte Problem (3.42) beschreibt die Situation im Falle x_; = x¢ = xj, also ohne
Kluft. Fiir festes j,k und ¢ — 0 geht das Mehrgitterverfahren fiir das Matrixproblem gegen
das klassische Mehrgitterverfahren. Das bedeutet insbesondere robustes Konvergenzverhalten
beziiglich der Kluftweite.

Praktische Untersuchungen des Konvergenzverhaltens dieses Zweilevel-Verfahrens werden
in Kapitel 6 vorgestellt.



