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Kapitel 4: Bandstrukturprogramme

4.1 Vorbemerkungen

In den numerischen Rechnungen miissen viele Einteilchenwellenfunktionen konstruiert wer-
den. Dies geschieht durch Linearkombinationen von Basiswellenfunktionen, und die giin-
stige Auswahl hat einen Einflufl darauf, welches Ziel man mit diesen numerischen Rech-
nungen erreichen kann. Natiirlicherweise haben die Wellenfunktionen innerhalb des “Ra-
dius” der Atome den Charakter von Atomwellenfunktionen. In den Zwischengebieten vari-
ieren die Wellenfunktionen der Elektronen, die zur chemischen Bindung beitragen, nicht
mehr so stark, und es gibt verschiedene Moglichkeiten, um diese Wellenfunktionen zu ap-
proximieren. Werden ebene Wellen verwendet, so nennt man das Verfahren APW, was
“Augmented Plane Waves” bedeutet. Dabei werden die ebenen Wellen in diesen “inter-
stitiellen” Gebieten durch die atomaren Wellenfunktionen innerhalb der Atome erganzt.
Verwendet man im Zwischengebiet Hankelfunktionen wie bei einer Streuung an den atom-
aren Kugeln, dann heifit die Methode ASW fiir “Augmented Spherical Waves” [4.1].
Eine zweite Moglichkeit besteht darin, nur atomare Wellenfunktionen als Basissatz von
Wellenfunktionen zu verwenden, weil die an der chemischen Bindung beteiligten Elektronen
Wellenfuntionen haben, die sehr weit reichen kénnen, so dafl auch im Zwischenbereich eine

gute Approximation der Wellenfunktionen erreicht werden kann [4.2].

Abb.1: Ein zweidimensionaler Kristall als Beipiel fiir die Einteilung
in atomare Kugeln und interstitielle Gebiete.

Nur ebene Wellen als Basis zu nehmen, ist auch eine erfolgreiche Methode geworden,
ausgehend von der OPW-Methode, was “Orthogonalized Plane Waves” bedeutet. Bei
der modernen Entwicklung werden die Atome durch Pseudopotential ersetzt [4.3], die so
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konstruiert sind, dafl man fiir die Wellenfunktionen im Inneren der Atome nicht so viele
Wellen kurzer Wellenlange und hoher Energie braucht. Man spart mit dem Pseudopotential
auch die Berechnung der inneren Schalen eines Atoms oder Ions. Wichtiger ist jedoch, dafl
der Basissatz so einfach gewahlt werden kann.

Eine Zusammenstellung verschiedener Methoden findet man in dem Buch von David
J. Singh [4.3] und eine dltere Darstellung speziell iiber das APW—Verfahren im Buch von
T. Loucks [4.4]. Im folgenden werden nur die zwei Verfahren kurz besprochen, die in dieser
Arbeit verwendet werden. Einmal ist es der Wien—Kode [4.5], der auf der APW-Methode
[4.6] basiert, und eine kurze Darstellung dieser Methode, der Verdffentlichung [4.6] folgend.
AuBerdem wird das FPLO-Programm eingesetzt, das als Basis mit trunkierten atomaren
Wellenfunktion arbeitet [4.7].

4.2 APW—- und LAPW-—Verfahren

Wie vorher beschrieben, zerlegt die APW—Methode einen Kristall in atomare Sphéaren
A, umgeben von einer interstitiellen Region I, eine sogenannte “Muffin Tin” oder MT—
Aufteilung, wie in Abb.1 schematisch dargestellt. Die APW-Basisfunktionen setzen sich
aus ebenen Wellen in der interstitiellen Region zusammen und den Radiallosungen der
Schrodingergleichung innerhalb der MT—Sphéren [4.1, 2, 8]. Die Radialfunktionen wu; sind
notwendig fiir eine effiziente Konstruktion der Bloch—Eigenfunktionen fiir den Kristall,
damit nicht so viele ebenen Wellen, charakterisiert durch Gittervektoren K¢, gebraucht
werden.

Fiir einen Kristall mit einem Atom per Einheitszelle ist der Ansatz fiir die Wellen-
funktion

PPV (7, Kg) = {GZKG’T rel (4.1)
Yopan(Kg)w(r, E) Y(7) reA
wobei G ein reziproker Gittervektor ist, K der Kristallimpuls in der reziproken Gitterzelle
und damit K¢ = K+ G. L ist eine Abkiirzung fiir {{, m} und Y7, (7) die Kugelflichenfunk-
tionen.

Bei einer praktischen Berechnung ist die Summe iiber L endlich und moglichst klein
wie auch die Anzahl der Gittervektoren K. Die Koeffizienten ar, (K ) werden durch die
Bedingung bestimmt, dafl an jeder MT-Kugeloberflache beim Muffin—-Tin-Radius 7,7 die
Basisfunktionen ¢47"% (7, K) kontinuierlich sein sollen. Aus der Entwicklung der ebenen
Wellen nach Bessel-Funktionen j;(Kgr) sind damit die Koeffizienten in (4.1) durch

Ji(Karur)

ap(Kg) = 4mi' Vi (Kg) o B

(4.2)

bestimmt. Wie zu sehen ist, sind die Koeffizienten aj (Kg) energieabhéingig. Zwar sind
die ebenen Wellen von der Energie unabhangig, aber die Radiallosungen w; hangen von
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der Energie ab, fiir die die Radialwellenfunktionen berechnet werden. Eine Eigenfunktion
ist dann eine Linearkombination von vielen ¢(7, K¢), d.h.

\Ijz(F) = Zci,G ¢(F7 KG) ) (43)
G

wobei die Summation iiber das reziproke Gitter geht.

Die Koeffizienten fiir die i-te Eigenlosung sollten sich aus Matrixdiagonalisierungen
ergeben. Das Problem damit ist, daf§ die Matrizenelemente bei APW-Wahl der Ba-
siswellenfunktion von der Energie abhangen, die erst noch bestimmt werden muf. Die
Minimalisierung der Energie fiihrt auf die Bedingung

det [Tee/ (E) + Voo (E) — EOger (E)] =0 (4.4)

und ist damit nichtlinear in der Energie. T reprasentiert die kinetische Energie, Vg

die potentielle Energie und Qg ist die Uberlappmatrix, weil die ¢47"

nicht orthogonal
sind.

Fiir jede neue zu behandelnde Energie E; miissen neue APW-Basisfunktionen berech-
net und die Diagonalisation ausgefiihrt werden, um die Energieeigenwerte zu finden. Die
Errechnung einer Anzahl unterschiedlicher Energien der APW-Methode nimmt also viel
Zeit in Anspruch. Ein etwas storendes Problem ist vielleicht auch, dafi die Ableitungen
der APW—Wellenfunktion im allgemeinen einen Sprung bei 73,7 haben, nur die Wellen-
funktion selber ist stetig (siehe die Abbildungen 1 und 2 in [4.6]). Die Eigenlésungen ¥, (7)
haben jedoch diesen Defekt nicht mehr [4.4], denn die Energieminimalisierung sorgt fiir
die Stetigkeit der Ableitungen von (4.3) bei rj;r. Ein anderes Problem entsteht, wenn die
Radialwellenfunktion w;(ryr, E) zufélligerweise sehr klein oder sogar Null wird mit der
Bestimmung der Koeffizienten ar (K ) nach Gl.(4.2).

Der wichtige Punkt bei dem APW-—Verfahren ist jedoch, dai die Rumpfelektronen-
wellenfunktionen w;(r, E') mit der richtigen Energie berechnet werden, weil der Beitrag zur
Gesamtenergie grof3 ist. Im Zwischengebiet braucht man dann eine Anzahl von ebenen
Wellen, wobei der grofite Wellenvektor kyar &~ G durch den MT—Radius 7y, iiber die
Beziehung k,,q. - rarr = 5 ... 9 festgelegt ist. Jedenfalls ist dieser “Cutoft” fiir den Wien—
Code so gewdhlt, der allerdings eine modifizierte Form des APW—Verfahrens benutzt, die
im folgenden erlautert werden soll. Daf} k,,,, moglichst klein bleibt, ist das Ziel dieser
Anderungen.

4.2.1 LAPW (Linearized Augmented Plane Wave)

Um die zuletzt genannten Schwierigkeiten zu beheben, haben Andersen [4.9] und gleich-
zeitig Koelling und Arbman [4.10] statt der energieabhédngigen APW-Basisfunktionen von
(4.1) eine energieunabhéngige Version eingefiihrt

LAPW (& 1 € re 4.5
k) {ZL REAPW (R YL (F) 1€A’ (4:5)
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wobei

REAPW (T) = aL(kig> ul(r, 51) + bL(k}G )’dl (T, 5[) (46)

ist. Die Funktionen %; = Oy / OF sind Energieableitungen der Radialfunktionen und die
Koeffizienten ar,(kg) und by (k) sind so bestimmt, dafl jede Basisfunktion R kontinuier-
lich an der Grenze der MT—Kugeln ist und auch ihre Ableitungen OR/0r. Die radialen
Wellenfunktionen u;(r, &) und 4;(r, &) sind fiir eine feste optimale Energie & berechnet
und die Idee bei dem LAPW-Ansatz ist, dal die Wellenfunktion fiir die richtige Energie E
durch eine lineare Approximation w;(E) = w (&) + (E — &) w(&;) gefunden werden kann.
Deshalb ist die Bezeichnung “lineare” APW-Methode oder LAPW gewahlt worden.

Die ¢¢*"”™ mit ihrer impliziten linearen Energieabhangigkeit sind eine ausreichende
Basis fiir die Eigenfunktionen in dem Energiebereich, der fiir die chemische Bindung wichtig
ist. Alle Eigenenergien fiir einen festen Impuls kénnen durch Diagonalisierung derselben
Matrix berechnet werden. Allerdings ist die Dimension dieser Matrix gréfler als bei dem
APW-—Verfahren, weil die Anzahl der ebenen Wellen vergroflert werden muf.

4.2.2 APW+lo (APW + local orbitals)

Singh [4.11] und Sj6stedt u.a. [4.6] haben eine andere Moglichkeit herausgefunden, mit einer
energieunabhéangigen APW-Basis zu rechnen. Die Idee beruht auf der besseren Darstellung
von sogenannten “Semicore”’—Zusténden, wie sie bei Atomen der Ubergangsmetalle oder
der seltenen Erden auftreten. Die wirklichen Rumpfzustiande der abgeschlossenen Schalen
sind am Radius der MT-Kugeln Null, aber die Semicore-Wellenfunktionen haben dort
einen endlichen Wert. Die Idee ist, eine zuséatzliche lokale Wellenfunktion auf folgende

Weise
0 rel

AGHOR {RlLo(r)YL(r) r €A (4.7)

zu konstruieren, die keinen ebenen Wellenanteil hat. Sie ist damit lokal, da sie vollstandig
innerhalb der MT-Kugeln beschrinkt ist und nach der APW-Konstruktion (4.1) nicht
an ebene Wellen angeschlossen werden muss. Diese Eigenschaft erreicht man, indem die
“lokale” Radialfunktion aus zwei Losungen kombiniert wird

RYP(r) = a®w(r, &) + b2 (r, &) , (4.8)

so da R auf dem Rand der MT-Kugel Null ist. Wie vorher wird als zweite radiale Funk-
tion die Energieableitung 7, (r, &) benutzt, die man durch numerische Integration einer in-
homogenen Schrodingergleichung bekommt. Man beschrankt sich bei diesen zusétzlichen
Basisvektoren auf die lokalen Orbitale fiir physikalisch wichtige [-Werte. Allgemein kann
man sagen, dafl die Variationsfreiheit und damit die Genauigkeit der Energieberechnung
durch die zusatzlichen lokalen Wellenfunktionen verbessert werden.



33

Den verschiedenen &; gibt man verschiedene Werte. Fiir Sauerstoff oder Fluor in
Verbindung mit Ubergangsmetallionen, z.B fiir den Perowskit KCuFs5, der hier berechnet
werden soll, sind die F—2s, F-2p und Cu-3d Bénder in verschiedenen Energiebereichen.
Fir & mit [ = 0, 1, 2 wahlt man dann Werte aus, fiir die das Gewicht der einzelnen
Zustandsdichten am grofiten ist.

Die Wirklichkeit ist komplizierter, als hier dargestellt; falls Semicore-Zustande tat-
séchlich beriicksichtigt werden miissen, reicht der Ansatz (4.7) und (4.8) nicht mehr. Es ist
besser, noch eine Wellenfunktion u;(r, &£/) bei der zu erwartenden Energie & hinzuzufiigen,
wenn die Energiedifferenz & — &/ zu grof ist fiir eine lineare Extrapolation der Wellenfunk-
tion bei &/ [4.12].

Die so konstruierten Basisfunktionen werden als APW-+lo—Basis bezeichnet. Das hier
hauptséchlich benutzte Bandstrukturprogramm Wien2k [4.5] benutzt diese Wellenfunktio-
nen. Fiir Ionen mit dem Jahn—Teller—Effekt, die hier berechnet werden, scheint diese Basis

gut geeignet, wie wir zeigen werden.

4.3 LCAO — Linear Combination of Atomic Orbitals

Ein Bandstrukturprogramm, das wir benutzt haben, ist vom LCAO-Typ und hat den
Namen FPLO, wobei die Abkiirzung ”Full Potential & Local Orbitals” bedeutet[4.7]. Eine
Blochwellenfunktion wird beim LCAO-Ansatz als Summe atomarer Wellenfunktionen y
gebildet[4.13]

o(r, k)= > eFF (7~ R) . (4.9)
i

Hier ist nur ein Atom an der Stelle B = 0 plaziert und die Summe ist dann iiber alle
Gitterzellen, weil es zur Vereinfachung nur ein Atom in der Einheitszelle geben soll. Fiir
die Berechnung von Molekiilen benutzt man in der einfachsten Naherung z.B. Slaterorbitale
als Basis [4.2] x x 7" 1e @7 Y}, (0, ¢).

Die Basis—Orbitale im FPLO-Programm sind Losungen der Schrodingergleichung mit
einem sphérisch gemittelten Potential V(r), das aus einem Kristallpotential ohne diese
Symmetrie berechnet wird, weshalb dies Programm als sogenanntes ”Full Potential” Pro-
gramm bezeichnet wird. Ein anharmonisches Oszillatorpotential V<™f = (r/rg)* als
Zusatz beschrankt diese Wellenfunktionen y in ihrer Ausdehnung. Damit 16st man ein
technisches Problem, einmal um noch eine optimale Basis durch eine giinstige Wahl des
7 Cutoft” rg zu bekommen, zum anderen um auch die numerische Berechnung der Zwei— und
insbesondere der Drei—Zentrenintegrale einzuschranken, damit nicht soviel Zeit verbraucht
wird. Dieser Abschneideparameter hangt von der Distanz ryn der nachsten Nachbarn ab,
und zwar ist ro &~ (ryn/2)%/2. Der Vorteil dieser Methode ist ihre Schnelligkeit, aber sie
erreicht nicht ganz die Genauigkeit der vorher besprochenen APW-Methoden, jedenfalls
nicht fiir den Jahn—-Teller—Effekt.
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Es gibt noch andere Methoden, die zwischen dem APW— und dem gerade diskutierten
LCAO—Verfahren liegen. Man teilt das Gebiet eines Kristalls wieder in MT—Kugeln und
Zwischengebiete mit konstantem Potential ein. Ist dieses Potential Null, dann bekom-
men die MT-Losungen u;(r, E) “Schwinze” auflerhalb der Kugel mit den Lésungen der
Laplace-Gleichung V2y = 0, proportional zu den Multipollssungen r~!~1Y7(r). Damit
hat man eine Basis fiir das MTO-Verfahren. Wie fiir die APW mit (4.5) und (4.6) die
LAPW mit Hilfe der 4;(r, E) definiert ist, kann man ein LMTO-Verfahren mit den Mul-
tipollosungen statt ebener Wellen im Zwischengebiet I bilden ([4.9], siehe Kapitel 3 in
Kiiblers Buch [4.1]). Damit hat man eine lokale Basis vom LCAO-Typ und erhélt mit
(4.9) eine Blochwellenfunktion. Die ASW-Methode ist analog zu MTO konstruiert, aller-
dings mit Losungen der Helmholtzgleichung statt der Laplacegleichung (V2 + k?) ¥ = 0.
Einzelheiten lassen sich in Kiiblers Buch [4.1] nachlesen, weil dieser Autor diese Methode
auch verwendet, um Probleme des Magnetismus zu studieren. Wir haben dieses ASW-—
Programm ebenfalls benutzt.
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