
Kapitel 3

Hartree-Fock Berechnungen der

Schr�odinger-Gleichung

Ausgehend von der Schr�odingergleichung mit dem Hamiltonoperator Ĥ

Ĥ	 = E	 (3.1)

sei die Born-Oppenheimer-N�aherung [27] angewandt. Diese geht von einer Separation

aller Terme im Hamiltonoperator aus, die von der Geschwindigkeit der Nukleonen

(oberer Index N) abh�angig sind. Die physikalische Bedeutung besteht darin, dass sich

die Elektronen mit ihrer kleinen Masse stets in ihrem Potentialminimum bez�uglich ei-

ner momentanen Nukleonenposition be�nden. Die kleinen relativistischen Wechselwir-

kungen seien hierbei vernachl�assigt. Damit ist der elektronische, nicht-relativistische

Hamiltonoperator in der Born-Oppenheimer-N�aherung

ĤBO = T̂E + V̂ N�E + V̂ N�N + V̂ E�E; (3.2)

mit den Termen der kinetischen Energie der Elektronen, der Coulombwechselwirkung

zwischen je einem Nukleon und Elektron sowie unter den Teichensorten paarweise un-

tereinander. Die Mehrelektronenwellenfunktion 	 ist wegen der Eigenschaft der Elek-

tronen als Fermionen antisymmetrisch bez�uglich des Austausches zweier Elektronen

und auf 1 normiert. Eine einfache Ansatzfunktion mit diesen Eigenschaften ist die

Slater-Determinante [28]
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die aus (Einelektronen-)Spin-Orbitalen  i aufgebaut ist. Diese k�onnen ihrerseits aus

Basisfunktionen �1 : : : �� aufgespannt werden, welches die KoeÆzientenmatrix ci� be-

schreibt:

 i =
�X
�

ci���: (3.4)

Die geschickte Wahl des Basisraumes � bestimmt den Erfolg der N�aherung der Rech-

nung: Der Raum sollte m�oglichst genau dem exakten L�osungsraum entsprechen und

andererseits sollten die auftretenden Integrale �uber die Basisfunktionen zeit�okonomisch

und mit hinreichender numerischen Genauigkeit berechenbar sein. Gau�funktionen er-

geben einfache analytische Ausdr�ucke und werden daher in modernen Programmen

verwendet.

F�ur eine durch 	�;ci� = 1p
n!
det j : : :  i : : : j bestimmte, zun�achst beliebige Wel-

lenfunktion berechnet sich der Energieerwartungswert zu

E�;ci� = h	�;ci�jĤBOj	c�;i�i: (3.5)

Dieser muss nach dem Variationsprinzip der Quantenmechanik stets gleich oder gr�o�er

als der zur exakten L�osung geh�orende Erwartungswert (jetzt Eigenwert)

E�;ci� � Eexakt (3.6)

sein. Die beste Beschreibung innerhalb des gew�ahlten Basissatzes �ndet sich also durch

die Minimierung von E�;ci� mittels Optimierung der KoeÆzienten:

@E�;ci�

@ci�
= 0 f�ur alle i; �: (3.7)

Iterative Bestimmungsgleichungen zur L�osung dieser Aufgabe sind die Roothaan-

Hall Gleichungen [29, 30]. Konvergenz ist erreicht, wenn sich der Energieerwartungs-

wert innerhalb einer Grenze nicht mehr �andert. Wegen dieses Erreichens der Selbstkon-

sistenz wird das Verfahren auch self-consistent �eld (SCF) genannt. Das bestm�ogliche

Ergebnis wird mit einer vollst�andigen Basis erreicht und als Hartree-Fock-Limit be-

zeichnet.

Mit der gleichen Begr�undung aus dem Variationsprinzip (Gleichung 3.6) wird

auch die Gleichgewichtsgeometrie anhand des Kriteriums der niedrigsten Gesamtener-

gie ermittelt.

Eine quantenchemische Rechnung ist dann physikalisch konsistent, wenn sie ein

System aus zwei Teilsystemen gleich gut beschreibt, zum Beispiel in direkter Nachbar-

schaft als auch in sehr gro�em Abstand. Nur dann k�onnen die errechneten Energien
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verglichen werden. Diese Forderung ist bei der resticted Hartree-Fock-Rechnung (RHF)

allerdings nur unvollst�andig erf�ullt:

� Die Verwendung nur einer Determinanten als Gesamtwellenfunktion beschreibt

Anregungen in den unbesetzten Raum nicht. Bei correlation-interaction-

Rechnungen (CI) werden diese Anregungen durch Umbesetzung der Spinorbitale

ber�ucksichtigt und die Wellenfunktion als Linearkombination dieser so erhaltenen

Determinanten dargestellt. Wird dieses in einer vollst�andigen Basis und f�ur alle

m�oglichen Anregungen durchgef�uhrt und die resultierenden S�akulargleichungen

gel�ost, ergibt sich die exakte L�osung der Schr�odingergleichung zum Hamilton-

operator (3.2). Die Di�erenz zu der im Hartree-Fock-Limit berechneten Energie

ist unter dem Begri� Korrelationsenergie zusammengefasst.

� Im Allgemeinen ist die Basis eines Subsystems in Bezug auf die exakte L�osung

dieses Subsystems unvollst�andiger als die Basis des gesamten Systems. Dann

werden z.B. f�ur die Beschreibung des Adsorbates (mit der Basis �B) auch Teile

der Substratbasis �A benutzt. Die G�ute der Beschreibung wird dann ver�andert,

wenn der dissoziierte Fall, das Adsorbat allein, berechnet werden soll. Nach dem

Variationsprinzip muss sich damit die Gesamtenergie erh�ohen. Dieser Fehler ent-

steht durch die gegenseitige Benutzung von Basisfunktionen und wird daher basis

set superposition error (BSSE) genannt, und verschwindet bei einer vollst�andigen

Basis. Die Counterpoise-Korrektur nach Boys und Bernardi [31] versucht diesen

E�ekt auszugleichen, indem zur Berechnung der Bindungsenergie die Energie des

Gesamtsystems mit den Energien der Teilsysteme in demselben, gesamten Ba-

sissatz ��; ��, in dem aber nur jeweils die Substrat (A)- bzw. Adsorbatorbitale

(B) besetzt sind, verglichen werden:

�EC

AB
= EAB(�; �)� EA(�; �)� EB(�; �): (3.8)

Wird zus�atzlich das Teilsystem B durch die Wechselwirkung in seiner Geometrie

ver�andert, muss auch diese Ver�anderung bez�uglich der Basis des Teilsystems

ber�ucksichtigt werden

�EC

A ~B
= E

A ~B(�; �)� EA(�; �)� E ~B(�; �)� EB(�)� E ~B(�); (3.9)

wobei ~B das durch die Wechselwirkung ver�anderte Teilsystem bezeichnet [32].

�E kann mit der Bindungsenergie identi�ziert werden.



34 KAPITEL 3. HARTREE-FOCK-THEORIE


